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Prefacio

El presente libro es un texto de introduccién que aborda el disefio y analisis de experimentos. Tiene como
base los cursos sobre disefio de experimentos que he impartido durante mas de 25 aios en la Universidad
Estatal de Arizona, la Universidad de Washingtony el Instituto de Tecnologia de Georgia. Refleja asimis-
mo los métodos que he encontrado ttiles en mi propia préactica profesional como consultor en ingenieria
y estadistica en las dreas generales de diseiio de productos y procesos, mejoramiento de procesos e inge-
nieria de control de calidad. :

El libro est4 destinado a estudiantes que han llevado un primer curso de métodos estadisticos. Este
curso previo debe incluir por lo menos algunas de las técnicas de estadistica descriptiva, la distribucién
normal y una introduccion a los conceptos basicos de los intervalos de confianza y la prueba de hipdtesis
para medias y varianzas. Los capitulos 10 y 11 requieren un manejo elemental de ilgebra matricial.

Como los requisitos para llevar este curso son relativamente modestos, este libro puede usarse tam-
bién en un segundo curso de estadistica enfocado en el disefo estadistico de experimentos para estudian-
tes de licenciatura de ingenieria, fisica, ciencias fisicas y quimicas, mateméticas y otros campos de las
ciencias. Durante varios afios he impartido un curso basado en este libro en el primer aio de estudios de
posgrado de ingenierfa. Los estudiantes de este curso provienen de los campos tradicionales de ingenie-
rfa, fisica, quimica, matematicas, investigacién de operaciones y estadistica. También he usado este libro
como base de un curso breve para el sector industrial sobre disefio de experimentos para técnicos en ejer-
cicio con una amplia diversidad en su formacién profesional. Se incluyen numerosos ejemplos que ilustran
todas las técnicas de disefio y anélisis. Estos ejemplos se basan en aplicaciones del disefio experimental
en el mundo real, y se han tomado de diferentes campos de la ingenieria y las ciencias. Esto lleva al terreno
de las aplicaciones a un curso académico para ingenieros y cientificos y hace de este libro una ttil herra-
mienta de referencia para experimentadores de una amplia gama de disciplinas.

ACERCA DEL LIBRO

La presente edicion constituye una revision sustancial del libro. He procurado mantener el equilibrio en-
tre los tépicos de disefio y analisis; sin embargo, hay varios temas y ejemplos nuevos; asimismo he reorga-
nizado gran parte del material. En la presente edicion se resalta mas el uso de la computadora. Durante
los ltimos afios han surgido varios productos de software excelentes que auxilian al experimentador en
las fases del disefio y el anélisis para esta materia. He incluido las salidas de dos de estos productos, Mini-
tab y Design-Expert, en varias partes del texto. Minitab es un paquete de software de estadistica de caréc-
ter general ampliamente disponible, que cuenta con itiles herramientas de anilisis de datos y que maneja
bastante bien el analisis de experimentos tanto con factores fijos como aleatorios (incluyendo el modelo
mixto). Design-Expert es un paquete que se enfoca exclusivamente en el disefio experimental. Tiene mu-
chas herramientas para la construccion y evaluacién de disefios, asi como miiltiples caracteristicas de ané-
lisis. En el sitio web de este libro puede obtenerse una versién para estudiantes de Design-Expert, y se hace
una amplia recomendacién para usarlo. Exhorto a todos los profesores que usen este libro para que incor-
poren software de computadora en sus cursos. En mi caso particular, llevo a todas mis clases una compu-
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vi PREFACIO

tadora laptop y un monitor, y todos los disefios o tépicos del analisis tratados en clase se ilustran con la
computadora.

En esta edicién destaco aiin més la conexi6n entre el experimento y el modelo que puede desarrollar
el experimentador a partir de los resultados del experimento. Los ingenieros (y en gran medida los cienti-
ficos de la fisica y la quimica) aprenden los mecanismos fisicos y sus modelos mecanicistas fundamentales
al principio de su formacién académica, pero en la mayor parte de sus carreras profesionales tendran que
trabajar con estos modelos. Los experimentos disefiados estadisticamente ofrecen al ingeniero una base
vélida para desarrollar un modelo empirico del sistema bajo estudio. Después este modelo empirico pue-
de manipularse (tal vez utilizando una superficie de respuesta o una gréfica de contorno, o quizd matema-
ticamente) como cualquier otro modelo de ingenieria. A lo largo de muchos afios de docencia he
descubierto que este enfoque es muy eficaz para despertar el entusiasmo por los experimentos diseiados
estadisticamente en la comunidad de ingenierfa. En consecuencia, al inicio del libro planteo la nocién de
un modelo empirico fundamental para el experimento y las superficies de respuesta y destaco la impor-
tancia del mismo.

También me he esforzado por presentar mucho més rapido los puntos criticos en los que intervienen
los diseflos factoriales. Para facilitar este objetivo, condensé en un solo capitulo (el 3) el material intro-
ductorio sobre los experimentos completamente aleatorizados con un solo factor y el anélisis de varianza.
He ampliado el material sobre los disefios factoriales y factoriales fraccionados (capitulos 5 al 9) en un es-
fuerzo por hacer que el material fluya con mayor eficiencia en la perspectiva tanto del lector como del
profesory por hacer mayor hincapié en el modelo empirico. El capitulo sobre las superficies de respuesta
(e111) sigue inmediatamente al material sobre disefios factoriales y factoriales fraccionados y modelado
de regresiones. He ampliado este capitulo, agregando nuevo material sobre disefios 6ptimos alfabéticos,
experimentos con mezclas y el problema de un disefio paramétrico robusto. En los capitulos 12y 13 se
analizan experimentos que incluyen efectos aleatorios, asi como algunas aplicaciones de estos conceptos
en disefios anidados y parcelas subdivididas. El capitulo 14 es una descripcién general de temas importan-
tes de disefio y anlisis: la respuesta no normal, el método de Box-Cox para seleccionar la forma de una
transformacion, y otras alternativas; experimentos factoriales no balanceados; el analisis de covarianza,
incluyendo covariables en un disefio factorial y mediciones repetidas.

Alo largo del libro he destacado la importancia del disefio experimental como una herramienta que
elingeniero en ejercicio puede usar en el disefio y desarrollo de productos, asi como en el desarrolloy me-
joramiento de procesos. Se ilustra el uso del diseno experimental en el desarrollo de productos que sean
robustos a factores ambientales y a otras fuentes de variabilidad. Considero que el uso del disefio experi-
mental en las fases iniciales del ciclo de un producto puede reducir sustancialmente el tiempo y el costo de
conducirlo, redundando en procesos y productos con un mejor desempefio en campo y una mayor confia-
bilidad que los que se desarrollan utilizando otros enfoques.

El libro contiene més material del que puede cubrirse sin prisas en un solo curso, por 1o que espero
que los profesores puedan variar el contenido de cada curso o bien estudiar mas a fondo algunos temas,
dependiendo de los intereses de la clase. Al final de cada capitulo hay un grupo de problemas (excepto en
el 1). El alcance de estos problemas varia desde ejercicios de célculo, destinados a consolidar los funda-
mentos, hasta la ampliacién de principios basicos.

Mi curso en la universidad lo enfoco principalmente en los disefios factoriales y factoriales fracciona-
dos. En consecuencia, por lo general cubro el capitulo 1, el capitulo 2 (muy répido), la mayor parte del ca-
pitulo 3, el capitulo 4 (sin incluir el material sobre bloques incompletos y mencionando s6lo brevemente
los cuadrados latinos), y trato en detalle los capitulos 5 al 8 sobre disefos factoriales con dos niveles y di-
senos facioriales fraccionados. Para concluir el curso, introduzco la metodologia de superficies de res-
puesta (capitulo 11) y hago un repaso general de los modelos con efectos aleatorios (capitulo 12) y los
disenos anidados y en parcelas subdivididas (capitulo 13). Siempre pido a los estudiantes que realicen un
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proyecto semestral que consiste en disefiar, conducir y presentar los resultados de un experimento dise-
fiado estadisticamente. Les pido que trabajen en equipos, pues es la manera en que se realiza la mayor
parte de la experimentacién industrial. Deben hacer la presentacién de los resultados de su proyecto de
manera oral y por escrito.

MATERIAL SUPLEMENTARIO DEL TEXTO

Con esta edici6n he preparado un suplemento para cada capitulo del libro. En este material suplementa-
rio se desarrollan temas que no pudieron tratarse con mayor detalle en el libro. También presento algunos
temas que no aparecen expresamente en el libro, pero que para algunos estudiantes y profesionistas en
ejercicio podria resultar de utilidad una introduccién de los mismos. El nivel matemético de parte de este
material es més elevado que el del texto. Estoy consciente de que los profesores usan este libro con una
amplia variedad de audiencias, y es posible que algunos cursos de disefio mas avanzados puedan benefi-
ciarse al incluir varios de los temas del material suplementario del texto. Este material esta en formato
electrénico en el CD/ROM del profesor (disponible s6lo en inglés) y se encuentra en el sitio web de este
libro. ,

SITIO WEB

En el sitio web http://www.wiley.com/legacy/college/engin/montgomery316490/student/student. himl esté
disponible el material de apoyo para profesores y estudiantes. Este sitio se usard para comunicar informa-
cién acerca de innovaciones y recomendaciones para el uso eficaz de este texto. El material suplementa-
rio del texto puede encontrarse en este sitio, junto con versiones electrdnicas de las series de datos
utilizadas en los ejemplos y los problemas de tarea, un plan de estudios del curso y proyectos semestrales
del curso en la Universidad Estatal de Arizona.

RECONOCIMIENTOS

Expreso mi agradecimiento a los muchos estudiantes, profesores y colegas que han usado antes este libro
y quienes me han hecho llegar itiles sugerencias para esta revision. Las contribuciones de los doctores
Raymond H. Myers, G. Geoffrey Vining, Dennis Lin, John Ramberg, Joseph Pignatiello, Lloyd S. Nelson,
Andre Khuri, Peter Nelson, John A. Cornell, George C. Runger, Bert Keats, Dwayne Rollier, Norma Hu-
bele, Cynthia Lowry, Russell G. Heikes, Harrison M. Wadsworth, William W. Hines, Arvind Shah, Jane
Ammons, Diane Schaub, Pat Spagon y William DuMouche, y los sefiores Mark Anderson y Pat Whitcomb
fueron particularmente invaluables. Mi Jefe de Departamento, el doctor Gary Hogg, ha proporcionado
un ambiente intelectualmente estimulante en el cual trabajar.

Las contribuciones de los profesionistas en activo con quienes he trabajado han sido invaluables. Es
imposible mencionarlos a todos, pero algunos de los principales son Dan McCarville y Lisa Custer de Mo-
torola; Richard Post de Intel; Tom Bingham, Dick Vaughn, Julian Anderson, Richard Alkire y Chase
Neilson de Boeing Company; Mike Goza, Don Walton, Karen Madison, Jeff Stevens y Bob Kohm de
Alcoa; Jay Gardiner, John Butora, Dana Lesher, Lolly Marwah, Paul Tobias y Leon Mason de IBM; Eli-
zabeth A. Peck de The Coca-Cola Company; Sadri Khalessi y Franz Wagner de Signetics; Robert V. Bax-
ley de Monsanto Chemicals; Harry Peterson-Nedry y Russell Boyles de Precision Castparts Corporation;
Bill New y Randy Schmid de Allied-Signal Aerospace; John M. Fluke, hijo, de John Fluke Manufacturing
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Company; Larry Newton y Kip Howlett de Georgia-Pacific, y Ernesto Ramos de BBN Software Products
Corporation.

Me encuentro en deuda con el profesor E.S. Pearson y con Biometrika, John Wiley & Sons, Prenti-
ce-Hall, The American Statistical Association, The Institute of Mathematical Statistics y los editores de
Biometrics por el permiso para usar material protegido por derechos de autor. Lisa Custer realizé un ex-
celente trabajo de presentacion de las soluciones que aparecen en el CD/ROM del profesor, y la doctora
Cheryl Jennings realiz6 una correccion de estilo eficaz y de suma utilidad. Estoy agradecido con la Office
of Naval Research, la National Science Foundation, las compaiiias integrantes de NSF/Industry/Univer-
sity Cooperative Research Center in Quality and Reliability Engineering de la Universidad Estatal de
Atrizona, e IBM Corporation por apoyar gran parte de mis investigaciones de estadistica y disefio experi-
mental de ingenieria.
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Introduccién

1-1 ESTRATEGIA DE EXPERIMENTACION

Investigadores de practicamente todos los campos de estudio llevan a cabo experimentos, por lo general
para descubrir algo acerca de un proceso o sistema particular. En un sentido literal, un experimento es
una prueba. En una perspectiva més formal, un experimento puede definirse como una prueba o serie de
pruebas en las que se hacen cambios deliberados en las variables de entrada de un proceso o sistema para
observar e identificar las razones de los cambios que pudieran observarse en la respuesta de salida.

Este libro trata de la planeacion y realizacién de experimentos y del anélisis de los datos resultantes a
fin de obtener conclusiones vélidas y objetivas. La atencion se centra en los experimentos de ingenieria y
las ciencias fisicas y quimicas. En ingenieria, la experimentacién desempeita un papel importante en el di-
sefio de productos nuevos, el desarrollo de procesos de manufactura y ¢l mejoramiento de procesos. El
objetivo en muchos casos seria desarrollar un proceso robusto, es decir, un proceso que sea afectado en
forma minima por fuentes de variabilidad externas.

Como ejemplo de un experimento, suponga que un ingeniero metalirgico tiene interés en estudiar el
efecto de dos procesos diferentes de endurecimiento, el templado en aceite y el templado en agua salada,
sobre una aleacién de aluminio. El objetivo del experimentador es determinar cuél de las dos soluciones
de templado produce la dureza méxima para esta aleacién particular, El ingeniero decide someter varios
ejemplares o muestras para ensayo de la aleacion a cada medio de templado y medir la dureza de los
ejemplares después del templado. Para determinar cual de las soluciones es la mejor, se usar4 la dureza
promedio de los ejemplares tratados en cada solucién de templado.

Al examinar este sencillo experimento salen a relucir varias cuestiones importantes:

1. (Estas dos soluciones son los tnicos medios de templado de interés potencial?

2. (Hay en este experimento otros factores que podrian afectar la durezay que deberian investigar-
se o controlarse?

3. (Cuéntas muestras para ensayo de la aleacién deberan probarse en cada solucién de templado?

4. (C6mo deberan asignarse las muestras para ensayo de prucba a las soluciones de templado y en
qué orden deberan colectarse los datos?
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5. ¢Qué método de anélisis de datos debera usarse?
6. (Qué diferencia en la dureza promedio observada entre los dos medios de templado se conside-
rard importante?

Todas estas preguntas, y tal vez muchas més, tendrén que responderse satisfactoriamente antes de llevar a
cabo el experimento.

En cualquier experimento, los resultados y las conclusiones que puedan sacarse dependen en gran
medida de la manera en que se recabaron los datos. Para ilustrar este punto, suponga que el ingeniero
metalirgico del experimento anterior utilizé ejemplares de una hornada para el templado en aceite y
ejemplares de una segunda hornada para el templado en agua salada, Entonces, cuaando compare la dure-
za promedio, el ingeniero no podré saber qué parte de la diferencia observada es resultado de la solucién
de templado y qué parte es el resultado de diferencias inherentes entre las hornadas.! Por lo tanto, el mé-
todo utilizado para recabar los datos ha afectado de manera adversa las conclusiones que pueden sacarse
del experimento.

En general, los experimentos se usan para estudiar el desempefio de procesos y sistemas. El proceso o
sistema puede representarse con el modelo ilustrado en la figura 1-1. El proceso puede por lo general vi-
sualizarse como una combinacién de maquinas, métodos, personas u otros recursos que transforman cier-
ta entrada (con frecuencia un material) en una salida que tiene una o més respuestas observables.
Algunas variables del proceso x,, x,, ..., X, son controlables, mientras que otras z;, 2y, ..., Z, SOn no controla-
bles (aunque pueden serlo para los fines de una prueba). Los objetivos del experimento podrian com-
prender los siguientes:

1. Determinar cudles son las variables que tienen mayor influencia sobre la respuesta y.

2. Determinar cudl es el ajuste de lasx que tiene mayor influencia para quey esté casi siempre cerca
del valor nominal deseado.

3. Determinar cudl es el ajuste de las x que tiene mayor 1nﬂuenc1a para que la variabilidad dey sea
reducida.

4. Determinar cuil es el ajuste de las x que tiene mayor influencia para que los efectos de las varia-
bles no controlables zy, 25, ..., z, sean minimos.

Como se puede ver por el anélisis anterior, los experimentos incluyen muchas veces varios factores.
Habitualmente, uno de los objetivos de la persona que realiza un experimento, llamada el experimenta-
dor, es determinar la influencia que tienen estos factores sobre la respuesta de salida del sistema. Al enfo-

Factores controlables

X X, x,
Entradas Salida
Proceso —-——);
5 % % Figura 1-1 Modelo general de un pro-
Factores no controlables ‘ ceso o sistema.

1 Un especialista ¢n disefio experimental dirfa que los efectos de los medios de templado y las hornadas se confundieron; es decir, los
efectos de estos dos factores no pueden separarse.
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que general para planear y llevar a cabo el experimento se le llama estrategia de experimentacién. Existen
varias estrategias que podria usar un experimentador. Se ilustrarn algunas de ellas con un ejemplo muy
sencillo.

Al autor le gusta mucho jugar golf. Desafortunadamente, no le agrada practicar, por lo que siempre
busca la manera mds sencilla para bajar su puntuacién. Algunos de los factores que él considera impor-
tantes, 0 que podrian influir en su puntuacién, son los siguientes:

El tipo de palo usado (grande o normal).

El tipo de pelota usada (de goma de balata o de tres piezas).
Caminar cargando los palos de golf o hacer el recorrido en un carrito.
Beber agua o cerveza durante el juego.

Jugar en la mafiana o en la tarde.

Jugar cuando hace frio o cuando hace calor. _

El tipo de spikes usados en los zapatos de golf (metilicos o de hule).
Jugar en un dia con viento o en uno apacible.

. .

S W

g N

Evidentemente, hay muchos otros factores que podrian considerarse, pero supongamos que éstos son los
de interés primario. Adem4s, teniendo en cuenta su larga experiencia en el juego, el autor decide que los
factores 5 al 8 pueden ignorarse; es decir, estos factores no son importantes porque sus efectos son tan pe-
quenos que carecen de valor practico. Los ingenieros y los investigadores deben tomar a menudo este tipo
de decisiones acerca de algunos de los factores que examinan en experimentos reales.

Consideremos ahora ¢émo podrian probarse experimentalmente los factores 1 al 4 para determinar
su efecto sobre la puntuacion del autor. Suponga que en el curso del experimento pueden jugarse un mé-
ximo de ocho rondas de golf. Un enfoque consistiria en seleccionar una combinacién arbitraria de estos
factores, probarlos y ver qué ocurre. Por ejemplo, suponga que se selecciona la combinacién del palo
grande, la pelota de goma de balata, el carrito y el agua, y que la puntuacién resultante es 87. Sin embargo,
durante la ronda el autor noto varios tiros descontrolados con el palo grande (en el golf, grande no siem-
pre es sindénimo de bueno) y, en consecuencia, decide jugar otra ronda con el palo normal, manteniendo
los demds factores en los mismos niveles usados anteriormente. Este enfoque podria continuar de mane-
ra casi indefinida, cambiando los niveles de uno (o quizé dos) de los factores para la prueba siguiente, con
base en el resultado de la prueba en curso. Esta estrategia de experimentacion, conocida como enfoque de
la mejor conjetura, es comiin entre ingenieros y cientificos. Funciona de manera adecuada si los experi-
mentadores cuentan con una gran cantidad de conocimientos técnicos o tedricos del sistema que est4n es-
tudiando, asi como amplia experiencia prictica. Sin embargo, el enfoque de la mejor conjetura presenta
al menos dos desventajas. Primera, supéngase que la mejor conjetura inicial no produce los resultados de-
seados. Entonces el experimentador tiene que hacer otra conjetura acerca de la combinaci6n correcta de
los niveles de los factores. Esto podria continuar por mucho tiempo, sin garantia alguna de éxito. Segun-
da, supéngase que la mejor conjetura inicial produce un resultado satisfactorio. Entonces, el experimen-
tador se ve tentado a suspender las pruebas, aun cuando no hay ninguna garantia de que se ha encontrado
la mejor solucién.

Otra estrategia de experimentacién muy comiin en la préctica s el enfoque de un factor a la vez. Este
método consiste en seleccionar un punto de partida, o linea base de los niveles, para cada factor, para des-
pués variar sucesivamente cada factor en su rango, manteniendo constantes los factores restantes en el ni-
vel base. Después de haber realizado todas las pruebas, se construye por lo general una serie de graficas
en las que se muestra la forma en que la variable de respuesta es afectada al variar cada factor mantenien-
do los demis factores constantes. En la figura 1-2 se presenta una serie de gréficas para el experimento
del golf, utilizando como linea base los niveles de los cuatro factores: el palo grande, la pelota de goma de
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Figura 1-2 Resultados de la estrategia de un factor a la vez para ¢l experimento de golf.

balata, caminar y beber agua. La interpretacion de esta grafica es directa; por ejemplo, debido a que la
pendiente de la curva de la manera de desplazarse es negativa, se concluiria que hacer el recorrido en el
carrito mejora la puntuacién. Con base en estas graficas de un factor a la vez, la combinaci6n 6ptima que
se seleccionaria serfa el palo normal, desplazarse en el carrito y beber agua. El tipo de pelota de golf apa-
rentemente carece de importancia.
_ La desventaja principal de la estrategia de un factor a la vez es que no puede tomar en consideracion
cualquier posible interaccién entre los factores. Hay una interaccién cuando uno de los factores no pro-
duce el mismo efecto en la respuesta con niveles diferentes de otro factor. En la figura 1-3 se muestra una
interaccién entre los factores del tipo de palo y la bebida para el experimento del golf. Observe que si el
autor utiliza el palo normal, el tipo de bebida consumida practicamente no tiene efecto alguno sobre su
puntuacién, pero si utiliza el palo grande, s obtienen resultados mucho mejores cuando bebe agua en lu-
gar de cerveza. Las interacciones entre factores son muy comunes y, en caso de existir, la estrategia de un
factor a la vez casi siempre producira resultados deficientes. Muchas personas no perciben esto y, en
consecuencia, los experimentos de un factor a la vez son comunes en la practica. (De hecho, algunas
personas piensan que esta estrategia se relaciona con el método cientifico o que es un principio “s6lido”
de ingenierfa.) Los experimentos de un factor a la vez siempre son menos eficientes que otros métodos
basados en un enfoque estadistico del disefio experimental. El tema se analizard con mayor detalle en el
capitulo 5.
El enfoque correcto para trabajar con varios factores es conducir un experimento factorial. Se trata
de una estrategia experimental en la que los factores se hacen variar en conjunto, en lugar de uno a la vez.

TP (tres
licc piezas) |-
g
§ B
é 3
3 Palo normal |§
GB[—
{goma de
y | balata) i !
A (agusa) C (cervaza) G (grande) N (normal)
Tipo de hebida Tipo de palo
Figura 1-3 Interaccién entre el Figura 1-4 Experimento factorial de dos

tipo de paloy el tipo de bebida para factores que incluye el tipo de palo y el tipo
el experimento del golf. de pelota.
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El concepto de disefio experimental factorial es de suma importancia, y varios capitulos de este libro se
dedican a presentar experimentos factoriales basicos, asi como algunas variantes y casos especiales ttiles.
Para ilustrar la forma en que se lleva a cabo un experimento factorial, considere el experimento de
golf y suponga que s6lo dos de los factores son de interés, el tipo de palo y el tipo de pelota. En la figura
1-4 se muestra un experimento factorial para estudiar los efectos conjuntos de estos dos factores sobre la
puntuacién de golf del autor. Observe que en este experimento factorial ambos factores tienen dos nive-
les y que en el disefio se usan todas las combinaciones posibles de los niveles de ambos factores. Geomé-
tricamente, las cuatro corridas forman los vértices de un cuadrado. A este tipo particular de experimento
factorial se le llama disefo factorial 2% (dos factores, cada uno con dos niveles). Debido a que el autor
considera razonable suponer que jugara ocho rondas de golf para investigar estos factores, un plan facti-
ble seria jugar dos rondas de golf con cada combinacién de los niveles de los factores, como se muestra en
la figura 1-4. Un diseiiador de experimentos diria que se han hecho dos réplicas del disefio. Este disefio
experimental permitiria al experimentador investigar los efectos individuales (o los efectos principales)
de cada factor y determinar si existe alguna interaccién entre los factores. _
En la figura 1-5a se presentan los resultados obtenidos al realizar el experimento factorial de la figura
1-4. En los vértices del cuadrado se indican las puntuaciones de cada ronda de golf jugada con las cuatro
combinaciones de prueba. Observe que hay cuatro rondas de golf que proporcionan informacion acerca
del uso del palo normal y cuatro rondas que proporcionan informacién sobre el uso del palo grande. Al
encontrar la diferencia promedio de las puntuaciones que estin en los lados derecho e izquierdo del
cuadrado (como en la figura 1-5b), se tiene una medida del efecto de cambiar del palo grande al palo normal, 0

924+94+93+91 ~ 88+91+88+90 _

Efecto del palo = 3.25
4 4
TP {tres &8, 91 92,94
piezas) |-
-1
2
g
=
aBi 88, 90 93, M
goma [—
de balata) | |
G (grande) N (normal)
~ Tipo de palo
a) Puntuaciones del experimento de golf
TP (tres [P, TP {tres TP1 (tree‘;
piezas) {(— piezas) |— p )=
© © [}
23 o8 38
= 3 = a Fg‘
GB (goma |- GB (goma |— GP (gomal— |
de é)alata) | * ’I de balata) | | de balata) | A
G (grande) N (nomal) G (grande) N {normal) G (grande) N (normal)
Tipo de palo Tipo de palo Tipo de palo
b) Comparacion de las puntuaciones ¢) Comparacién de las puntuaciones o) Comparacién de las puntuaciones
que eonducen al efecto del palo que conducen al efecto de la pelota que conducen al efecto de la

interaccion pelota-palo

Figura 1-5 Puntuaciones del experimento del golf de la figura 1-4 y céileulo de los efectos de los factores.
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Es decir, en promedio, al cambiar del palo grande al normal la puntuacion se incrementa 3.25 golpes por
ronda. De manera similar, la diferencia promedio de las cuatro puntuaciones de la parte superior del cua-
dradoy de las cuatro puntuaciones de la parte inferior miden el efecto del tipo de pelota usado (ver la fi-
gura 1-5¢):

88+91492+94 88+90+93+91

=075
4 4

Efecto de la pelota =

Por 1ltimo, puede obtenerse una medida del efecto de la interaccién entre el tipo de pelota y el tipo de
palo restando la puntuacion promedio en la diagonal de izquierda a derecha del cuadrado de la puntua-
cién promedio de la diagonal de derecha a izquierda (ver la figura 1-5d), cuyo resultado es

Efecto de la interaccién pelota-palo = 2+ 94: 88+90 _88+91 : 23+91

= (.25

Los resultados de este experimento factorial indican que el efecto del palo es mayor que el efecto de
la pelota o que el de la interaccion. Podrian usarse pruebas estadisticas para determinar si cualquiera
de estos efectos difiere de cero. De hecho, el caso es que hay evidencia estadistica razonablemente s6lida
de que el efecto del palo difiere de cero y de que no es el caso para los otros dos efectos. Por lo tanto, tal
vez el autor deberia jugar siempre con ¢l palo grande. '

En este sencillo ejemplo se pone de manifiesto una caracteristica muy importante del experimento
factorial: en los disefios factoriales se hace el uso més eficiente de los datos experimentales. Note que este
experimento incluy6 ocho observaciones, y que las ocho observaciones se usan para calcular los efectos
del palo, de la pelota y de la interaccion. Ninguna otra estrategia de experimentacién hace un uso tan efi-
ciente de los datos. Esta es una caracteristica importante y ttil de los disefios factoriales.

El concepto de experimento factorial puede extenderse a tres factores. Suponga que el autor desea
estudiar los efectos del tipo de palo, el tipo de pelota y el tipo de bebida consumida sobre su puntuacion
de golf. Suponiendo que los tres factores tienen dos niveles, puede establecerse un disefio factorial como
el que se muestra en la figura 1-6. Observe que hay ocho combinaciones de prueba de estos tres factores
con los dos niveles de cada uno de ellos y que estos ocho ensayos pueden representarse geométricamente
como los vértices de un cubo. Se trata de un ejemplo de un disefio factorial 2°. Como €l autor sélo desea
jugar ocho rondas de golf, este experimento requeriria que se juegue una ronda con cada una de las com-
binaciones de los factores representadas por los ocho vértices del cubo de la figura 1-6. Sin embargo, al
comparar esta situacién con el disefio factorial de dos factores de la figura 1-4, el disefo factorial 2° pro-
duciria la misma informacion acerca de los efectos de los factores. Por ejemplo, en ambos disefios hay
cuatro pruebas que proporcionan informacion acerca del palo normal y cuatro pruebas que proporcionan

Pelota

Bebida

/J__— _____

- Palo

Figura 1-6 Experimento factorial de tres factores que
incluye el tipo de palo, el tipo de pelota y el tipo de bebi-
da.
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Manera de desplazarse
A

/ \
Caminando En carrito

1 | @
o

: : B Pelota
©

| | m

= - Palo

Figura 1-7 Experimento factorial de cuatro factores que incluye el tipo de
palo, el tipo de pelota, el tipo de bebida y la manera de desplazarse,

informacién acerca del palo grande, suponiendo que se repite dos veces cada corrida del disefio de dos
factores de la figura 1-4. :

En la figura 1-7 se ilustra la forma en que podrian investigarse los cuatro factores —el palo, 1a pelota,
la bebida y la manera de desplazarse (caminando o en carrito)— en un disefo factorial 2°. Como en cual-
quier disefio factorial, se usan todas las combinaciones posibles de los niveles de los factores. Puesto que
los cuatro factores tienen dos niveles, sigue siendo posible hacer la representacién geométrica de este di-
sefio experimental mediante un cubo (en realidad un hipercubo).

En general, si hay & factores, cada uno con dos niveles, el disefio factorial requeriria 2* corridas. Por
ejemplo, el experimento de la figura 1-7 requiere 16 corridas. Evidentemente, cuando el nimero de facto-
res de interés aumenta, el mimero de corridas requeridas se incrementa con rapidez; por ejemplo, un
experimento con 10 factores en el que todos los factores tienen dos niveles requeriria 1024 corridas. Esto
pronto se vuelve impracticable en lo que se refiere al tiempo y los recursos. En el experimento del golf,
el autor s6lo puede jugar ocho rondas, por lo que incluso el experimento de la figura 1-7 resulta demasia-
do largo.

Por fortuna, cuando se trabaja con cuatro, cinco o més factores, por lo general no es necesario probar
todas las combinaciones posibles de los niveles de los factores. Un experimento factorial fraccionado es
una variacién del disefo factorial basico en la que s6lo se realiza un subconjunto de las corridas. En la fi-
gura 1-8 se ilustra un diseiio factorial fraccionado para la versién de cuatro factores del experimento del
golf. Este disefio requiere s6lo 8 corridas en lugar de las 16 originales y se llamaria fraccién un medio. Si el
autor s6lo puede jugar ocho rondas de golf, éste es un excelente disefio en el cual estudiar los cuatro facto-

.res. Proporcionard informacién adecuada acerca de los efectos principales de los cuatro factores, asi
como cierta informacion acerca de la forma en que interactian estos factores.

Los disefios factoriales fraccionados son muy comunes en la investigacion y el desarrollo industrial,
asf como en el mejoramiento de procesos. Estos disefios se analizarén en el capitulo 8.

Manera de desplazarse

/ * —\

Caminando En carrito

Bebida

Palota

Palo

Figura1-8 Experimento factorial fraccionado de cuatro factores que incluye
el tipo de palo, el tipo de pelota, el tipo de bebida y 1a manera de desplazarse.
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1.2 ALGUNAS APLICACIONES TIPICAS DEL DISENO EXPERIMENTAL

Los métodos del disefio experimental han encontrado amplia aplicacion en diversas disciplinas. De he-
cho, la experimentacion puede considerarse parte del proceso cientifico y uno de los medios para conocer
el funcionamiento de sistemas y procesos. En general, el aprendizaje ocurre a través de una serie de acti-
vidades en las que se hacen conjeturas acerca de un proceso, se llevan a cabo experimentos para generar
datos del proceso y después se usa la informacion del experimento para establecer nuevas conjeturas, lo
que lleva a nuevos experimentos, y asi sucesivamente.

El disefio experimental es una herramienta de i 1mportanc1a fundamental en el 4mbito de laj ingenieria
para mejorar el desempefio de un proceso de manufactura. También tiene multiples aplicaciones en el de-
sarrollo de procesos nuevos, La aplicacién de las técnicas del disefio experimental en las fases iniciales del
desarrollo de un proceso puede redundar en

1. Mejoras en el rendimiento del proceso.

2. Variabilidad reducida y conformidad mds cercana con los requerimientos nominales o proyectados.
3. Reduccion del tiempo de desarrollo.

4., Reduccion de los costos globales.

Los métodos del disefio experimental desempefian también un papel importante en las actividades
del disefo de ingenieria, donde se desarrollan productos nuevos y se hacen mejoramientos en los produc-
tos existentes. Entre las aplicaciones del disefio experimental en el disefio de ingenierfa se encuentran:

1. La evaluacién y comparacién de configuraciones de disefios basicos.

2. La evaluacién de materiales alternativos.

3. Laseleccion de los pardmetros del disefio para que el producto tenga un buen funcionamiento en
una amplia variedad de condiciones de campo, es decir, para que el producto sea robusto.

4. Ladeterminacion de los parametros clave del diseiio del producto que afectan el desempefio del
mismo.

El uso del disefio experimental en estas areas puede redundar en productos cuya fabricacion sea mas sen-
cilla, en productos que tengan un desempefio y confiabilidad de campo mejorados, en costos de produc-
cién mas bajos y en tiempos mis cortos para el disefio y desarrollo del producto. A continuacién se
presentan varios ejemplos que ilustran algunas de estas ideas.

Caracterizacién de un proceso

En el proceso de fabricacion de tarjetas de circuitos impresos se utiliza una maquina de soldadura liquida.
La maquina limpia las tarjetas en un fundente, las somete a un proceso de precalentamiento y después las
hace pasar por una onda de soldadura liquida mediante una transportadora. En este proceso de soldadu-
ra se hacen las conexiones eléctricas y mecanicas de los componentes recubiertos de plomo en la tarjeta.
El proceso opera actualmente con un nivel de defectos aproximado de 1%. Es decir, cerca de 1% de
las juntas de soldadura de una tarjeta son defectuosas y requieren correccién manual. Sin embargo, debi-
do a que la tarjeta de circuitos impresos promedio contiene més de 2000 juntas de soldadura, incluso un
nivel de defectos de 1% representa un nimero demasiado alto de juntas de soldadura que requieren co-
rreccién. Al ingeniero responsable del proceso en esta drea le gustaria usar un experimento disefiado
para determinar cuales son los pardmetros de la méquina que influyen en la ocurrencia de los defectos de
soldaduray qué ajustes deberian hacerse en dichas variables para reducir los defectos de soldadura.
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En la méquina de soldadura liquida hay diversas variables que pueden controlarse. Estas incluyen:

La temperatura de la soldadura.

La temperatura del precalentamiento.
La velocidad de la transportadora.

El tipo de fundente.

La gravedad especifica del fundente.

La profundidad de la onda de soldadura.
El angulo de la transportadora.

N R W

Adem4s de estos factores controlables, hay otros que no es sencillo manejar durante el proceso de fabri-
cacion, aunque podrian controlarse para los fines de una prueba. Estos son:

El espesor de la tarjeta de circuitos impresos.
FEl tipo de componentes usados en la tarjeta.
La disposicion de los componentes en la tarjeta.
El operador. :

La rapidez de produccion.

B AW

En esta situacién, el interés del ingeniero es caracterizar la maquina de soldadura liquida; es decir,
quiere determinar los factores (tanto los controlables como los no controlables) que afectan la ocurrencia
de defectos en las tarjetas de circuitos impresos. Para ello puede disefiar un experimento que le permitira
estimar la magnitud y direccién de los efectos de los factores; es decir, cuinto cambia la variable de res-
puesta (defectos por unidad) cuando se modifica cada factor, y si la modificacion de los factores en con-
junto produce resultados diferentes que los obtenidos mediante el ajuste individual de los factores; es
decir, {existe interaccion entre los factores? En ocasiones a un experimento como éste se le llama experi-
mento tamiz o de exploracién exhaustiva. De manera tipica, los experimentos tamiz incluyen el uso de di-
sefios factoriales fraccionados, como en el ejemplo del golf de la figura 1-8.

La informacién obtenida de este experimento tamiz se usara para identificar los factores criticos del
proceso y determinar la direccion del ajuste de dichos factores a fin de conseguir una reduccién adicional
del nimero de defectos por unidad. El experimento también puede proporcionar informacion acerca de
los factores que deberian controlarse con mayor atencién durante el proceso de fabricacion a fin de evi-
tar los niveles elevados de defectos y el desempeiio errético del proceso. Por lo tanto, una consecuencia
del experimento podria ser la aplicacion de técnicas como las cartas de control a una o més de las varia-
bles del proceso (la temperatura de la soldadura, por ejemplo), aunadas a las cartas de control de la pro-
duccién del proceso. Con el tiempo, si se consigue una mejoria sensible del proceso, quizi sea posible
basar la mayor parte del programa de control del mismo en el control de las variables de entrada del pro-
ceso en lugar de aplicar cartas de control a la produccién.

Optimizacién de un proceso

En un experimento de caracterizacién, el interés suele centrarse en determinar las variables del proceso
que afectan la respuesta. El siguiente paso 16gico es la optimizacion, es decir, determinar la regién de los
factores importantes que conduzca a la mejor respuesta posible. Por ejemplo, si la respuesta es el rendi-
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miento, se buscaria la region del rendimiento méximo, mientras que si la respuesta es la variabilidad de
una dimensién critica del producto, se buscaria una regién de variabilidad minima.

Supongamos que €l interés se centra en mejorar el rendimiento de un proceso quimico. Por los resul-
tados de un experimento de caracterizacion se sabe que las dos variables mas importantes del proceso que
influyen en el rendimiento son la temperatura de operaciény el tiempo de reaccién. El proceso opera ac-
tualmente a 145°Fy con 2.1 horas de tiempo de reaccion, produciendo rendimientos de cerca de 80%. En
la figura 1-9 se muestra una vista desde arriba de la regi6n tiempo-temperatura. En esta gréfica las lineas
de rendimiento constante se unen para formar los contornos de respuesta, y se muestran las lineas de con-
torno para rendimientos de 60, 70, 80, 90y 95 por ciento. Estos contornos son las proyecciones en la re-
gion tiempo-temperatura de las secciones transversales de la superficie del rendimiento correspondiente
a los rendimientos porcentuales arriba mencionados. A esta superficie se le llama en ocasiones superficie
de respuesta. El personal del proceso no conoce la verdadera superficie de respuesta de la figura 1-9, por
lo que se necesitaran métodos experimentales para optimizar el rendimiento con respecto al tiempo y la
temperatura. :

Para localizar el rendimiento 6ptimo, es necesario llevar a cabo un experimento en el que se hagan
variar conjuntamente €l tiempo y la temperatura, es decir, un experimento factorial. En la figura 1-9 se
muestran los resultados de un experimento factorial inicial realizado con dos niveles tanto del tiempo
como de la temperatura. Las respuestas que se observan en los cuatro vértices del cuadrado indican que,
para incrementar el rendimiento, los cambios deberian hacerse en la direccion general del aumento de la

200 | Sagdndo experimenta de optimizacion
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del rendimiento
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Figura 1-9 Grifica de contorno del rendimiento como una fun-
cién del tiempo de reaccién y la temperatura de reaccion, la cual
ilustra la experimentacién para optimizar un proceso.
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temperaturay la reduccion del tiempo de reaccién. Se realizarian algunas corridas adicionales en esta di-
reccion, y esta experimentacion adicional llevaria a la regi6n del rendimiento maximo.

Una vez que se ha encontrado la regién del rendimiento 6ptimo, el siguiente paso tipico seria realizar
un segundo experimento. El objetivo de este segundo experimento es desarrollar un modelo empirico del
procesoy obtener una estimacién mas precisa de las condiciones de operacion 6ptimas para el tiempoyla
temperatura. A este enfoque para la optimizacién de un proceso se le llama la metodologfa de superficies
de respuesta, la cual se examina en detalle en el capitulo 11. El segundo disefio ilustrado en la figura 1-9es
un diseiio central compuesto, uno de los disefios experimentales més importantes que se usan en los estu-
dios de optimizacién de procesos.

LR R R I A N N N RN Y R LR R R R R T T T

Ilustracién del disefio de un producto

Con frecuencia los métodos de disefio experimental pueden aplicarse en el proceso de disefio de un pro-
ducto. Para ilustrar esto, suponga que un grupo de ingenieros esté disefiando el gozne de la puerta de un
automovil. La caracteristica de calidad del producto que les interesa es el esfuerzo amortiguador, es de-
cir, la capacidad de retencién del tope que impide que la puerta se cierre cuando el vehiculo se estaciona
en una pendiente. El mecanismo amortiguador consta de un resorte de hojas y un cilindro. Cuando la
puerta se abre, el cilindro se desplaza por un arco que hace que el resorte de hojas se comprima, Para ce-
rrar la puerta es necesario vencer la fuerza del resorte, la cual produce el esfuerzo amortiguador. El equi-
po de ingenieros considera que el esfuerzo amortiguador es una funcién de los siguientes factores:

1. La distancia que se desplaza el cilindro.

. La altura del resorte del pivote a la base.
La distancia horizontal del pivote al resorte.
. La altura libre del resorte auxiliar.

. La altura libre del resorte principal. .

"N Wi

Los ingenieros pueden construir un prototipo del mecanismo del gozne en el que es posible variar to-
dos estos factores dentro de ciertos rangos. Una vez que se han identificado los niveles apropiados de es-
tos cinco factores, puede disefiarse un experimento que conste de varias combinaciones de los niveles de
los factores, y el prototipo del gozne puede probarse con estas combinaciones. Se obtendra asi informa-
ci6n respecto de los factores que tienen una mayor influencia sobre el esfuerzo amortiguador del tope y,
mediante el anélisis de esta informacién, podra mejorarse el disefio del tope.

1.3 PRINCIPIOS BASICOS

Si quiere llevarse a cabo un experimento como los descritos en los ejemplos 1-1 al 1-3 con la mayor efi-
ciencia posible, es necesario utilizar un enfoque cientifico para planearlo. El disefo estadistico de experi-
mentos se refiere al proceso para planear el experimento de tal forma que se recaben datos adecuados
que puedan analizarse con métodos estadisticos que llevarén a conclusiones vélidas y objetivas. El enfo-
que estadistico del disefio experimental es necesario si se quieren sacar conclusiones significativas de los
datos. Cuando el problema incluye datos que est4n sujetos a errores experimentales, la metodologia esta-
distica es el dinico enfoque objetivo de anlisis. Por lo tanto, cualquier problema experimental incluye dos
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aspectos: el disefio del experimento y el anélisis estadistico de los datos. Estos dos aspectos se encuentran
intimamente relacionados porque el método de anilisis depende directamente del disefio empleado.
Ambos temas se tratan en este libro.

Los tres principios basicos del disefio experimental son la realizacién de réplicas, la aleatorizacién y
la formacién de bloques. Por realizacion de réplicas se entiende la repeticion del experimento basico. En
el experimento metalirgico analizado en la seccién 1-1, una réplica consistiria en ¢l tratamiento de una
muestra con el templado en aceite y €l tratamiento de una muestra con el templado en agua salada. Por lo
tanto, si se tratan cinco ejemplares en cada medio de templado, se dice que se han obtenido cinco répli-
cas. La realizacion de réplicas posee dos propiedades importantes. Primera, permite al experimentador
obtener una estimacién del error experimental. Esta estimacion del error se convierte en una unidad de
medicién basica para determinar si las diferencias observadas en los datos son en realidad estadisticamen-
te diferentes. Segunda, si se usa la media muestral (por ejemplo, y) para estimar el efecto de un factor en
el experimento, la realizacién de réplicas permite al experimentador obtener una estimacion mas precisa
de este efecto. Por ejemplo, si o® es la varianza de una observacion individual y hay n réplicas, la varianza
de la media muestral es

02

g % =7
La consecuencia practica de lo anterior es que si se hicieron n = 1 réplicas y se observoy, = 145 (tem-
plado en aceite) yy, = 147 (templado en agua salada), probablemente no podran hacerse inferencias satis-
factorias acerca del efecto del medio de templado; es decir, la diferencia observada podria ser resultado del
error experimental. Por otra parte, si n fue razonablemente grande y el error experimental fue lo suficiente-
mente pequefio, y se observd y; < ¥,, podria concluirse con una certeza razonable que el templado en agua
salada produce una dureza mayor en esta aleacién de aluminio particular que el templado en aceite.
Hay una diferencia importante entre réplicas y mediciones repetidas. Por ejemplo, suponga que una
oblea de silicio s¢ graba con un proceso de grabado quimico con plasma para oblea tinica, y que se hacen
tres mediciones de una dimension critica de esta oblea. Estas mediciones no son réplicas; son una forma
de mediciones repetidas y, en este caso, la variabilidad observada en las tres mediciones repetidas es reflejo
directo de la variabilidad inherente del sistema o instrumento de medicién. Como otro ejemplo, suponga
que, como parte de un experimento en la manufactura de semiconductores, se procesan simultineamente
cuatro obleas en un horno de oxidacién con una velocidad del flujo de gas y un tiempo particulares y que
se hace después una medicién del espesor del 6xido en cada oblea. De nueva cuenta, la medicion de las
cuatro obleas no son réplicas sino mediciones repetidas. En este caso reflejan las diferencias entre las
obleas y otras fuentes de variabilidad dentro de esa operacion de horneado particular. En las réplicas se
reflejan las fuentes de variabilidad tanto entre las corridas como (potencialmente) dentro de las mismas.
La aleatorizacion es la piedra angular en la que se fundamenta el uso de los métodos estadisticos en
el disefio experimental. Por aleatorizacién se entiende que tanto la asignacion del material experimental
como el orden en que se realizatén las corridas o ensayos individuales del experimento se determinan al
azar. Uno de los requisitos de los métodos estadisticos es que las observaciones (o los errores) sean varia-
bles aleatorias con distribuciones independientes. La aleatorizacién hace por lo general que este supues-
to sea valido. La aleatorizacién correcta del experimento ayuda también a “sacar del promedio” los
efectos de factores extrafios que pudieran estar presentes. Por ejemplo, suponga que los ejemplares del
experimento descrito antes presentan s6lo ligeras diferencias en el espesor y que la efectividad del medio
de templado puede ser afectado por el espesor del ejemplar. Si todos los ejemplares sometidos al templa-
do en aceite son mas gruesos que los sometidos al templado en agua salada, quizé se esté introduciendo
un sesgo sistemético en los resultados experimentales. Este sesgo estorba en uno de los medios de templa-
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doy, en consecuencia, invalida los resultados obtenidos. Al hacer la asignacién aleatoria de los ejempla-
res al medio de templado este problema se aligera en parte,

Es muy comiin el uso de programas de computadora para auxiliar a los experimentadores a seleccio-
nar y construir disefios experimentales. Estos programas presentan a menudo las corridas del disefio ex-
perimental de manera aleatoria. Por lo general este modo aleatorio se crea utilizando un generador de
ndameros aleatorios. Incluso con estos programas de computadora, con frecuencia seguira siendo necesa-
rio que el experimentador haga la asignacion del material experimental (como las obleas en los ejemplos
de semiconductores mencionados antes), de los operadores, de los instrumentos o herramientas de medi-
cifn, etc., que se utilizaran en el experimento. Puede recurrirse a tablas de nimeros aleatorios para ase-
gurar que las asignaciones se hacen al azar,

En ocasiones los experimentadores se encuentran con situaciones en las que la aleatorizacién de un
aspecto del experimento es complicada. Por ejemplo, en un proceso quimico, la temperatura puede ser
una variable muy dificil de modificar, haciendo casi imposible la aleatorizacién completa de este factor.
Existen métodos de diseno estadistico para resolver las restricciones sobre la aleatorizacion. Algunos de
estos enfoques se revisardn en capitulos subsecuentes (ver en particular el capitulo 13).

La formacion de blogues ¢s una técnica de disefio que se utiliza para mejorar la precision de las com-
paraciones que se hacen entre los factores de interés. Muchas veces la formacion de bloques se emplea
para reducir o eliminar la variabilidad transmitida por factores perturbadores; es decir, aquellos factores
que pueden influir en la respuesta experimental pero en los que no hay un interés especifico. Por ejemplo,
en un experimento de un proceso quimico pueden requerirse dos lotes de materia prima para realizar to-
das las corridas necesarias. Sin embargo, podria haber diferencias entre los lotes debido a la variabilidad
de un proveedor a otro y, en caso de no haber un interés especifico en este efecto, los lotes de materia pri-
ma se considerarian un factor perturbador. En general, un bloque es un conjunto de condiciones experi-
mentales relativamente homogéneas, En ¢l ejemplo del proceso quimico, cada lote de materia prima

_formaria un bloque, ya que es de esperarse que la variabilidad dentro de un lote sea menor que la variabi-
lidad entre lotes. De manera tipica, como en este ejemplo, cada nivel del factor perturbador pasa a ser un
bloque. Entonces el experimentador divide las observaciones del disefio estadistico en grupos que se co-
rren en cada bloque. En varias partes del texto se estudia en detalle la formacién de bloques, incluyendo
los capitulos 4, 5,7, 8,9, 11y 13. En el capitulo 2, seccién 2-5.1, se presenta un ejemplo sencillo para ilus-
trar la estructura basica de la formacién de bloques.

Los tres principios basicos del disefio experimental, la aleatorizacidn, la realizacion de réplicasy la
formacién de bloques son parte de cada uno de los experimentos. Se ilustrarany resaltaran repetidamen-
te a lo largo de este libro.

1-4 PAUTAS GENERALES PARA DISENAR EXPERIMENTOS

Para aplicar ¢l enfoque estadistico en el disefio y andlisis de un experimento, es necesario que todos los
que participan en el mismo tengan desde el principio una idea clara de qué es exactamente lo que va a es-
tudiarse, como van a colectarse los datos, y al menos una comprension cualitativa de la forma en que vana
analizarse estos datos. En la tabla 1-1 se muestra un esquema general del procedimiento recomendado. A
continuacion se presenta una breve explicacion de este esquemay se elaboran algunos de los puntos cla-
ve. Para mayores detalles, ver Coleman y Montgomery [27], asi como las referencias al final del libro.
También es 1til el material complementario para este capitulo.

1. Identificacién y enunciacion del problema. Este punto podria parecer muy obvio, pero s comin que
en la prictica no sea sencillo darse cuenta de que existe un problema que requiere experimentacion, y
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Tabla 1-1 Pautas generales para disefiar un experimento
1. Identificacién y exposicién del problema. ]

Planeacién previa

2. Elecci6n de los factores, los niveles y los rangos.» al experimento

3. Selecci6n de la variable de respuesta.«
4. Eleccién del disefio experimental.

5. Realizacion del experimento.

6. Andlisis estadistico de los datos.

7. Conclusiones y recomendaciones.

“En la practica, los pasos 2y 3 suelen hacerse simultincamente o en el orden inverso.

tampoco es facil desarrollar una enunciacion clara, con la que todos estén de acuerdo, de este problema.
Esnecesario desarrollar todas las ideas acerca de los objetivos del experimento. Generalmente, es impor-
tante solicitar aportaciones de todas las Areas involucradas: ingenieria, aseguramiento de calidad, manu-
factura, mercadotecnia, administracién, el cliente y el personal de operacién (el cual por lo general
conoce a fondo el procesoy al que con demasiada frecuencia se ignora). Por esta razén, se recomienda un
enfoque de equipo para diseflar experimentos.

En la mayoria de los casos es conveniente hacer una lista de los problemas o las preguntas especificas
que van a abordarse en el experimento. Una enunciacién clara del problema contribuye sustancialmente
amenudo para alcanzar una mejor comprension de los fenémenos bajo estudio y la solucion final del pro-
blema. También es importante tener presente el objetivo global; por ejemplo, {se trata de un proceso o
sistemna nuevo (en cuyo caso el objetivo inicial posiblemente sera la caracterizacién o tamizado de los fac-
tores) o se trata de un sistema maduro que se conoce con profundidad razonable y que se ha caracterizado
con anterioridad (en cuyo caso el objetivo puede ser la optimizacién)? En un experimento puede haber
muchos objetivos posibles, incluyendo la confirmacién (éel sistema se comporta de la misma manera aho-
ra que en ¢l pasado?), el descubrimiento (équé ocurre si se exploran nuevos materiales, variables, condi-
ciones de operacion, etc.?) y la estabilidad ({bajo qué condiciones las variables de respuesta de interés
sufren una degradacion seria?). Obviamente, las cuestiones especificas que habran de abordarse en el ex-
perimento se relacionan de manera directa con los objetivos globales. Con frecuencia en esta etapa de la
formulacion del problema muchos ingenieros y cientificos se percatan de que no es posible que un experi-
mento comprensive extenso responda las cuestiones clave y de que un enfoque secuencial en el que se uti-
lice una serie de experimentos mas pequefos es una estrategia més adecuada.

2. Eleccién de los factores, los niveles y los rangos. (Como se indica en la tabla 1-1, los pasos 2y 3 mu-
chas veces se hacen simultdneamente o en orden inverso.) Cuando se consideran los factores que pueden
influir en el desempefio de un proceso o sistema, ¢l experimentador suele descubrir que estos factores
pueden clasificarse como factores potenciales del diseiio o bien como factores perturbadores. Los facto-
res potenciales del disefio son aquellos que el experimentador posiblemente quiera hacer variar en el ex-
perimento. Es frecuente encontrar que hay muchos factores potenciales del diseiio, por lo que es
conveniente contar con alguna clasificacién adicional de los mismos. Algunas clasificaciones ttiles son
factores del disefo, factores que se mantienen constantes y factores a los que se permite variar. Los facto-
res del disefio son los que se seleccionan realmente para estudiarlos en el experimento. Los factores que
se mantienen constantes son variables que pueden tener cierto efecto sobre la respuesta, pero que para
los fines del experimento en curso no son de interés, por lo que se mantendran fijos en un nivel especifico.
Por ejemplo, en un experimento de grabado quimico en la industria de los semiconductores puede haber
un efecto, que es tinico, de la herramienta especifica para el grabado quimico con plasma que se utiliza en
el experimento. Sin embargo, seria muy dificil variar este factor en un experimento, por lo que el experi-
mentador puede decidir llevar a cabo todas las corridas experimentales en un grabador quimico particu-
lar (idealmente “tipico”). De este modo, este factor se mantiene constante. Como un ejemplo de factores
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a los que se permite variar, las unidades experimentales o los “materiales” a los que se aplican los factores
del disefio no son homogéneos por lo general, no obstante lo cual con frecuencia se ignora esta variabili-
dad de una unidad a otray se confia en la aleatorizacién para compensar cualquier efecto del material o la
unidad experimental. Muchas veces se trabajar4 con el supuesto de que los efectos de los factores que se
mantienen constantes y de los factores a los que se permite variar son relativamente pequefios.

Por otra parte, los factores perturbadores pueden tener efectos considerables que deben tomarse en
consideracion, a pesar de que no haya interés en ellos en el contexto del experimento en curso. Los factores
perturbadores suelen clasificarse como factores controlables, no controlables o de ruido. Un factor pertur-
bador controlable es aquel cuyos niveles pueden ser ajustados por el experimentador. Por ejemplo, el expe-
rimentador puede seleccionar lotes diferentes de materia prima o diversos dias de la semana para conducir
el experimento. La estructura basica de la formacién de bloques, comentada en la seccién anterior, suele ser
Gtil para trabajar con factores perturbadores controlables. Si un factor perturbador no es controlable en el
experimento, pero puede medirse, muchas veces puede usarse el procedimiento de andlisis denominado
andlisis de covarianza para compensar este efecto. Por ejemplo, la humedad relativa en el medio ambiente
del proceso puede afectar el desempeiio del proceso, y si la humedad no puede controlarse, probablemente
podrd medirse y tratarse como una covariable. Cuando un factor que varia de manera natural y no controla-
ble en el proceso puede controlarse para los fines de un experimento, con frecuencia se le llama factor de
ruido. En tales situaciones, es comiin que el objetivo sea encontrar los ajustes de los factores controlables
del disefio que minimicen la variabilidad transmitida por los factores de ruido. En ocasiones a esto se le lla-
ma el estudio de robustez del proceso o el problema de robustez del disefio. La formacion de bloques, el
andlisis de covarianza y los estudios de robustez del proceso se comentan mas adelante.

Una vez que el experimentador ha seleccionado los factores del disefio, debe elegir los rangos en los
que hard variar estos factores, asi como los niveles especificos con los que se realizar4n las corridas. Tam-
bién debera pensarse como van a controlarse estos factores en los valores deseados y c6mo van a medirse.
Por ejemplo, en el experimento de la soldadura liquida, el ingeniero ha definido 12 variables que pueden
afectar la ocurrencia de defectos de soldadura. El ingeniero también tendra que tomar una decisién en
cuanto a la regién de interés para cada variable (es decir, el rango en el que se har4 variar cada factor) y
en cuanto al nimero de niveles de cada variable que usara. Para ello se requiere del conocimiento del proce-
so. Este conocimiento del proceso suele ser una combinacion de experiencia practica y conocimientos tedri-
cos. Es importante investigar todos los factores que pueden ser de importancia y no dejarse influir
demasiado por la experiencia pasada, en particular cuando uno se encuentra en las fases iniciales de 1a expe-
rimentacion o cuando el proceso no estd del todo maduro.

Cuando el objetivo del experimento es el tamizado de los factores o caracterizacién del proceso, por lo
general es mejor mantener reducido el mimero de niveles de los factores, En general, dos niveles funcionan
bastante bien en los estudios de tamizado de factores. Elegir la region de interés también es importante. En el
tamizado de factores, la regién de interés deberd ser relativamente grande; es decir, el rango en el que se ha-
cen variar los factores deberé ser amplio. Conforme se sepa mds acerca de las variables que son importantes y
de los niveles que producen los mejores resultados, la region de interés se hara por lo general més estrecha,

3. Seleccidn de la variable de respuesta. Para seleccionar la variable de respuesta, el experimentador de-
bera tener la certeza de que esta variable proporciona en realidad informaci6n 1til acerca del proceso bajo
estudio. En la mayoria de los casos, €] promedio o la desviacién estandar (o ambos) de la caracteristica me-
dida ser4 la variable de respuesta. No son la excepcion las respuestas miiltiples. La eficiencia de los instru-
mentos de medicién (o error de medici6n) también es un factor importante. Si la eficiencia de los
instrumentos de medici6n es inadecuada, el experimentador sélo detectar4 los efectos relativamente gran-
des de los factores o quiz4 sean necesarias réplicas adicionales. En algunas situaciones en que la eficiencia
de los instrumentos de medici6n es pobre, el experimentador puede decidir medir varias veces cada unidad
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experimental y usar el promedio de las mediciones repetidas como respuesta observada. Suele ser de impor-
tancia determinante identificar los aspectos relacionados con la definicion de las respuestas de interés y como
van a medirse antes de llevar a cabo el experimento. En ocasiones se emplean experimentos disefiados para
estudiar y mejorar el desempeno de los sistemas de medicién, Para un ejemplo, ver el capitulo 12.

Se reitera lo crucial que es exponer todos los puntos de vista y la informaci6n del proceso en los pasos
1 al 3 anteriores. Se hace referencia a esto como planeacién previa al experimento. Coleman y Montgo-
mery [27] proporcionan hojas de trabajo que pueden ser iitiles en la planeacién previa al experimento.
Véase también la informacién complementaria del texto para mas detalles y un ejemplo del uso de estas
hojas de trabajo. En muchas situaciones, no es posible que una sola persona posea todos los conocimien-
tos requeridos para hacer esto adecuadamente. Por lo tanto, se hace una amplia recomendacion para el
trabajo en equipo durante la planeacion del experimento. La mayor parte del €xito gravitard en torno a
qué tan bien se haya hecho la planeacion previa del experimento.

4. Eleccién del disefio experimental. Si las actividades de planeacion previas al experimento se realizan
como es debido, este paso es relativamente sencillo. La eleccidn del disefio implica la consideracion del
tamafio de la muestra (mimero de réplicas), 1a seleccion de un orden de corridas adecuado para los ensa-
yos experimentales y la determinacion de si entran en juego o no la formacion de bloques u otras restric-
ciones sobre la aleatorizacion. En este libro se revisan algunos de los tipos mas importantes de disefios
experimentales, y puede usarse en Gltima instancia como un catélogo para seleccionar el disefio experi-
mental apropiado para una amplia variedad de problemas.

Existen también varios paquetes interactivos de software de estadistica que soportan esta fase del di-
sefo experimental. El experimentador puede introducir la informacién del nimero de factores, los nive-
les y los Tangos, y estos programas presentaran a la consideracién del experimentador una seleccion de
disefios o recomendaran un disefio particular. (Nosotros preferimos ver varias alternativas en lugar de
confiar en la recomendacion de la computadora en la mayoria de los casos.) Estos programas proporcio-
nan también por lo general una hoja de trabajo (con el orden aleatorizado de las corridas) que se usard en
la conduccién del experimento.

Al seleccionar el disefio, es importante tener en mente los ob]euvos experimentales. En muchos ex-
perimentos de ingenieria se sabe de antemano que algunos de los niveles de los factores produciran valo-
res diferentes de la respuesta. En consecuencia, el interés se centra en identificar qué factores causan esta
diferencia y en estimar la magnitud del cambio de la respuesta. En otras situaciones podria haber mas in-
terés en verificar 1a uniformidad. Por ejemplo, pueden compararse dos condiciones de produccion Ay B,
donde A es el estdndar y B es una alternativa con una eficiencia de costos mayor. El experimentador esta-
r4 interesado entonces en demostrar que, por ejemplo, no hay ninguna diferencia en el rendimiento entre
las dos condiciones.

5. Realizacién del experimento. Cuando se lleva a cabo el experimento ¢s vital monitorear con atencion el
proceso a fin de asegurarse de que todo se esté haciendo conforme a la planeacion. Los errores en el proce-
dimiento experimental en esta etapa destruiran por lo general la validez experimental. Poner en un primer
plano la planeaci6n es crucial para el éxito. Es facil subestimar los aspectos de logistica y planeacién cuando
se corre un experimento disefiado en un ambiente complejo de manufactura o de investigacion y desarrollo.

Coleman y Montgomery [27] sugieren que antes de llevar a cabo el experimento, es conveniente en
muchas ocasiones realizar algunas corridas piloto o de prueba. Estas corridas proporcionan informa-
cién acerca de la consistencia del material experimental, una comprobacién del sistema de medicion,
una idea aproximada del error experimental y la oportunidad de poner en préctica la técnica experi-
mental global. Esto ofrece también una oportunidad para revisar, de ser necesario, las decisiones toma-
das en los pasos 1 al'4.
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6. Andlisis estadistico de los datos. Deberan usarse métodos estadisticos para analizar los datos a fin de
que los resultados y las conclusiones sean objetivos y no de caracter apreciativo. Si el experimento se ha
disefiado correctamente y si se ha llevado a cabo de acuerdo con el disefio, los métodos estadisticos nece-
sarios no deben ser complicados. Existen varios paquetes de software excelentes disefiados para auxiliar
en el an4lisis de datos, y muchos de los programas usados en el paso 4 para seleccionar el disefio cuentan
con una interfase directa para el anlisis estadistico. Con frecuencia se encuentra que los métodos grafi-
cos simples desempefian un papel importante en ¢l analisis e interpretacion de datos. Debido a que mu-
chas de las preguntas que el experimentador quiere responder pueden insertarse en el marco de la prueba
de hipotesis, los procedimientos para probar hipdtesis y estimar intervalos de confianza son muy ttiles en
el anélisis de datos de un experimento disefiado. Muchas veces es muy 1itil también presentar los resulta-
dos de varios experimentos en términos de un modelo empirico, es decir, mediante una ecuacion derivada
de los datos que expresa la relacion entre la respuesta y los factores importantes del disefio. El analisis re-
sidual y la verificacion de la adecuacién del modelo son también técnicas de andlisis importantes. Mas
adelante se revisardn en detalle estos temas.

Recuerde que los métodos estadisticos no pueden demostrar que un factor (o factores) posee un
efecto particular, sélo proporcionan pautas generales en cuanto a la confiabilidad y 1a validez de los resul-
tados. Aplicados en forma correcta, los métodos estadisticos no permiten la demostracion experimental
de nada, pero si sirven para medir el error posible en una conclusién o asignar un nivel de confianza a un
enunciado. La ventaja principal de los métodos estadisticos es que agregan objetividad al proceso de
toma de decisiones. Las técnicas estadisticas, aunadas a una buena ingenierfa o conocimiento del proceso
y el sentido comin, llevardn por lo general a conclusiones s6lidas.

7. Conclusiones y recomendaciones. Una vez que se han analizado los datos, el experimentador debe sacar
conclusiones pricticas acerca de los resultados y recomendar un curso de accion. Los métodos graficos sue-
len ser ttiles en esta etapa, en particular para presentar los resultados. También deberén realizarse corridas
de seguimiento 0 pruebas de confirmacién para validar las conclusiones del experimento.

A lo largo del proceso completo es importante tener presente que la experimentacion es una parte
esencial del proceso de aprendizaje, en la que se formulan hipdtesis tentativas acerca de un sistema, se
realizan experimentos para investigar estas hipdtesis y se formulan nuevas hipétesis con base en los resul-
tados, y asi sucesivamente. Esto sugiere que la experimentacién es iterativa. Por lo general es un gran
error disefiar un solo experimento comprensivo y extenso al principio de un estudio. Un experimento exi-
toso requiere conocer los factores importantes, los rangos en los que deberdn hacerse variar estos facto-
res, el ntimero apropiado de niveles que deberén usarse y las unidades de medicion apropiadas para estas
variables. En general, no se conocen las respuestas precisas de estas cuestiones, pero se aprende acercade
ellas sobre la marcha. A medida que avanza un programa experimental, es comiin abandonar algunas va-
riables de entrada e incorporar otras, modificar 1a regién de exploracién de algunos factores o incorporar
nuevas variables de respuesta. Por consiguiente, gencralmente la experimentacién se hace en forma se-
cuencial y, como regla general, no deber4 invertirse més de 25% de los recursos disponibles en el primer
experimento. Con esto se aseguraré que se contara con los recursos suficientes para realizar las corridas
de confirmacién y que se alcanzara en tltima instancia el objetivo final del experimento.

1.5 BREVE HISTORIA DEL DISENO ESTADISTICO

Ha habido cuatro eras del desarrollo moderno del disefio experimental estadistico. La era agricola fue
encabezada por el trabajo pionero de Sir Ronald A. Fisher en los afios 1920y principios de la década de
1930. En este periodo, Fisher fue ¢l responsable de las estadisticas y el anélisis de datos en la Estacion
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Agricola Experimental de Rothamsted en las cercanias de Londres, Inglaterra. Fisher se percat6 de que
las fallas en la forma en que se llevaba a cabo el experimento que generaba los datos obstaculizaban con
frecuencia el andlisis de los datos de los sistemas (en este caso sistemas agricolas). Mediante la interac-
cién con miiltiples cientificos e investigadores de diversos campos, Fisher desarroll6 las ideas que lleva-
ron a los tres principios bésicos del disefio experimental que se revisan en la seccion 1-3: 1a aleatorizacién,
la realizacion de réplicas y la formacién de bloques. Fisher incorporé de manera sistematica ¢l pensa-
miento y los principios estadisticos en el disefio de las investigaciones experimentales, incluyendo el con-
cepto de diseifio factorial y el anélisis de varianza. Sus libros [44a, b] tuvieron profunda influencia en el uso
de la estadistica, particularmente en la agricultura y las ciencias bloléglcas relacionadas. Para una exce-
lente biografia de Fisher, ver Box [21].

Sibien es cierto que la aplicacién del disefio estadistico en ambientes mdustnales se inici6 en la déca-
da de 1930, el catalizador de la segunda era, o era industrial, fue el desarrollo de la metodologia de super-
ficies de respuesta (MSR) por parte de Box y Wilson [20]. Estos autores se percataron y explotaron el
hecho de que muchos experimentos industriales son fundamentalmente diferentes de sus contrapartes
agricolas en dos sentidos: 1) la variable de respuesta puede observarse por lo general (casi) de inmediato,
y 2) el experimentador puede obtener pronto informacién crucial de un pequeifio grupo de corridas que
puede usarse para planear ¢l siguiente experimento. Box [12f] denomina inmediatez y secuencialidad a es-
tas dos caracteristicas de los experimentos industriales. En los 30 afios siguientes, la MSR y otras técnicas
de diseno se generalizaron en las industrias quimica y de proceso, sobre todo en el trabajo de investiga-
cion y desarrollo. George Box fue el lider intelectual de este movimiento. Sin embargo, la aplicacién del
disefio estadistico a nivel de plantas o procesos de manufactura todavia no estaba muy generalizada.
Algunas de las razones de ello incluyen la capacitacién inadecuada de ingenieros y otros especialistas en
procesos en los conceptos y los métodos estadisticos bésicos, asf como la falta de recursos de computacién
y software de estadistica que fueran faciles de usar para apoyar la apllcac16n de experimentos disefiados
estadisticamente.

Elinterés creciente de la industria occidental en ¢l mejoramiento de calidad que empez6 a fines de la
década de 1970 anuncio6 la tercera era del disefo estadistico. El trabajo de Genichi Taguchi (Taguchiy Wu
[109], Kackar [62] y Taguchi [108a, b]) tuvo un impacto significativo en el aumento del interés y el uso de
los experimentos disefiados. Taguchi propugnaba por el uso de experimentos disefiados para lo que deno-
miné el diseiio paramétrico robusto, es decir,

1. Hacer procesos insensibles a los factores ambientales o de otra indole que son dificiles de con-
trolar. .

2. Fabricar productos insensibles a la variacion transmitida por los componentes.

3. Encontrar los niveles de las variables del proceso que obliguen a la media a un valor deseado
mientras que al mismo tiempo se reduzca la variabilidad en torno a este valor.

Taguchi propuso disefios factoriales altamente fraccionados y otros arreglos ortogonales junto con algu-
nos métodos estadisticos nuevos para resolver estos problemas. La metodologia resultante gener6é mu-
chas discusiones y controversias. Parte de la controversia surgié porque en Occidente la metodologia de
Taguchi fue defendida al principio (y sobre todo) por empresarios, y no se habia hecho la revisién escruta-
dora adecuada de la ciencia estadistica fundamental. Para fines de la década de 1980, los resultados de
esta revision indicaron que aun cuando los conceptos y los objetivos enfocados en la ingenierfa de Taguchi
tenian bases sélidas, existian problemas sustanciales con su estrategia experimental y sus métodos para el
analisis de los datos. Para detalles especificos de estas cuestiones, ver Box {12d], Box, Bisgaard y Fung
[14], Hunter [59a, b], Myers y Montgomery [85a] y Pignatiello y Ramberg [94]. Gran parte de estas preo-
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cupaciones se resumen también en el amplio panel de discusién del nimero de mayo de 1992 de Techno-
metrics (ver Nair, et al. [86]). _

Hubo al menos tres resultados positivos de la controversia desatada por Taguchi. Primero, el uso de
los experimentos disefiados se hizo mas generalizado en las industrias con piezas discretas, incluyendo la
industria de manufacturas automotrices y acroespaciales, de electrénica y semiconductores, y muchas
otras, que anteriormente hacfan poco uso de esta técnica. Segundo, se inici6 la cuarta era del disefio esta-
distico. Esta era ha incluido un renovado interés general tanto por parte de investigadores como de profe-
sionales en ejercicio en el disefio estadistico y el desarrollo de varios enfoques nuevos y ttiles para los
problemas experimentales en el mundo industrial, incluyendo alternativas a los métodos técnicos de Ta-
guchi que permiten que sus conceptos de ingenieria se lleven a la practica de manera eficaz y eficiente.
Algunas de estas alternativas se revisaran ¢ ilustrardn en capitulos subsecuentes, en particular en el capi-
tulo 11. Tercero, la educacion formal en disefio experimental estadistico se estd haciendo parte de los pro-
gramas de ingenieria en las universidades, tanto a nivel de licenciatura como de posgrado. La integracién
exitosa de una buena préctica del disefio experimental en la ingenieria y las ciencias es un factor clave en
la competitividad industrial futura.

1-6 RESUMEN: USO DE TECNICAS ESTADISTICAS EN LA
EXPERIMENTACION

Gran parte de la investigacién en la ingenierfa, las ciencias y la industria es empirica y hace un uso extensi-
vo de la experimentacion. Los métodos estadisticos pueden incrementar en gran medida la eficiencia de
estos experimentos y con frecuencia pueden fortalecer las conclusiones asi obtenidas. El uso correcto de
las técnicas estadisticas en la experimentacion requiere que el experimentador tenga presentes los puntos
siguientes:

1. Uso de conocimientos no estadisticos del problema. Los experimentadores suelen poseer amplios co-
nocimientos de sus respectivos campos. Por ejemplo, un ingeniero civil que trabaja en un problema de hi-
drologia cuenta de manera tipica con considerable experiencia practica y capacitacién académica formal
en esta area. En algunos campos existe un cuerpo enorme de teoria fisica en el cual indagar para explicar
las relaciones entre los factores y las respuestas. Este tipo de conocimientos no estadisticos es invaluable
para elegir los factores, determinar los niveles de los factores, decidir cudntas réplicas correr, interpretar
los resultados del anilisis, ete. Eluso de la estadistica no es sustituto de la reflexion sobre el problema.

2. Mantener el diserio y el andlisis tan simple como sea posible. Es necesario no exagerar en el uso de
técnicas estadisticas complejas y sofisticadas. Los métodos de diseiio y anlisis relativamente simples son
siempre los mejores. En este punto cabe hacer hincapié nuevamente en el paso 4 del procedimiento reco-
mendado en la seccién 1-4. Si un disefio se hace de manera cuidadosa y correcta, el analisis casi siempre
serd relativamente directo. Sin embargo, si el disefio se estropea grandemente por ineptitud, no es posible
que incluso la estadistica mas compleja y elegante salve la situacion.

3. Tener presente la diferencia entre significacién prdctica y significacion estadistica. Debido justamen-
te a que dos condiciones experimentales producen respuestas medias que son estadisticamente diferen-
tes, no existe ninguna seguridad de que esta diferencia sea de la magnitud suficiente como para tener
algiin valor préctico. Por ejemplo, un ingeniero puede determinar que una modificacién en el sistema de
inyeccion de combustible de un automévil puede producir un mejoramiento promedio real en el rendi-
miento del combustible de 0.1 mi/gal. Este es un resultado estadisticamente significativo. Sin embargo, si
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el costo de 1a modificacién es de $1000, 1a diferencia de 0.1 mi/gal probablemente sera muy pequena para
poseer algin valor practico. .

4. Los experimentos son generalmente iterativos. Recuerde que en la mayoria de las situaciones no es
conveniente disefiar un experimento demasiado comprensivo al principio de un estudio. Un disefio exito-
so requiere conocer los factores importantes, 1os rangos en los que estos factores se haran variar, el nime-
ro apropiado de niveles para cada factor y los métodos y las unidades de medicién adecuados para cada
factor y respuesta. En general, ningtin experimentador estd en posicion de responder estas cuestiones al
principio del experimento, sino que las respuestas aparecen sobre la marcha. Esto habla en favor del en-
foque iterativo o secuencial analizado anteriormente. Desde luego, hay situaciones en las que un experi-
mento comprensivo es totalmente apropiado pero, como regla general, la mayoria de los experimentos
deberan ser iterativos. Por consiguiente, no deberd invertirse mas de 25% de los recursos para la experi-
mentacion (corridas, presupuesto, tiempo, etc.) en el experimento inicial. Con frecuencia estos esfuerzos
iniciales constituyen sélo experiencias de aprendizaje, y es necesario contar con recursos suficientes para
alcanzar los objetivos finales del experimento.



Experimentos

comparativos simples

En este capitulo se examinan los experimentos para comparar dos condiciones (llamadas en ocasiones
tratamientos), a las cuales es comdn denominar experimentos comparativos simples. Se empieza con el
ejemplo de un experimento que se realiza para determinar si dos formulaciones diferentes de un produc-
to producen resultados equivalentes. El estudio lleva a revisar varios conceptos bésicos de la estadistica,
como variables aleatorias, distribuciones de probabilidad, muestras aleatorias, distribuciones de mues-
treo y prucbas de hipétesis.

2.1 INTRODUCCION

La fuerza de la tension de adhesién del mortero de cemento portland es una caracteristica importante del
producto. Un ingeniero est interesado en comparar la fuerza de una formulacién modificada en la que se han
agregado emulsiones de latex de polimeros durante el mezclado, con la fuerza del mortero sin modificar. El
experimentador ha reunido 10 observaciones de la fuerza de la formulacién modificaday otras 10 observacio-
nes de la formulacién sin modificar. Los datos se muestran en la tabla 2-1. Podria hacerse referencia a las dos
formulaciones diferentes como dos tratamientos o como dos niveles del factor formulaciones.

En la figura 2-1 se grafican los datos de este experimento. A esta representacion se le llama diagrama
de puntos. Del examen visual de estos datos se obtiene la impresion inmediata de que la fuerza del morte-
1o sin modificar es mayor que la fuerza del mortero modificado. Esta impresion se confirma al comparar
las fuerzas de la tensién de adhesi6n promedio,y, = 16.76 kgf/cm? para el mortero modificadoyy, = 17.92
kgf/cm? para el mortero sin modificar. Las fuerzas de la tensién de adhesion promedio de estas dos mues-
tras difieren en lo que parece ser una cantidad no trivial. Sin embargo, no es evidente que esta diferencia
sea de la magnitud suficiente para implicar que las dos formulaciones sor en realidad diferentes. Quizas
esta diferencia observada en las fuerzas promedio sea el resultado de fluctuaciones del muestreo y las dos
formulaciones sean idénticas en realidad. Posiblemente otras dos muestras produzcan el resultado con-
trario, con la fuerza del mortero modificado excediendo la de la formulacién sin modificar.

Puede usarse una técnica de la inferencia estadistica llamada prueba de hipétesis (algunos autores
prefieren el término prueba de significacién) para auxiliar al experimentador en la comparacion de estas
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Tabla 2.1 Datos de la fuerza de la tensién de
adhesién del experimento de la
formulacién del cemento portland

Mortero Mortero sin
modificado modificar

J Yy Yy

1 16.85 17.50

2 16.40 17.63

3 17.21 18.25

4 16.35 18.00

5 16.52 17.86

6 17.04 17.75

7 16.96 18.22

8 17.15 17.90

9 16.59 17.96
10 16.57 18.15

dos formulaciones. La prueba de hip6tesis permite que la comparacién de las dos formulaciones se haga
en términos objetivos, con el conocimiento de los riesgos asociados si se llega a una conclusién equivoca-
da. Antes de presentar los procedimientos de la prueba de hipétesis en experimentos comparativos sim-
ples, se hara una breve revision de algunos conceptos elementales de la estadistica.

2.2 CONCEPTOS ESTADISTICOS BASICOS

A cada una de las observaciones del experimento del cemento portland citado anteriormente se le llama-
ria una corrida. Observe que las corridas individuales difieren, por lo que existen fluctuaciones, o ruido,
en los resultados. Es comiin llamar a este ruido el error experimental o simplemente el error. Se trata de
un error estadistico, lo cual significa que se origina por la variacion que no esta bajo control y que gene-
ralmente es inevitable. La presencia del error o ruido implica que la variable de respuesta, la fuerza de la
tensioén de adhesion, es una variable aleatoria. Una variable aleatoria puede ser discreta o continua, Si el
conjunto de todos los valores posibles de la variable aleatoria es finito o contablemente infinito, entonces
la variable aleatoria es discreta, mientras que si el conjunto de todos los valores posibles de la variable
aleatoria es un intervalo, entonces la variable aleatoria es continua.

Descripcidn grafica de la variabilidad

Es frecuente usar métodos gréficos simples como ayuda para analizar los datos de un experimento. El
diagrama de puntos, ilustrado en la figura 2-1, es un recurso muy itil para representar un cuerpo reduci-
do de datos (digamos hasta unas 20 observaciones). El diagrama de puntos le permite al experimentador
ver de inmediato la localizacién o tendencia central de las observaciones y su dispersién. Por ejemplo, en
el experimento de la fuerza de tensién de adhesién del cemento portland, el diagrama de puntos revela
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Figura 2-1 Diagrama de puntos de los datos de la fuerza de la tensién de adhesién de la tabla 2-1.
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Figura 2-2 Histograma de 200 observaciones de la recuperacién de metal (rendimiento) en
un proceso de fundicién.

que probablemente las dos formulaciones difieran en la fuerza promedio, pero que ambas producen
aproximadamente la misma variacién en la fuerza.

Cuando los datos son muy numerosos, es dificil distinguir las observaciones graficadas en un diagra-
ma de puntos, y en tal caso serfa preferible un histograma. En la figura 2-2 se presenta el histograma de
200 observaciones de la recuperacién de metal (o rendimiento) en un proceso de fundicién. El histogra-
ma muestra la tendencia central, la dispersién y la forma general de la distribucién de los datos. Recuerde
que un histograma se construye dividiendo el eje horizontal en intervalos (generalmente de longitud
igual) y trazando un rectingulo sobre el intervalo j-ésimo con el 4rea del recténgulo proporcional a n; el
nimero de observaciones incluidas en ese intervalo. -

El diagrama de caja (o diagrama de caja y bigotes) es una manera muy itil de representar grafica-
mente los datos. En un diagrama de caja se muestra el minimo, el méximo, los cuartiles inferior y superior
(el percentil 25y el percentil 75, respectivamente) y 1a mediana (el percentil 50) en una caja rectangular
alineada horizontal o verticalmente. La caja se extiende del cuartil inferior al cuartil superior y se traza
una linea por la mediana que atraviesa la caja. Se trazan dos lineas (o bigotes) que se extienden de los ex-
tremos de la caja hasta (de manera tipica) los valores minimo y maximo. (Existen diversas variantes de los
diagramas de caja que tienen reglas diferentes para denotar los puntos muestrales extremos. Ver Montgo-
mery y Runger [83d] para mas detalles.) '

En la figura 2-3 se muestran los diagramas de caja de las dos muestras de la fuerza de la tensién de
adhesi6n en el experimento del mortero de cemento portland. En esta representacion se revela con toda
claridad la diferencia en la fuerza promedio entre las dos formulaciones. Indica asimismo que ambas for-
mulaciones producen distribuciones de la fuerza razonablemente simétricas con una variabilidad o dis-
persién similar.

Los diagramas de puntos, los histogramas y los diagramas de caja son ttiles para resumir la informa-
cién de una muestra de datos. Para describir con mayor detalle las observaciones que podrian presentarse
en una muestra, se usa ¢l concepto de distribucién de probabilidad.

Distribuciones de probabilidad
La estructura de la probabilidad de una variable aleatoria, por ejemplo y, se describe mediante su distri-
bucién de probabilidad. Cuando y es discreta, es comiin hacer referencia a su distribucién de probabili-
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Diagramas de caja y bigotes
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|
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17.2

16.8
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T FETE FUT FUTe ST B

16 1 I
Modificado Sin modificar

Formulacion del mortero

Fuerza de la tensién de adhesién {kgffem?)

Figura 2-3 Diagramas de caja del experimento de la fuerza de la ten-
si6n de adhesién del cemento portland.

dad, por ejemplo p(y), como la funcién de probabilidad de y. Cuando y es continua, es comiin hacer
referencia a su distribucién de probabilidad, por ejemplo f(y), como la funcién de densidad de probabili-
dad de y. _

En la figura 2-4 se ilustran dos distribuciones de probabilidad hipotéticas, una discreta y la otra conti-
nua. Observe que en la distribucion de probabilidad discreta es la altura de la funcién p(y;) la que repre-
senta la probabilidad, mientras que en el caso continuo, es el drea bajo la curva f(y) asociada con un

Ply =y;) =ply;)
§
a,
| | %
hal ¥3 ¥s ¥z bl i X113
¥z s Y8 Y8 Yo Y1z Ya
a) Una distribucién discreta
&
hd

) Una distribucién continug

Figura 2-4 Distribuciones de probabilidad discreta y continua.
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intervalo dado la que representa la probabilidad. Un resumen cuantitativo de las propiedades de las dis-
tribuciones de probabilidad seria el siguiente:

y discreta: 0=p(y;)=1 todos los valores de y;
P(y=y;)=p(y;) todos los valores de y;
2 rly)=1
todos los
valores de y ;
y continua: 0= f(»)

Pasysb)= [ f(y)dy

I fay=1

Media, varianza y valores esperados
La media, u, de una distribucién de probabilidad es una medida de su tendencia central o localizacion.
Matematicamente, la media se define como

f :, yf(y)dy  y continua
“e E y(¥) y discreta

toda y

(1)

La media también puede expresarse en términos del valor esperado o valor promedio a la larga de la va-
riable aleatoria y como

f _: ¥f(y)dy y continua
= R0)= 2 yp(y) y discreta (2-2)

toda y

donde E denota ¢l operador del valor esperado.
La variabilidad o dispersién de una distribucion de probabilidad puede medirse con la varianza, la
cual se define como

[~ (-w)f()d  y continua
o= 2 .
E(Y'#) p(y) y discreta

toda y

(2-3)

Observe que la varianza puede expresarse exclusivamente en términos del valor esperado debido a que

o® = E(y—#)’] )

Por tltimo, el uso de la varianza es tan frecuente que resulta conveniente definir un operador de la va-
rianza V tal que

V(y)= El(y-n)'1=0" (2-5)
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Los conceptos de valor esperado y varianza se usan constantemente a lo largo de este libro, y puede
ser 1til revisar varios resultados elementales relacionados con estos operadores. Siy es una variable alea-
toria con media 4 y varianza ¢ y ¢ es una constante, entonces

1. E(c)=c

2 E(y=pu

3. Bey)=cE(y)=cu
4, V(c)=0

5. V(y)=9d*

6. V(gy)=c'V(y)=c’0’

Sihay dos variables aleatorias, por ejemplo, y, con E(y,) = p;y V(y;) = 07 yy, con E(y,) = u, y V(y,) =
02, se tiene

T En+y)=E0)+E(y,)=p +u,
Es posible demostrar que

8 V(n+2)=V)+V(y.)+2 Cov(y, y,)

donde

Cov(y,, y,)= El(y, — 4, )(¥, — 1,)] (2-6)

es la covarianza de las variables aleatoriasy, y y,. La covatianza es una medida de la asociacién lineal en-
tre y; y y,. Més especificamente, puede demostrarse que si y; y y, son independientes,! entonces
Cov(y,, ;) = 0. También puede demostrarse que

9. VOi=2)=V(»)tV(y,)-2 Cov(y; 3,)

Siy, y y, son independientes, se tiene

10. V(3 xy,)=V(n)+V(y,)=0l+0;

1L E(y, y,)=E(n) E(y,)=n,"u,
Sin embargo, observe que, en general,
). 20
Y2

E(y,)

sin importar siy, y y, son independientes o no.

2-3 MUESTREO Y DISTRIBUCIONES DE MUESTREO

Muestras aleatorias, media muestral y varianza muestral

El objetivo de la inferencia estadistica es sacar conclusiones acerca de una poblacién utilizando una
muestra de la misma. La mayoria de los métodos que se estudiardn aqui incluyen el supuesto de que se

! Observe que el reciproco no es necesariamente verdadero; es decir, puede tenerse Cov (y,, ;) = 0y no obstante esto no implica que
las variables sean independientes. Para un ejemplo, ver Hines y Montgomery ([55] pp. 128-129).
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usan muestras aleatorias. Es decir, si la poblacién contiene N elementos y va a seleccionarse una muestra
de n de ellos, y si cada una de las NY/(N - n)!n! muestras posibles tiene una probabilidad igual de ser esco-
gida, entonces al procedimiento empleado se le llama muestreo aleatorio. En la practica, en ocasiones es
dificil obtener muestras aleatorias, para lo cual pueden ser ttiles las tablas de ntimeros aleatorios, como
la tabla XI del apéndice.

Enla inferencia estadistica se utilizan profusamente cantidades calculadas a partir de las observacio-
nes de la muestra. Un estadistico se define como cualquier funcién de las observaciones de una muestra
que no contiene pardmetros desconocidos. Por ejemplo, suponga que y,, y,, ...,, Tepresenta una muestra,
Entonces la media muestral

Yi
y=S @7

n

y la varianza muestral

n

2 0=’
§ =S (2-8)

son estadisticos. Estas cantidades son medidas de la tendencia central y la dispersién de la muestra, res-
pectivamente. En ocasiones se usa § = \/S_2 , llamada la desviacién estindar muestral, como medida de
dispersion. Los ingenieros suelen preferir el uso de la desviacién estdndar para medir la dispersién debi-
do a que se expresa en las mismas unidades que la variable de interés y.

Propiedades de la media y la varianza muestrales
La media muestral y es un estimador puntual de la media poblacional 4, y la varianza muestral 5 es un es-
timador puntual de la varianza poblacional ¢>. En general, un estimador de un par4metro desconocido es
. un estadistico que corresponde con dicho pardmetro. Observe que un estimador puntual es una variable
aleatoria. Al valor numérico particular de un estimador, calculado a partir de los datos muestrales, se le
llama una estimacién. Por ¢jemplo, suponga que quiere estimarse la media y la varianza de la resistencia a
la ruptura de un tipo particular de fibra textil. Se prueba una muestra aleatoria de n = 25 ejemplares de
prueba de la fibray se registra la resistencia de cada uno de ellos. La media y la varianza muestrales se cal-
culan de acuerdo con las ecuaciones 2-7 y 2-8, respectivamente, obteniéndose y = 18.6y §% = 1.20. Por lo
tanto, la estimacién de # esy = 18.6 y la estimacién de o® es S? = 1.20.

Un buen estimador puntual debe tener varias propiedades. Dos de las més importantes son las si-
guientes:

1. Elestimador puntual deber4 ser insesgado. Es decir, el parametro que se estd estimando debers
ser el promedio o valor esperado a la larga del estimador puntual. Aun cuando la ausencia de ses-
go es deseable, esta propiedad por si sola no siempre hace que un estimador sea adecuado.

2. Un estimador insesgado debera tener la varianza minima. Esta propiedad establece que el esti-
mador puntual de varianza minima tiene una varianza que es menor que la varianza de cualquier

‘otro estimador del pardmetro en cuestién,
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Es sencillo demostrar que y y $* son estimadores insesgados de 4 y o°, respectivamente. Considere °
primero y. Al utilizar las propiedades del valor esperado, se tiene

>

o\ — | =l
E(5)= E|=—

porque el valor esperado de cada observaciény, es u. Por lo tanto, y es un estimador insesgado de u.
Considere ahora la varianza muestral S Se tiene

i (y.' _y)z

2y f =L
E(S*) 1

=*—E[z »-=» ]

i=]
o1
=T B9

donde SS=ZX",(y,— y)* es la suma de cuadrados corregida de las observaciones y,. Entonces

E(SS)= E[Z (¥ —?)2] | (29

i=l

=F E y?-m‘*’]

i=]

=3 w+or)-n(u* +0* 1n)

:(1;1—1)02 ' (210)

Por lo tanto,
1

E(S*)=——E(SS

(87)= —— E(SS)

=a’2

y se observa que S” es un estimador insesgado de o
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Grados de libertad
A la cantidad n - 1 de la ecuaci6n 2-10 se le 1lama el ntimero de grados de libertad de la suma de cuadra-
dos §S. Se trata de un resultado muy general; es decir, si y es una variable aleatoria con varianza o* y
§§=3(y, - y)® tiene v grados de libertad, entonces

SS

E(-v—) =g° (2-11)

Elnimero de grados de libertad de una suma de cuadrados es igual al mimero de elementos independien-
tes en dicha suma de cuadrados. Por ejemplo, $S = X7 (y, ~ ¥)* en la ecuaci6n 2-9 consiste en la suma de
los cuadrados de los n elementos y, — 3, ¥, — ¥,..., ¥, — Y. No todos estos elementos son independientes
porque =" (¥, — ¥) = (; de hecho, s6lon - 1 de ellos son independientes, lo cual implica que SS tiene n -1
grados de libertad.

La distribucién normal y otras distribuciones de muestreo
En muchas ocasiones la distribucién de probabilidad de un estadistico particular puede determinarse si se
conoce la distribucién de probabilidad de la poblacién de la que se tom6 la muestra. A la distribucion de
probabilidad de un estadistico se le llama la distribucién de muestreo. A continuacién se revisan breve-
mente varias distribuciones de muestreo ftiles.

Una de las distribuciones de muestreo mas importantes es la distribucién normal. Siy es una variable
aleatoria normal, la distribucién de probabilidad de y es

1

D) Gl — ey oo 212
o2n ¢ ( )

f=

donde -® < u <  esla media de la distribucién y ° > 0 es la varianza. En la figura 2-5 se ilustra la distri-
bucién normal.

Debido a que las corridas muestrales que difieren como resultado del error experimental a menudo
se encuentran descritas adecuadamente en la distribucién normal, ésta desempena un papel fundamental
en el andlisis de los datos de experimentos disefiados. También es posible definir muchas distribuciones
de muestreo importantes en términos de variables aleatorias normales. Con frecuencia se usa la notacién
y ~ N(u, 0°) para denotar que y sigue una distribucién normal con media u y varianza .

Un caso especial importante de la distribucion normal es la distribucién normal estédndar; es decir,
u = 0yo® = 1. Se observa que siy ~ N(u, d°), la variable aleatoria

y—u
A 2-13
=2 @13)

[T
Figura 2-5 La distribucién normal.
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sigue la distribucion normal estandar, denotada z ~ N(0, 1). A la operacién ilustrada en la ecuacién 2-13
suele llamérsele la estandarizacién de la variable aleatoria normaly. En la tabla I del apéndice se presen-
ta la distribucién normal estindar acumulada.

En muchas técnicas estadisticas se supone que la variable aleatoria sigue una distribucién normal. El
teorema del limite central es con frecuencia una justificacién de la normalidad aproximada.

El teorema del limite central

Siyy, ¥y, ---,¥, €8 una sucesién de n variables aleatorias independientes que tienen una distribucién idéntica
con E(y) = u y V(y) = o" (ambeas finitas) yx =y, + y, + ... + y,, entonces

_Xx—nu

z"
no?

tiene una distribucion N(0, 1) aproximada en el sentido de que, si F,(2) es la funcién de 1a distribu-
cioén de 2,y ®(2) es la funci6n de la distribucién de la variable aleatoria N(0, 1), entonces lim, ., ,[F,(z)/
o(z)] = L

Este resultado establece en esencia que la suma de n variables aleatorias independientes que tienen una
distribucion idéntica sigue una distribucién aproximadamente normal. En muchos casos esta aproxima-
cién es adecuada para valores muy pequeiios de n, digamos n < 10, mientras que en otros casos se necesi-
ta un valor grande de n, digamos n > 100. Frecuentemente se considera que el error de un experimento
surge de una manera aditiva de varias fuentes independientes; por consiguiente, la distribucién normal se
convierte en un modelo recomendable para el error experimental combinado.

Una importante distribucién de muestreo que puede definirse en términos de variables aleatorias
normales es la distribucién x? o ji-cuadrada. Siz,, z,, ..., 7, son variables aleatorias que tienen una distri-
bucién normal e independiente con media 0 y varianza 1, cuya abreviatura es NID(0, 1), entonces la varia-
ble aleatoria

x=2zl+z] +-+2;

sigue la distribucién ji-cuadrada con k grados de libertad. La funcién de densidad de la distribucién
ji-cuadrada es

fry=——xtmre xng (2-14)

k
k2pl K
2 r( 2)

En la figura 2-6 se ilustran varias distribuciones ji-cuadrada. La distribuci6n es asimétrica, o sesgada,
con media y varianza
u=k
ot =2
respectivamente. En la tabla III del apéndice se presentan los puntos porcentuales de la distribucion
ji-cuadrada.
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Figura 2-6 Varias distribuciones ji-cuadrada.

Como un ejemplo de una variable aleatoria que sigue la distribucién ji-cuadrada, suponga que y,,
Y2 -..» ¥ €8 Una muestra aleatoria de una distribucién N(x, o%). Entonces

]

5 2 0y
ST (2-15)

Es decir, $5/0” sigue una distribucion ji-cuadrada con n — 1 grados de libertad.

Muchas de las técnicas utilizadas en este libro requieren el célculo y la manipulacién de sumas de
cuadrados. El resultado dado en la ecuacién 2-15 es de suma importancia y aparece en mdltiples ocasio-
nes; cuando una suma de cuadrados de variables aleatorias normales se divide por o sigue la distribucién
ji-cuadrada. . _

Al examinar la ecuacién 2-8, se observa que la varianza muestral puede escribirse como

_55

n—1

§? (2-16)
Si las observaciones de la muestra son NID(u, 6°), entonces la distribucién de S es [0%/(n ~ 1)]y2_,. Por lo
tanto, la distribucién de muestreo de la varianza muestral es una constante multiplicada por la distribu-
cién ji-cuadrada si la poblacién tiene una distribucién normal.

Sizy x: son variables aleatorias independientes normal estandar y ji-cuadrada, respectivamente, la
variable aleatoria

t, = (2-17)

sigue la distribucién ¢ con k grados de libertad, denotada ¢, La funcién de densidad de ¢ es

T[(k+1)/2] 1
VT (k /2) [(1/ k)+1] %D

f)= —w<t<o _ (2-18)

ylamediay la varianza de t sonu = 0y o = k/(k - 2) para k > 2, respectivamente. En la figura 2-7 se ilus-
tran varias distribuciones z. Observe que si k = ®, la distribucién ¢ se convierte en la distribucién normal
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k=10

k=1

k = = {normal)

0

Figura 2-7 Varias distribuciones 1.

estandar. Fn la tabla II del apéndice se presentan los puntos porcentuales de la distribucion 7. Siy,, y,, ---,
y, €s una muestra aleatoria de una distribucién N(u, o), entonces la cantidad

y—u
= 2-19
"=Sim 2-19)

se distribuye como ¢ con n — 1 grados de libertad.
La dltima distribucién de muestreo que consideraremos es la distribucién F. Si x> y x 2 son dos varia-
bles aleatorias ji-cuadrada independientes con u y v grados de libertad, respectivamente, entonces €l co-
ciente ‘
_xulu
xi/v

(2-20)

u,v

sigue la distribucién F con u grados de libertad en el numerador y v grados de libertad en el denominador.
Six es una variable aleatoria F con u grados de libertad en el numerador y v grados de libertad en el deno-
minador, entonces la distribucién.de probabilidad de x es

i ik
(]

h(x)= x<e (2-21)

1-| T T T T T T T T T ¥ |_ I ]
| ———- =g, p=10 ]
08 n\ u=4,v=30 B
- " S T u=10,v=10 :
2 —— 2z = 10, v = 30 ]
s 06 ]
g osf .
s | ]
s r ]
g 04 ~
N _

O
L i
2 02} ]
o - 1
8 L ]
OP 1 ]
0 2 4 6 8

Figura 2-8 Varias distribuciones F.
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En la figura 2-8 se ilustran varias distribuciones F. Esta distribucién es muy importante en el anélisis esta-
distico de experimentos disefiados. En la tabla IV del apéndice se presentan los puntos porcentuales de la
distribucion F.

Como un ejemplo de un estadistico que sigue una distribucién F, suponga que se tienen dos poblacio-
nes normales independientes con varianza comin 2 Siyy,, Yy, -+ 1., €8 una muestra aleatoria de n, ob-
servaciones de la primera poblaciény siyy, yz, ..., ¥,,, €5 Una muestra aleatoria de n, observaciones de la
segunda, entonces

S¢
S_Z - Fnl -1, ny—-1 (2-22)
2

donde S y S? son las dos varianzas muestrales. Este resultado se sigue directamente de las ecuaciones
2-15 y 2-20.

2-4 INFERENCIAS ACERCA DE LAS DIFERENCIAS EN LAS MEDIAS,
DISENOS ALEATORIZADOS

Estamos preparados ahora para volver al problema del mortero de cemento portland de la seccion 2-1.
Recuerde que se estaban investigando dos formulaciones diferentes para determinar si difieren en la
fuerza de la tensién de adhesién. En esta seccién se examina como pueden analizarse los datos de este ex-
perimento comparativo simple utilizando procedimientos de prueba de hipétesis ¢ intervalos de confian-
za para comparar las medias de dos tratamientos.

A lo largo de esta secci6n se supone que se usa un disefio experimental completamente aleatorizado.
En este disefio, los datos se consideran como si fueran una muestra aleatoria de una distribuciéon normal.

2-4.1 Prueba de hipétesis

Se retoma ahora el experimento del cemento portland introducido en la seccién 2-1. Recuerde que el in-
terés se encuentra en comparar la fuerza de dos formulaciones diferentes: una del mortero sin modificary
una del mortero modificado. En general, estas dos formulaciones pueden considerarse como dos niveles
del factor “formulaciones”. Sea que yy, ¥y, ..., ¥3,, Tepresente las n, observaciones del primer nivel del
factory que yyy, ya, ..., y,,, T€presente las n, observaciones del segundo nivel del factor. Se supone que
las muestras se sacan al azar de dos poblaciones normales independientes. En la figura 2-9 se ilustra la
situacion.

Nig,, 0, Ny, o,%)

n, Hz
Muestra 1: y, . Figrenr Vn, Muestra 2: ¥4y ¥ygreet Y20y
Nivel 1 del factor Nivel 2 del factor

Figura 2-9 La situacion del muestreo para la prueba ¢ de dos muestras.
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Un modelo de los datos
Con frecuencia los resultados de un experimento se describen con un medelo. Un modelo estadistico sim-
ple que describe los datos de un experimento como el que acaba de describirse es

i=12

donde y; es la observacién j-ésima del nivel i del factor, u; es la media de la respuesta para el nivel i-ésimo
del factor, y £; €s una variable aleatoria normal asociada con la observaci6n jj-ésima. Se supone que lase;
son NID(0, 07),1 = 1, 2. Se acostumbra hacer referencia a £; como el componente del error aleatorio del
modelo. Puesto que las medias u, y u, son constantes, se observa directamente a partir del modelo que las
y;son NID(u;,07),i = 1,2, como se acaba de suponer arriba. Para mas informaci6n acerca de los modelos
de los datos, referirse al material suplementario del texto.

Hipétesis estadisticas

Una hipétesis estadistica es un enunciado o afirmacion ya sea acerca de los pardmetros de una distribu-
cién de probabilidad o de los parametros de un modelo. La hipétesis refleja alguna conjetura acerca de la
situacion del problema. Por ejemplo, en ¢l experimento del cemento portland, puede pensarse que las
fuerzas de la tension de adhesion promedio de las dos formulaciones del mortero son iguales. Esto puede
enunciarse formalmente como

Hyipy = p,
Hy:p #pn,

donde u, es la fuerza de la tensi6n de adhesion promedio del mortero modificado y i, es la fuerza de ten-
sién de enlace promedio del mortero sin modificar. Al enunciado Hyu, = u, se le llama la hipétesis nulay
aHu, # u,se lellamala hipétesis alternativa. A la hip6tesis alternativa que se especifica aqui se le llama
hipétesis alternativa de dos colas porque seria verdadera si p; < u, 0 si g > Us.

Para probar una hip6tesis se proyecta un procedimiento para tomar una muestra aleatoria, calcular
un estadistico de prueba apropiado para después rechazar o no estar en posicién de rechazar la hip6tesis
nula H,. Parte de este procedimiento consiste en especificar el conjunto de valores del estadistico de
prueba que llevan al rechazo de H,. A este conjunto de valores se le llama la region critica o regién de re-
chazo de la prueba.

Pueden cometerse dos tipos de errores cuando se prueban hipétesis. Si la hipétesis nula se rechaza
cuando es verdadera, ha ocurrido un error tipo I. Si la hipétesis nula no se rechaza cuando es falsa, se ha
cometido un error tipo I1. Las probabilidades de estos dos errores se expresan con simbolos especiales:

a = P(error tipo I)= P(rechazar H | H, es verdadera)
B = P(error tipo II) = P(dejar de rechazar H | H, es falsa)

En ocasiones es més conveniente trabajar con la potencia de la prueba, donde
Potencia = 1— 8= P(rechazar H | H, es falsa)

El procedimiento general en la prueba de hip6tesis es especificar un valor de la probabilidad a del error
tipo I, llamada con frecuencia el nivel de significacién de la prueba, y después disefiar el procedimiento
de prueba de tal modo que la probabilidad 8 del error tipo II tenga un valor convenientemente pequeno.
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. La prueba t de dos muestras
Considere que puede suponerse que las varianzas de las fuerzas de la tensién de adhesion fueron idénti-
cas para ambas formulaciones del mortero. Entonces el estadistico de prueba que deberd usarse para
comparar las medias de dos tratamientos en el disefio completamente aleatorizado es
t, = h=n
1 1
S, =+
non

(2-24)

dondey, yy, son las medias muestrales, n, y n, son los tamaios de las muestras, S es una estimacion de la
varianza comtn o’ = ¢ = ¢? calculada a partir de
_(m=1)S; +(n, =1)S;

S2
i n+n,—2

(2-25)

y S? y $2 son las dos varianzas muestrales individuales. Para determinar si deberé rechazarse Hyu, = u,,
se compararia #, con la distribucién # con n; + n, — 2 grados de libertad. Si |%| > ¢, , .., _,, donde
t /2, +n,—2 €S €l punto porcentual a/2 superior de la distribucién ¢ con 7, + n, -2 grados de libertad, en-
tonces se rechazaria H,y se concluiria que las fuerzas promedio de las dos formulaciones del mortero de
cemento portland difieren. A este procedimiento de prueba se le llama generalmente la prueba ¢ de dos
muestras.

Este procedimiento puede justificarse de la siguiente manera. Si el muestreo se esta haciendo de dis-
tribuciones normales independientes, entonces la distribucién de y, -y, es N[u, —u,, 0°(1/n, + 1/n,)]. Por
lo tanto, si se conociera ¢, y si Hyu, = u, fuera verdadera, la distribucién de

Y=Y,
1 1
0 /—+—
n n,

seria N(0, 1). Sin embargo, al sustituir o con §, en la ecuaci6n 2-26, la distribucion de Z, cambia de 1a nor-
mal estdndar a la distribucién r con n, + n,-2 grados de libertad. Ahora bien, si H, es verdadera, ¢, de la
ecuacion 2-24 se distribuye como¢, ., _, y, por consiguiente, se esperaria que 100(1-e) por ciento de los
valoresdefyesténentre—¢,, , .. > Y.y, +n,—2- UNamuestra que produjera un valor de £, que estuviera
fuera de estos limites seria inusual si 1a hip6tesis nula fuera verdadera y es evidencia de que H, deberé re-
chazarse. Por lo tanto, la distribucién z con n, + n, -2 grados de libertad es la distribucién de referencia
apropiada para el estadistico de prueba #,. Es decir, describe el comportamiento de ¢, cuando la hip6tesis
nula es verdadera. Observe que « es la probabilidad del error tipo I de la prueba.

En algunos problemas quiz4 quiera rechazarse H, tinicamente si una de las medias es mayor que la
otra. Por lo tanto, se especificaria una hipétesis alternativa de una cola H,:u, > 1,y H, s6lo se rechazaria
Sity>1,, .n .- Sise desea rechazar H, s6l0 si u, es menor que u,, entonces la hip6tesis alternativa es
Hypy < py, y Hy se rechazaria sity < —t,, ., _,.

Para ilustrar el procedimiento, considere los datos del cemento portland de la tabla 2-1. Para estos
datos, se encuentra que

Z, = (2-26)

Mortero modificado Mortero sin modificar
¥, =16.76 kgf / cm® ¥, =17.92 kgf / cm?

§ = 0100 S =0061

§ =0316 S, =0247

n =10 n, =10
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Puesto que las desviaciones estandar muestrales son razonablemente similares, no es improcedente con-
cluir que las desviaciones estdndar (o las varianzas) poblacionales son iguales. Por lo tanto, puede usarse
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la ecuacién 2-24 para probar las hipétesis

Ademas, n, + n,—2 =10 + 10 -2 = 18, y si se elige @ = 0.05, entonces Hy:¢t; = u, se rechazaria si el valor
numérico del estadistico de prueba ty > #;45 15 = 2.101, 0 5i ty < 1y 55 13 = —2.101. Estos limites de la re-
gion critica se ilustran en la distribucion de referencia (¢ con 18 grados de libertad) de 1a figura 2-10.

Hy:pu, = p,
Hpi:p #n,

Al utilizar la ecuacion 2-25 se encuentra que

y el estadistico de prueba es

Puesto que #) = -9.13 < —t, 455 13 = —2.101, se rechazaria H,y se concluiria que las fuerzas de la tensi6n de
adhesion promedio de las dos formulaciones del mortero de cemento portland son diferentes.

(m =18/ +(n, —1)S;

2
Sp = n+n,—2
_ 9(0.100)+9(0.061)
10+10-2
=0.081
S, =0.284
t, = .71 - .72
s 1.1
Yn, n,
_ 16.76—17.92
T 0284 Z+1
=-913

0.4
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Figura 2-10 La distribucién ¢ con 18 grados de libertad con la region critica

Tlogms, 18 = +2.101,
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El uso de valores P en la prueba de hipétesis

Una manera de reportar los resultados de una prueba de hipétesis es estableciendo que la hip6tesis nula
fue rechazada o no para un valor de a o nivel de significacién especifico. Por ejemplo, en el experimento
del mortero de cemento portland anterior puede decirse que Hyu, = u, se rechazd con el nivel de signifi-
cacién 0.05. Esta enunciacién de las conclusiones es con frecuencia inadecuada porque no le ofrece al res-
ponsable de la toma de decisiones idea alguna de si el valor calculado del estadistico de prueba apenas
rebasé la regi6én de rechazo o si se adentré bastante en la misma. Ademads, al darse los resultados de esta
manera se les impone a otros usuarios de la informacién el nivel de significacion predefinido. Este enfo-
que puede ser insatisfactorio porque algunos responsables de la toma de decisiones podrian sentirse inc6-
modos con los riesgos que implica el valor o = 0.05.

Para evitar estas dificultades, en la prictica se ha adoptado extensivamente el enfoque del valor P. El
valor P es la probabilidad de que el estadistico de prueba asuma un valor que sea al menos tan extremo
como el valor observado del estadistico cuando la hipétesis nula H es verdadera. Por lo tanto, un valor P
transmite mucha informacién acerca del peso de la evidencia en contra de H, y, por consiguiente, el res-
ponsable de la toma de decisiones puede llegar a una conclusién con cualquier nivel de significacion espe-
cificado. En términos més formales, el valor P se define como el nivel de significacién menor que llevaria
a rechazar la hipétesis nula H,,.

Se acostumbra decir que el estadistico de prueba (y los datos) es significativo cuando se rechaza la hi-
pétesis nula; por lo tanto, el valor P puede considerarse como el menor nivel @ en €l que los datos son sig-
nificativos. Una vez que se conoce el valor B, el responsable de la toma de decisiones puede determinar la
medida en que los datos son significativos sin que el analista de los datos imponga formalmente un nivel
de significacidn preseleccionado.

No siempre es sencillo calcular el valor P exacto de una prueba. Sin embargo la mayoria de los progra-
mas de computacion modernos para realizar anélisis estadisticos reportan valores F, y pueden obtenerse
también en algunas calculadoras portatiles. A continuacion se indicard como obtener una aproximacién
del valor P para el experimento del mortero de cemento portland. Por la tabla II del apéndice, para una
distribucién ¢ con 18 grados de libertad, la probabilidad menor en el drea de la cola es 0.0005, para la cual
to.oms, 18 = 3.922. Ahora bien, |,] = 9.13 > 3.922, de donde, ya que la hip6tesis alternativa es de dos colas,
se sabe que el valor P debe ser menor que 2(0.0005) = 0.001. Algunas calculadoras portatiles tienen la ca-
pacidad para calcular valores P. Una de ellas es la HP-48. Utilizando esta calculadora se obtiene el valor P
para el valor ¢, = -9.13 del experimento de la formulacion del mortero de cemento portland como
P =3.68 x 10 Porlo tanto, la hip6tesis nula Hy:u, = u, se rechazaria con cualquier nivel de significacion
a = 3.68 x 10

Solucién por computadora
Hay muchos paquetes de software de estadistica que cuentan con la capacidad para probar hipétesis esta-
disticas. En la tabla 2-2 se presenta la salida del procedimiento para la prueba z de dos muestras de Mini-
tab aplicado al experimento de la formulacién del mortero de cemento portland. Observe que la salida
incluye algunos estadisticos concisos acerca de las dos muestras (la abreviatura “SE Mean” [“SE media”]
se refiere al error estdndar de la media, s / +/n ), asi como alguna informacién sobre los intervalos de con-
fianza para la diferencia en las dos medias (los cuales se revisan en las secciones 2-4.3 y 2-6). El programa
también prueba la hipétesis de interés, permitiendo que el analista especifique la naturaleza de 1a hip6te-
sis alternativa (“not =" [“no ="] significa H;:u; # u,) y la eleccién de a (a = 0.05 en este caso).
Lasalida incluye el valor calculado de ¢, el valor P (llamado el nivel de significacién) y la decisién que
deberia tomarse dado el valor especificado de a. Observe que el valor calculado del estadistico ¢ difiere li-
geramente del valor que se calcul6 manualmente aquiy que el valor P que se reporta es P = 0.0000. Mu-
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Tabla 2.2 Prueba t de dos muestras usando Minitab para el experimento del mortero de cemento portland

Prueba t de dos muestras ¢ intervalo de confianza

Two sample T for Modified vs Unmod

N Mean Sthev SE Mean
Modified 10 16.774 0.309 0.098
Unmod 10 17.922 0.248 0.078

95% C1 for mu Modified — mu Unmod: ¢ —-1.411, =—0.885)
t-Test mu Modified = mu Unmod (vs not =): T = =9.16

P = 0.0000 PF = 18

Both use Pooled Stbev = 0.280

chos paquetes de software no reportarén un valor P real menor que 0.0001 y en su lugar presentan un
valor “por omision”. Este es el caso aqui.

Verificacién de los supuestos en la prueba t

Para utilizar el procedimiento de la prueba ¢ se establecen los supuestos de que ambas muestras se toman
de poblaciones independientes que pueden describirse con una distribucién normal, que las desviaciones
estandar o las varianzas de ambas poblaciones son iguales, y que las observaciones son variables aleato-
rias independientes. El supuesto de independencia es critico, pero si el orden de las corridas est4 aleatori-
zado (y, de ser apropiado, se seleccionan al azar otras unidades y materiales experimentales), este
supuesto por lo general se satisfard. Los supuestos de la ignaldad de las varianzas y la normalidad son faci-
les de verificar utilizando una gréfica de probabilidad normal.

En general, la graficacién de probabilidades es una técnica para determinar si los datos muestrales se
ajustan a una distribucién hipotetizada con base en un examen visual subjetivo de los datos. El procedi-
miento general es muy simple y puede realizarse rdpidamente con la mayoria de los paquetes de software
de estadistica. En el material suplementario del texto se analiza la construccién manual de las graficas de
probabilidad normal. :

Para construir una gréifica de probabilidad, primero se ordenan de menor a mayor las observaciones
de 1a muestra. Es decir, la muestray,, y,, ..., y, $¢ ordena comoy;, s ---» ¥ donde yy, €s la observacion
menoTr, y,, es la segunda observacién menor, y asi sucesivamente, cony, 1a mayor. Las observaciones or-
denadas y; se grafican entonces contra sus respectivas frecuencias acumuladas observadas (j ~0.5)/n. La
escala de la frecuencia acumulada se ha dispuesto de tal modo que si la distribuci6n hipotetizada describe
de manera adecuada los datos, los puntos graficados estaran aproximadamente sobre una linea recta; si
los puntos graficados muestran una desviaci6n significativa de una recta, ¢l modelo hipotetizado no es
apropiado. Generalmente, determinar si los datos graficados pertenecen o no a una recta es una decision
subjetiva. .

Para ilustrar el procedimiento, suponga que quiere verificarse el supuesto de que la fuerza de la ten-
si6n de adhesion en el experimento de la formulacién del mortero de cemento portland sigue una distri-
bucién normal. Inicialmente sélo se consideran las observaciones de la formulacién del mortero sin
modificar. En la figura 2-11a se ilustra una grafica de probabilidad normal generada por computadora. La
mayoria de las graficas de probabilidad normal muestran 100(j - 0.5)/n en la escala vertical izquierda (yen
ocasiones se muestra 100{1 - (j —0.5)/n] en la escala vertical derecha), con el valor de la variable graficado
en la escala horizontal. Algunas gréficas de probabilidad normal convierten la frecuencia acumulada en
un valor z normalizado. Una linea recta, elegida de manera subjetiva, se ha trazado en medio de los pun-
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Probabilidad normal acumulada {x 100}

17.5 12.7 17.9 18.1 18.3
Fuerza de la tensién de adhesion

a) Mortero sin modificar

Prababilidad narmal acumulada {x 100}

T 163 16.5 18.7 16.9 17.1 17.3
Fuerza de la tensién de adhesion

b) Mortero modificado

Figora 2-11 Gréficas de probabilidad normal de la fuerza de la tensién de
adhesi6n en el experimento del cemento portland.

tos graficados. Al trazar la linea recta, uno deber4 guiarse mas por los puntos de la parte media de la grafi-
ca que por los puntos extremos. Una buena regla empirica es trazar la recta aproximadamente entre los
puntos de los cuartiles 25 y 75. Asi se determiné la recta de la figura 2-11a. Para evaluar la “proximidad”
de los puntos a la linea recta, imagine un lapiz grueso colocado sobre la recta. Si este lapiz imaginario cu-
bre todos los puntos, entonces una distribucién normal describe de manera adecuada los datos. Puesto
que los puntos de la figura 2-11« pasarian la prueba del 14piz grueso, se concluye que la distribucién nor-
mal es un modelo apropiado para la fuerza de la tensién de adhesién del mortero sin modificar. En la fi-
gura 2-11b se presenta la grafica de probabilidad normal para las 10 observaciones de la fuerza de la
tension de adhesién del mortero modificado. De nueva cuenta, se concluiria que es razonable el supuesto
de una distribucién normal. '

Es posible obtener una estimacién de la media y la desviaci6n estandar directamente de la gréfica de
probabilidad normal. La media se estima como el percentil 50 de la gréfica de probabilidad y la desviacién
estandar se estima como la diferencia entre los percentiles 84 y 50. Esto significa que el supuesto de la
igualdad de las varianzas poblacionales en el experimento del cemento portland puede verificarse compa-
rando las pendientes de las dos rectas de las figuras 2-11a y 2-11h. Ambas rectas tienén pendientes muy si-
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milares, por lo que el supuesto de la igualdad de las varianzas es razonable. Si se viola este supuesto,
debera usarse la version de la prueba f que se describe en la seccion 2-4.4. En el material suplementario
del texto hay mas informacién acerca de la verificacién de los supuestos de la prueba z.

Cuando ocurren violaciones importantes de los supuestos, se afectard el desempeiio de la prueba .
En general, las violaciones de pequefias a moderadas no son motivo de preocupacion particular, pero no
deberad ignorarse cualguier falla del supuesto de independencia, asi como los indicios claros de que no se
satisface el supuesto de normalidad. Tanto el nivel de significacion de la prueba como la capacidad para
detectar diferencias entre las medias serdn afectados adversamente por el incumplimiento de estos su-
puestos. Un recurso para resolver este problema son las transformaciones. Este tema se analiza con ma-
yor detalle en el capitulo 3. También es posible utilizar procedimientos no paramétricos para la prueba de
hipétesis cuando las observaciones provienen de poblaciones no normales. Referirse a Montgomery y
Runger [83d] para més detalles.

Una justificacién alternativa de la prueba t
La prueba t de dos muestras que acaba de presentarse depende en teoria del supuesto fundamental de
que las dos poblaciones de las que se seleccionaron las muestras al azar son normales. Aun cuando el su-
puesto de normalidad es necesario para desarrollar formalmente el procedimiento de prueba, como ya
se menciono, las desviaciones moderadas de la normalidad no afectardn seriamente los resultados. Puede
argumentarse (por ejemplo, ver Box, Hunter y Hunter [18]) que el uso de un disefio aleatorizado
permite probar hipotesis sin ningiin supuesto respecto de 1a forma de la distribucién. En resumen, el razo-
namiento es el siguiente. Si los tratamientos no tienen ningiin efecto, todas las [20!/(10!10!)] = 184,756
formas posibles en que podrian ocurrir las 20 observaciones son igualmente posibles. Hay un valor de ¢,
para cada uno de estos 184,756 posibles arreglos. Si el valor de 7, que se obtiene en realidad de los datos es
inusualmente grande o inusualmente pequefio con referencia al conjunto de los 184,756 valores posibles,
es una indicacién de que p;, # U,.

A este tipo de procedimiento s le llama prueba de aleatorizacién. Puede demostrarse que la prueba
t es una buena aproximacion de la prueba de aleatorizacion. Por lo tanto, se usaran aqui pruebas (y otros
procedimientos que pueden considerarse aproximaciones de pruebas de aleatorizacién) sin prestar de-
masiada atenci6n al supuesto de normalidad. Esta es una de las razones por las que un procedimiento
simple, como las graficas de probabilidad normal, es adecuado para verificar el supuesto de normalidad.

2-4.2 Eleccién del tamafo de la muestra

La eleccion de un tamafio de la muestra apropiado es uno de los aspectos mas importantes de cualquier
problema de disefio experimental. La eleccién del tamaiio de la muestray la probabilidad 3 del error tipo
IT guardan una estrecha relacién. Suponga que se estin probando las hipétesis

Hyip,=p,

H:p #p,
y que las medias no son iguales, por lo que & = u, —u,. Puesto que Hy:u, = 4, no es verdadera, la preocupa-
cidn principal es cometer la equivocacién de no rechazar H,. La probabilidad del error tipo II depende de
laverdadera diferencia en las medias 4. A una gréfica de 8 contra § para un tamafio particular de la mues-
tra se le llama la curva de operacién caracteristica, o curva OC, de la prueba. El error 8 también es una
funcion del tamafio de la muestra. En general, para un valor dado de 4§, el error 8 se reduce cuando el ta-
mafio de la muestra se incrementa. Es decir, es més ficil detectar una diferencia especificada en las me-
dias para tamafos grandes de la muestra que para los tamafos pequenos.
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En la figura 2-12 se muestra un juego de curvas de operacion caracteristica para las hipdtesis
Hy:py=p,
Hip =,
para el caso en que las dos varianzas poblacionales 67 y o2 son desconocidas pero iguales (0] = 05 =0?)
y para un nivel de significacién de a = 0.05. Las curvas también parten del supuesto de que los tamaios de
las muestras de las dos poblaciones son iguales; es decir, n, = n, = n. El pardmetro del eje horizontal de la
figura 2-12 es
|, — 1, - M
20 20
La divisién de |6 | por 20 permite al experimentador usar el mismo juego de curvas, independientemente
del valor de la varianza (la diferencia en las medias se expresa en unidades de desviacion esténdar). Por
otra parte, el tamafio de la muestra usado para construir las curvas es en realidad n* = 2n - 1.
Al examinar estas curvas, se observa lo siguiente:

d=

1. Entre mas grande sea la diferencia en las medias, 4, — u,, menor seré la probabilidad del error tipo IT
para un tamario de la muestra y un valor de « dados. Es decir, para un tamatio de la muestra y un valor
de a especificados, la prueba detectara con mayor facilidad las diferencias grandes que las pequeiias.

2. Cuando el tamafio de la muestra se hace més grande, la probabilidad del error tipo II se hace mas pe-
quefia para una diferencia en las medias y un valor de a dados. Es decir, para detectar una diferencia
o especificada, puede aumentarse la potencia de la prueba incrementando el tamafio de la muestra.

Las curvas de operacién caracteristica son con frecuencia utiles para seleccionar el tamafio de la
muestra que debe usarse en un experimento. Por ejemplo, considere el problema del mortero de cemento
portland comentado antes. Suponga que si las dos formulaciones difieren en la fuerza promedio hasta en
0.5 kgf/cm?, seria deseable detectarlo con una probabilidad alta. Por lo tanto, puesto que u, — 4, =

LN \K"\’z-‘._____
1l NS
. \\\m\ \ \\\\ RN

d

Figura 2-12 Curvas de operaci6n caracteristica para la prueba ¢ de dos
colas con a = 0.05. (Reproducida con permiso de “Operating Characte-
ristics Curves for the Common Statistical Tests of Significance”, C.L. Fe-
rris, FE. Grubbs y C.L. Weaver, Annals of Mathematical Statistics.)
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0.5 kgf/cm” es la diferencia “critica” en las medias que quiere detectarse, se encuentra que d, el pardmetro
del eje horizontal de la curva de operacién caracteristica de la figura 2-12, es
d= [y —u,] 05 025

= — e =

Desafortunadamente, d incluye al pardmetro desconocido o. Sin embargo, suponga que con base en la ex-
periencia previa se piensa que es altamente improbable que la desviacién estindar de cualquiera de las
observaciones de la fuerza exceda 0.25 kgf/cm®. Entonces al usar o = 0.25 en la expresi6n anterior para d
se obtiene d = 1. Si quiere rechazarse la hip6tesis nula 95% de las veces cuando u, —u, = 0.5, entonces 8 =
0.05,y en la figura 2-12 con 8 = 0.05 y d = 1 se obtiene n* = 16, aproximadamente. Por lo tanto, puesto
que n* = 2n — 1, el tamaio de la muestra requerido es

n*+1 16+1
n= = =

y se usarian los tamafios de las muestras n, = n, = n = 9.

En el ejemplo que se ha venido considerando, el experimentador utilizé en realidad un tamaiio de la
muestra de 10. Quizis €] experimentador decidié incrementar ligeramente el tamafio de la muestra a fin
de prevenir la posibilidad de que la estimacién previa de la desviacion estdndar comiin o haya sido dema-
siado conservadora y quizd fuera un poco mayor que 0.25.

Las curvas de operacién caracteristica desempefian con frecuencia un papel importante en la elec-
cion del tamaiio de la muestra en los problemas de disefio experimental. Su utilizacion a este respecto se
revisa en capitulos subsecuentes. Para un anélisis de los usos de las curvas de operacion caracteristica en
otros experimentos comparativos simples similares a la prueba ¢ de dos muestras, véase Montgomery y
Runger [83d].

2-4.3 Intervalos de confianza

Aun cuando la prueba de hip6tesis es un procedimiento til, en ocasiones no cuenta la historia completa.
Muchas veces es preferible proporcionar un intervalo dentro del cual cabria esperar que estaria incluido
elvalor del pardmetro o los pardmetros en cuestion. A las declaraciones de estos intervalos se les llama in-
tervalos de confianza. En muchos experimentos de ingenieria e industriales, el experimentador sabe de
antemano que las medias u, y u, difieren; por consiguiente, la prueba de la hipdtesis 4, = u, es de escaso
interés. Por lo general el experimentador estaria més interesado en un intervalo de confianza para la dife-
rencia en las medias u, — u,.

Para definir un intervalo de confianza, suponga que € es un pardmetro desconocido. Para obtener
una estimacion del intervalo de 6, es necesario encontrar dos estadisticos L y U tales que la declaracion de
probabilidad

P(L=0=U)=1-q (2-27)
sea verdadera. Al intervalo
L=0<sU (2-28)

se le llama intervalo de confianza de 100(1 - ) por ciento para el pardmetro 6. La interpretacion de este
intervalo es que si, en muestreos aleatorios repetidos, se construye gran nimero de estos intervalos, 100(1
—a) por ciento de ellos contendréin el verdadero valor de 6. A los estadisticos L y U se les llama los limites
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de confianza inferior y superior, respectivamente, y a 1 - a se le llama ¢l coeficiente de confianza. Sic =
0.05, a 1a ecuaci6n 2-28 se le llama intervalo de confianza de 95% para 6. Observe que los intervalos de
confianza tienen una interpretacién de frecuencia; es decir, no se sabe si la declaracién es verdadera para
esta muestra especifica, pero si se sabe que el método usado para generar el intervalo de confianza produ-
ce declaraciones correctas en 100(1 — a) por ciento de las veces.

Suponga que quiere encontrarse un intervalo de confianza de 100(1 -a) por ciento para la verdadera
diferencia de las medias u, — 4, en el problema del cemento portiand. El intervalo puede deducirse de la
siguiente manera. El estadistico

Yo=Y = (B~ H2)
1 1

S |—+—
\n, n,

se distribuye como ¢, ,, _,. Por lo tanto,

5’1_72_(/"1".“2)st

al2,ny+ny3-2 = 1 i a/2,ny+n;-2
S, |—+—
h N, .

P|—t =]l—-a

0

' [1 1
EV =Vt en -ZSp _+"')= l1-a (2-29)
1 2 nl nz .

Al comparar las ecuaciones 2-29 y 2-27, se observa que

S 1 1
Y= Y2 = tapz,ny4n,-25p n_+n_ SU -1,
1
1 1

syl—y‘l +ta/2,nl+nz—2’sp ;,—+_ (2-30)
R
es un intervalo de confianza de 100(1 — &) por ciento para u, — p,.
La estimacion real del intervalo de confianza de 95% para la diferencia en la fuerza de la tension de
adhesién promedio de las formulaciones del mortero de cemento portland se encuentra haciendo la si-
guiente sustitucién en la ecuacién 2-30:

16.76—17.92-(2.101)0.284 /35 + 15 < p, — 4,
<16.76—17.92+(2.101)0.284,/L+ 3
-116—027= p, —u, =-116+0.27
-143=p, - pu, =089

Por lo tanto, el intervalo de confianza de 95% estimado para la diferencia en las medias se extiende de
~1.43 kgf/cm? a —0.89 kgf/cm?. Expresado en otros términos, el intervalo de confianza es p#, -y, = -1.16
kgf/cm? = 0.27 kgf/cm?, o la diferencia en las fuerzas promedio es —1.16 kgf/cm?, y la precision de esta esti-
macién es de +0.27 kgf/cm®, Observe que como u, - #, = 0 7o estd incluida en este intervalo, los datos no
apoyan la hipétesis de que u, = u, con el nivel de significacion de 5%. Es probable que la fuerza media de
la formulacién sin modificar exceda la fuerza media de la formulacién modificada. Observe que en la ta-
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bla 2-2 Minitab tambi€n report6 este intervalo de ccnfianza cuando se llevé a cabo el procedimiento de la
prueba de hipdtesis.

244 Casoenqueo’ # o’

Si se estd probando
Hy:p,=p,
Hi:py #py

y no hay bases para suponer que las varianzas ¢; y o son iguales, entonces es necesario hacer ligeras mo-
dificaciones en la prueba ¢ de dos muestras. En este caso el estadistico de prueba es

)_’1 _)_’z
S8
n, n,

t, =

(2-31)

Este estadistico no se distribuye exactamente como ¢. No obstante, # es una buena aproximacién de la dis-
tribucién de ¢, si se usa
2 2\2
(S_l +S_z]

R S 232
T STm)y STy ¢

n—1 n,—1

para los grados de libertad. Una indicaci6n clara de la desigualdad de las varianzas en una grafica de pro-
babilidad normal seria una situacién que requeriria esta versién de la prueba . El lector no debera encon-
trar problemas para desarrollar una ecuacion para encontrar ese intervalo de confianza para la diferencia
en las medias en el caso de varianzas desiguales.

2-4.5 Caso en que se conocen o’ y o’

Si las varianzas de ambas poblaciones se conocen, entonces las hipotesis
Hyp,=p,
Hi:p #up,

pueden probarse utilizando el estadistico

(2-33)

Si ambas poblaciones son normales, o si los tamafios de las muestras son lo suficientemente grandes para
aplicar el teorema del limite central, la distribucién de Z, es N(0, 1) si la hip6tesis nula es verdadera. Por
lo tanto, la regién critica se encontraria utilizando la distribucién normal en lugar de la distribucién 7.
Especificamente, H, se rechazaria si | Z,| > Z,,, donde Z,,, es el punto porcentual /2 superior de la dis-
tribucién normal estindar.
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A diferencia de la prueba ¢ de las secciones anteriores, en la prueba de las medias con varianzas cono-
cidas no se requiere el supuesto de que el muestreo se haga de poblaciones normales. Puede aplicarse el
teorema del limite central para justificar una distribucién normal aproximada para la diferencia en las
medias muestrales y, —y,.

Elintervalo de confianza de 100(1-a) por ciento parau, — 4, cuando las varianzas se conocen es

. o, Lo

el Rl it Tl 5 el 2 A —+—+

2-34
n n, n n ( )

Como ya se seial6, el intervalo de confianza es con frecuencia un complemento dtil del procedimiento de
prucba de hipdtesis. ‘

2.4.6 Comparacién de una sola media con un valor especificado

Algunos experimentos incluyen la comparacién de la media # de una sola poblacién con un valor especifi-
cado, por ejemplo u, Las hip6tesis son

Hy:p=p,
Hl:lu¢y0.

Sila poblaci6n es normal con varianza conocida, o si la poblacién no es normal pero el tamafio de la mues-
tra es lo suficientemente grande para aplicar el teorema del limite central, entonces la hip6tesis puede
probarse utilizando una aplicacién directa de la distribucién normal. El estadistico de prueba es

Y— Uy
7 =
* o/vn

(2-35)

Si Hyu = u, es verdadera, entonces la distribucién de Z, es N(0, 1). Por lo tanto, la regla de decision para
Hyu = p, es rechazar la hipotesis nula si | Z,| > Z,,. El valor de 1a media x4, especificado en la hipétesis
nula se determina por lo general mediante una de las tres formas siguientes. Puede ser resultado de evi-
dencia, conocimientos o experimentacion previos. Puede ser resultado de alguna teoria o modelo que
describe la situacion bajo estudio. Por dltimo, puede ser resultado de especificaciones contractuales.

El intervalo de confianza de 100(1 — &) por ciento para la verdadera media poblacional es

y~Z,0/n<pu<y+Z,,0/Vn (2-36)

EJEMPLO 2.1 ++cvevvvveoss I ceesesrrsreraseans

Un proveedor ofrece lotes de tela a un fabricante de textiles. El fabricante desea saber si la resistencia ala
ruptura promedio excede 200 psi. De ser asi, el fabricante aceptara el lote. La experiencia pasada indica
que un valor razonable para la varianza de la resistencia a la ruptura es 100(psi)®. Las hipétesis que debe-
ran probarse son

H,:u=200

H,:pu>200

Observe que se trata de una hipétesis alternativa de una cola. Por lo tanto, el lote se aceptaria s6lo si la hi-
p6tesis nula Hyu = 200 pudiera rechazarse (es decir, si Z, > Z,).
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Se seleccionan cuatro ejemplares aleatoriamente, y la resistencia a la ruptura promedio observada es
y = 214 psi. El valor del estadistico de prueba es
7 = y—u, _ 214-200
° o/vn 10/44
Si se especifica un error tipo I de & = 0.05, en la tabla I del apéndice se encuentra que Z, = Z, s = 1.645.
Por lo tanto, H, se rechazay se concluye que la resistencia a la ruptura promedio del lote excede 200 psi.

=280

Cuando no se conoce la varianza de la poblacién, es necesario establecer el supuesto adicional de que
la poblacién sigue una distribucién normal, aunque las desviaciones moderadas de la normalidad no afec-
tardn seriamente los resultados.

Para probar Hy:u = u, en el caso de la varianza desconocida, se usa la varianza muestral $? para esti-
mar o°. Al sustituir o con S en la ecuacién 2-35, se obtiene el estadistico de prueba .

= y—u,
° §/n

La hipétesis nula H,: 4 = u,, se rechazariasi |¢y| > t.p, ,,, donde ., ,_, denota el punto porcentual a/2
superior de la distribucion ¢ con n — 1 grados de libertad. Elintervalo de confianza de 100(1 — ) por ciento
es en este caso

(2-37)

Y=ty i8I R<p <Y+, S/Vn o (238)

2-47 Resumen

En las tablas 2-3 y 2-4 se resumen los procedimientos de prueba estudiados aqui para las medias muestra-
les. Se muestran las regiones criticas para hipétesis alternativa tanto de una como de dos colas.

Tabla 2-3  Pruebas para medias con varianza conocida
Hipotesis Estadistico de prueba Criterios de rechazo
Hyp=p,

Zy|> Z,
Hl:ﬂ #ﬂo I Ol 12
Hyp=pu, Y—u,
Z, = < —
Hyp< py * o/dn Zy Ze
Hyp=p,
Z,>Z,
H:p> p, ’
Hyp =p,
Zl>Z,
Hyp, #p, 12 2
Hypy =u, Z = Y -5
) =t
Hyp < p, f’_i_l_ Qi Zy< ~Z,
non
Hyy =
ot =M1y Z,>2Z,

Hypy > py
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Tabla 2-4 Pruebas para medias de distribuciones normales,
varianza desconocida

Hip6tesis  Estadistico de prueba Criterios de rechazo

Hyp = p,
Hop#p, [¢l> taj2pm
Hgu=pu, , ¥ —Ho
H:p<pu, fo S/n ’ ot
Hyp=p,
Hop> p, Ly > bana
siol =0}
Hyp, = p, t, = S /N [ol> tar20
Hyp #u, s _1_..+ 1
\n, my
v=m+n,—2
sio? 20}
HO:,‘I =iy _ to < —ta.v
Hiu < p, t, = )"-12")’22
5 5
non
Hyu =u, £+S_222 ty>1t,,
H1:.u1 > Uy A\ n,
=
(& /m) + (8;/n)
n -1 n,—1

2.5 INFERENCIAS ACERCA DE LAS DIFERENCIAS EN LAS MEDIAS,
DISENOS DE COMPARACIONES PAREADAS

2.5.1 El problema de las comparaciones pareadas

En algunos experimentos comparativos simples puede conseguirse un mejoramiento significativo de la
precisién haciendo comparaciones de observaciones parcadas del material experimental. Por ejemplo,
considere una miquina para probar la dureza que presiona una barra con una punta afilada sobre un
ejemplar de prueba de metal con una fuerza conocida. Al medir la profundidad de 1a depresi6n producida
por la punta, se determina la dureza del ejemplar de prueba. En esta maquina pueden instalarse dos pun-
tas diferentes y aun cuando la precision (la variabilidad) de las mediciones hechas con las dos puntas pa-
rece ser la misma, se sospecha que una de las puntas produce diferentes lecturas de la dureza que la otra,

Seria posible realizar un experimento de la siguiente manera. Podrian seleccionarse al azar varios
ejemplares de prueba del metal (por ejemplo, 20). La mitad de estos ejemplares de prueba podrian pro-
barse con la punta 1y la otra mitad con la punta 2. La asignaci6n exacta de los ejemplares a las puntas se
determinaria de manera aleatoria. Puesto que se trata de un disefio completamente aleatorizado, la dure-
za promedio de las dos muestras podria compararse utilizando la prueba f descrita en la seccion 2-4.

Al reflexionar un poco al respecto, s¢ descubriria una seria desventaja del disefio completamente
~ aleatorizado en este problema. Suponga que los ejemplares de prueba del metal se cortaron de barras di-
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ferentes que se fabricaron a temperaturas diferentes o que no fueran exactamente homogéneos en cual-
quier otra forma que pudiera afectar la dureza. Esta falta de homogeneidad entre los ejemplares
contribuira a la variabilidad de las mediciones de la dureza y tendera a inflar el error experimental, ha-
ciendo maés dificil detectar una diferencia real entre las puntas.

Para protegerse de esta posibilidad, considere un disefio experimental alternativo. Suponga que cada
ejemplar de prueba ticne el tamaio suficiente para que puedan hacerse en él dos determinaciones de la
dureza. Este disefio alternativo consistiria en dividir cada ejemplar de prueba en dos secciones, para des-
pués asignar de manera aleatoria una punta a una mitad de cada ejemplar de prueba y la otra punta a la
otra mitad. El orden en que se prueban las puntas en un ejemplar de prueba particular se seleccionaria al
azar. El experimento, cuando se llevé a cabo de acuerdo con este disefio con 10 ejemplares de prueba,
produjo los datos (codificados) que se muestran en la tabla 2-5.

Un modelo estadistico que describe los datos de este experimento puede expresarse como

i=12
y”_ﬂ"-'_ﬂf-‘-s"f{j:l, 2,..,10 (2-39)

dondey; es la observacidn de la dureza para la punta en el ejemplar de pruebaj, ; es la verdadera dureza

promedio de la punta i-ésima, §; s un efecto sobre la dureza debido al ejemplar de pruebaj-ésimo, y & es

el error experimental aleatorio con media cero y varianza o”. Es decir, o7 es la varianza de las mediciones

de la dureza hechas con la punta 1y o eslavarianza de las mediciones de la dureza hechas conla punta 2.
Observe que si se calcula la diferencia pareada j-ésima

d;=y;— ¥, i=12,..,10 (2-40)
el valor esperado de esta diferencia es
#qe=Ed;)
= E(y; = ;)

=E(.V1j)_E(Y2j)
=4y +ﬁj —(u, +:3j)
SHTH,

Es decir, pueden hacerse infcrencias acerca de la diferencia en las lecturas de la dureza promedio de las
dos puntas u, —u, haciendo inferencias acerca de la media de las diferencias u,. Observe que el efecto adi-

Tabla 2.5 Datos del experimento de
la prueba de la dureza

Ejemplar de prueba Punta 1 Punta?2

1 7 6
2 3 3
3 3 5
4 4 3
5 8 8
6 3 2
7 2 4
8 9 9
9 5 4
10 4 5
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tivo de las §; de los ejemplares de prueba se cancela cuando las observaciones estan pareadas de esta ma-
nera.
Probar Hyu, = u, es equivalente a probar

Hy:u,=0
H:pu,#0
El estadistico de prueba para esta hipotesis es
d
t, = 2-41
"5, 4D
donde
a=1 >d, (2-42)
n 4
es la media muestral de las diferencias y
n 1/2 . 1 2 V2
(d,-a)’ d:-- d,
Kl R W =)

es la desviacién estandar muestral de las diferencias. H,: u, = 0 se rechazaria si |£,| > t., ,.1. Debido a
que las observaciones de los niveles del factor estdn “pareadas” en cada unidad experimental, a este pro-
“cedimiento suele llamérsele prueba ¢ pareada.
Por los datos de la tabla 2-5, se encuentra
d=7-6=1 dy=3-2=1
d,=3-3=0 d,=2-4=-2
d,=3-5=-2 d,=9-9=0

d,=4-3=1 d,=5-4=1

"
d,=8-8=0 d,=4-5=-1
Por lo tanto,
a=1 y d=1 -1)=-0.10
n 710

1/2

2

n 1 n

d? -~ d,
= "(12-1: ’] _[B-en T,

| 10-1 o

Suponga que se elige a = 0.05. Entonces, para tomar una decisién se calcularfa ¢,y H, se rechazaria si It
> t0.025, 9 = 2.262.

El valor calculado del estadistico de prueba ¢ pareada €s

-4
* S,/Vn
-0.10

= 120/410
——0.26

t
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Figura 2-13 La distribucién de referencia (¢ con 9 grados de libertad)
para el problema de la prueba de la dureza.

ycomo |&y| = 0.26 #4045 o = 2.262, la hipGtesis Hyu, = 0 no puede rechazarse. Es decir, no hay evidencia
que indique que las dos puntas producen lecturas de la dureza diferentes. En la figura 2-13 se muestra la
distribucién de £, con 9 grados de libertad, la distribucion de referencia para esta prueba, con el valor de ¢,
indicado en relacién con la regidn critica.

En la tabla 2-6 se muestra la salida de computadora del procedimiento para la prueba r pareada de
Minitab para este problema. Observe que el valor P para esta prueba es P =0.80, lo cual implica que no
puede rechazarse la hip6tesis nula con ningin nivel de significacién razonable.

2-5.2 Ventajas del disefio de comparaciones pareadas

Al diseno que se utiliz6 en realidad para este experimento se le llama disefio de comparaciones pareadas,
el cual ilustra el principio de la formacién de bloques comentado en la seccién 1-3. De hecho, es un caso
especial de un tipo de disefio més general llamado disefio de bloques aleatorizados. El término blogue se
refiere a una unidad experimental relativamente homogénea (en el caso tratado aqui, los ejemplares
de prueba del metal son los bloques), y el bloque representa una restriccién sobre la aleatorizacién com-
pleta debido a que las combinaciones de los tratamientos s6lo se aleatorizan dentro del bloque. En el ca-
pitulo 4 se examina este tipo de disefios. En dicho capitulo el modelo matemético del disefio, la ecuacién
2-39, se escribe en una forma ligeramente diferente.

Tabla 2-6 Resultados de Minitab de la prueba t pareada para el ejemplo de la prueba de la dureza
Prueba t pareada e intervalo de confianza

Paired T for Tip 1 - Tip 2

N Mean Sthev SE Mean
Tip 1 10 4.800 2.394 0.757
Tip 2 10 4.900 2.234 0.706
Difference 10 -0.100 1.197 0.379

95% €I for mean difference: (-0.956, 0.756)
t-Test of mean difference = 0 (vs not = 0):
T-Value = -0.26 P-Value = 0.798
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Antes de dejar este experimento, es necesario destacar varios puntos. Observe que, aun cuando se
han hecho 2n = 2(10) = 20 observaciones, se cuenta tinicamente con zn — 1 = 9 grados de libertad para el
estadistico z. (Se sabe que conforme se incrementan los grados de libertad para ¢, la prueba se hace mas
sensible.) Al hacer la formacion de bloques o pareo, se han “perdido” en realidad n — 1 grados de libertad,
pero se espera haber ganado un mejor conocimiento de la situacién al eliminar una fuente adicional de
variabilidad (la diferencia entre los ejemplares de prueba). Puede obtenerse una indicacién de la calidad
de la informacién producida por el disefio pareado comparando la desviacion estandar S, de las diferen-
cias con la desviacion estdndar combinada S, que habria resultado si el experimento se hubiera conducido
de manera completamente aleatorizada y se hubieran obtenido los datos de la tabla 2-5. Al utilizar los da-
tos de la tabla 2-5 como dos muestras independientes, la desviacion estdndar combinada que se calcula
con la ecuacion 2-25 es S, = 2.32. Al comparar este valor con §, = 1.20, se observa que la formaci6n de
bloques o pareo ha reducido la estimaci6n de la variabilidad en cerca de 50%. Esta informacién también
puede expresarse en términos de un intervalo de confianza para u, — u,. Utilizando los datos pareados, un
intervalo de confianza de 95% para u, — u, €s

Eito.ozs,asd I\n
-0.10£(2.262)(1.20)/ V10
—-0.10£0.86

Reciprocamente, al utilizar el anélisis combinado o independiente, un intervalo de confianza de 95%

para y, — fi, €s
T 1

V=¥, £t S |—+—
Yi— Y2 o008, non,

4.80— 4.90+(2101)(232)yE +3
~0.10+2.18

Elintervalo de confianza basado en el an4lisis parcado tiene una anchura sensiblemente menor que elin-
tervalo de confianza del an4lisis independiente. Esto ilustra la propiedad de reduccién del ruido de la for-
macion de bloques.

La formaci6n de bloques no es siempre la mejor estrategia de disefio. Si la variabilidad dentro de los
bloques es la misma que la variabilidad entre los bloques, la varianza dey, -y, serd la misma independien-
temente del disefio que se use. De hecho, la formacién de bloques en esta situacién serfa una eleccion de
disefio pobre porque la formacién de bloques produce la pérdida de n — 1 grados de libertad y llevard en
realidad a un intervalo de confianza con una anchura mayor parau, — u,. En el capitulo 4 se ofrece una re-
vision mds amplia de la formacién de bloques.

2.6 INFERENCIAS ACERCA DE LAS VARIANZAS
DE DISTRIBUCIONES NORMALES

En muchos experimentos, el interés s¢ encuentra en las posibles diferencias en la respuesta media de dos
tratamientos. Sin embargo, en algunos experimentos ¢s la comparacion de la variabilidad en los datos lo
que es importante. En la industria de alimentos y bebidas, por ejemplo, es importante que la variabilidad
del equipo de llenado sea pequeiia para que todos los empaques estén cerca del peso neto nominal o el
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volumen del contenido neto nominal. En los laboratorios quimicos, tal vez quiera compararse la variabili-
dad de dos métodos de anilisis. A continuacién se examinan brevemente las pruebas de hip6tesis y los in-
tervalos de confianza para las varianzas de distribuciones normales. A diferencia de las pruebas para las
medias, los procedimientos para las pruebas de varianzas son bastante mas sensibles al supuesto de nor-
malidad. En el apéndice 2A de Davies [36] hay un buen andlisis del supuesto de normalidad.

Suponga que quiere probarse la hipdtesis de que la varianza de una poblacién normal es igual a una
constante, por ejemplo, o). Expresado en términos formales, quiere probarse

H,:0* =0} (2-44)
H:o*=a}

El estadistico de prueba para la ecuacién 2-44 es

85 _ (n-1)s”
SR

(2-45),
donde $§ = 3" (¥, — ¥)* es la suma de cuadrados corregida de las observaciones muestrales. La distribu-
cién de referencia apropiada para x; esla distribuci6n ji-cuadrada conn — 1 grados de libertad. La hip6te-
sis nula se rechaza siyg > x7, ., 08iXg < X1 qynmr-donde x2, v 27 ., .-, 500 los puntos porcentua-
les a/2 superior y 1 — (2/2) inferior de la distribucién ji-cuadrada con n —'1 grados de libertad,
respectivamente. En la tabla 2-7 se presentan las regiones criticas para las hip6tesis alternativas de una
cola. El intervalo de confianza de 100(1 - a) por ciento para o® es

-1)§2 _1\02 ’
(1=1S* _ (=13 (2-46)
Xa/Z,n—l xl—(n/l),n-—-l
Considere ahora la prueba de la igualdad de las varianzas de dos poblaciones normales. Si se toman

muestras aleatorias independientes de tamario n, y n, de las poblaciones 1y 2, respectivamente, el estadis-
tico de prueba para

H,:0! =0l , (2-47)
H:o!#0}
es el cociente de las varianzas muestrales
SZ
F, = S—lz (2-48)
2

La distribucién de referencia apropiada para F, s la distribucién F con n, — 1 grados de libertad en el nu-
meradory n, -1 grados de libertad en el denominador. La hip6tesis nula se rechazariasi Fy > F,, , .
OSiFy < F_ a3y —1yny—p@ONAEF,_ Y F_ 02y n -1,n,—1 dEDOtan los puntos porcentuales /2 superior
y 1 - (a/2) inferior de la distribucion F con n, — 1y n, - 1 grados de libertad. En la tabla IV del apéndice
sélo aparecen los puntos porcentuales para la cola superior de F; sin embargo, los puntos de las colas su-

perior e inferior se relacionan por

E-a.u, Wy I;-a‘v2 N (2-49)
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Tabla 2-7 Pruebas para las varianzas de distribuciones normales

Hipotesis Estadistico de prueba Criterios de rechazo
[ S 2 2 .
Hyo" =0, Xy > Xgr2nm1 o
H.a* =0} Xo = Xi-eizn-1
P 2
Hye =t p=0r r<g
- 2 0 1-a,n—1
H,:0* < 0 ° g, i
R R ]
H,o" =0, 2>
0 —1
H:0" > a} o
Hy ol =0; S F>F 0
01 2 E == 0 a/2,n—1,n,—1
lealz =0’ 0 522 Fy < F_gj2p 10y
Hyo? =g} 52 F>F
(R 2 F =22 0 ny—1,m -1
.} 2 0" o2
H,:o} <03 S
o S 2
HO‘al = 02 F _ i F('] > F(‘z,n‘-l,nz—l
07 g2
H.ol > o} 5

En el capitulo 3, seccion 3-4.3, se analizan los procedimientos de prueba para mas de dos varianzas. Sere-
visara también el uso de la varianza o la desviacién estAndar como variable de respuesta en situaciones ex-
perimentales mas generales.

Un ingeniero quimico investiga la variabilidad inherente de dos tipos de equipo de prueba que pueden
usarse para monitorear la producci6n de un proceso. El ingeniero sospecha que el equipo antiguo, tipo 1,
tiene una varianza mayor que la del equipo nuevo. Por lo tanto, quiere probar las hip6tesis

H,:0? =0
3 2
H,:.0; >0,

Se toman dos muestras aleatorias de n, = 12y n, = 10 observaciones, y las varianzas muestrales son Sk =
14,5 y §? = 10.8. El estadistico de prucba es
St 145

=Ll=""u=134
7 s2 108

En la tabla IV del apéndice se encuentra que Fy s 1, o = 3.10, por lo que no puede rechazarse la hipotesis
nula. Es decir, se ha encontrado evidencia estadistica insuficiente para concluir que la varianza del equipo -
antiguo sea mayor que la varianza del equipo nuevo.

R R E R R EE R R e S A A A B A R A N A A I A I N L L R B L I L A A

Fl intervalo de confianza de 100(1 - @) por ciento para el cociente de las varianzas poblacionales
2 2
o, /0; es

2
S2 g 8
1 1 1
—_ - —_
Sz FI—aIZ,nZ—l,n1—1 - 02 E S2 Fa/Z,nz-l,ul—l
2 2 2

(2-50)
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CAPITULO 2 EXPERIMENTOS COMPARATIVOS SIMPLES

Para ilustrar el uso de la ecuacién 2-50, el intervalo de confianza de 95% parael cociente de las varianzas
o? /a? del ejemplo 2-2 es, utilizando Fos, 0m = 359y Fogrsonn = UFogmsie = 1/3.92 = 0.255,

2.7

2-1.

2-2.

2-3.

2-4.

2-5.

45 o} 145

220255 7L < 123 359
103029 ;7 =195 (3%)
2
it

034< 2L <481

g,

PROBLEMAS

Se requiere que la resistencia a la ruptura de una fibra sea de por lo menos 150 psi. La experiencia pasada in-
dica que la desviaci6n estdndar de la resistencia a la ruptura es o = 3 psi. Se prucba una muestra aleatoria de
cuatro ejemplares de prueba, y los resultados son y, = 145, ¥, = 153,y, = 150y y, = 147.

a) Enunciar las hip6tesis que el lector considere que deberian probarse en este experimento.

b) Probar estas hip6tesis utilizando a = 0.05. (A qué conclusiones se llega?

c) Encontrar el valor P para la prueba del inciso b.

d) Construir un intervalo de confianza de 95% para la resistencia a la ruptura promedio,
Supuestamente, la viscosidad de un detergente liquido debe promediar 800 centistokes a 25°C. Se colecta
una muestra aleatoria de 16 lotes del detergente, y la viscosidad promedio es 812. Suponga que se sabe quela
desviacién estindar de la viscosidad es ¢ = 25 centistokes.

a) Enunciar las hip6tesis que deberdn probarse.

b) Probar estas hip6tesis utilizando @ = 0.05. (A qué conclusiones se llega?

¢) &Cudl es el valor P para la prueba?

d) Encontrar un intervalo de confianza de 95% para la media.

Los didmetros de las flechas de acero producidas en cierto proceso de manufactura deberén tener un prome-
dio de 0.255 pulgadas. Se sabe que el didmetro tiene una desviacién estandar de ¢ = 0.0001 pulgadas. Una
muestra aleatoria de 10 flechas tiene un didmetro promedio de 0.2545 pulgadas.

a) Establecer las hip6tesis apropiadas para la media u.

b) Probar estas hipétesis utilizando @ = 0.05. (A qué conclusiones se llega?

¢) Encontrar el valor P para esta prueba.

d) Construir un intervalo de confianza de 95% para el didmetro promedio de las flechas.

Una variable aleatoria con una distribucién normal tiene una media desconocida u yvarianza o? = 9, Encon-
trar el tamafio de la muestra que se necesita para construir un intervalo de confianza de 95% para la media,
cuya anchura total sea de 1.0.

La vida de anaquel de una bebida carbonatada es motivo de interés. Se seleccionan 10 botellas al azar yse
prueban, obteniéndose los siguientes resultados: '

Dias
108 138
124 163
124 159
106 134
115 139

a) Quiere demostrarse que la vida media de anaquel excede los 120 dias. Establecer las hip6tesis apropia-
das para investigar esta afirmacién.
b) Probar estas hip6tesis utilizando @ = 0.01. (A qué conclusiones se llega?
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¢) Encontrar el valor P para la prueba del inciso b.

d) Construir un intervalo de confianza de 99% para la vida media de anaquel.

Considere los datos de la vida de anaquel del problema 2-5. (La vida de anaquel puede describirse o mode-
larse adecnadamente con una distribucién normal? ¢ Qué efecto tendria la violacion de este supuesto sobre
el procedimiento de prueba usado para resolver ¢l problema 2-5?

El tiempo para reparar un instrumento electrénico es una variable aleatoria medida en horas que sigue una
distribucion normal. El tiempo de reparacién de 16 de estos instrumentos elegidos al azar es el siguiente:

Horas
159 280 101 212
224 379 179 264
222 362 168 : 250
149 260 485 170

a) Quiere saberse si el tiempo de reparacién promedio excede 225 horas. Establecer las hipdtesis apropia-
das para investigar esta cuestién.

b) Probar las hipétesis que se formularon en el inciso 2. { A qué conclusiones se llega? Utilizar @ = 0.05.

¢) Encontrar ¢l valor P para la prueba.

d) Construir un intervalo de confianza de 95% para el tiempo de reparacién promedio.

Considere nuevamente los datos del tiempo de reparaci6n del problema 2-7. En opini6n del lector, éel tiem-

po de reparacién puede modelarse de manera adecuada con una distribucién normal?

Se utilizan dos maquinas para llenar botellas de plstico con un volumen neto de 16.0 onzas. Puede suponer-

se que el proceso de llenado es normal, con desviaciones estdndar de o, = 0.015y 0, = 0.018. El departamen-

to de ingenierfa de calidad sospecha que ambas méquinas llenan el mismo volumen neto, sin importar si este

volumen es 16.0 onzas o0 no. Se realiza un experimento tomando una muestra aleatoria de la producci6n de

cada maquina.

Miquina 1 Miquina 2
16.03 16.01 16.02 16.03
16.04 15.96 15.97 16.04
16.05 15.98 15.96 16.02
16.05 16.02 16.01 16.01 -
16.02 15.99 15.99 16.00

a) Enunciar las hipétesis que deberdn probarse en este experimento.

b) Probar estas hipétesis utilizando ¢ = 0.05. ¢A qué conclusiones se llega?

c) Encontrar el valor P para esta prueba. '

d) Encontrar un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en el volumen de llenado promedio de las
dos méiquinas.

Un fabricante de calculadoras electrénicas puede usar dos tipos de plastico. La resistencia a la ruptura de

este pléstico es importante. Se sabe que g, = g, = 1.0 psi. De muestras aleatorias de n, = 10y, = 12 s obtie-

ne j, = 162.5y y, = 155.0. La compaiifa no emplear el pldstico 1 a menos que su resistencia a la ruptura ex-

ceda la del pléstico 2 por al menos 10 psi. Con base en la informacién muestral, édeberd usarse el pléstico 17

Para responder esta pregunta se deben establecer y probar las hip6tesis apropiadas utilizando @ = 0.01.

Construir un intervalo de confianza de 99% para la verdadera diferencia media en la resistencia a la ruptura.
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2-11.

2-12.

2-13.

2-14.

CAPITULO 2 EXPERIMENTOS COMPARATIVOS SIMPLES

A continuacion se presenta el tiempo de combustién de dos cohetes quimicos con formulaciones diferentes.
Los ingenieros de disefio se interesan tanto en la media como en la varianza del tiempo de combustién,

. Tipo 1 Tipo 2

65 82 64 56
81 67 71 69
57 59 83 74
66 75 59 82
82 70 65 79

a) Probar la hipétesis de que las dos varianzas son iguales. Utilizar @ = 0.05,

b) Utilizando los resultados del inciso @, probar la hipé6tesis de que los tiempos de combustién promedio
son iguales. Utilizar @ = 0.05. {Cuél es el valor P para esta prueba?

¢) Comentar el papel del supuesto de normalidad en este problema. Verificar el supuesto de normalidad
para ambos tipos de cohetes,

En un articulo de Solid State Technology, “Disefio ortogonal para optimizacién de procesos y su aplicacién en

el grabado quimico con plasma” de G.Z. Yin y D.W. Jillie, se describe un experimento para determinar el

efecto de la velocidad del flujo de C,F, sobre la uniformidad del grabado en una oblea de silicio usada en la

fabricaci6n de circuitos integrados. Los datos de la velocidad del flujo son los siguientes:

Observacién de 1a uniformidad

Flujo de
CoFs 1 2 3 4 5 6
125 2.7 4.6 26 3.0 32 3.8
200 4.6 34 29 35 4.1 5.1

@) ¢La velocidad del flujo de C,F, afecta la uniformidad del grabado promedio? Utilizar ¢ = 0.05.

b) Cudl es el valor P para la prueba del inciso a?

¢) ¢Lavelocidad del flujo de C,F, afecta la variabilidad de una oblea a otra en la uniformidad del grabado?
Utilizar & = 0.05.

d) Trazar diagramas de caja que ayuden a interpretar los datos de este experimento.

Se instala un nuevo dispositivo de filtrado en una unidad quimica. Antes de instalarlo, de una muestra alea-

toria se obtuvo la siguiente informacion sobre el porcentaje de impurezas: 7, = 12.5, §? = 101.17y n, = 8.

Después de instalarlo, de una muestra aleatoria se obtuvo y, = 10.2, §? = 9473, n, = 9.

a) (Puede concluirse que las dos varianzas son iguales? Utilizar @ = 0.05.

b) iEldispositivo de filtrado ha reducido de manera significativa el porcentaje de impurezas? Utilizar a =
0.05.

Se hacen 20 observaciones de la uniformidad del grabado en obleas de silicio durante un experimento de eva-

luacién de un grabador de plasma. Los datos son los siguientes:

534 665 476 598 725
600 755 554 562 621
597 735 544 439 498
525 635 461 600 532

a) Construir una estimacién con un intervalo de confianza de 95% de o2,
b) Probar la hipétesis de que o? = 1.0. Utilizar a = 0.05. {A qué conclusiones se llega?
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¢) Comentar el supuesto de normalidad y su papel en este problema.
d) Verificar la normalidad construyendo una grafica de probabilidad normal. (A qué conclusiones se

llega?

Doce inspectores midieron el didmetro de un cojinete de bolas, utilizando cada uno dos tipos diferentes de

calibradores. Los resultados fueron

Calibrador 2

Inspector  Calibrador 1
1 0.265
2 0.265

3 0.266
4 0.267
5 0.267
6 0.265
7 0.267
8 0.267
9 0.265

10 0.268

11 0.268

12 0.265

0.264
0.265 ~
0.264
0.266
0.267
0.268
0.264
0.265
0.265
0.267
0.268
0.269

a) (Existe una diferencia significativa entre las medias de la poblacién de mediciones de las que se seleccio-
naron las dos muestras? Utilizar ¢ = 0.05.

b) Encontrar el valor P para la prueba del inciso a.

¢) Construir un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en las mediciones de los didmetros prome-

dio para los dos tipos de calibradores.
En un articulo de Journal of Strain Analysis (vol. 18, no. 2) se comparan varios procedimientos para predecir
la resistencia al corte de vigas de placas de acero. Los datos para nueve vigas en la forma del cociente de la
carga predicha y la observada para dos de estos procedimientos, los métodos Karlsruhe y Lehigh, son los si-

guientes

Viga Meétodo Karlsruhe Método Lehigh
S1/1 1.186 1.061

§2/1 1.151 0.992

$3/1 1322 1.063

5411 1.339 1.062 .

851 1.200 1.065

s2/1 1.402 1.178

8212 1.365 1.037

S2/3 1.537 1.086

S2/4 1.559 1.052

a) (Existe alguna evidencia que apoye la afirmacion de que hay una diferencia en el desempeiio promedio
entre los dos métodos? Utilizar @ = 0.05. :

b) (Cuél es el valor P para la prueba del inciso a?

¢) Construir un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en la carga promedio predicha y la obser-

vada.

d) Investigar el supuesto de normalidad en ambas muestras.

€) Investigar el supuesto de normalidad para la diferencia en los cocientes para los dos métodos.

Comentar el papel del supuesto de normalidad en la prueba ¢ pareada.
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2-17.

2-18.

2-19.

2-20.

2-21.

2-22,

CAPITULO 2 EXPERIMENTOS COMPARATIVOS SIMPLES

Se estudia la temperatura de deflexion bajo carga de dos formulaciones diferentes de un tubo de pléstico
ABS. Dos muestras de 12 observaciones cada una, se preparan utilizando cada formulacién y las temperatu-
ras de deflexién (en °F) se presentan abajo:

Formulacién 1 Formulacién 2
206 193 192 177 176 198
188 207 210 197 185 188
205 185 194 206 200 189
187 189 178 201 197 203

a) Construir Jas gréficas de probabilidad normal para ambas muestras. {Estas grificas apoyan los supuestos
de normalidad y de la igualdad de la vatianza de ambas muestras?

b) ¢Los datos apoyan la afirmacién de que la temperatura promedio de deflexion bajo carga de la formula-
. ¢i6n 1 excede la de la formulacién 2? Utilizar ¢ = 0.05.

c) &Cuél es ¢l valor P para la prueba del inciso a?

Referirse a los datos del problema 2-17. { Los datos apoyan la afirmacién de que la temperatura promedio de

deflexion bajo carga de la formulacién 1 excede la de la formulacién 2 en al menos 3°F?

En la fabricacion de semiconductores es comin el uso del grabado quimico hiimedo para eliminar el silicio

de la parte posterior de las obleas antes de la metalizacion. La rapidez del grabado es una caracteristica im-

portante de este proceso. Se estdn evaluando dos soluciones de grabado diferentes. Se grabaron ocho obleas

seleccionadas al azar en cada solucion, y las cifras de la rapidez del grabado observada (en milésimas de pul-

gada/min) se muestran abajo

Solucién 1 Solucién 2
9.9 10.6 10.2 10.6
94 103 10.0 10.2
10.0 9.3 10.7 10.4

10.3 9.8 10.5 10.3

@) (Los datos indican que la afirmaci6n de que ambas soluciones tienen la misma rapidez de grabado pro-
medio es verdadera? Utilizar @ = 0.05 y suponer la igualdad de las varianzas. ‘

b) Encontrar unintervalo de confianza de 95% para la diferencia en la rapidez de grabado promedio.

¢) Usar gréficas de probabilidad normal para investigar la adecuacién de los supuestos de normalidad e
igualdad de las varianzas.

Se estdn comparando dos populares analgésicos con base en la rapidez de absorcién del cuerpo. Especifica-

mente, se afirma que la tableta 1 se absorbe con el doble de rapidez que la tableta 2. Suponer queclyalse

conocen. Desarrollar un estadistico de prueba para

Hy2p, = p,
Hi2m = u,

Suponga que se estd probando

Hyp =p,
Hep = p,

donde o? y 0} se conocen. Los recursos para hacer el muestreo son limitados, por 1o que n, + n, = N. {Cémo
deberén asignarse las N observaciones entre las dos poblaciones para obtener la prueba con la potencia mis
alta?

Desarrollar la ecuacién 2-46 para un intervalo de confianza de 100(1 - @) por ciento para la varianza de una
distribucién normal.
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Desarrollar la ecuacién 2-50 para un intervalo de confianza de 100(1 - @) por ciento para el cociente a? / o3,
donde ¢? y ¢? son las varianzas de dos distribuciones normales.

Desarrollar una ecuacién para encontrar un intervalo de confianza de 100(1 — ) por ciento para la diferen-
cia en las medias de dos distribuciones normales donde o? # o2. Aplicar la ecuacién desarrollada a los datos
del experimento del cemento portland, y encontrar un intervalo de confianza de 95%.

Construir un conjunto de datos para los que ¢l estadistico de prueba ¢ pareada sea muy grande, pero para el
cual el estadistico de prueba ¢ de dos muestras o combinada usual sea pequefio. En general, describir como se
crearon los datos. iLe da esto al lector alguna idea respecto de cémo funciona la prueba ¢ pareada?



Experimentos con un solo

factor: el analisis de varianza

En el capitulo 2 se analizaron los métodos para comparar dos condiciones o tratamientos. Por ejemplo, el
experimento de la fuerza de la tensién de adhesion del cemento portland incluy6 dos formulaciones dife-
rentes del mortero. Otra forma de describir este experimento es como un experimento con un solo factor,
con dos niveles del factor, donde el factor es la formulacién del mortero y los dos niveles son los dos méto-
dos diferentes para hacer la formulacién. Muchos experimentos de este tipo involucran mas de dos nive-
les del factor. En este capitulo se presentan los métodos para el diseiio y el anélisis de los experimentos
con un solo factor con a niveles del mismo (o @ tratamientos). Se supondra que el experimento se ha alea-
torizado completamente.

3-1 UN EJEMPLO

Un ingeniero de desarrollo de productos tiene interés en investigar la resistencia a la tensién de una fibra
sintética nueva que se usard para hacer tela de camisas para caballero. El ingeniero sabe por experiencia
previa que la resistencia a la tensin se afecta por el peso porcentual del algodén utilizado en la mezcla de
materiales de la fibra. Ademas, sospecha que al aumentar el contenido de algoddn se incrementaré la re-
sistencia, al menos en un principio. Sabe asimismo que el contenido de algodén debera variar entre 10y
40 por ciento para que el producto final tenga otras caracteristicas de calidad que se desean (como la
capacidad de ser sometido a un tratamiento de planchado permanente). Elingeniero decide probar ejem-
plares en cinco niveles del peso porcentual del algodén: 15, 20, 25, 30y 35 por ciento. También decide pro-
bar cinco ejemplares en cada nivel del contenido de algodon.

Se trata de un ejemplo de un experimento con un solo factor cona = 5 niveles del factory n = 5 répli-
cas. Las 25 corridas deberén realizarse de manera aleatoria. Para ilustrar cémo puede aleatorizarse el or-
den de las corridas, suponga que las corridas se numeran de la siguiente manera:

60
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Peso

porcentual

del algodén Niimero de corrida experimental
15 1 2 3 4 5
20 6 7 8 9 10
25 1 12 13 14 15
30 16 17 18 19 - 20
35 21 22 23 24 25

Abhora se selecciona un nimero aleatorio entre 1y 25. Suponga que este nimero es 8, Entonces la obser-
vacién nimero 8 (20% de algod6n) se corre primero. Este proceso se repetiria hasta que las 25 observa-
ciones tengan asignada una posicién en la secuencia de prueba.! Muchos paquetes de software de
computadora para ayudar a los experimentadores a seleccionar y construir un disefio, aleatorizan el or-
den de las corridas utilizando mimeros aleatorios de esta manera.

Suponga que la secuencia de prueba obtenida es

Secuencia de prueba Numero de corrida  Peso porcentual del algodén

1 8 20
2 18 30
3 10 20
4 23 35
5 17 30
6 5 15
7 14 25
8 6 20
9 15 25
10 20 30
11 9 20
12 4 15
13 12 25
14 7 20
15 1 15
16 24 35
17 21 35
18 1 25
19 2 15
20 13 25
21 22 35
22 16 30
23 25 35
24 19 30
25 3 15

Esta secuencia de prueba aleatorizada es necesaria para evitar que los efectos de variables perturbadoras
desconocidas—las cuales quiza varien fuera de control durante el experimento—contaminen los resulta-
dos. Para ilustrar esto, suponga que las 25 corridas de prueba tuvieran que realizarse en el orden original
no aleatorizado (es decir, primero se prueban los cinco ejemplares con 15% de algodon, después se prue-

! La vinica restriccién sobre la aleatorizacién en este caso, es que si se saca de nuevo el mismo nimero (es decir, 8), se descarta. Se tra-
ta de una restriccion secundaria y se ignora.
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Tabla 3-1 Datos (en Ib/pulgada?) del experimento de la resistencia a la tensién

Peso porcentual Observaciones
del algodén 1 . 2 3 4 5 Total Promedio
15 7 7 15 11 9 49 9.8
20 12 - 17 12 18 18 77 154
25 14 18 18 19 19 88 17.6
30 19 .25 22 19 23 108 - 21.6
35 7 10 1 15 11 54 10.8

376 15.04

ban los cinco ejemplares con 20% de algod6n, etc.). Sila méquina empleada para probar la resistencia ala
tensién presenta un efecto de calentamiento tal que entre més tiempo esté funcionando sean menores las
lecturas de la resistencia a la tension observadas, el efecto del calentamiento contaminari potencialmen-
te los datos de la resistencia a la tensién y destruira la validez del experimento.

Suponga que el ingeniero corre la prueba en el orden aleatorio que se ha determinado. En la tabla 3-1
se muestran las observaciones que obtiene para la resistencia a la tension.

Siempre s una buena idea examinar graficamente los datos experimentales. En la figura 3-1 se mues-
tran los diagramas de caja para la resistencia a la tension con cada nivel del peso porcentual de algodén, y
en la figura 3-2 se ilustra un diagrama de dispersién de la resistencia a la tension contra el peso porcen-
tual del algod6n. En la figura 3-2, los puntos rellenos son las observaciones individuales y los circulos hue-
cos son los promedios de a resistencia a 1a tensién observada. Ambas graficas indican que la resistencia a
la tensién se incrementa cuando el contenido de algodén se incrementa, hasta cerca de 30% de algodén.
Después de 30% de algod6n, hay un marcado descenso de la resistencia a la tensién. No hay evidencia s6-
lida que sugiera que la variabilidad de la resistencia a la tensidén alrededor del promedio dependa del peso
porcentual del algodén. Con base en este andlisis grafico simple, se tienen firmes sospechas de que 1) el
contenido de algodén afecta la resistencia a la tensién y 2) alrededor de 30% de algoddn produce la resis-
tencia méxima. '

Suponga que se quiere ser méas ohjetivo en el andlisis de los datos. Especificamente, imagine que
quieren probarse las diferencias entre las resistencias a la tensién promedio con todos los nivelesa = 5 del
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Figura 3-1 Diagramas de caja Jde la resistencia a la tensién
contra el peso porcentual del algodén.
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Figura3-2 Diagrama de dispersi6n de la resistencia
a la tensién contra el peso porcentual del algod6n.

peso porcentual del algodén. Por lo tanto, el interés se centra en probar la igualdad de las cinco medias. Pu-
diera parecer que este problema se resolveria realizando una prueba f para todos los pares de medias
posibles. Sin embargo, no es ésta la mejor solucién de este problema, porque llevaria a una distorsién con-
siderable en el error tipo I. Por ejemplo, suponga que quiere probarse la igualdad de las cinco medias
usando comparaciones por pares. Hay 10 pares posibles, y si la probabilidad de aceptar correctamente la
hipétesis nula en cada prueba individual es de 1 —a = 0.95, 1a probabilidad de aceptar correctamente la
hipétesis nula en las 10 pruebas es de (0.95)° = 0.60 si las pruebas son independientes. Por lo tanto, ha
ocurrido un incremento sustancial en el error tipo L.

El procedimiento correcto para probar la igualdad de varias medias es el andlisis de varianza. Sin
embargo, el anlisis de varianza tiene un rango de aplicaciones mucho m4s amplio que €l problema ante-
rior. Probablemente sca la técnica mds 1til en el campo de la inferencia estadistica.

3.2 EL ANALISIS DE VARIANZA

Suponga que se tienen a tratamientos o niveles diferentes de un solo factor que quieren compararse. La
respuesta observada de cada uno de los 2 tratamientos es una variable aleatoria. Los datos aparecerian
como en la tabla 3-2. Una entrada de la tabla 3-2 (por ejemplo, y,) representa la observacién j-ésima to-

Tabla 3-2  Datos tipicos de un experimento de un solo factor

Tratamiento
(nivel) Observaciones Totales Promedios
1 Yu Y1z Yin Yo b
2 ¥Yn Yz Y Y2 Ya.
a Ya Ya2 Yin Ya. 7.
Y. ¥,
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mada bajo el nivel del factor o tratamiento i. Habr4, en general, n observaciones bajo ¢l tratamiento i-€si-
mo. Observe que la tabla 3-2 es el caso general de los datos del experimento de la resistencia a la tensién
de la tabla 3-1.

Modelos para los datos
Se encontrara 1til describir las observaciones de un experimento con un modelo. Una manera de escribir
este modelo es

Yy =m;teE; 3-1)

i=12..,a
j=1,2..,n

dondey; es la observacion ij-€sima, u; €s la media del nivel del factor o tratamiento i-€simo, y ; €s un com-
ponente d=l error aleatorio que incorpora todas las demés fuentes de variabilidad del experimento, inclu-
yendo las mediciones, la variabilidad que surge de factores no controlados, las diferencias entre las
unidades experimentales (como los materiales de prueba, etc.) a las que se aplican los tratamientos, y ¢l
ruido de fondo general en el proceso (va sean la variabilidad con el tiempo, los efectos de variables am-
bientales, etc.). Es conveniente considerar que los errores tienen media cero, de tal modo que E(y;) = u.

Ala ecuacion 3-1 se le llama el modelo de las medias. Una forma alternativa de escribir un modelo de
los datos es definiendo

p,=ptr, i=1,2..,a

de tal modo que la ecuacion 3-1 se convierte en
i=12..a
o= v, (3-2)

En esta forma del modelo, 4 es un pardmetro comin a todos los tratamientos al que se llama la media glo-
bal, y 7, es un pardmetro tinico del tratamiento i-€simo al que se le llama el efecto del tratamiento i-ésimo.
A la ecuacién 3-2 se le llama por lo general el modelo de los efectos.

Tanto ¢l modelo de las medias como el de los efectos son modelos estadisticos lineales; es decir, la va-
riable de respuesta y; es una funcién lineal de los pardmetros del modelo. Aun cuando ambas formas del
modelo son itiles, el modelo de los efectos se encuentra con mayor frecuencia en la literatura del disefio
experimental. Tiene cierto atractivo intuitivo por cuantou es una constante y los efectos de los tratamien-
tos 7, representan desviaciones de esta constante cuando se aplican los tratamientos especificos.

A la ecuacién 3-2 (o a la 3-1) se le llama también ¢l modelo del andlisis de varianza simple o de un
solo factor (o direccién), porque tnicamente se investiga un factor. Ademés, serd un requisito que el ex-
perimento se lleve a cabo en orden aleatorio para que el ambiente en el que se apliquen los tratamientos
(llamados con frecuencia unidades experimentales) sea 1o més uniforme posible. Por lo tanto, el disefio
experimental es un disefio completamente aleatorizado. Los objetivos serdn probar las hip6tesis apropia-
das acerca de las medias de los tratamientos y estimarlas. Para probar las hip6tesis, se supone que los
errores del modelo son variables aleatorias que siguen una distribucién normal e independiente con me-
dia cero y varianza o, Se supone asimismo que la varianza o® es constante para todos los niveles del factor.
Esto implica que las observaciones

yi] HN(.u+t|'r 02)

y que las observaciones son mutuamente independientes.
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{Factor fijo o aleatorio?
El modelo estadistico (ecuacién 3-2) describe dos situaciones diferentes con respecto a los efectos de los
tratamientos. Primera, los a tratamientos pudieron ser elegidos expresamente por ¢l experimentador. En
esta situacién quieren probarse hip6tesis acerca de las medias de los tratamientos, y las conclusiones se
- aplicarén tinicamente a los niveles del factor considerados en el anélisis. Las conclusiones no pueden ex-
tenderse a tratamientos similares que no fueron considerados explicitamente. También se podria querer
estimar los parametros del modelo (i, 7, 6°). A éste se le llama el modelo con efectos fijos. De manera al-
ternativa, los a tratamientos podrian ser una muestra aleatoria de una poblacion m4as grande de trata-
mientos. En esta situacién seria desecable poder extender las conclusiones (las cuales se basan en la
muestra de los tratamientos) a la totalidad de los tratamientos de la poblacion, sea que se hayan conside-
rado explicitamente en el anlisis 0 no. Aqui las 7, son variables aleatorias, y el conocimiento de las 7; par-
ticulares que se investigaron es relativamente initil. Mas bien, se prueban hipétesis acerca de la
variabilidad de las 7, y se intenta estimar su variabilidad. A éste se le llama el modelo con efectos aleatorios
o modelo de los componentes de la varianza. La revision de experimentos con factores aleatorios se pos-
pondra hasta el capitulo 12.

3.3 ANALISIS DEL MODELO CON EFECTOS FIJOS

En esta seccion se desarrolla el anélisis de varianza de un solo factor para el modelo con efectos fijos. Re-
cuerde que y, representa el total de las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo. Sea quey, represente el
promedio de las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo. De manera similar, sea que y_represente el
gran total de todas las observaciones y que y_ represente ¢l gran promedio de todas las observaciones.
Expresado simboélicamente,

Yi.=2 Yy y.=y./n i=1,2..,4a
= : (3-3)
y =22y ¥=yIN
=1 j=1
donde N = an es el nimero total de observaciones. Se nota que el subindice “punto” implica la operacién
suma sobre el subindice que reemplaza.
Elinterés se encuentra en probar la igualdad de las a medias de los tratamientos; es decir, E(y;) =4 +
T, = u, i =1,2, .. a Las hip6tesis apropiadas son

Hyp=p,=...=pu,
Hpy:p, #=u; para al menos un par (i, j)

En el modelo de los efectos, la media g, del tratamiento i-ésimo se descompone en dos componentes tales
que u; = u + 1, Por lo general, 4 se considera como una media global, de tal modo que

Esta definicion implica que



66 CAPITULO3 EXPERIMENTOS CON UN SOLO FACTOR: EL ANALISIS DE VARIANZA

Es decir, los efectos del tratamiento o factor pueden considerarse como desviaciones de la media global 2
Por consiguiente, una forma equivalente de escribir las hipGtesis anteriores es en términos de los efectos
de los tratamientos 7, por ejemplo

H,:r,=t,=..1,=0

H:r,#0 paraal menos unai

Por lo tanto, se habla de probar la igualdad de las medias de los tratamientos o de probar que los efectos
de los tratamientos (las r;) son cero. El procedimiento apropiado para probar la igualdad de las medias de
los a tratamientos es el andlisis de varianza,

3-3.1 Descomposicién de la suma de cuadrados total

El nombre anélisis de varianza se deriva de la partici6én de la variabilidad total en sus partes componen-
tes. La suma de cuadrados total corregida

$$; =22 (-2
jm] jml
se usa como una medida de la variabilidad global de los datos. Intuitivamente, esto es razonable porque,
si $S7tuviera que dividirse por el nimero apropiado de grados de libertad (en este caso,an—1 = N-1), se
obtendria la varianza muestral de lasy. La varianza muestral es, desde luego, una medida estandar de va-

~ riabilidad.
Observe que la suma de cuadrados total corregida S5, se puede escribir como

PR PED DA GRS (34
0 |
EE V=3 =n) (5.-7.) +EZ =)
i=l j=1 i=1 i=] j=] (3_5)

233 G704 -3

i=1 j=1

Sin embargo, ¢l término del producto cruzado de la ecuacion 3-5 es cero, ya que
2 Oy=3)=y. =1, =y, ~n(y, /m)=0
j=1

Se tiene, por lo tanto,

22 0= =0 -+ 25X = %) (3-6)
i=1 j=1 i=1 i=m] j=1

La ecuaci6n 3-6 establece que puede hacerse la particion de la variabilidad total de los datos, medida por
]a suma de cuadrados total corregida, en una suma de cuadrados de las diferencias entre los promedios de
los tratamientos y ¢l gran promedio, més una suma de cuadrados de las diferencias de las observaciones
dentro de los tratamientos y el promedio de los tratamientos. Entonces, la diferencia entre los promedios

2 Para més informaci6n sobre este tema, referirse al material suplementario del texto del capitulo 3.
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de los tratamientos observados y el gran promedio es una medida de las diferencias entre las medias de
los tratamientos, mientras que las diferencias de las observaciones dentro de un tratamiento y ¢l prome-
dio del tratamiento, pueden deberse tnicamente al error aleatorio. Por lo tanto, la ecuacion 3-6 puede es-
cribirse simbdlicamente como

SS, = 8§

donde 2 SSqaamients S€ 1€ llama la suma de cuadrados debida a los tratamientos (es decir, entre los trata-
mientos), y a S5y se le llama la suma de cuadrados debida al error (es decir, dentro de los tratamientos).
Hay an = N observaciones en total; por lo tanto, S5y tiene N — 1 grados de libertad. Hay a niveles del fac-
tor (y medias de a tratamientos), de donde S8, amientos ti€n€ @ — 1 grados de libertad. Por Gltimo, dentro de
cualquier tratamiento hay » réplicas que proporcionan n — 1 grados de libertad con los cuales estimar el
error experimental. Puesto que hay @ tratamientos, se tienena(n — 1) = an —a = N —a grados de libertad
para el error.

Es 1til examinar explicitamente los dos términos del lado derecho de la identidad fundamental del
anélisis de varianza (ecuacién 3-6). Considere la suma de cuadrados del error

SSE=SE (yij_yi.)z =2 l}n: (yij_yi.)z]

=1 j=1 i=l Jj=1

+S§

Tratamientos E

En esta forma es facil ver que el término entre corchetes, si se divide por n — 1, es la varianza muestral del
tratamiento i-ésimo, o
z (y i 3_’ i. )2
Sf=’—=l—-— i=12,...,a
n-1

Ahora pueden combinarse a varianzas muestrales para obtener una sola estimacién de la varianza pobla-
cional comin de la siguiente manera:

(n=1)St +(n=1)S2 + ...+ (n—1)S? _ ; [}:‘; Oy =) ]
(n=D)+(n=1)+ ...+ (n-1) 2 —
— SSE
“(N-a)

Por lo tanto, SS;/(N - a) s una estimacién combinada de la varianza comin dentro de cada uno delosa
tratamientos.

De manera similar, si no hubiera diferencias entre las medias de los a tratamientos, podria usarse la
variacién de los promedios de los tratamientos y el gran promedio para estimar o°. Especificamente

o _nZ .-

i=]1

a—1 a-1

es una estimacion de o si las medias de los tratamientos son iguales. La raz6n de esto puede verse de ma-
nera intuitiva de la siguiente manera. La cantidad =2 (y, -y.)%(a — 1) estima ¢%/n, la varianza de los pro-
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medios de los tratamientos, de donde nZ}_, (v, ~y )*/(a — 1) debe estimar ¢” si no hay diferencias en las
medias de los tratamientos.

Se observa que la identidad del anélisis de varianza (ecuacién 3-6) nos proporciona dos estimaciones
de 0> una basada en la variabilidad inherente dentro de los tratamientos y una basada en la variabilidad
entre los tratamientos. Si no hay diferencias en las medias de los tratamientos, estas dos estimaciones de-
berén ser muy similares, y si no lo son, se sospecha que la diferencia observada puede ser causada por di-
ferencias en las medias de los tratamientos. Aun cuando se ha usado un razonamiento intuitivo para
desarrollar este resultado, puede adoptarse un enfoque un tanto més formal.

A las cantidades

SS atamientos
MS reptamicaros = T;T
y
SS
MS, =—=
£ N-a

se les llama cuadrados medios. Se examinaran ahora los valores esperados de estos cuadrados medios.
Considere

E(MS;)= E( 33 )

N-—a

[zz Or=3.) }

=1 j=1

= Nl—aE 22 (y,., —2y,% +712)‘|

Li=1 j=1

—TH Y -y R 4ny ny

| i=1 j=1 i=1 i=1

- 535 -1 ]

Li=1 j=1 :rll

Al sustituir el modelo (ecuacién 3-1) en esta ecuacién se obtiene

E(MS )———-—E S (utr, +e,)? ——E (2 wte, te, )

i=1 j=1 1—1 j=1

Entonces, al elevar al cuadrado y tomar el valor esperado de la cantidad entre corchetes, se observa que
los términos que incluyen a &’ ;Y ¢; son reemplazados por 0>y no?, respectivamente, debido a que E(ey) =
0. Ademais, todos los productos cruzados que incluyen a g; tienen valor esperado cero. Por lo tanto, des-
pués de elevar al cuadrado y tomar el valor esperado, Ia dltima ecuacién se convierte en

E(MS;)= 3 — ! I:Ny +n3 2 4+ No? - Nu? =¥ 7 —aa]

i=1 i=1

E(MS,)=0*



3.3 ANALISIS DEL MODELO CON EFECTOSFIJOS 69

Aplicando un enfoque similar puede demostrarse también que’

ny,
E(MSTmmmiemus ) = 02 + =L
a-1

Por lo tanto, como se argument® heuristicamente, MS; = 55/(N - @) estima ¢y, si no hay diferencias en
las medias de los tratamientos (lo cual implica que 7; = 0), MSpcamicntos = S matamientos’ (@ — 1) también esti-
ma o, Sin embargo, observe que si las medias de los tratamientos difieren, el valor esperado del cuadrado
medio de los tratamientos es mayor que o

Parece claro que es posible realizar una prueba de la hipé6tesis de que no hay diferencias en las medias
de los tratamientos comparando MS . mientes Y MS£. Se considera ahora c6mo puede hacerse esta compa-
racién.

3-3.2 Analisis estadistico

Se investiga ahora c6mo puede llevarse a cabo una prueba formal de la hip6tesis de que no hay diferen-
cias en las medias de los tratamientos (Hyu, = i, =--- = U,, o de manera equivalente, Hyr, = 1, =---7, =
0). Puesto que se ha supuesto que los errores &; siguen una distribucién normal e independiente con me-
dia cero y varianza 0%, las observaciones y, tienen una distribucién normal e independiente con mediayu +
7,y varianza ¢°. Por lo tanto, $§; es una suma de cuadrados de variables aleatorias con una distribucion
normal; por consiguiente, puede demostrarse que $S,/0” tiene una distribucién ji-cuadrada con N - 1 gra-
dos de libertad. Ademas, puede demostrarse que SS:/0° es una variable ji-cuadrada con N —a grados de li-
bertad y QUE S5 aamientos/0° €5 UNa variable ji-cuadrada con a — 1 grados de libertad si la hip6tesis nula Hy:r;
= 0 es verdadera. Sin embargo, las tres sumas de cuadrados no son necesariamente independientes, ya
que la suma de S8 amicnos ¥ 39 €8 551 El siguiente teorema, que es una forma especial de un teorema
atribuido a William Cochran, es 1itil para establecer la independencia de SS¢ ¥ SSpawmicntos-

’I'EOREMA‘}-Iooo.on.oooo.oo.oo.o.oon ------------------------------ PR
Teorema de Cochran
Sea Z; ignal a NID(0, 1) parai = 1,2, ..,vy

i Z}=Q +Q,+...+ @,

donde s < v,y Q, tiene v, grados de libertad (i = 1, 2, ..., 5). Entonces Q,, Q,, ..., Q, son variables aleatorias
ji-cuadrada independientes con v,, v,, ..., v, grados de libertad, respectivamente, si y s6lo si

v=vy +v,+... +v,

Puesto que los grados de libertad de SSpmienos Y S5 Suman N — 1, el nimero total de grados de liber-
tad, el teorema de Cochran implica que SSquamientoy/0” Y SS£/0° son variables aleatorias ji-cuadrada con

3 Referirse al material suplementario del texto del capitulo 3.
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Tabla 3-3 Tabla de an4lisis de varianza para el modelo con un solo factor y efectos fijos

Suma de Grados de Cuadrado

Fuente de variaci6n cuadrados libertad medio F,

c MS,
Entre los tratamientos S8 rravamicaton = "z . -5y a-1 MS puamiontos F0 = W

i= E
Error (dentro de los 1 :
tratamientos) 88z =887 — S8 aemientos N-—a MS,
Total 8 =2 (0-5.) N-1

iml j=1

una distribucién independiente. Por lo tanto, si la hip6tesis nula de que no hay diferencias en las medias
de los tratamientos es verdadera, el cociente

FO = SSTratamiemos / (a_ 1) —_ MSTthumiemos (3_7)

SS./(N-a) ~MS,

se distribuye como F cona — 1y N —a grados de libertad. La ecuacién 3-7 es el estadistico de prueba para'
la hipétesis de que no hay diferencias en las medias de los tratamientos.-

Por los cuadrados medios esperados se observa que, en general, M, es un estimador insesgado de 6.
Asimismo, bajo 1a hip6tesis nula, MS,.mientos €5 UN estimador insesgado de ¢°. Sin embargo, si 1a hip6tesis
nula es falsa, el valor esperado de MS ., amienos €8 Mayor que o2, Por lo tanto, bajo la hip6tesis alternativa, el
valor esperado del numerador del estadistico de prueba (ecnacion 3-7) es mayor que el valor esperado del
denominador, y H, debera rechazarse para valores del estadistico de prueba que son muy grandes. Esto
implica una region critica de una sola cola superior. Por lo tanto, H, deber4 rechazarse y concluirse que
hay diferencias en las medias de los tratamientos si

F = F a,a-1,N—a
donde F se calcula con la ecuacién 3-7. De manera alternativa, podria usarse el enfoque del valor P para
tomar una decision.

Es posible obtener férmulas para calcular estas sumas de cuadrados reescribiendo y simplificando las
-definiciones de SStumientos ¥ 357 €1 12 ecuacién 3-6. Se obtiene asf

s, =33 -% (3-8)

I =1 j=1

T I U
SSTratanﬁ:utos - ;; yi. _W (3-9)

La suma de cuadrados del error se obtiene por sustraccién como
§S, =88, -SS (3-10)
El procedimiento de prueba se resume en la tabla 3-3. Se le conoce como tabla del anélisis de varianza.

Tratamientos

EJEMPL031.ll....'..'O'...'..'....'.l'..l...I‘.....'O...'t.....‘.t IIIIIII
El experimento de la resistencia a la tension

Para jlustrar el analisis de varianza, se retoma al e¢jemplo gque empez6 a comentarse en la seccién 3-1. Re-
cuerde que al ingeniero de desarrollo de productos le interesa determinar si el peso porcentual del algo-
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dén en una fibra sintética afecta la resistencia a la tensién, y ha llevado a cabo un experimento
completamente aleatorizado con cinco niveles del peso porcentual del algoddn y cinco réplicas. Por con-
veniencia, a continuacion se repiten los datos de la tabla 3-1:

Resistencia a la tensién observada

Peso
porcentual (Ib/pulg?) Totales Pl'Ol'l'_lediOS
del algodén 1 2 3 4 5 Yi Yi
15 7 7 15 11 9 49 9.8
20 12 17 12 18 18 77 154
25 14 18 18 19 19 88 17.6
30 19 25 22 19 23 108 21.6 -
35 7 10 11 15 11 54 10.8

y. =376 y. =1504

Se usar4 el analisis de varianza para probar Hyu, = uy = s = 4 = us contra la hipétesis alternativa
H:algunas medias son diferentes. Las sumas de cuadrados requeridas se calculan como sigue:

=(7)? +(7)* +(15)* + --- +(15)* +(11)? —%= 636.96

i e X
SSTrammientos = n ; y i N

(376)" _
5o = 41576

= 2149 + - +(54)' |-
SSg = 587 =SS rraamientos
= 636.96—475.76 = 161.20

Generalmente estos cdlculos se realizarian en una computadora, utilizando paquetes de software con la
capacidad de analizar datos de experimentos disenados.

En la tabla 3-4 se resume el andlisis de varianza. Observe que el cuadrado medio entre los tratamien-
tos (118.94) es varias veces mayor que el cuadrado medio dentro de los tratamientos o cuadrado medio
del error (8.06). Esto indica que no es posible que las medias de los tratamientos sean iguales. En térmi-
nos mis formales, puede calcularse el cociente F, F, = 118.94/8.06 = 14,76, y comparar este valor con un
punto porcentual apropiado de la cola superior de la distribucién F, ,. Suponga que ¢l experimentador
ha seleccionado a = 0.05. En la tabla IV del apéndice se encuentra que Fy s 4 2 = 2.87. Puesto que F, =
14.76 > 2.87, se rechaza H, y se concluye que las medias de los tratamientos difieren; es decir, el peso por-
centual del algodén en la fibra afecta de manera significativa la resistencia a la tensién media. También

Tabla 3-4 Anilisis de varianza de los datos de la resistencia a la tensién

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Peso porcentual del algod6n 475.76 4 118.94 Fy=14.76 <0.01
Error 161.20 20 8.06

Total 636.96 24
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Figura 3-3 La distribucién de referencia (F; ;) para el estadistico de
prueba F; en el ejemplo 3-1.

podria calcularse un valor P para este estadistico de prueba. En la figura 3-3 se muestra la distribucion de
referencia (F, ,) para el estadistico de prueba F,. Evidentemente, el valor P es muy pequefio en este caso.
Puesto que Fy g, 4 2 = 4.43y F, > 4.43, puede concluirse que un limite superior del valor P es 0.01; es decir,
P < 0.01 (el valor P exacto es P = 9.11 x 107).
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" Calculos manuales
Posiblemente el lector haya notado que la suma de cuadrados se defini6 en términos de promedios; es de-
cir, por la ecuacién 3-6,

SSTrammiemos = nz (yl - y )2
i=1

pero las férmulas de célculo se desarrollaron utilizando los totales. Por ejemplo, para calcular $S,.amientos>
se usarfa la ecuaciéon 3-9:

1 [}
SS'I\*alamicnlus = ; : : y12 -
i=1

La razén principal de esto es por conveniencia; ademas, los totalesy; yy. estdn menos sujetos al error de
redondeo que los promedios y, y y.

En general, no deber4 prestarse demasiada atencion a los calculos, ya que se cuenta con una amplia
variedad de programas de computadora para realizarlos. Estos programas de computadora son también
utiles para realizar muchos otros analisis asociados con el disefio experimental (como el anélisis residual y
la verificaci6n de la adecuacién del modelo). En muchos casos, estos programas también ayudarén al ex-
perimentador a establecer el disefio.

Cuando es necesario realizar los cilculos manualmente, en ocasiones es 1til codificar las observacio-
nes. Esto se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO3_2.............................................................

Codificacién de observaciones
Los cilculos del anélisis de varianza pueden hacerse con frecuencia de manera més precisa o simplificada
codificando las observaciones. Por ejemplo, considere los datos de la resistencia a la tensién del ejemplo
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Tabla 3-5 Datos codificados de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-2

Peso Observaciones
porcentual Totales
del algodén 1 2 3 4 3 Y
15 - -8 -8 0 —4 -6 -26
20 =3 2 -3 3 3 2
25 -1 3 3 4 4 13
30 4 10 7 4 8 33
35 -8 -5 -4 0 -4 =21

3-1. Suponga que se resta 15 de cada observacion. Los datos codificados se muestran en la tabla 3-5. Es
sencillo verificar que

§S; = (=8)" +(=8)" + - +(=4)" = % = 636.96
_ (267 +() (=21 (1)

Tratamientos 5 25

SS = 47576

§S, =161.20

Al comparar estas sumas de cuadrados con las que se obtuvieron en el ejemplo 3-1, se observa que al res-
tar una constante de los datos originales las sumas de cuadrados no se modifican.

Suponga ahora que cada una de las observaciones del ejemplo 3-1 se multiplica por 2. Es sencillo veri-
ficar que las sumas de cuadrados de los datos transformados son SS; = 2547.84, SS paamicntes = 1903.04 y
S5z = 644.80. Estas sumas de cuadrados parecen diferir considerablemente de las que se obtuvieron en ¢l
ejemplo 3-1. Sin embargo, si se dividen por 4 (es decir, 2%), los resultados son idénticos. Por ejemplo, para
la suma de cuadrados de los tratamientos, 1903.04/4 = 475.76. Asimismo, para los datos codificados, el
cociente F es F = (1903.04/4)/(644.80/20) = 14.76, que es idéntico al cociente F de los datos originales.
Por lo tanto, los andlisis de varianza son equivalentes.
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Pruebas de aleatorizacién y anélisis de varianza ‘

En el desarrollo del anélisis de varianza con la prueba F, se ha utilizado el supuesto de que los errores
aleatorios ¢; son variables aleatorias que siguen una distribucién normal e independiente. También es po-
sible justificar la prueba F como la aproximacién de una prueba de aleatorizacién. Para ilustrar esto, su-
ponga que se tienen cinco observaciones de cada uno de dos tratamientos y que quiere probarse la
igualdad de las medias de los tratamientos. Los datos aparecerian as:

Tratamiento 1  Tratamiento 2

Yu Ya
Yiz Yz
Yis ¥z
Vi Yu
Yis Y25

Podria usarse el anilisis de varianza con la prueba F para probar Hy:u, = u,. De manera alternativa, po-
dria recurrirse a un enfoque un tanto diferente. Suponga que se consideran todas las formas posibles de
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asignar los 10 nimeros de la muestra anterior a los dos tratamientos. Hay 10!/515! = 252 arreglos posibles
de las 10 observaciones. Si no hay ninguna diferencia en las medias de los tratamientos, los 252 arreglos
son igualmente posibles. Para cada uno de los 252 arreglos, se calcula el valor del estadistico F usando la
ecuacion 3-7. A la distribucién de estos valores F se le llama distribucién de aleatorizacién, y un valor
grande de F indica que los datos no son consistentes con la hip6tesis Hy:u, = u,. Por ejemplo, si el valor de
F que se observé realmente fue excedido s6lo por 5 de los valores de la distribucion de aleatorizacién, esto
corresponderia con el rechazo de Hyu, = u, con un nivel de significacién de @ = 5/252 = 0.0198 (o
1.98%). Observe que no es necesario ningin supuesto de normalidad en este enfoque.

La dificultad con este enfoque es que, incluso en problemas relativamente pequefios, los célculos re-
queridos hacen inviable la enumeracién de la distribucion de aleatorizacién exacta, Sin embargo, nume-
rosos estudios han demostrado que la distribucién F comin de la teoria normal es una buena
aproximacion de la distribucién de aleatorizacién exacta. Por lo tanto, incluso sin el supuesto de normali-
dad, la prueba F puede considerarse como una aproximacion de la prueba de aleatorizacion. Para mas de-
talles sobre las pruebas de aleatorizacion en el andlisis de varianza, ver Box, Hunter y Hunter [18].

3-3.3 Estimacién de los pardmetros del modelo
Se presentan ahora los estimadores de los pardmetros del modelo con un solo factor
Yy =putr, teE;

y los intervalos de confianza para las medias de los tratamientos. M4s adelante se demostraré que estima-
dores razonables de la media global y de los efectos de los tratamientos estdn dados por

=
]

,V__, (3-11)
Y

b

i =

-y, i=12..a

Estos estimadores poseen un considerable atractivo intuitivo; observe que la media global se estima con
el gran promedio de las observaciones y que el efecto de cnalquier tratamiento no es sino la diferencia en-
tre el promedio del tratamiento y el gran promedio.

Es posible determinar con facilidad una estimacion del intervalo de confianza de la media del trata-
miento i-ésimo. La media del tratamiento i-ésimo es

H;=u+r,

Un estimador puntual de i, seria ji; = i+%, = ¥, . Ahora bien, si se supone que los errores siguen una dis-
tribucion normal, caday; es una NID(u,, 0%/n). Por lo tanto, si 0* fuera conocida, podria usarse la distribu-
ci6én normal para definir el intervalo de confianza. Al utilizar MS; como estimador de ¢?, el intervalo de
confianza se basarfa en la distribuci6n ¢. Por lo tanto, un intervalo de confianza de 100(1 - @) por ciento
para la' media g; del tratamiento i-€simo es ‘

_ MS; _ MS,
Vi —laz,N-a =p, =Y o,

n T 312

Un intervalo de confianza de 100(1 — @) por ciento para la diferencia en las medias de dos tratamientos
cualesquiera, por ejemplo u; - u;, seria

2MS; o 2MS,
L PRl TR 7l i o PR

.=y . ¥ a/2,N-a n (3'13)
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EJEMPLO 3.3 ++ccovessoonnnnsnnnanns teeseseesaans eeereeaaan

Utilizando los datos del ejemplo 3-1 pueden encontrarse las estimaciones de la media global y de los efec-
tos de los tratamientos como 2 = 376/25 = 15.04 y

J,—7 = 9.80-1504=-524
%, — 5 =1540—1504=+0.36
2, =y, —y =17.60—1504=—2.56
3, — 9 =21.60—-1504=+6.56
=y, -3 =10.80—1504=—4.24

Un intervalo de confianza de 95% para la media del tratamiento 4 (30% de algodén) se calcula con la

ecuacion 3-12 como
21.60- 2.086 8 ;)6 Su, <21 60+2,086" 826

21.60- 2.65< u, <21.60+2.65

Por lo tanto, el intervalo de confianza de 95% deseado es 18.95 < u, < 24.25,

Intervalos de confianza simultdneos

Las expresiones para los intervalos de confianza dados en las ecuaciones 3-12 y 3-13 son intervalos de con-
fianza uno a la vez. Es decir, el nivel de confianza 1 -« s6lo se aplica a una estimacion particular. Sin em-
bargo, en muchos problemas, el experimentador tal vez quiera calcular varios intervalos de confianza,
uno para cada una de varias medias o diferencias entre medias. Si hay interés en r de estos intervalos de
confianza de 100(1 —a) por ciento, la probabilidad de que los r intervalos sean correctos simultineamen-
te es al menos 1-ra. A la probabilidad ra se le llama con frecuencia indice de error en el modo del experi-
mento o cocficiente de confianza global. El nimero de intervalos 7 no tiene que ser muy grande antes de
que el conjunto de intervalos de confianza se vuelva relativamente falto de informacién. Por ejemplo, si
hayr =5 intervalos y @ = 0.05 (una eleccion tipica), el nivel de confianza simultaneo para el conjunto de
los cinco intervalos de confianza es de al menos 0.75,y sir = 10y a = 0.05, el nivel de confianza simulta-
neo es de al menos 0.50.

Un enfoque para asegurarse de que el nivel de confianza simultdneo no sea demasiado pequefio es
sustituir a/2 con a/(2r) en las ecuaciones 3-12y 3-13 del intervalo de confianza uno a la vez. A éste se le la-
ma el método de Bonferroni, y le permite al experimentador construir un conjunto de r intervalos de con-
fianza simultédneos para las medias de los tratamientos o las diferencias en las medias de los tratamientos
para los que el nivel de confianza global es de al menos 100(1 - ) por ciento. Cuando 7 no es muy grande,
éste es un método muy atinado que produce intervalos de confianza razonablemente cortos. Para m4s in-
formacidn, referirse al material suplementario del texto del capitulo 3.

3-3.4 Datos no balanceados

En algunos experimentos con un solo factor, puede ser diferente el nimero de observaciones que se ha-
cen dentro de cada tratamiento. Se dice entonces que el diseiio es no balanceado. Sigue siendo posible
aplicar el anélisis de varianza descrito arriba, pero deben hacerse ligeras modificaciones en las férmulas
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de las sumas de cuadrados. Sea que se hagan n, observaciones bajo el tratamientoi (i = 1, 2, ...,a) y que
N = Z{_n,. Las formulas para calcular manualmente $S; ¥ S8 raumienos quedan como

) a 2
S =3 y;_% (3-14)

i=1 j=1

a y2 yZ
58S tramiontos = 0, —— % 3-15
Tratamientos ; ni N . ( )
No se requieren més cambios en el analisis de varianza.

Hay dos ventajas al elegir un disefio balanceado. Primera, el estadistico de prueba es relativamente
insensible a las desviaciones pequeiias del supuesto de la igualdad de las varianzas de los a tratamientos
cuando los tamafios de las muestras son iguales. No es éste el caso cuando los tamafios de las muestras son
diferentes. Segunda, la potencia de la prueba se maximiza cuando las muestras tienen el mismo tamafio.

3.4 VERIFICACION DE LA ADECUACION DEL MODELO

La descomposicion de la variabilidad presente en las observaciones mediante la identidad del anélisis de
varianza (ecuacién 3-6) es una relacién puramente algebraica. Sin embargo, el uso de la particién para
probar formalmente que no hay diferencias en las medias de los tratamientos requiere que se satisfagan
ciertos supuestos. Especificamente, estos supuestos son que el modelo
Yy =pute +E;

describe de manera adecuada las observaciones, y que los errores siguen una distribucion normal e inde-
pendiente con media cero y varianza o® constante pero desconocida. Si estos supuestos se satisfacen, el
procedimiento del anlisis de varianza es una prueba exacta de la hip6tesis de que no hay diferencias en
las medias de los tratamientos.

Sin embargo, es comfin que en la préctica estos supuestos no se satisfagan exactamente. Por consi-
guiente, en general no es prudente confiar en el anlisis de varianza hasta haber verificado estos supues-
tos. Las violaciones de los supuestos bésicos y la adecuacién del modelo pueden investigarse con facilidad
mediante el examen de los residuales. El residual de la observacion j-ésima en el tratamiento i-ésimo se
~ define como

& =%~ | (3-16)
donde J, es una estimacién de la observacién y; correspondiente que se obtiene como sigue:
9y = at,
=y +(3.-7.)
=Y. (3-17)

La ecuacién 3-17 da el resultado intuitivamente claro de que la estimacién de cualquier observacion en el
tratamiento i-€simo no es sino el promedio del tratamiento correspondiente.

El examen de los residuales deber4 ser una parte automatica de cualquier anélisis de varianza. Si el
modelo es adecuado, los residuales deberén estar sin estructura; es decir, no deberan contener patrones
obvios. A través de un estudio de los residuales, pueden descubrirse muchos tipos de inadecuaciones del
modelo y violaciones de los supuestos subyacentes. En esta secci6n se indica cémo puede hacerse con fa-
cilidad la verificacién de diagnéstico del modelo mediante el andlisis grafico de los residuales y c6mo re-
solver varias anormalidades que ocurren cominmente.
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3-4.1 El supuesto de normalidad

Laverificacion del supuesto de normalidad podria hacerse graficando un histograma de los residuales. Si
se satisface el supuesto de NID(0, %) para los errores, esta grafica debera aparecer como una muestra de
una distribucion normal con centro en cero. Desafortunadamente, cuando se trabaja con muestras pe-
queiias, suelen ocurrir fluctuaciones significativas, por lo que la aparicién de una desviacién moderada de
la normalidad no implica necesariamente una violacion seria de los supuestos. Las desviaciones marcadas
de la normalidad son potencialmente serias y requieren andlisis adicional.

Un procedimiento en extremo 1til es construir una grafica de probabilidad normal de los residuales.
Recuerde que en el capitulo 2 se utilizé una grafica de probabilidad normal de los datos originales para
verificar el supuesto de normalidad cuando se usé la prueba t. En el analisis de varianza, por lo general es
mas eficaz (y directo) hacer lo mismo con los residuales. Si la distribucién fundamental de los errores es
normal, esta gréfica tendra la apariencia de una linea recta. Para visualizar la linea recta, debera prestarse
mas atencion a los valores centrales de la grafica que a los valores extremos.

En la tabla 3-6 se muestran los datos originales y los residuales de los datos de la resistencia a la ten-
sion del ejemplo 3-1. La grafica de probabilidad normal se muestra en la figura 3-4. La impresion general
que surge al examinar esta representacion es que la distribucién de los errores puede tener un ligero ses-
go, con la cola derecha siendo mas larga que la izquierda. La tendencia de la gréfica de probabilidad nor-
mal a curvarse hacia abajo ligeramente del lado izquierdo, implica que la cola izquierda de la distribucion
de los errores sea un tanto mas delgada de lo que se anticiparia con una distribucion normal; s decir, los
residuales negativos no son tan grandes (en valor absoluto) como se esperaba. Sin embargo, esta grafica
no muestra una desviacién marcada de la distribucién normal.

En general, las desviaciones moderadas de la normalidad no-son motivo de gran preocupacion en el
anélisis de varianza de efectos fijos (recuerde el anlisis de las pruebas de aleatorizacién de la seccién 3-3.2).
Una distribucién de los errores que tiene colas considerablemente més gruesas o delgadas que la distribu-
cién normal es motivo de mayor preocupacion que una distribucién sesgada. Puesto que la prueba F sélo se
afecta ligeramente, se dice que el andlisis de varianza (y los procedimientos relacionados como las compa-
raciones miltiples) es robusto con respecto al supuesto de normalidad. Las desviaciones de la normalidad
hacen por lo general que tanto el verdadero nivel de significacién como la verdadera potencia difieran lige-
ramente de los valores anunciados, con la potencia siendo generalmente m4s baja. El modelo de los efectos
aleatorios que se revisard en el capitulo 12 se afecta en forma mas severa por la no normalidad.

Tabla 3.6 Datos y residuales del ejemplo 3-1¢

Peso . p
porcentual Observaciones (j)
del algodén 1 2 3 4 5 y =¥
|-2.8 |28 | 52 | 12 [0
15 7 (%) 7 (19 15 (25) 11 (12) 9 ® 9.8
[-34 | 16 [-3.4 | 26 [ 26
20 12 (8) 17 (14) 12 (1) 18 (11 19 3 154
|-3.6 [ 04 [ 04 | 14 [ 14
25 14 (18) 18 (13) 18 (20) 19 (D 19 O 17.6
[-2.6 | 34 [ 04 —26 | 14
30 19 (22) 25  (5) 22 (2) 19 (24) 23 (10) 21.6
|-3.8 [-08 | 02 | 42 [ 02
35 7 M 10 (21) 1 @ 15 (16) 11 (23) 10.8
“Los residuales se indican en el recuadro de cada celda. Los nlimeros entre paréntesis indican el orden en que se recolectaron los datos.
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Figura 3-4 Griéfica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 3-1.

Una anomalia muy comfin que suele ponerse de manifiesto en las graficas de probabilidad normal es
un residual que es mucho més grande que cualquier otro. A un residual asi se le llama con frecuencia pun-
to atipico. La presencia de uno o mas puntos atipicos puede introducir serias distorsiones en ¢l andlisis de
varianza, por lo que cuando se localiza un punto atipico potencial, se requiere una investigacion atenta.
En muchas ocasiones, la causa del punto atipico es un error en los calculos o un error al codificar o copiar
los datos. Si no es ésta la causa, las circunstancias experimentales que rodean esta corrida particular de-
ben estudiarse con atencion. Si la respuesta atipica ocurre en un valor particularmente deseable (alta re-
sistencia, costo bajo, et¢.), el punto atipico puede ser mds informativo que el resto de los datos. Debera
tenerse cuidado de no rechazar o descartar una observacion atipica a menos que se tengan razones no es-
tadisticas de peso para hacerlo. En el peor de los casos, puede terminarse con dos anélisis; uno con el pun-
to atipico y uno sin €l

Existen varios procedimientos estadisticos formales para detectar puntos atipicos (por ejemplo, ver
Barnetty Lewis [8], John y Prescott [60] y Stefansky [107]). Puede hacerse una verificacién aproximada de

los puntos atipicos examinando los residuales estandarizados
e,
d, = —— - (3-18)

i~ [MS,
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Si los errores £; son N(0, 0°), los residuales estandarizados deberén ser aproximadamente normales con
media cero y varianza unitaria, Por lo tanto, cerca de 68% de los residuales estandarizados deberin estar
incluidos dentro de los limites *1, cerca de 95% de ellos deberén estar incluidos dentro de +2 y virtual-
mente todos ellos deberdn estar incluidos dentro de +3. Un residual mayor que 3 o 4 desviaciones est4n-
dar a partir de cero es un punto atipico potencial.

Para los datos de la resistencia a la tensi6n del ejemplo 3-1, la gréfica de probabilidad normal no pro-
duce indicio alguno de puntos atipicos. Ademads, el residual estandarizado mayor es

e, _ 52 52
JMS,  [806 2.84

el cual no debera ser motivo de preocupacién,

d, = =183

3-4.2 Griéfica de los residuales en secuencia en el tiempo

La graficacion de los residuales en el orden temporal de la recoleccion de los datos es 1itil para detectar
correlaciones entre los residuales. Una tendencia a tener corridas de residuales positivos y negativos indi-
ca una correlacion positiva. Esto implicaria que el supuesto de independencia de los errores ha sido viola-
do. Se trata de un problema potencialmente serio y cuya soluci6n es dificil, por lo que de ser posible es
importante evitar el problema cuando se colecten los datos. La aleatorizacién adecuada del experimento
€s un paso importante para conseguir la independencia.

En ocasiones las habilidades del experimentador (o los sujetos) pueden cambiar conforme el experi-
mento avanza, o el proceso bajo estudio puede “vagar sin rumbo” o volverse més erratico. Esto producira
con frecuencia un cambio en la varianza del ervor con el tiempo. Esta condicién suele llevar a una grifica
de los residuales contra el tiempo que muestra una dispersién mayor en uno de sus extremos que en el
otro. Una varianza no constante es un problema potencialmente serio. En las secciones 3-4.3 y 3-4.4 se
abundara sobre el tema.

En la tabla 3-6 se muestran los residuales y la secuencia en el tiempo de la recoleccion de los datos
para el experimento de la resistencia a la tensién. En la figura 3-5 se presenta una grifica de estos residua-
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Figura 3-3 Grifica de los residuales contra el tiempo.
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les contra el tiempo. No hay razén para sospechar cualquier violacién de los supuestos de independencia
o de una varianza constante.

3.4.3 Grafica de los residuales contra los valores ajustados

Si el modelo es correcto y se satisfacen los supuestos, los residuales deberédn estar sin estructura; en par-
ticular, no deberén estar relacionados con ninguna otra variable, incluyendo la respuesta predicha. Una
verificacién simple es graficar los residuales contra los valores ajustados ;. (Para el modelo de un experi-
mento con un solo factor, recuerde que $, =y;, el promedio del tratamiento i-ésimo.) Esta grafica no de-
bera mostrar ningin patrén obvio. En la figura 3-6 se grafican los residuales contra los valores ajustados
para los datos de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-1. No es evidente ninguna estructura inusual.

Un defecto que sale a relucir en ocasiones en esta grafica es una varianza no constante. En ocasiones la
varianza de las observaciones se incrementa cuando la magnitud de 1a observacién se incrementa. Este serfa
el caso si el error o ruido de fondo del experimento fuera un porcentaje constante de la magnitud de la ob-
servacion. (Esto ocurre comiinmente con muchos instrumentos de medicion; el error es un porcentaje de la
escala de medicion.) Si éste fuera el caso, los residuales se harian mayores conforme y; se hiciera més gran-
de, y 1a grifica de los residuales contray, se veria como un embudo o un megéfono con la boca hacia afuera.
Una varianza no constante también surge en los casos en que los datos siguen una distribucién no normal,
sesgada, porque en las distribuciones sesgadas la varianza tiende a ser una funcién de la media.

Si se viola el supuesto de la homogeneidad de las varianzas, 1a prueba F sélo resulta afectada ligera-
mente en el modelo balanceado (el mismo tamaiio de la muestra en todos los tratamientos) con efectos fi-
jos. Sin embargo, en disefios no balanceados o en casos en que una de las varianzas es considerablemente
més grande que las demis, el problema es mas grave. Especificamente, si los niveles del factor que tienen
las varianzas mayores corresponden también con los tamafios de las muestras mas pequeiios, el indice de
error tipo I real es mayor que lo previsto (o los intervalos de confianza tienen niveles de confianza reales
més bajos que los que fueron especificados). Reciprocamente, si los niveles del factor con las varianzas
mayores tienen también los tamafios de las muestras mayores, los niveles de significacion son mucho me-
nores que lo anticipado (los niveles de confianza son més altos). Fsta es una buena raz6n para escoger ta-
maiios de las muestras ignales siempre que sea posible. Para los modelos con efectos aleatorios, las
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Figura 3-6  Gréfica de los residuales contra los valores ajustados.
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varianzas del error diferentes pueden introducir alteraciones significativas en las inferencias sobre los
componentes de la varianza, incluso cuando se usan discfios balanceados.

El enfoque usual para abordar el problema de una varianza no constante que ocurre por las razones
expuestas antes consiste en aplicar una transformacién para estabilizar la varianza para correr después
el andlisis de varianza en los datos transformados. En este enfoque, debera tenerse presente que las con-
clusiones del anélisis de varianza se aplican a las poblaciones transformadas.

Se han dedicado considerables esfuerzos de investigacion a la seleccién de una transformacién ade-
cuada. Si los experimentadores conocen la distribucién teérica de las observaciones, pueden hacer uso de
esta informacién para elegir la transformacién. Por ejemplo, si las observaciones siguen la distribucién de
Poisson, se usaria la transformacién de la rafz cuadrada y; = M oy, = J1+ ¥, - Silos datos siguen la
distribucion lognormal, la transformacién logaritmica y; = log y, es adecuada. Para datos binomiales ex-
presados como fracciones, la transformacién arcsen y; = arcsen‘/y_ij es til. Cuando no hay una transfor-
macién obvia, el experimentador realizara por lo general la bisqueda empfrica de una transformacién
que iguale la varianza independientemente del valor de la media. Al final de esta seccién se ofrecen algu-
nos consejos al respecto. En los experimentos factoriales, los cuales se introducen en el capitulo 5, otro
enfoque es seleccionar una transformacién que minimice el cuadrado medio de las interacciones, siendo
el resultado un experimento cuya interpretacién es mis sencilla. En el capitulo 14 se revisan con mayor
detalle los métodos para seleccionar analiticamente la forma de la transformacién. Las transformaciones
que se hacen para la desigualdad de la varianza afectan también la forma de la distribucién del error. En
la mayoria de los casos, la transformacién hace que la distribuci6n del error esté mas cerca de la distribu-
cién normal. Para més detalles sobre las transformaciones, referirse a Bartlett [7], Box y Cox [15], Dolby
[38] y Draper y Hunter [39].

Pruebas estadisticas para la igualdad de la varianza
Aun cuando es frecuente el uso de las graficas residuales para diagnosticar la desigualdad de la varianza,
se han propuesto también varias pruebas estadisticas. Estas pruebas pueden considerarse.como pruebas
formales de las hip6tesis

H,:.g!=0}=-.=0?

H,: el enunciado anterior no es verdadero para al menos una g’

Un procedimiento muy utilizado es la prueba de Bartlett. El procedimiento incluye el calculo de un
estadistico cuya distribucién de muestreo est4 aproximada muy de cerca por la distribucién ji-cuadrada
cona -1 grados de libertad cuando las @ muestras aleatorias son de poblaciones normales independien-
tes. El estadistico de prueba es '

ri= 2.3026% | (3-19)

donde

a

qg=(N-a)log, Sﬁ - 2 (n,—1)log,, Slz

i=1

1 a
c=1+3(a_1) ; (n,=1)" —(N—a)"
> (-1)s7
=" N-a

y S es la varianza muestral de la poblacién i-ésima.
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La cantidad q es grande cuando la diferencia entre las varianzas muestrales S es considerablemente
grande, y es igual a cero cuando todas las S? son iguales. Por lo tanto, H, debera rechazarse para los valo-
res de x; que sean muy grandes; es decir, se rechaza H, s6lo cuando

2 2
XD P xa,a—l

donde x2 ,_, es el punto porcentual & superior de la distribucién ji-cuadrada con a - 1 grados de libertad.
También podria usarse el enfoque del valor P para tomar una decision.

La prueba de Bartlett es muy sensible al supuesto de normalidad. Por consiguiente, cuando la validez
de este supuesto estd en duda, no deberd usarse la prueba de Bartlett.

EJEMPLO 34 « -+« PR R R R R R teresranreanes EERERE cesedssancanas
Ya que el supuesto de normalidad no esta en entredicho, la prueba de Bartlett puede aplicarse a los datos
de la resistencia a la tension del experimento del peso porcentual de algodén del ejemplo 3-1. Se calculan

primero las varianzas muestrales de cada tratamientoy se encuentra que S? = 11.2,5; = 9.8, 57 =4.3,5;
= 6.8y S; = 82. Entonces

512 41L2)+4OB)+ AN+ HEH)+48D) _ o o

20
g = 20log,,(8.06)— 4{log,, 11.2+log,, 9.8+log,, 4.3+log,, 6.8+1log,, 8.2]=0.45
1 (5 1
=1+—|>2—=|=110
“TTTxe) (4 20) ‘

y el estadistico de prueba es

(0.45)

=2
22 = 23026 a10)

=0.93

Puesto que x3 s , = 9.49, no puede rechazarse la hip6tesis nula y se concluye que las cinco varianzas son
iguales. Se trata de la misma conclusion a la que se lleg6 al analizar la grifica de los residuales contra los
valores ajustados.

Debido a que la prueba de Bartlett es sensible al supuesto de normalidad, puede haber sitvaciones en
las que serfa titil un procedimiento alternativo. Andersony McLean [2] presentan una atinada revision de
algunas pruebas estadisticas de la igualdad de la varianza. La prueba de Levene modificada (ver Levene
[72]y Conover, Johnson y Johnson [31]) es un procedimiento muy ttil que es robusto en cuanto alas des-
viaciones de la normalidad. Para probar la hip6tesis de que las varianzas son ignales en todos los trata-
mientos, la prueba de Levene modificada utiliza la desviacion absoluta de las observaciones y; de cada
tratamiento de la mediana de los tratamientos, por ejemplo ¥,. Sea que estas desviaciones se denoten por

=172
i =Y~ y,I] L2 .

La prueba de Levene modificada evalda entonces si la media de estas desviaciones es igual o no para to-
dos los tratamientos. Cuando las desviaciones medias son iguales, las varianzas de las observaciones de
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Tabla 3.7 Datos de la descarga pico

Método de
estimacion Observaciones ¥, ¥ S,
1 0.34 0.12 1.23 0.70 1.75 0.12 0.71 0.520 0.66
2 0.91 2.94 2.14 2.36 2.86 4.55 2.63 2.610 1.09
3 6.31 8.37 9.75 6.09 9.82 7.24 7.93 7.805 1.66
4 17.15 11.82 10.95 17.20 14.35 16.82 14.72 15.59 2.77
Método de
estimacion Desviaciones d; para la prueba de Levene modificada
1 0.18 0.40 0.71 0.18 1.23 0.40
2 1.70 0.33 047 0.25 0.25 1.94
3 1.495 0.565 1.945 1.715 2.015 0.565
4 1.56 3.77 4.64 1.61 1.24 1.23

todos los tratamientos seran iguales. El estadistico de prueba para la prueba de Levene es simplemente €l
estadistico F ANOVA usual para probar la igualdad de las medias que se aplica a las desviaciones absolutas.

EJEMPLO3_5.. .................. ves s s e s s s s s sees s s e s s a s s san e

Un ingeniero civil est4 interesado en determinar si cuatro métodos diferentes para estimar la frecuencia
de las inundaciones producen estimaciones equivalentes de la descarga pico cuando se aplican a la misma
cuenca. Cada procedimiento se usa seis veces en la cuenca, y los datos de las descargas resultantes (en
pies cibicos por segundo) se muestran en la parte superior de la tabla 3-7. El anélisis de varianza de los
datos, el cual se resume en la tabla 3-8, implica que hay una diferencia en las estimaciones de la descarga
pico promedio obtenidas en los cuatro procedimientos. La grifica de los residuales contra los valores
ajustados, la cual se muestra en la figura 3-7, es preocupante porque la forma de embudo con la boca ha-
cia afuera indica que no se satisface el supuesto de una varianza constante.

Se aplicar4 la prueba de Levene modificada a los datos de la descarga pico. La parte superior de la ta-
bla 3-7 contiene las medianas de los tratamientos ¥, y la parte inferior contiene las desviaciones d; alrede-
dor de las medianas. La prueba de Levene consiste en realizar un analisis de varianza estindar en las dj;.
El estadistico de prueba F que resulta en este caso es F, = 4.55, para el cual el valor Pes P = 0.0137. Porlo
tanto, la prueba de Levene rechaza la hip6tesis nula de que las varianzas son iguales, coincidiendo en
esencia con el diagnéstico que se hizo a partir del examen visual de la figura 3-7. Los datos de la descarga
pico son un buen candidato para una transformacién de datos.

Seleccién empirica de una transformacién
Se sefald ya que si los experimentadores conocieran la relacién entre la varianza de las observacionesy la
media, podrian usar esta informacién como guia para la seleccién de la forma de la transformacion. Se

Tabla 3.8 Anélisis de varianza de los datos de la descarga pico

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Métodos 708.3471 3 236.1157 76.07 <0.001
Error 62.0811 20 3.1041 '

Total 770.4282 23
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Figura 3-7 Gréfica de los residuales contra §, para el
ejemplo 3-5.

desarrolla ahora este puntoy se presenta un método para seleccionar empiricamente la forma de la trans-
formacion requerida de los datos.

Sea E(y) = 1 lamedia dey, y suponga que la desviacion estindar de y es proporcional a una potencia
de la media de y tal que

a
o, U

Quiere encontrarse una transformacion de y que produzca una varianza constante. Suponga que la trans-
formacién es una potencia de los datos originales, por ejemplo

yr=yt (3-20)
Puede demostrarse entonces que '
0. xptet (3-21)

Evidentemente, si se hace A = 1 — ¢, la varianza de los datos transformados y* es constante.

En la tabla 3-9 se resumen varias de las transformaciones comunes analizadas anteriormente. Obser-
ve que A = 0 implica la transformacién logaritmica. Estas transformaciones se enlistan en €l orden de
fuerza creciente. Por fuerza de una transformacion se entiende la cantidad de curvatura que induce. Una
transformacion suave aplicada a datos que se extienden en un rango estrecho tiene escaso efecto sobre el

Tabla 39 Transformaciones para estabilizar la varianza
Relacion entre

ayu a A=l-a Transformacién Comentario

0, « constante 0 1 Sin transformacion

g, xu? 1/2 12 Raiz cuadrada Datos (nimeros) de Poisson
g, % 1 0 Log

ai oyl 312 -1/2 Raiz cuadrada reciproca

g, o« u 2 -1 Reciproco
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Figura3-8 Grifica delog S; contra log ¥, paralos datos de
la descarga pico del ejemplo 3-5.

anélisis, mientras que una transformacion fuerte aplicada en un rango amplio puede tener resultados dra-
maéticos. Con frecuencia las transformaciones tienen escaso efecto a menos que el cociente yp,u/ymm S€a
mayor que 2 o 3.

En muchas situaciones de disefio experimental en las que se usan réplicas, a puede estimarse empiri-
camente a partir de los datos. Puesto que la combinacién i-ésimo de los tratamientos o, « u; = 6u],
donde 8 es una constante de proporcionalidad, pueden tomarse logaritmos para obtener

loga, =logf+alogu, : (3-22)

Por lo tanto, una grafica de log g, contralogu, serfa una linea recta con pendiente o Puesto que no se co-
nocen o, yu;, pueden sustituirse estimaciones razonables de ellos en la ecuacion 3-22 y usar la pendiente
del ajuste de la linea recta resultante como estimacién de a. De manera tipica, se usaria la desviacion es-
tandar S,y el promedio y; del tratamiento i-ésimo (0, en términos més generales, la combinacion i-ésima
de los tratamientos o conjunto de condiciones experimentales) para estimar o, y ;. .

Para investigar la posibilidad de usar una transformaci6n para estabilizar la varianza en los datos de
la descarga pico del ejemplo 3-5, en la figura 3-8 se grafica log S; contra logy,. La pendiente de la recta que
pasa por estos cuatro puntos estd cerca de 1/2y, por la tabla 3-9, esto implica que la transformacion de la
raiz cuadrada puede ser apropiada. El anélisis de varianza de los datos transformadosy* = vy se presenta
en la tabla 3-10, y en la figura 3-9 se muestra una grafica de los residuales contra la respuesta predicha.
Esta grafica residual muestra una mejoria sensible en comparacion con la figura 3-7, por lo que se conclu-

Tabla 3-10 Analisis de varianza de los datos transformados de la descarga pico, y* = vy

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Métodos 32.6842 3 10.8947 76.99 <0.001
Error 2.6884 19 0.1415

Total 35.3726 22
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Figura 3-9 Graéfica de los residuales de los datos transfor-
mados contra ¥; paralos datos de la descarga pico del ejem-
plo 3-5.

ye que la transformacion de la rajz cuadrada ha sido til. Observe que en la tabla 3-10 se han reducido los
grados de libertad del error en 1 para tomar en consideracién el uso de los datos para estimar el pardme-
tro de la transformacién a. _

En la prictica, muchos experimentadores seleccionan la forma de la transformacion probando varias
alternativas y observando el efecto de cada transformacion en la grafica de los residuales contra la res-
puesta predicha. Entonces se selecciona la transformacion que produjo la gréfica residual més satisfactoria.

3-4.4 Graficas de los residuales contra otras variables

Si se han recolectado datos de cualesquiera otras variables que posiblemente pudieran afectar la respues-
ta, los residuales deberén graficarse contra estas variables. Por ejemplo, en el experimento de la resisten-
cia a ]a tensidn del ejemplo 3-1, 1a resistencia puede ser afectada de manera significativa por el espesor de
la fibra, por lo que los residuales deberdn graficarse contra el espesor de la fibra. Si se usaron diferentes
maquinas de prueba para recolectar los datos, los residuales deberan graficarse contra las méaquinas. Los
patrones en tales graficas residuales implican que la variable afecta la respuesta. Esto sugiere que la varia-
ble deberia controlarse con mayor atencién en experimentos futuros o que deberia incluirse en el anélisis.

3.5 INTERPRETACION PRACTICA DE LOS RESULTADOS

Después de realizar el experimento, llevar a cabo el analisis estadistico e investigar los supuestos funda-
mentales, el experimentador estd listo para sacar conclusiones précticas acerca del problema bajo estu-
dio. Muchas veces esto es relativamente ficil, y ciertamente en los experimentos sencillos que se han
considerado hasta este punto, esto podria hacerse de manera un tanto informal, tal vez mediante la ins-
peccidn de las representaciones gréficas, como los diagramas de cajay el diagrama de dispersi6n de las fi-
guras 3-1y 3-2. Sin embargo, en algunos casos es necesario aplicar técnicas mas formales. En esta seccién
se presentaran algunas de ellas.
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3-5.1 Un modelo de regresiéon

Los factores que intervienen en un experimento pueden ser cuantitativos o cualitativos. Un factor cuan-
titativo es aquel cuyos niveles pueden asociarse con puntos en una escala numérica, como la temperatura,
la presi6n o el tiempo. Los factores cualitativos, por otra parte, son aquellos cuyos niveles no pueden or-
denarse por magnitud. Los operadores, los lotes de materia prima y los cambios de turno son factores
cualitativos tipicos, ya que no existe ninguna raz6n para ordenarlos bajo algdn criterio numérico particular.

En lo que se refiere al disefio inicial y al an4lisis del experimento, ambos tipos de factores se tratan de
manera idéntica. El experimentador estd interesado en determinar las diferencias, en caso de haberlas,
entre los niveles de los factores. Si el factor es cualitativo, como los operadores, no tiene sentido conside-
rar la respuesta de una corrida subsecuente en un nivel intermedio del factor. Sin embargo, con un factor
cuantitativo como el tiempo, el experimentador tiene interés por lo general en el rango completo de los
valores usados, particularmente la respuesta de una corrida subsecuente con un nivel intermedio del fac-
tor. Es decir, si se usan los niveles 1.0, 2.0y 3.0 en el experimento, tal vez quiera predecir la respuesta de
2.5 horas. Por lo tanto, el experimentador tiene con frecuencia interés en desarrollar una ecuacién de in-
terpolacién para la variable de respuesta del experimento. Esta ecuacion es un modelo empirico del pro-
ceso que se ha estudiado.

Al enfoque general para ajustar modelos empiricos se le llama anélisis de regresién, el cual se analiza
en detalle en el capitulo 10. Véase también el material suplementario del texto para este capitulo. En esta
secci6n se ilustra brevemente la técnica utilizando los datos de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-1.

En la figura 3-10 se presenta ¢l diagrama de dispersion de la resistencia a la tension y contra el peso
porcentual del algod6n x en la tela para el experimento del ejemplo 3-1. Los circulos huecos de la gréfica
son las resistencias de tensién promedio para cada valor x del peso porcentual del algodén. A partir del
examen del diagrama de dispersion, es evidente que la relacién entre la resistencia a la tensién y el peso
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Figura 3-10 Diagrama de dispersién para los datos
de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-1.
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porcentual del algodon no es lineal. Como una primera aproximacion, podria intentarse ajustar un mode-
lo cuadritico para los datos, por ejemplo

y= 8, +ﬂ1x+ﬂ2x2 +e

donde S, B, y B, son pardmetros desconocidos que deberén estimarse y £ es un término del error aleatorio.
El método que se usa con mayor frecuencia para estimar los pardmetros en un modelo como éste es el mé-
todo de minimos cuadrados. Este consiste en elegir estimaciones de las § tales que minimicen la suma de
cuadrados de los errores (las ¢). El ajuste de minimos cuadrados en el ejemplo que se considera aqui es

$=—39.9886+4.596x— 0.0886x"

(Siellector no esta familiarizado con los métodos de regresion, vea el capitulo 10y el material suplemen-
tario del texto para este capitulo.)

En la figura 3-10 se muestra este modelo cuadratico. No parece muy satisfactorio, ya que subestima
de manera drastica las respuestas para x = 30% de algodén y sobrestima las respuestas para x = 25%.
Quiz4 pueda lograrse un mejoramiento agregando un término ciibico enx. El ajuste con el modelo citbico
resultante es

9= 62.6114— 9.0114x+0.4814x> — 0.0076x>

Este ajuste cibico se ilustra también en la figura 3-10. El modelo cibico parece mejor que el cuadratico
porque proporciona un ajuste mejor para x = 25 y x = 30% de algodon.

En general, serfa preferible hacer el ajuste con el polinomio de orden menor que describa adecuada-
mente el sistema o proceso. En este ejemplo, el polinomio ciibico parece un mejor ajuste que el cuadrati-
co, por lo que la complejidad adicional del modelo cibico se justifica. Sin embargo, seleccionar el orden
del polinomio de aproximacion no.siempre es facil, y es relativamente sencillo excederse en el ajuste, es
decir, agregar polinomios de orden superior que no mejoran en realidad el ajuste pero que incrementan’
la complejidad del modelo y con frecuencia demeritan su utilidad como predictor o ecuacién de interpo-
lacién.

En este ejemplo, el modelo empirico podria usarse para predecir la resistencia a la tension media
para los valores del peso porcentual del algod6n dentro de la region de experimentacion. En otros casos,
el modelo empirico podria usarse para la optimizacién del proceso, es decir, para encontrar los niveles de
las variables del disefio que dan como resultado los mejores valores de la respuesta. Mas adelante se ana-
lizaran e ilustraran en detalle estos problemas.

3-5.2 Comparaciones entre las medias de los tratamientos

Suponga que al hacer el anélisis de varianza en el modelo con efectos fijos se rechaza la hip6tesis nula. Por
lo tanto, hay diferencias entre las medias de los tratamientos, pero no se especifica exactamente cudles
medias difieren. En ocasiones pueden ser de utilidad en esta situacion las comparaciones y los analisis
. adicionales entre grupos de las medias de los tratamientos. La media del tratamiento i-ésimo se define
como j; = it + T,y i4; Se estima cony,. Las comparaciones entre las medias de los tratamientos se hacen ya
sea en términos de los totales de los tratamientos {y, } o bien de los promedios de los tratamientos {y, }. Es
comin llamar a los procedimientos para hacer estas comparaciones métodos de comparaciones multi-
ples. En varias de las secciones siguientes se analizan los métodos para hacer comparaciones entre las me-
dias de los tratamientos individuales o de grupos de estas medias.
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3.5.3 Comparaciones graficas de medias

Es muy sencillo desarrollar un procedimiento grafico para la comparaci6n de las medias después de un
andlisis de varianza. Suponga que el factor de interés tiene a niveles y que V1> Y25 s Yo, 500 lOs promedios
de los tratamientos. Si se conoce o, el promedio de cualquier tratamiento tendria una desviacién estandar
oVn. Por consiguiente, si todas las medias de los niveles del factor son idénticas, las medias muestrales
observadas y, se comportarian como un conjunto de observaciones tomadas al azar de una distribucion
normal con mediay y desviacién estandar o/Vn. Visualice una distribucion normal con la capacidad de ser
deslizada sobre un eje abajo del cual estan graficadasy, , y,, ...,y,. Si todas las medias de los tratamientos
son iguales, deber4 haber una posicion de esta distribucion que haga evidente que los valores y;.s€ sacaron
de la misma distribucién. Si no es éste el caso, los valores y; que no parecen haberse sacado de esta distri-
bucién se asocian con los niveles del factor que producen respuestas medias diferentes.

La vinica falla en esta 16gica es que o es desconocida. Sin embargo, puede sustituirse o con JMS, del
andlisis de varianza y usar una distribucién f con un factor de escalacién \/MS, / n en lugar de la distribu-
cién normal. En la figura 3-11 se muestra este arreglo para los datos de la resistencia a la tension del ejem-
plo 3-1.

Para trazar la distribucién ¢ de la figura 3-11, simplemente se multiplica €l valor de la abscisa ¢ por el
factor de escalacion

JMS, /n=,/8.06/5=127

y se grafica contra la ordenada de f en ese punto. Dada la gran similitud entre la distribuciénzy la normal,
excepto porque la primera es un poco més plana cerca del centro y tiene colas més largas, por lo general
este trazo se construye ficilmente a ojo. Si quiere obtenerse mayor precisién, en Box, Hunter y Hunter
[18] se incluye una tabla de los valores de las abscisas t y las ordenadas correspondientes. La distribucion
puede tener un origen arbitrario, aun cuando por lo general es mejor uno que esté en laregion de los valo-
res y, que van a compararse. En la figura 3-11, el origen es 15 lb/pulg’.

Visualice ahora el desplazamiento de la distribucién ¢ de la figura 3-11 sobre el eje horizontal y exami-
ne las cinco medias graficadas en la figura. Observe que no hay ninguna posicion de la distribucién tal que
los cinco promedios puedan considerarse como observaciones tipicas seleccionadas al azar de la distribu-
ci6n. Esto implica que las cinco medias no son iguales; por lo tanto, la figura €s una representacion grafica
de los resultados del anélisis de varianza. La figura indica que 30% de algodén produce resistencias a la
tensién mucho mas altas que 20 o 25 por ciento de algodén (las cuales son aproximadamente iguales), y
que 15 0 35 por ciento de algodén (las cuales son aproximadamente iguales) producirian resistencias a la
tensién atn ma4s bajas.

o

. o A S-S W~ SO
5 10 15 20 25
"Resistencia a la tensjon promedio
(I/pulg?)

Figura3-11 Promedio de la resistencia a la tension del experimento del peso
porcentual del algodén en relacién con una distribucién ¢ con un factor de es-

calacién JMS, /n =/806/5=127.
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Este procedimiento simple es una técnica aproximada pero eficaz en muchos problemas de compara-
ciones multiples. Sin embargo, existen métodos m4s formales. A continuacion se presenta una breve revi- -
sion de algunos de estos procedimientos.

3-5.4 Contrastes

Muchos métodos de comparaciones miltiples utilizan el concepto de contraste. Considere el problema
de la prueba de la fibra sintética del ejemplo 3-1. Puesto que se rechazé la hipGtesis nula, se sabe que algu-
nos pesos porcentuales del algodén producen resistencias a la tensi6n diferentes que otros, pero, icusles
son los que causan en realidad esta diferencia? Al principio del experimento podria sospecharse que los
niveles 4y 5 del peso porcentual del algodén (30 y 35 por ciento) producen la misma resistencia a la ten-
sién, lo cual implicaria que la hipétesis por probar seria '

Hy:p,=u;

Hpip, #u,

o, de manera equivalente,

Hypy=ps=0 (3-23)
H:p,—p, =0

Si desde el principio del expérimento se hubiera sospechado que el promedio de los niveles mas bajos del
peso porcentual del algodén (1y 2) no diferia del promedio de los niveles mas altos del peso porcentual
del algodon (4 y 5), entonces la hipétesis habria sido

Hyipg+p, =p,+us
Hpipytp, #p,+p,

Hyptp,—p,—pu;=0 (3-24)
Hyp+p,~p,—ps=0

En general, un contraste ¢s una combinacion lineal de parimetros de la forma

= 2 CH;

i=1
donde las constantes de los contrastes c,, c,, ..., ¢, suman cero; es decir, Z_ ¢, = 0. Las dos hipétesis ante-

riores pueden expresarse en términos de contrastes:

Hy: 2 cu; =0
=1 ' (3-25)

leza: cu; =0

i=1

Las constantes de los contrastes para las hipdtesis de la ecuacién 3-23 sonc, = ¢, =¢; =0,¢c, = +1yes =
-1, mientras que para las hipétesis de la ecuacion 3-24 son¢; = ¢, = +1,¢; =0,y ¢, = ¢5 = ~1.
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Las pruebas de hip6tesis que incluyen contrastes pueden hacerse de dos maneras bésicas. En el pri-
mer método se utiliza la prueba ¢. El contraste de interés se escribe en términos de los totales de los trata-
mientos, obteniéndose

C= 2 i

i=1

La varianza de C es
V(C)=no?, c? (3-26)
i=1

cuando los tamaiios de las muestras de cada tratamiento son iguales. Si la hip6tesis nula de la ecuacién
3-25 es verdadera, el cociente

2 93

i=1

a
no’ 2 c?
i=1

tiene la distribucién N(0, 1). Entonces se sustituiria la varianza desconocida ¢ con su estimacion, el error
cuadritico medio MS;, y se utilizaria el estadistico

ty = e (3-27)

’nMSE i c‘.2
pa

para probar las hipétesis de la ecuacion 3-25. La hip6tesis nula se rechazariassi |#,| de la ecuacién 3-27 ex-
cede 2,5 N

En el segundo enfoque se utiliza la prueba F. Entonces, el cuadrado de una variable aleatoria ¢ con ¥
grados de libertad es una variable aleatoria F con un grado de libertad en el numerador y ¥ grados de li-
bertad en el denominador. Por lo tanto, puede obtenerse

s

i=1

Fy=t}= (3-28)

nMSEza: c}
i=1

como un estadistico F para probar la ecuacion 3-25. La hipétesis nula se rechazaria si F; > F,, v.,. Este es-
tadistico de prueba de la ecuacién 3-28 puede escribirse como

_Ms. Ss./1
°T MS,  MS,

donde la suma de cuadrados de los contrastes con un solo grado de libertad es

s)

i=1

sSp =t 1 (3-29)
"Z ¢}
i=1

C
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Intervalo de confianza para un contraste

En lugar de probar hipGtesis acerca de un contraste, puede ser mas atil construir un intervalo de confian-
za. Entonces el contraste suele expresarse en términos de los promedios de los tratamientos ;- Suponga
que el contraste de interés es

r= 2“: Cil;
=1

Al sustituir las medias de los tratamientos con los promedios de los tratamientos se obtiene

C= S ;¥
i1

2 _a

Ve)="-3 ¢l

i=1

cuando los tamafios de las muestras son iguales. Si se usa MSg para estimar ¢, el intervalo de confianza de
100(1 - ) por ciento para el contraste 27 c;u; €8

2“: €Y. ~lapN-a A{{:E 2 ¢l 55: Gl si ¢;y: +ta:/2,N—a"!M:E za: ¢ (3-30)
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

Evidentemente, si este intervalo de confianza incluye al cero, no podria rechazarse la hipétesis nula en la
ecuacion 3-25. ,

Contraste estandarizado

Cuando hay interés en més de un contraste, con frecuencia es 1til evaluarlos en la misma escala. Una for-
ma de hacer esto es estandarizando el contraste para que su varianza sea o°. Si el contraste Z7_,c,u, se
expresa en términos de los totales de los tratamientos como Z_c, y; , al dividirlo por JnZe c? se obtendrd

i=1%i

un contraste estandarizado con varianza ¢°. Entonces el contraste estandarizado ¢s en realidad

a

> ey

i=1

donde

Tamaiios de las muestras desiguales

Cuando los tamafios de las muestras de cada tratamiento son diferentes, se introducen modificaciones
menores en los resultados anteriores. Primero, observe que la definicién de un contraste requiere ahora
que

a
E nic; =0
i=1
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Otros cambios requeridos son directos. Por ejemplo, el estadistico z de la ecuacion 3-27 queda como

2 T3/

im]

ty = ——tte—
JMSEE n.cl
i=1

y la suma de cuadrados de los contrastes de la ecuacién 3-29 queda como

S0l

i=1

a

2
S e
i=1

SS, =

3-5.5 Contrastes ortogonales

Un caso especial 1til del procedimiento de la seccién 3-5.4 es el de los contrastes ortogonales. Dos con-
trastes con coeficientes {c;} y {d;} son ortogonales si

a

Y cd, =0

i=1

0, para un disefio no balanceado, si

Para a tratamientos, el conjunto de @ — 1 contrastes ortogonales hace la particién de 1a suma de cuadrados
debida a los tratamientos en a — 1 componentes independientes con un solo grado de libertad. Por lo tan-
to, las pruebas que se realizan en los contrastes ortogonales son independientes.

Existen varias maneras de elegir los coeficientes de los contrastes ortogonales para un conjunto de
tratamientos. En general, algin elemento en la naturaleza del experimento deber4 sugerir las compara-
ciones que son de interés. Por ejemplo, si hay @ = 3 tratamientos, donde el tratamiento 1 es de control y
donde los niveles del factor en los tratamientos 2 y 3 son de interés para el experimentador, los contrastes
ortogonales apropiados podrian ser los siguientes:

Coeficientes de los

Tratamiento contrastes ortogonales
1 (control) -2 0
2 (nivel 1) 1 -1
3 (nivel 2) 1 1

Observe que el contraste 1 conc; = -2, 1, 1 compara el efecto promedio del factor con el control, mientras
que ¢l contraste 2 con d; = 0, -1, 1 compara los dos niveles del factor de interés.

En general, el método de contrastes (o de contrastes ortogonales) es titil para lo que se llama compa-
raciones preplaneadas. Es decir, los contrastes se especifican antes de llevar a cabo el experimento y de
examinar los datos. La razon de esto es que, si las comparaciones se seleccionan después de examinar los
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datos, la mayorfa de los experimentadores construirian pruebas que corresponderian con las diferencias
grandes observadas en las medias. Estas diferencias grandes podrian ser el resultado de la presencia de
efectos reales o podrian ser el resultado del error aleatorio. Si los experimentadores se inclinan consisten-
temente a escoger las diferencias mds grandes para hacer las comparaciones, inflardn el error tipo I de la
prueba porque es probable que, en un porcentaje inusualmente elevado de las comparaciones selecciona-
das, las diferencias observadas ser4n el resultado del error. Al examen de los datos para seleccionar las
comparaciones de interés potencial se le llama con frecuencia curioseo o sondeo de datos. El método de
Scheffé para todas las comparaciones, el cual se comenta en la seccion siguiente, permite el curioseo o
sondeo de datos.

EJEMPLO 3.6 === -+ cesesaasaesas Ceseeraanansenas eesenneaeenas Ceraaasaaas
Considere los datos del ejemplo 3-1. Hay cinco medias de los tratamientos y cuatro grados de libertad en-
tre estos tratamientos. Suponga que antes de correr el experimento se especifico la siguiente serie de
comparaciones entre las medias de los tratamientos (y sus contrastes asociados):

Hipoétesis ' Contraste
Hyp, = ps G = —Yat¥s
Hyp + phy = py+ pis CG= n L 2% P )

H

Hyp = p, = ). — Y.
Hodp, =+t potps  Co==y, 4y, =y; =¥, — s

Observe que los coeficientes de los contrastes son ortogonales. Utilizando los datos de la tabla 3-4, se en-
cuentra que los valores numéricos de los contrastes y de las sumas de cuadrados son los siguientes:

(=54)*
C = —1(108)+1(54)=—54 S8, =——-"—=291.60
32
(=25)°
C, = +1(49) +1(88)—1(108)—1(54)=—25 SSC2 = —S(T)= 31.25
—39)2
C, =+1(49) ~1(88) =-39 S§S., = ( ) =152.10
. ' 0 5(2)
o)’
C, =—-1(49)+4(77)— 1(88)- 1(108)—1(54)=9 SSC4 = 5—(-5-6 =0.81 -
Tabla 3-11 Analisis de varianza de los datos de la resistencia a la tensién
Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
Peso porcentual del algodén 475.76 4 118.94 14.76 <0.001
contrastes ortogonales ‘
Gy = s : (291.60) 1 291.60 - 36.18 <(.001
Coitly+ oy = p,+ fs (31.25) 1 31.25 3.88 0.06
Cypy =y (152.10) 1 152.10 18.87 <0.001
Codp, =p + ps+ py+ ps (0.81) 1 0.81 0.10 0.76
Error 161.20 20 8.06

Total 636.96 24
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Estas sumas de cuadrados de los contrastes hacen la particion completa de la suma de cuadrados de los
tratamientos. Las pruebas de estos contrastes ortogonales se incorporan por lo general en el andlisis de
varianza, como se muestra en la tabla 3-11. Por los valores P se concluye que hay diferencias significativas
entre los niveles 4y 5y 1y 3 del peso porcentual del algodén, pero que el promedio de los niveles 1y 3 no
difiere del promedio de los niveles 4y 5 con el nivel @ = 0.05,y que el nivel 2 no difiere del promedio de los
otros cuatro niveles.

3-5.6 Método de Scheffé para comparar todos los contrastes

En muchas situaciones, los experimentadores pueden no conocer de anterano cuéles son los contrastes
que quieren comparar, o pueden tener interés en méas de a — 1 posibles comparaciones. En muchos experi-
mentos de exploracién, las comparaciones de interés s6lo se descubren después del examen preliminar de
los datos. Scheffé [98a] ha propuesto un método para comparar todos y cada uno de los contrastes posi-
bles entre las medias de los tratamientos. En el método de Scheffé, el error tipo I es a lo sumo @ para cual-
quiera de las comparaciones posibles.

Suponga que se ha determinado un conjunto de m contrastes

L, =c pu, +c, p,+ - +c, 1, u=1,2..,m (3-31)

en las medias de los tratamientos de interés. El contraste correspondiente de los promedios de los trata-
mientos y; es

C,=c, Y +¢,, 5, +++¢, V. u=1L2..,m (3-32)
y el error estandar de este contraste es

Se, =JM352 (ci/m) (3-33)

i=1

donde n; es el niimero de observaciones en el tratamiento i-ésimo. Puede demostrarse que el valor critico
contra el que deberd compararse C, es

(@=1DF iy (339
Para probar la hip6tesis de que el contraste I, difiere de manera significativa de cero, se compara C, con
el valor critico. Si |C,| > S, ,, se rechaza la hipétesis de que el contraste I, es igual a cero.

El procedimiento de Scheffé puede usarse también para formar intervalos de confianza para todos
los contrastes posibles entre las medias de los tratamientos. Los intervalos resultantes, por ejemplo C, —
Seu =T, =C, +8,,, son intervalos de confianza simultdneos por cuanto la probabilidad de que todos
ellos sean verdaderos simultineamente es al menos 1 — a.

Parailustrar el procedimiento, considere los datos del ejemplo 3-1 y suponga que los contrastes de in-
terés son

L=t iy =y —Hs

Lo=u,—u,
Los valores numéricos de estos contrastes son
Ci=%t+¥ =Y. =Js
= 9,80+17.60—21.60—10.80
= 5.00
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y
C,=n 5
=9.80-21.60
=—11.80

y los errores estdndar se encuentran con la ecuacién 3-33 como

3
Se, =JMSEE (c2 /n,)=JBO6(1+1+1+1)/5=2.54

i=]

5
Se, = \/MSEZ (ch /) = JEOGAFT)/5 = 1.80

i=1

Por la ecuacion 3-34, los valores criticos de 1% son

Soo1 =S¢, \/(a,— )F, g1 01n-a = 2.544/4(4.43) =10.69

Soo2 =S¢, J(a— DF) o1 41n-a = 1.80,/4(4.43) = 7.58

Puesto que |C;| < Sp1, S concluye que el contraste I'y = u, + p; — iy — 5 € igual a cero; es decir, no
existe evidencia s6lida para concluir que las medias de los tratamientos 1y 3 como grupo difieren de las
medias de los tratamientos 4 y 5 como grupo. Sin embargo, como | C,| > Sy, se concluye que ¢l contras-
te I', = 41, — i, DO es igual a cero; es decir, las resistencias medias de los tratamientos 1y 4 difieren signifi-
cativamente.

En muchas situaciones practicas, querrdn compararse s6lo pares de medias, Frecuentemente, es po-
sible determinar cuéles son las medias que difieren probando las diferencias entre fodos los pares de me-
dias de los tratamientos. Por lo tanto, el interés se encuentra en los contrastes de la forma I' = p;—u; para:
todai # j. Aun cuando el método de Scheffé podria aplicarse ficilmente a este problema, no es el procedi-
miento més sensible para tales comparaciones. Se pasa ahora a la consideracion de los métodos disefiados
especificamente para las comparaciones por pares entre todas las 4 medias poblacionales. -

3.5.7 Comparaci6n de pares de medias de tratamientos

Suponga que el interés se encuentra en comparar todos los pares de 2 medias de tratamientosy que las hi-
potesis nulas que quieren probarse son Hyu, = u; para todai # j. A continuacién se presentan cuatro mé-
todos para hacer estas comparaciones.

Prueba de Tukey
Suponga que, después de un andlisis de varianza en €l que se ha rechazadola hip6tesis nula de laigualdad
de las medias de los tratamientos, quieren probarse todas las comparaciones de Jas medias por pares:

HO.:/"x' ::uj
H:p, #pu,

paratodai # j. Tukey [111d] propuso un procedimiento para probar hipétesis para las que el nivel de sig-
nificacién global es exactamente ¢ cuando los tamafios de las muestras sonigualesy es a lo sumo a cuando
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los tamanos de las muestras no son iguales. Este procedimiento puede usarse también para contraer los
intervalos de confianza para las diferencias en todos los pares de medias. Para estos intervalos, el nivel de
confianza simultdneo es de 100(1 — @) por ciento cuando los tamaifios de las muestras son iguales y de al
menos 100(1 - &) por ciento cuando los tamafios de las muestras no son iguales. Se trata de un procedi-
miento excelente para curiosear sobre los datos cuando el interés se centra en pares de medias.

El procedimiento de Tukey hace uso de la distribucion del estadistico del rango studentizado

ymé.x - ymin
JMS. /n

dondey, g, ¥ Y 5010 las medias muestrales mayor y menor, respectivamente, sacadas de un grupo de p me-
dias muestrales. La tabla VIII del apéndice contiene los valores de ¢,(p, f), los puntos porcentuales @ su-
periores de g, donde f es el nimero de grados de libertad asociados con MS;. Para tamaiios de las
muestras iguales, la prueba de Tukey declara que dos medias son significativamente diferentes si el valor
absoluto de sus diferencias muestrales excede

MS
T, =q.(a f—= (3-35)

De manera equivalente, podria construirse una serie de intervalos de confianza de 100(1 - &) por ciento
para todos los pares de medias de la siguiente manera:

E ey - R MS, . .
S UE DS A CACT) e i A (3-36)

Cuando los tamaifios de las muestras no son iguales, las ecuaciones 3-35 y 3-36 quedan como

T, = 4=(%1) Msg(ni+l] (3-37)

Y. _yj. _qa(arf)

a ‘\/E n.

7

1
iwj (3-38
n)l j (3-38)

i

- _4.af) L)y ) =y —5 +3(&1)
Yo=Y~ 7 MS [ni nj]—:“i Hisy. Y.+ 7z MS({

respectivamente. A la version para tamafios de las muestras diferentes se le llama en ocasiones el procedi-
miento Tukey-Kramer.

EJEMPLO3-7 lllll ® & & % % 4 4 4 U T ST S S S SN AS S A A L O O O B B O B B B BN BN N BRI

Para ilustrar la prueba de Tukey, se usan los datos del experimento del peso porcentual del algodén del
ejemplo 3-1. Cona = 0.05y f = 20 grados de libertad para el error, en la tabla VIII del apéndice se obtie-
ne qqes(5, 20) = 4.23. Por lo tanto, por la ecuacién 3-35,

,MS ’8.06
T05 = qo.05(5 20) TE =423 T =537
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¥y 5. ¥a. s Ya.
2.8 108 15.4 17.6 21.8

Figura 3-12 Resultados de la prueba de Tukey.

Por lo tanto, cualquier par de promedios de los tratamientos que difieran en valor absoluto por més de
5.37 implicaria que el par correspondiente de medias poblacionales son significativamente diferentes.
Los cinco promedios de los tratamientos son

=98 y,=154 3, =176 y, =216 y, =108
y las diferencias en los promedios son |

y, -, = 9.8-154= —56*
-y, = 9.8-17.6= —7.8*
y, -3, = 9.8-21.6= —11.8*
y, — Vs = 9.8-10.8= —1.0
¥, — ¥, =154—17.6= —2.2

¥, -V, =154=21.6= —6.2*
¥, -V, =154-108= 4.6
¥, — ¥, =17.6=21.6= —4.0

¥, =5 =17.6-10.8=  6.8*
Vo =5 =21.6-10.8= 10.8*

Los valores marcados con asterisco indican pares de medias que son significativamente diferentes. Suele
ser 1til trazar una grafica, como la de la figura 3-12, donde se subraya a los pares de medias que no difie-
ren significativamente. Esta grafica da una indicacién de que las medias de los tratamientos forman tres
Grupos: i, y is, f2 ¥ M3, ¥ fe Sin embargo, la pertenencia a estos grupos no es del todo clara.

Cuando se utiliza cualquiera de los procedimientos para probar las medias por pares, ocasionalmen-
te se encuentra que la prueba F global del anlisis de varianza es significativa, pero la comparaci6n de las
medias por pares falla para revelar cualquier diferencia significativa. Esta situacién ocurre porque la
prueba F considera simultdneamente todos los contrastes posibles en los que intervienen las medias de
los tratamientos, no s6lo las comparaciones por pares. Es decir, en los datos a la mano, quizé no todos los
contrastes significativos sean de la forma p; — u;.

Algunos paquetes de software de computadora presentan comparaciones por pares con intervalos de
confianza. Para el procedimiento de Tukey, estos intervalos se calcularfan con la ecuacién 3-36 o la 3-38,
dependiendo de si los tamafios de las muestras son iguales 0 no.

La deduccién del intervalo de confianza de Tukey de la ecuacién 3-36 para tamafios de las muestras
iguales es directa. Para el estadistico del rango studentizado g se tiene

max(y; '/;‘1)_ min(y, = #,)
w]—
P JMS /n =4.(% /) “
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Si méx(y; —u;) min y; — ;) €s menor o igual que q,,(a DVMS ;. / n, debe ser verdadero que | (v, —#;) - (. -
u)| = q.(a, HyM. /n para cada par de medias. Por lo tanto,

,MS
P(_qa(asf) %syi. -y —(ﬂ,-—,uj)Sqa(a,f) -TE)z 1-a

Al reordenar esta expresion para aislar u; — u; entre las desigualdades se llegara al conjunto de intervalos
de confianza simult4neos de 100(1 - a) por ciento dado en la ecuacién 3-38.

. El método de la diferencia significativa minima (LSD) de Fisher
En este procedimiento se utiliza ¢l estadistico F para probar Hyu, = u;
y.—Jy je

Ms£(5+ni]
i j

Suponiendo una hipétesis alternativa de dos colas, los pares de medias u; y 4, se declararian significativa-
mente diferentes si |y; =y, | > tan N_‘,\/MS ¢(1/n,+1/n;). Ala cantidad

t, = (3-39)

1 1
LSD = talZ,N—a MSE ;;-F;l"] (3-40)
se le llama diferencia significativa minima. Si el disefio es balanceado, n, = n, = - =n, = n,y
2MS .
LSD =1, n-s n £ (3-41)

Para usar el procedimiento LSD de Fisher, simplemente se compara la diferencia observada entre
cada par de promedios con la LSD correspondiente. Si |y, —y; | > LSD, se concluye que las medias pobla-
cionales y; y y; difieren.

mEMPLO}.B ...._l......‘.........l.’..’.............'..........i'........
Para ilustrar el procedimiento, si se usan los datos del experimento del ejemplo 3-1,1aLSD cona = 0.05 es

TMS :
LSD = r_m,m/ —F = 2.086,f&506) =375

Por lo tanto, cualquier par de promedios de los tratamientos que difiera del valor absoluto por més de
3.75 implicaria que el par correspondiente de medias poblacionales es significativamente diferente. Las
diferencias en los promedios son

5 -y, = 9.8—154= —56*
y -7, = 9.8-17.6= —7.8*
F. -7, = 9.8-21.6= —11.8*
3, -9, = 9.8-10.8= —10

¥, — 3, =154-17.6= —2.2

¥, — ¥, =154-21.6= —6.2*
9, -y, =154—108= 4.6*
¥, — ¥, =17.6-21.6= —4.0*
y, -y, =17.6—10.8=  6.8*
3, — ¥, =21.6-10.8= 10.8*
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¥ ¥s. ¥,. ¥a. Ya.
9.8 10.8 15.4 17.6 21.6

Figura 3-13 Resultados del procedimiento LSD.

Los valores marcados con asterisco indican pares de medias que son significativamente diferentes.
En la figura 3-13 se resumen los resultados. Evidentemente, los dnicos pares de medias que no difieren
significativamente son 1y 5y 2y 3, y ¢l tratamiento 4 produce una resistencia a la tensién significativa-
mente mayor que los ofros tratamientos.

L LI R N T I R I S S T Y O S Y

Observe que el riesgo global @ puede inflarse de manera considerable al utilizar este método. Especi-
ficamente, cuando a se hace mas grande, el error tipo I del experimento (el cociente del niimero de expe-
rimentos en los que se comete al menos un error tipo I'y el mimero total de experimentos) se hace grande.

Prueba del rango maltiple de Duncan

Un procedimiento muy utilizado para comparar todos los pares de medias es la prueba del rango miltiple
desarrollada por Duncan [41]. Para aplicar la prueba del rango maltiple de Duncan cuando los tamafios
de las muestras son iguales, los a promedios de los tratamientos se arreglan en orden ascendente, y el
error estdndar de cada promedio se determina como

MS
£ (3-42)

Sii. = n
Para tamafios de las muestras desiguales, se sustituye » en la ecuacion 3-42 con la media armoénica n, del
{n;}, donde ‘

a

n, =— (3-43)

> @rn)

i=]

Observe que sin; = n, = -+ = n,, n, = n. Enla tabla de Duncan de los rangos significativos (tabla VII
del apéndice) se obtienen los valores r,(p, f) parap = 2, 3, ..., a, donde & es el nivel de significaciény fes el
nimero de grados de libertad del error. Estos rangos se convierten en un conjunto de a — 1 rangos mini-
mos de significacion (por ejemplo, R,) para p = 2, 3, ..., a calculando

R, =r.(p, [)S;, parap=23 .., a (3-44)

Entonces, se prueban las diferencias observadas entre las medias, empezando con la més grande contrala
menot, la cual se compararia con el rango minimo de significacién R,. Después se calcula la diferencia de
la mayor y la segunda menor y se compara con ¢l rango minimo de significacién R, _,. Estas comparacio-
nes se continfian hasta que todas las medias se han comparado con la media mayor. Por tdltimo, se calcula
la diferencia entre la segunda media mayor y la menor y se compara con el rango minimo de significacién
R, _,. Este proceso se continila hasta que se han considerado las diferencias entre todos los a(a — 1)/2 pa-
res de medias posibles. Si una diferencia observada es mayor que el rango de significacién minima corres-
pondiente, se concluye que el par de medias en cuestion es significativamente diferente. Para evitar



3.5 INTERPRETACION PRACTICA DE LOS RESULTADOS 101

contradicciones, ninguna de las diferencias entre un par de medias se considera significativa si las dos me-
dias en cuestion se localizan entre otras dos medias que no difieren significativamente.

EJEMPLO3,90."’...’... nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn L R R N N R R R R R R R NN ] .o

La prueba del rango multiple de Duncan puede aplicarse al experimento del ejemplo 3-1. Recuerde que
MS; = 8.06, N = 25,n = 5,y hay 20 grados de libertad del error. Al arreglar los promedios de los trata-
mientos en orden ascendente, se tiene

y = 9.8
¥, =10.8
y, =154
y, =17.6
3, =21.6

El error estandar de cada promedio es §; = v8.06/5 = 1.27. En el conjunto de rangos significativos de la-
tabla VII del apéndice para 20 grados de libertad y a = 0.05, se obtiene rys(2, 20) = 2.95, ry5(3, 20) =
3.10, ro9s5(4, 20) = 3.18 y rye5(5, 20) = 3.25. Por lo tanto, los rangos de significacién minima son

R, =ry05(2 20)S5, =(2.95)(1.27)= 375
R, =1, (3 20)S, =(310)(1.27)=3.94
R, =71y 45(4, 20)S; =(318)(1.27)=4.04
Ry =145(5 20)S;, =(325)(1.27)= 4.13

Los resultados de las comparaciones serian

4vs.1:21.6 - 9.8 = 11.8 > 4.13 (R)
4vs.5:21.6 - 10.8 = 10.8 > 4.04 (R,)
4vs.2:21.6 - 154 = 62 > 3.94 (R,)
4vs.3:21.6 - 17.6 = 4.0 > 3.75 (R,)
3vs.1:17.6 - 98 = 7.8 > 4.04 (R,)
3vs. 5:17.6 - 10.8 = 6.8 > 3.95 (Ry)
3vs. 2: 17.6 - 154 = 2.2 < 3.75 (R,)
2vs. 1: 154 - 98 = 5.6 > 394 (R,)
2vs. 5:15.4 - 10.8 = 4.6 > 3.75 (R,)
5vs.1:10.8 - 98 = 1.0 < 3.75 (R,)

Por el anilisis se observa que hay diferencias significativas entre todos los pares de medias con excepcion
dela3yla2yla5ylal. Enlafigura 3-14 se muestra una gréfica en la que esas medias que no son significa-
tivamente diferentes aparecen subrayadas. Observe que en este ejemplo la prueba del rango miltiple de
Duncan y el método LSD llevan a conclusiones idénticas.

¥, ¥ yz. Ya. ¥,
28 108 16.4 17.6 218

Figura 3-14 Resultados de la prueba de rango muiltiple de Duncan.
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Enla prueba del rango multiple de Duncan se requiere una diferencia observada mas grande para de-
tectar pares significativamente diferentes de medias, cuando el nimero de medias incluidas en el grupo
aumenta. De esta forma, en el ejemplo anterior R, = 3.75 (dos medias) mientras que R, = 3.94 (tres me-
dias). Para dos medias, el valor critico R, ser4 exactamente igual al valor LSD de la prueba t. Los valores
r.(p,f) delatabla VII del apéndice se eligen de tal modo que se obtenga un nivel de proteccion especifi-

‘cado. Es decir, cuando se comparan dos medias que estin p pasos aparte, el nivel de proteccién es
(1-a)~*, donde a es el nivel de significacién especificado para dos medias adyacentes. Por lo tanto, el in-
dice de error de reportar al menos una diferencia significativa incorrecta entre dos mediases 1 - (1-a ),
cuando el tamaiio del grupo es p. Por ejemplo, sia = 0.05, entonces 1 — (1 —0.05)! = 0.05 es el nivel de sig-
nificacién para comparar el par de medias adyacentes, 1 - (1 - 0.05)? = 0.10 es el nivel de significacién
para medias que estdn un paso aparte, y asi sucesivamente.

En general, si el nivel de proteccion es a, las pruebas de las medias tienen un nivel de significacién
que es mayor o igual que . Por consiguiente, el procedimiento de Duncan tiene una gran potencia; es de-
cir, es muy eficaz para detectar diferencias entre medias cuando existen diferencias reales. Por esta razén,
la prueba del rango miiltiple de Duncan es muy popular.

La prueba de Newman-Keuls
Esta prueba fue creada por Newman [90]. Debido a que un interés renovado en la prueba de Newman fue
generado por Keuls [64], al procedimiento se le llama la prueba de Newman-Keuls. Operacionalmente, el
procedimiento es similar a la prueba del rango miltiple de Duncan, salvo porque las diferencias criticas
entre las medias se calculan en una forma un tanto diferente. Especificamente, se calcula una serie de va-
lores criticos

K,=q.(p.f)S;, pr=23..a (3-45)
donde g,.(p,f) s el punto porcentual  superior del rango studentizado para grupos de medias de tamafio
pYyconfgrados de libertad del error. Una vez que se calculan los valores K, con la ecuaci6n 3-45, los pares
de medias extremos en los grupos de tamafio p se¢ comparan con K, exactamente igual que en la prueba del
rango miiltiple de Duncan.

iQué método de comparacién por pares debe usarse? \
Ciertamente, una pregunta légica en este punto es qué método de comparacion por pares debe usarse.
Desafortunadamente, no hay una respuesta precisa para esta pregunta, y los especialistas en estadistica
estdn con frecuencia en desacuerdo en cuanto a la utilidad de los diferentes procedimientos. Carmer y
Swanson [24] han realizado estudios de simulacién Montecarlo con varios procedimientos de compara-
ciones multiples, incluyendo algunos que no se han considerado aqui. Estos autores reportan que el mé-
todo de la diferencia significativa minima es una prueba muy eficaz para detectar diferencias reales en las
medias si se aplica sdlo después de que la prueba F en ¢l andlisis de varianza sea significativa en 5%. Re-
portan asimismo un buen desempeiio en la deteccién de diferencias reales con la prueba del rango muilti-
ple de Duncan. Esto no es motivo de sorpresa, ya que estos dos métodos son los mas poderosos de los que
se han comentado aqui. Sin embargo, estos métodos no incluyen el indice de error en el modo del experi-
mento. Debido a que el método de Tukey efectiia un control sobre el indice de error global, muchos expe-
rimentadores prefieren su uso.

La prueba de Newman-Keuls es més conservadora que la prueba del rango miiltiple de Duncan por
cuanto a que el indice de error tipo I es menor. Especificamente, el error tipo I del experimento es a para
todas las pruebas que incluyen el mismo nimero de medias. Por consiguiente, debido a que & es por lo ge-
neral bajo, la potencia de la prueba de Newman-Keuls casi siempre es menor que la de la prueba del ran-
go miiltiple de Duncan. Para demostrar que el procedimiento de Newman-Keuls lleva a una prueba con
menor potencia que la prueba del rango miltiple de Duncan, se observa por una comparacién de las ta-
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blas VI1y VIII del apéndice que parap > 2 se tiene qa(p,f) > 1,(p,f). Bs decir, es “mas dificil” declara'r'que
un par de medias es significativamente diferente al utilizar la prueba de Newman-Keuls que cuando se
usa el procedimiento de Duncan. Esto se ilustra a continuacién para el caso en que @ = 0.01,2 = 8yf=20:

p 2 3 4 5 6 7 8
Foo(p, 20) 4.02 422 433 4.40 447 453 4.58
Goar(P, 20) 402 464 502 5.29 551 5.69 5.84

Como se seiial6 antes, existen otros procedimientos de comparaciones miltiples. Algunos articulos
que describen estos métodos son los de Miller [78], O’Neill y Wetherill [91] y Nelson [89]. También se re-
comienda el libro de Miller [77].

3.5.8 Comparacién de medias de tratamientos con un control

En muchos experimentos, uno de los tratamientos es un control, y el analista se interesa en comparar
cada una de las medias de los @ — 1 tratamientos restantes con el control. Por lo tanto, s6lo es necesario ha-
cer a — 1 comparaciones. Un procedimiento para hacer estas comparaciones ha sido desarrollado por
Dunnett [42]. Suponga que el tratamiento a es ¢l control y que quieren probarse las hipotesis

H 0 : lui = l‘ a

Hi:p, #u,
parai = 1,2, ...,a - 1. El procedimiento de Dunnett es una modificacién de la prueba f comiin. Para cada
hipétesis se calculan las diferencias observadas en las medias muestrales

7. =% i=12..,a-1
La hip6tesis nula Hyu; = u, se rechaza utilizando un indice a de error tipo I si

Iyi,-yal>da(a_1’f) MSE(%"';}”) (3-46)

i

donde la constante d,(a — 1, f) se da en la tabla IX del apéndice. (Pueden hacerse pruebas tanto de una
como de dos colas.) Observe que « es el nivel de significacién conjunto asociado con lasa — 1 pruebas.

EJEMPLO 3-10 »-ccvveereresnnancanans Ceesrenesacsasssannnanns
Para ilustrar la prueba de Dunnett, considere el experimento del ejemplo 3-1, asumiendo que el trata-
miento 5 es el control. En este ejemplo,a = 5,a-1=4,f=20yn, =n = 5. Con el nivel de 5%, en la tabla
IX del apéndice se encuentra que dyg5(4, 20) = 2.65. Por lo tanto, la diferencia critica es

dgos (4, 20)‘}2—1‘:3'1 = 2.65\’@ =4.76

(Observe que se trata de una simplificacién de la ecuacion 3-46 que resulta de un disefio balanceado.) Por
lo tanto, cualquier media de los tratamientos que difiera del control por mas de 4.76 se declararia signifi-
cativamente diferente. Las diferencias observadas son

1vs.5:y, —ys = 9.8-10.8=-1.0
2vs. 5.y, —ys = 154 -10.8= 4.6
3vs.5:y; —ys = 176 - 10.8= 6.8

4vs. 5:y, —ys = 21.6 - 10.8= 10.8
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Sélo las diferenciasy; —ys ¥y, —ys. indican alguna diferencia significativa cuando se comparan con el con-
trol; por lo tanto, se concluye que u; # usy uy # Us.

Cuando se hace 1a comparacién de los tratamientos con un control, una buena idea es usar més obser-
vaciones para el tratamiento de control (por ejemplo, ,) que para los demas tratamientos (por ejemplo,
n), suponiendo un mimero igual de observaciones para los a — 1 tratamientos restantes. El cociente n,/n
deberd elegirse de tal modo que sea aproximadamente igual a la raiz cuadrada del niimero total de trata-
mientos. Es decir, se elige n,/n = va.

3-6 MUESTRA DE SALIDA DE COMPUTADORA

Hay una gran cantidad de programas de computadora para apoyar ¢l diseiio experimental y la realizacién
de andlisis de varianza. En la figura 3-15 se muestra la salida de uno de estos programas, Design-Expert,
utilizando los datos del experimento con un solo factor del ejemplo 3-1. La suma de cuadrados correspondien-
te al “Modelo” (“Model”) es 1a SSaamiencos Usual de un disefio con un solo factor. Esa fuente se identifica adi-
cionalmente como “4”. Cuando hay més de un factor en el experimento, la suma de cuadrados (“Sum of
Squares”) del modelo se descompondra en varias fuentes (4, B, etc.). Observe que el resumen del analisis
de varianza de la parte superior de la salida de computadora contiene las sumas de cuadrados, los grados de
libertad (“DF”, degrees of freedom), los cuadrados medios (“Mean Square”) y ¢l estadistico de prueba F,
(“F Value”) acostumbrados. La columna “Prob > F” es el valor P (de hecho, el limite superior del valor P,
ya que a las probabilidades menores que 0.0001 se les asigna el valor por omisién 0.0001).
Ademads del anélisis de varianza basico, el programa presenta informaci6n adicional Wtil. La cantidad
“R cuadrada” (“R-Squared”) se define como
RZ SS Modelo _ 475 76

SS 636.96

y s¢ interpreta en términos generales como la proporcion de la variabilidad en los datos “explicada” por el
modelo del andlisis de varianza. Por lo tanto, en los datos para probar la resistencia de la fibra sintética, el
factor “peso porcentual del algodon” explica cerca de 74.69% de la variabilidad en la resistencia a la ten-
sion. Evidentemente, debe tenerse 0 < R? < 1, siendo més deseables los valores mas grandes. En la salida
se presentan también otros estadisticos en R%. R* “ajustada” (“Adj R-Squared”) es una variante del esta-
distico R comun que refleja el nimero de factores presentes en el modelo. Puede ser un estadistico ttil
en experimentos mas complejos en los que intervienen varios factores en el disefio, cuando quiere eva-
luarse el impacto de aumentar o disminuir el nimero de términos del modelo. “Desviacion estdndar”
(“Std. Dev.”) es la raiz cuadrada del cuadrado medio del error, v8.060 = 2.839,y “C.V.” es el coeficiente
de variacién, definido como ({/MS / $)100. El coeficiente de variacién mide la variabilidad no explicada
o residual de los datos como un porcentaje de la media (“Mean™) de la variable de respuesta. “PRESS”
son las siglas de Prediction Error Sum of Squares (suma de cuadrados del error de predicci6n) y es una me-
dida de la adecuacion con que es posible que el modelo del experimento predecira las respuestas en un
nuevo experimento. Son deseables valores pequefios de PRESS. Alternativamente, puede calcularse una
R para predicciones con base en PRESS (més adelante se indicard cémo hacer esto). Esta RZ , (“Pred
R-Squared”) para ¢l problema tratado aqui es 0.6046, el cual no es irrazonable, considerando que el mo-
delo explica cerca de 75% de la variabilidad del experimento en curso. El estadistico “Prediccién adecua-
da” (“Adeq Precision™) se calcula dividiendo la diferencia entre la respuesta predicha méaxima y la
respuesta predicha minima por la desviacién estdndar promedio de todas las respuestas predichas. Son
deseables valores grandes de esta cantidad, y los valores que exceden cuatro indican por lo general que el
modelo tendra un desempeno razonable en la prediccion.,

= 0.746923

Total



Utilice el mouse para posicionarse en una celda y su definicion.

Response: Strength in psi
ANOVA for Selected Factorial Model
Analysis of variance table [Partial sum of squares]

Sum of Mean F

Source Squares DF Square Value Prob > F

Model 475.76 4 118.94 14.76 <0.0001 significativo
A 475.76 4 118.94 14.76 <0.0001

Residual 161.20 20 . 8.06

Lack of Fit 0.000 o

Pure Error 161.20 20 8.06
Cor Total 636.96 24

El valor F del Modelo de 14.76 implica que el modelo es significativo. S6lo hay una probabilidad de
0.01% de que un "Valor F del Modelo" de esta magnitud pudiera ocurrir debido a ruido.

Los valores de "Prob > F" menores que 0.0500 indican que los términos del modelo son significativos.

En este caso A son términos significativos del modelo.

Los valores mayores que 0.1000 indican que los términos del modelo no son significativos.

Si hay muchos términos del modelo no significativos (sin contar los que se necesitan para apoyar
la jerarquizacidn), la reduccién del modelo puede mejorario.

Std. Dev. 2.84 R-Squared 0.7469
Mean 15.04 Adj R-Squared 0.6963
C.V. 18.88 Pred R-Squared 0.6046
PRESS 251.88 Adeq Precision 9.294

La "R cuadrada predicha® de 0.6046 concuerda razonablemente con la "R cuadrada ajustada" de
0.6963. Una diferencia mayor que 0.20 entre la "R cuadrada predicha"y la "R cuadrada ajustada”
indica un posible problema con el modelo y/o los datos.

"Precision adecuada" mide la relacion de la sefial a ruido. Es deseable una relacién mayor que 4.
La relacion de 9.294 indica una sefial adecuada para usar este modelo para navegar el espacio

- del disefio,

Treatment Means (Adjusted, If Necessary)

Estimated Standard
_ Mean Error

1-15 9.80 1.27

2-20 15.40 1.27

3-25 17.60 1.27

4-30 21.60 1.27

5-35 10.80 1.27

Mean Standard tforH,

Treatment Difference DF Error Coefi=0 Prob » | t|
1vs2 ~5.60 1 1.80 -3.12 0.0054
Tvs3 -7.80 1 1.80 —4.34 0.0003
1vs4 -11.80 1 1.80 —-6.57 - <0.0001
Tvsh —1.00 1 1.80 —0.56 0.5838
2vs3 -2.20 1 1.80 —1.23 0.2347
2vs4 —-6.20 1 1.80 -3.45 0.0025
2vsh 4.60 1 1.80 2.56 0.0186
3vs4 —-4.00 1 1.80 -2.23 0.0375
3vsb 6.80 1 1.80 3.79 0.0012
4vs b 10.80 1 1.80 6.01 «0.0001

Los valores de "Prob > |t|" menores que 0.0500 indican que la diferencia en las medias de los
dos tratamientos es significativa.

Los valores de "Prob > |t|" mayores que 0.1000 indican que la diferencia en las medias de Ios
dos tratamientos no es significativa.

Figura 3-15 Salida de computadora de Design-Expert para el ejemplo 3-1.
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Diagnostic Case Statistics

Standard Actual Predicted Student Cook’'s
Order  Value Value Residual Leverage Residual Distance Outliert
1 7.00 9.80 —2.80 - 0,200 -~-1.103 0.061 -1.109
2 7.00 9.80 ~2.80 0.200 -1.103 0.061 -1.109
3 15.00 9.80 5.20 0.200 2.048 0.210 2.245
4 11.00 9.80 1.20 0.200 0.473 0.011 0.463
5 9.00 9.80 —-0.80 0.200 -0.31% 0.005 —-0.308
6 12.00 15.40 —3.40 0.200 —1.339 0.090 —1.368
7 17.00 15.40 1.60 0.200 0.630 0.020 0.620
8 12.00 15.40 -3.40 0.200 -1.339 0.090 —1.368
9 18.00 15.40 2.60 0.200 1.024 0.052 1.025
10 18.00 15.40 2.60 0.200 1.024 0.052 1.025
1 14.00 17.60 -3.60 0.200 -1.418 0.100 —1.457
12 18.00 17.60 0.40 0.200 0.168 0.001 0.154
13 18.00 17.60 0.40 0.200 0.158 0.001 0.154
14 19.00 17.60 1.40 0.200 0.551 0.015 0.542
15 19.00 17.60 1.40 0.200 0.551 0.015 0.542
16 19.00 21.60 —2.60 0.200 —1.024 0.052 —1.025
17 25.00 21.60 3.40 0.200 1.339 0.090 1.368
18 22.00 21.60 0.40 0.200 0.158 0.001 0.154
19 19.00 21.60 —2.60 0.200 -1.024 0.052 —1.025
20 23.00 21.60 1.40 0.200 0.551 0.015 0.542
21 7.00 10.80 -3.80 0.200 —1.496 0.112 —1.548
22 10.00 10.80 —-0.80 0.200 -0.3156 0.005 —0.308
23 11.00 10.80 0.20 0.200 0.079 0.000 0.077
24 15.00 10.80 4.20 0.200 1.654 0.137 1.735
25 11.00 10.80 0.20 0.200 0.079 0.000 0.077

Proceder con las gréficas de diagnastico (el icono siguiente en progresion). Asegurarse de examinar:

1) La gréfica de probabilidad normal de los residuales studentizados para verificar la normalidad
de los residuales. :
2) Los residuales studentizados contra los valores predichos para verificar la constante del error.
3} Los puntos atipicos t contra el orden de las corridas para buscar puntos atipicos,
es decir, valores influyentes o importantes
4) La gréfica de Box-Cox para las ‘ransformaciones de potencia.
Si todos los estadisticos del modelo y las gréficas de diagnéstico estan correctos, finalizar con el icono
Model Graphs (Gréficas del Modelo).

Figura 3-15 (Continuacion.)

Se hace la estimacién de las medias (“Estimated Mean”) de los tratamientos y se muestra el error es-
tandar (“Standard Error”) (o desviacion estdndar muestral de la media de cada tratamiento, \/MS, / n).
Las diferencias entre pares de medias (“Mean Difference”) de los tratamientos se investigan utilizando el
método LSD de Fisher descrito en la secci6n 3-5.7.

El programa de computadora también calcula y despliega los residuales, segiin se definen en la ecua-
¢ién 3-16. El programa producird también todas las gréficas de los residuales que se comentaron en la sec-
cién 3-4. En la salida se muestran asimismo varios diagnésticos residuales mas. Algunos de ellos se
revisardn mas adelante,

Por dltimo, observe que el programa de computadora incluye también algunas guias para hacer la in-
terpretacion. Esta informacién “aconsejable” es muy comiin en muchos paquetes de estadistica para
computadoras personales. Al leer estas guias, recuerde que estdn escritas en términos muy generales, y
quizi no se ajusten exactamente a los requerimientos de redaccién del reporte de un experimentador par-
ticular. Esta salida aconsejable puede ser eliminada por el usuario.
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3.7 DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA

En cualquier problema de disefio experimental, una decision critica es la eleccién del tamafio de la mues-
tra; es decir, determinar el nimero de réplicas que deben correrse. En general, si el experimentador tiene
interés en detectar efectos pequefios, se necesitan mas réplicas que cuando el experimentador se interesa
en detectar efectos grandes. En esta seccién se analizan varios enfoques para determinar el tamaiio de la
muestra. Aun cuando la revision se centra en un disefio con un solo factor, la mayoria de los métodos pue-
den usarse en situaciones experimentales mas complejas.

3.7.1 Curvas de operacién caracteristica

Recuerde que una curva de operacién caracteristica es una grifica de la probabilidad del error tipo IT de
una prueba estadistica para un tamano de la muestra particular contra un parametro que refleja la medi-
da en que la hipétesis nula es falsa. El experimentador puede usar estas curvas como guia en la seleccién
del nimero de réplicas para que el disefio sea sensible a diferencias potenciales importantes en los trata-
mientos.

Se considera la probabilidad del error tipo II del modelo con efectos fijos para el caso en que se usa ¢l
mismo tamafio de las muestras en cada tratamiento, por ejemplo

=1~ P{Rechazar H,|H,es falsa}

(3-47)
=1-P{F,>F,, v H, esfalsa}

Para evaluar ¢l enunciado de probabilidad de la ecuacién 3-47, es necesario conocer cudl es la distribu-
cién del estadistico de prueba F si 1a hipétesis nula es falsa. Puede demostrarse que, si Hy es falsa, el esta-
distico Fy = MSq,umientos/ M35 se distribuye como una variable aleatoria F no central congz - 1yN —a
grados de libertad y pardmetro de no centralidad d. 8id = 0, la distribucion F no central se convierte en la
distribucion F (central) comdn.

Las curvas de operacion caracteristica que se presentan en la parte V del apéndice se usan para eva-
luar el enunciado de probabilidad de la ecuacién 3-47. En estas curvas se grafica la probabilidad del error
tipo II (f) contra un parametro @, donde

a
WS
2 i=1

P = (3-48)

ac?
La cantidad & est4 relacionada con el pardmetro de no centralidad 8. Se cuenta con curvas para e = 0.05
y a = 0.01 y un rango de grados de libertad para el numerador y el denominador.

Al usar las curvas de operacién caracteristica, €l experimentador debe especificar el pardmetro .
Con frecuencia es dificil hacer esto en la practica. Una manera de determinar @ es elegir los valores reales
de las medias de los tratamientos para los que querria rechazarse la hip6tesis nula con una alta probabili-
dad. Por lo tanto, si 4, 43, ..., 4, s0n las medias de los tratamientos especificadas, la z; de la ecuacién 3-48
se encuentra como z, = u; — 4, donde u = (1/a)=%_, _ u; es el promedio de las medias de los tratamientos
individuales. Se requiere asimismo una estimacién de ¢°. En ocasiones se cuenta con este valor por expe-
riencia previa, un experimento anterior o una prueba preliminar (como se sugiri6 en el capitulo 1), o por
una estimacién discrecional. Cuando no se tiene la seguridad acerca del valor de ¢?, los tamarios de las
muestras podrian determinarse para un rango de valores posibles de o2, a fin de estudiar el efecto de este
pardmetro sobre el tamafo de la muestra requerido, antes de hacer la eleccién final.
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EJEMPLO 3.11 »-vvevveecessnns Cesseser et teateasoninnans Cereenesssaaana
Considere ¢l experimento de la resistencia a la tensién descrito en el ejemplo 3-1. Suponga que el experi-
mentador est4 interesado en rechazar la hipdtesis nula con una probabilidad de al menos 0.90 si las me-
dias de los cinco tratamientos son

=11 =12 py=15  p,=18 'y  wus=19
Planea utilizar @ = 0.01. En este caso, puesto que X u, = 75, se tiene u = (1/5)75 = 15 y

T, =4, —A=11-15=~4

T,=u,—A=12-15=-3

T,=p,—fA=15-15= 0

T,=u,—~H=18-15= 3

T, =p;—u=19-15= 4
Por lo tanto, =;_ 77 = 50. Suponga que el experimentador piensa que la desviaci6n estandar de la resis-
tencia a la tension con cualquicer nivel particular del peso porcentual del algodén no sera mayor que o=3
psi. Entonces, al utilizar la ecuacién 3-48, se tiene

"2 r? 50
@2_ i=12 =n( 2)__111
a0’ 53)

Se usa la curva de operacién caracteristicaparag—1=5-1=4conN-a =a(n-1) = 5(n - 1) grados de
libertad del error y & = 0.01 (ver la parte V del apéndice). Como primera conjetura para el tamaiio de la
muestra requerido, se prueba con n = 4 réplicas. Esto produce @* = 1.11(4) = 4.44,® = 2.11y5(3) = 15
grados de libertad del error. Por consiguiente, en la parte V se encuentra que f=0.30. Por lo tanto, la po-
tencia de la prueba es aproximadamente 1 -8 = 1 -0.30 = 0.70, que es menor que el 0.90 requerido, por
lo que se concluye que n = 4 réplicas no son suficientes. Procediendo de manera similar, puede construir-
se la siguiente tabla: '

n P2 P a(n-1) B Potencia (1 - )
4 4.44 2.11 15 0.30 0.70
5 5.55 2.36 20 0.15 085
6 6.66 2.58 25 0.04 0.96

Porlo tanto, deben realizarse al menos n = 6 réplicas para optener una prueba con la potencia requerida. .

El tnico problema con este enfoque para usar las curvas de operacién caracteristica es que por lo general
es dificil seleccionar el conjunto de las medias de los tratamientos en el que se basari la decisién del tama-
fio de la muestra. Un enfoque alternativo es seleccionar un tamafo de la muestra tal que si la diferencia
entre las medias de dos tratamientos cualesquicra excede un valor especificado, la hipGtesis nula debera
rechazarse. Si la diferencia entre las medias de dos tratamientos cualesquiera es tan grande como D, pue-
de demostrarse que el valor minimo de @ es '

nD’

D’ = _ 3.49
2a0,2 _ ( )
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Puesto que éste es un valor minimo de @7 el tamano de la muestra correspondiente que se obtiene de la
curva de operacion caracteristica es un valor conservador; es decir, proporciona una potencia al menos
tan grande como la que especifico el experimentador.

Para ilustrar este enfoque, suponga que en el experimento de la resistencia a la tensién del ejemplo
3-1, el experimentador quisiera rechazar la hip6tesis nula con una probabilidad de al menos 0.90 si las me- -
dias de dos tratamientos cualesquiera difieren hasta en 10 psi. Entonces, suponiendo que o = 3 psi, se en-
cuentra que el valor minimo de @2 es

? = ﬂ =111ln
2A5F)

y, por el andlisis del ejemplo 3-11, se concluye que se necesitan n = 6 réplicas para obtener la sensibilidad
deseada cuando a = 0.01.

3-7.2 Especificacién de un incremento de la desviacién estindar

Este enfoque es itil en ocasiones para elegir el tamafno de la muestra. Si las medias de los tratamientos no
difieren, la desviacion estdndar de una observacion elegida al azar es o. Sin embargo, si las medias de los
tratamientos son diferentes, la desviacién estdndar de una observacion elegida al azar es

o’ +(2 r? /a)
i=1

Si se escoge un porcentaje P para el incremento de 1a desviacion estdndar de una observacion, més allé del
cual quiera rechazarse la hipdtesis de que las medias de todos los tratamientos son iguales, esto es equiva-
lente a escoger

,;1 =1+0.01P (P = por ciento)
0
(E 2/ a)
i=1 - 2 _
- (1+0.01P)* -1
de donde

o= ;/—J_= J(1+0.01P)* Z1(V/n) (3-50)

n

Por lo tanto, para un valor especificado de P, ® puede calcularse con la ecuacion 3-50 y después usar las
curvas de operacidn caracteristica de la parte V del apéndice para determinar el tamaiio de la muestra re-
querido.
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Por ejemplo, en el experimento de la resistencia a la tension del ejemplo 3-1, suponga que se desea
detectar un incremento de la desviacion estdndar de 20% con una probabilidad de al menos 0.90y a =

0.05. Entonces
®=12)? ~1(Vn)=0.66vn

Lareferencia a las curvas de operacidn caracteristica indica que se necesitan = 9 para obtener la sensibi-
lidad deseada.,

3-7.3 Método para estimar el intervalo de confianza

En este enfoque se supone que el experimentador quiere expresar los resultados finales en términos de
intervalos de confianza y que est4 dispuesto a especificar por anticipado cuél es el ancho que desea para
estos intervalos de confianza. Por ejemplo, suponga que en el experimento de la resistencia a la tensién
del ejemplo 3-1 se quiere que un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en la resistencia a la
tensién media de dos pesos porcentuales del algodén cualesquiera sea +5 psiy una estimacién previa de o
¢s 3. Entonces, al utilizar 1a ecuacidn 3-13, se encuentra que la precisién del intervalo de confianza es

2MS,
:t,a/Z,N—a T

Suponga que se prueba con n = 5 réplicas. Entonces, al usar 0> = 3> = 9 como una estimacion de MS;, la
precision del intervalo de confianza es

i2.086"K59) =396

que es més preciso que el requerimiento. Al probar ¢on n = 4 se obtiene
, 9
+2132 %(4—) =452
12.228"—2(—39—) =+546

Evidentemente, n = 4 es el tamano de la muestra menor que llevara a la precision deseada.

El nivel de significacién consignado en el ejemplo anterior se aplica a un solo intervalo de confianza.
Sin embargo, puede usarse el mismo enfoque general si el experimentador desea especificar de antemano
un conjunto de intervalos de confianza acerca del cual se hace un enunciado de confianza simultineo o
conjunto (ver los comentarios acerca de los intervalos de confianza simultaneos de la seccion 3-3.3). Ade-
mas, los intervalos de confianza podrian construirse con respecto a contrastes méas generales en las me-
dias de los tratamientos, que la comparacién por pares ilustrada antes.

Al probar con n = 3 se obtiene

3.8 IDENTIFICACION DE EFECTOS DE DISPERSION

Nos hemos enfocado aqui en el uso del andlisis de varianza y de otros métodos relacionados para determi-
nar los niveles del factor que resultan en diferencias entre las medias de los tratamientos o los niveles del
factor. Se acostumbra referirse a estos efectos como efectos de localizacion, Cuando ocurrié la desigual-
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Tabla 3-12 Datos del experimento de fundicién

Algoritmo para Observaciones
controlar la 1 2 3 4 5 6
proporcion _
1 4.93(0.05) 4.86(0.04) 4.75(0.05) 4.95(0.06) 4.79(0.03) 4,88(0.05)
2 4.85(0.04) 4.91(0.02) 4.79(0.03) 4.85(0.05) 4.75(0.03) 4.85(0.02)
3 4.83(0.09) 4.88(0.13)  4.90(0.11) 4.75(0.15) 4.82(0.08) 4.90(0.12)
4 4.89(0.03) 4.77(0.04) 4.94(0.05) 4.86(0.05) 4,79(0.03) 4.76(0.02)

dad de la varianza con los diferentes niveles del factor, se utilizaron transformaciones para estabilizar la
varianza y mejorar asi las inferencias hechas sobre los efectos de localizacién. Sin embargo, en algunos
problemas el interés se centra en descubrir si los diferentes niveles del factor afectan la variabilidad; es
decir, el interés est4 en descubrir efectos de dispersién potenciales. Esto ocurrird siempre que la desvia-
ci6n estandar, la varianza o cualquier otra medida de la variabilidad se use como variable de respuesta.

Para ilustrar estos conceptos, considere los datos de la tabla 3-12, los cuales se obtuvieron de un expe-
rimento disefiado en una fundicion de aluminio. El aluminio se produce combinando aliimina con otros
ingredientes en una celda de reaccion y aplicando calor al hacer pasar una corriente eléctrica a través de
la celda. La alimina se agrega de manera continua a la celda para mantener la proporcién apropiada de la
misma con respecto a los otros ingredientes. En este experimento se investigaron cuatro algoritmos para
controlar la proporcién. Las variables de respuesta estudiadas se relacionaron con el voltaje de la celda.
Especificamente, un sensor registra el voltaje de la celda varias veces cada segundo, produciendo miles de
mediciones del voltaje durante cada corrida del experimento. Los ingenicros del proceso decidieron usar
como variables de respuesta el voltaje promedio y la desviacion estdndar del voltaje de la celda (indicado
entre paréntesis) en la corrida experimental. El voltaje promedio es importante porque afecta la tempe-
ratura de la celda, y la desviacién estindar del voltaje (llamada “ruido del crisol” por los ingenieros del
proceso) es importante porque afecta la eficiencia global de la celda.

Se llevé a cabo un anélisis de varianza para determinar si los diferentes algoritmos para controlar la
proporcién afectan el voltaje promedio de la celda. Este revel6 que el algoritmo para controlar la propor-
cién no tuvo ningtn efecto de localizacién; es decir, al cambiar los algoritmos para controlar la propor-
ci6n no hubo ningin cambio en el voltaje promedio de la celda. (Referirse al problema 3-28.)

Para investigar los efectos de dispersién, lo mejor suele ser utilizar

log(s) o  log(s?)
como variable de respuesta, ya que la transformacion logaritmica es eficaz para estabilizar la variabilidad
en la distribuci6n de la desviacién estindar muestral. Puesto que todas las desviaciones estandar del vol-
taje del crisol son menores que la unidad, se usaré
y=-1In(s)
como la variable de respuesta. En la tabla 3-13 se presenta el analisis de varianza para esta respuesta, el

logaritmo natural del “ruido del crisol”. Observe que la eleccién de un algoritmo para controlar la pro-
porcién afecta el ruido del crisol; es decir, el algoritmo para controlar la proporcién tiene un efecto de dis-

Tabla 3-13  Andlisis de varianza del logaritmo natural del ruido del crisol

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
Algoritmo para controlar la proporcién 6.166 3 2.055 21.96 <0.001
Error 1.872 : 20 0.094

Total 8.038 23
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Ruido del crisol logaritmico promedio [-1n (s)]
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Figura 3-16 Ruido del crisol logaritmico promedio [-In(s)] de
cuatro algoritmos para controlar la proporcién en relacién con una
distribuci6n ¢ escalada con factor de escalamiento /MS, /n =
J0.094/6 =0125

persidn. Las pruebas estdndares de la adecuacién del modelo, incluyendo las graficas de probabilidad
. normal de los residuales, indican que no hay problemas con la validez del experimento. (Referirse al pro-
blema 3-29.) , ‘
En la figura 3-16 se grafica el logaritmo promedio del ruido del crisol de cada algoritmo para controlar
" la proporcién y se presenta también una distribucién ¢ escalada que se usa como distribucién de referencia
para discriminar entre los algoritmos de la proporcién. Esta gréafica revela con toda claridad que el algorit-
mo 3 para controlar la proporcién produce més ruido del crisol 0 una desviacién estdndar del voltaje de la
celda mayor que los otros algoritmos. No parece haber gran diferencia entre los algoritmos 1, 2 y 4.

3-9 EL ENFOQUE DE REGRESION PARA EL ANALISIS DE VARIANZA

Se ha ofrecido un desarrollo intuitivo o heuristico del anélisis de varianza. Sin embargo, es posible pre-
sentar un desarrollo més formal. El método ser4 de utilidad més adelante para entender los fundamentos
del an4lisis estadistico de disefios m4s complejos. Llamada la prueba general de significacién de la regre-
sién, el procedimiento consiste en esencia en encontrar la reduccion en la suma de cuadrados total para
ajustar el modelo con todos los pardmetros incluidos y la reduccién en la suma de cuadrados cuando el
modelo se restringe a la hip6tesis nula. La diferencia entre estas dos sumas de cuadrados es la suma de
cuadrados de los tratamientos con la que puede realizarse la prueba de la hip6tesis nula. El procedimien-
to requiere los estimadores de minimos cuadrados de los parametros en el modelo del analisis de varian-
za. Se dieron ya (en la seccion 3-3.3) las estimaciones de estos pardmetros; sin embargo, ahora se presenta
un desarrollo formal.

3-9.1 Estimacién de minimos cuadrados de los pardmetros del modelo

Se desarrollan ahora los estimadores de los pardmetros en el modelo con un solo factor
Yy =MFT e

utilizando el método de minimos cuadrados. Para encontrar los estimadores de minimos cuadrados de u y
7, primero se forma la suma de cuadrados de los errores

L=33 =33 (y-u-r)’ @51

i=1 j=1 i=1 j=1
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y se eligen después los valores de 4 y 7, por ejemplo iy ,, que minimicen L. Los valores adecuados serian
las soluciones de las ¢ + 1 ecuaciones simult4dneas '

' oL

a PES

L

at;

=0 i=12..a

i
Al derivar la ecuacién 3-51 con respecto a u y 7, y al igualar con cero se obtiene

233 o, -a-t)=0

i=1 j=1

—2) (y,—a-%)=0 i=12..a

j=1
de la que, después de simplificar, se obtiene
Nit+nt, +nt, +--+nt, =y

nit+nt, =y
me 4nt, =y, (3-52)
nit +nt, =y,

Alasa + 1 ecuaciones (ecuacién 3-52) cona + 1 incognitas se les llama las ecuaciones normales de
minimos cuadrados. Observe que si se suman la \ltimas a ecuaciones normales, se obtiene la primera
ecuacién normal. Por lo tanto, las ecuaciones normales no son linealmente independientes, y no existe una
solucién tinica paray, 7y, ..., 7,. Esta dificultad puede superarse mediante varios métodos. Puesto que los
efectos de los tratamientos se han definido como desviaciones de la media global, parece razonable apli-
car la restriccién
z.=0 (3-53)

i
i=1

Utilizando esta restriccién, se obtiene como solucién de las ecuaciones normales

A (3-54)
t.=5.-3 i=L3%..a

Evidentemente, esta solucién no es iinica y depende de la restriccién (ecuacién 3-53) que se ha elegi-
do. Al principio esto puede parecer desafortunado porque dos experimentadores diferentes podrian ana-
lizar los mismos datos y obtener resultados diferentes si aplican restricciones diferentes. Sin embargo,
ciertas funciones del parametro del modelo sor estimadas de manera Gnica, independientemente de la
restriccién. Algunos ejemplos son 7; ~7;, que se estimariacon?, — 2, = y, — ¥, .,y la media del tratamien-
to i-ésimo u; = u + 7, que se estimariacon 2, = A+%, =y, . '

Puesto que el interés se encuentra generalmente en las diferencias entre los efectos de los tratamien-
tos y no en sus valores reales, no produce preocupacion alguna que r; no pueda estimarse de manera (ni-
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ca. En general, cualquier funcién de los pardmetros del modelo que sea una combinacién lineal del
miembro del lado izquierdo de las ecuaciones normales (ccuaciones 3-52) puede estimarse de manera
unica. A las funciones que se estiman de manera tinica independientemente de la restriccién que se use se
les llama funciones estimables. Para més informacién, ver el material suplementario del texto de este ca-
pitulo. Nos encontramos listos para usar estas estimaciones de los pardmetros en un desarrollo general
del anélisis de varianza.

3-9.2 Prueba general de significacién de la regresion

Una parte fundamental de este procedimiento es escribir las ecuaciones normales del modelo. Estas
ecuaciones siempre podran obtenerse formando Ja funcién de minimos cuadrados y derivdndola con res-
pecto a cada pardmetro desconocido, como se hizo en la seccién 3-9.1. Sin embargo, se cuenta con un mé-
todo mas sencillo. Las reglas siguientes permiten escribir directamente las ecuaciones normales del
modelo de cualquier disefio experimental:

REGLA 1. Hay una ecuacion normal para cada pardmetro del modelo que va a estimarse.

REGLA 2. El miembro derecho de cualquier ecuacién normal es s6lo la suma de todas las observa-
ciones que contienen el parAmetro asociado con esa ecuacién normal particular.

Para ilustrar esta regla, considere el modelo con un solo factor. La primera ecuacién normal
corresponde al pardmetro u; por lo tanto, el miembro derecho esy_, ya que fodas las observacio-
nes incluyen a u. :

REGLA 3. Elmiembro izquierdo de cualquier ecuacion normal es la suma de todos los parametros
del modelo, donde cada pardmetro estd multiplicado por el nimero de veces que aparece en el
total del miembro derecho. Los pardmetros se escriben con un acento circunflejo (*) para indicar
que son estimadores y no los verdaderos valores de los pardmetros.

Por ejemplo, considere la primera ecuacién normal en un experimento con un solo factor. De acuer-
do con las reglas anteriores, ésta seria

Ni+nt +nt,+---+nt, =y

porque u aparece en las N observaciones, 7, s6lo aparece en las n observaciones hechas bajo el primer tra-
tamiento, 7, aparece s6lo en las n observaciones tomadas bajo el segundo tratamiento, etc. Por la ecua-
cién 3-52 se verifica que la ecuacién presentada arriba es correcta. La segunda ecuacion normal
corresponderia a 7, y es

ni+nt, =y,

porgue sélo las observaciones del primer tratamiento contienen a 7, (esto day, como miembro derecho),
MY T, aparecen exactamente n veces eny, , y todas las demas t; aparecen cero veces. En general, el miem-
bro izquierdo de cualquier ecuacién normal es el valor esperado del miembro derecho.

Ahora bien, considere encontrar la reduccion en la suma de cuadrados ajustando un modelo particu-
lar a los datos. Al ajustar un modelo a los datos se “explica” parte de la variabilidad; es decir, la variabili-
dad no explicada se reduce en cierta cantidad. La reducci6n en la variabilidad no explicada es siempre la
sumia de las estimaciones de los pardmetros, cada una de ellas multiplicada por el segundo miembro de la
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ecuacién normal que corresponde al pardmetro especifico. Por ejemplo, en un experimento con un solo
factor, la reduccién debida al ajuste del modelo completo y, = u + 7, + £; es

R(ﬂ, t)= /-A‘y.. +i1y1. +i2)’2. + +faya.
. (3-55)
=1y, +z (4

=1

La notacién R(u, 7) significa la reduccién en lasuma de cuadrados a partir del ajuste del modelo que con-
tiene au'y {r;}. A R(4, 7) se le llama en ocasiones la suma de cuadrados “de regresion” del modelo com-
pletoy; = u + 7, + ¢;. El nimero de grados de libertad asociado con una reduccién en la suma de
cuadrados, tal como R(u, ), siempre es igual al nimero de ecuaciones normales linealmente indepen-
dientes. El resto de la variabilidad no explicada por €l modelo se encuentra con

S§Sg = 22 y; — R(m,7) (3-56)

i=1 j=1

Esta cantidad se usa en el denominador del estadistico de pruecba de Hyr, = 1, =--- =1, = 0.

A continuacién se ilustra la prueba general de significacion de la regresion para un experimento con
un solo factor y se demuestra que produce el anélisis de varianza de un solo factor comiin. El modelo es
y;j = # + 7; + & y las ecuaciones normales se encuentran con las reglas anteriores como

Ni+nt, +nt,+--+nt, =y

nji+ni, =y
nji +nt, =D
nit +nf, =y,

Compare estas ecuaciones normales con las que se obtuvieron en la ecuacién 3-52.
Al aplicar la restriccién Z7_ %, = 0, los estimadores de u y 7; son

ﬁ=y. ?i=yi._y_. i=1, 2,...,0

La reduccién en la suma de cuadrados debida al ajuste de este modelo completo se encuentra con la ecua-
cién 3-55 como

R(u, 7)= ﬂy..."'j: Ty

i=]

=(7. ). +§a: 3. -3

im]

2 a
= yw*'g Yy __72 Y

im]
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que tiene a grados de libertad porque hay  ecuaciones normales linealmente independientes. La suma de
cuadrados del error es, por la ecuacién 3-56,

SSE = 22’.: yii‘. — R(u,7)

i=1 j=1

3 w-3 1,:*

i=1 j=1 i=1

y tiene N - a grados de libertad.

Para encontrar la suma de cuadrados que resulta de los efectos de los tratamientos (el {z;}), se consi-
dera que el modelo se restringe a la hip6tesis nula; es decir, 7, = 0 para toda i. El modelo reducido es V=
u# + &; Hay una sola ecuacién normal para este modelo:

Na=y,

y el estimador de u €s 1 = ¥ _. Por lo tanto, la reduccién en la suma de cuadrados que resulta de ajustar el
modelo reducido que sélo contiene a u es

2

R(1)=(3.)(7.)= %

Puesto que hay una sola ecuacién normal para este modelo reducido, R(u) tiene un grado de libertad. La
suma de cuadrados debida al {z;}, dado que # ya est4 incluida en el modelo, es la diferencia entre R, v)y

R(u), que es

R(t|u)= R(, 1)~ R(i)
= R(Modelo Completo)— R(Modelo Reducido)

1< _2y..

con a - 1 grados de libertad, que por la ecuacién 3-9 se identifica como SSq,,mienrs- EStableciendo el su-
puesto de normalidad usual, el estadistico apropiado para probar Hy: 1, =7, =+--=17, = 0 es

o R(tu)/(a~1)

| [2‘,2 i = R r)}/(N-a)

i=1 j=1

que se distribuye como F, ; v, bajo la hipétesis nula. Se trata, desde luego, del estadistico de prueba para
el andlisis de varianza de un solo factor.

3.10 METODOS NO PARAMETRICOS EN EL ANALISIS DE VARIANZA

3-10.1 La prueba de Kruskal-Wallis

En situaciones en las que ¢l supuesto de normalidad no esté justificado, ¢l experimentador quiz4 quiera
usar un procedimiento alternativo del analisis de varianza con la prueba F que no dependa de este su-
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puesto. Kruskal y Wallis [68] han desarrollado este procedimiento. La prueba de Kruskal-Wallis se usa
para probar la hip6tesis nula de que los a tratamientos son idénticos contra la hip6tesis alternativa de que
algunos de los tratamientos generan observaciones que son mayores que otras. Debido a que el procedi-
miento esté disefiado para ser sensible al probar las diferencias en las medias, en ocasiones es conveniente
considerar la prueba de Kruskal-Wallis como una prueba de la igualdad de las medias de los tratamientos.
La prueba de Kruskal-Wallis es una alternativa no paramétrica del anilisis de varianza usual.

Para realizar la prueba de Kruskai-Wallis, primero se hace la clasificacion en rangos de lasy; observa-
ciones en orden ascendente y cada observacion se reemplaza con su rango, por ejemplo R;, asigndndole a
la observacién menor el rango 1. En el caso de empates (observaciones que tienen el mismo valor), se
asigna el rango promedio a cada una de las observaciones empatadas. Sea R; 1a suma de los rangos del tra-
tamiento i-ésimo. El estadistico de prueba es

L[S RL_N(N+D® ]
H+Sz[2 - 7 J (3-57)

i=1 i

donde n; es el niimero de observaciones del tratamiento i-€simo, N es el nimero total de observacionesy

N(N+1)
=77 [22 ] (3-58)

Observe que S? es sélo la varianza de los rangos. Si no hay empates, §* = N(N + 1)/12, y el estadistico de
prueba se simplifica a
12 & R |
=) —=—3N+1 3-59
N(N+1) 2 n, X ) (3-59)

im]

Cuando el nimero de empates es moderado, habra pequeiias diferencias entre las ecuaciones 3-57y 3-59,
y puede usarse la forma mas simple (ecuacion 3-59). Si las n; son razonablemente grandes, por ejemplo
= 5, H se distribuye aproximadamente como x> , bajo la hip6tesis nula. Por lo tanto, si

H> xi,n—l

la hip6tesis nula se rechaza. También podria usarse el enfoque del valor P.

En la tabla 3-14 se muestran los datos del ejemplo 3-1y sus rangos correspondientes. Puesto que hay un
ntamero bastante grande de empates, la ecuacion 3-57 se usa como el estadistico de prueba. Por la ecua-

ci6n 3-58 se encuentra
le R - N(N+1) ]

i=1 j=1
25(26)*
=2 [5497 79-==7 ]

= 5303
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Tabla 3-14 Datos y rangos para el experimento de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-1
Peso porcentual del algodén

15 20 25 30 35
Yy Ry Yo Ry Y3 Ry Y R, Vs Ry
7 2.0 12 9.5 14 ] 11.0 19 20.5 7 2.0
7 2.0 17 14.0 18 16.5 25 25.0 10 5.0
15 12.5 12 9.5 18 16.5 22 23.0 11 7.0
11 7.0 18 16.5 19 20.5 19 20.5 15 12.5
9 4.0 18 16.5 19 20.5 23 24.0 11 7.0
R 275 ' 66.0 85.0 113.0 335

y el estadistico de prueba es

ol [ER—E* N(N+1)”'}

- s ~ n, 4
1 25(26)”
=_———{52450—- —"—"
5303{ 4 ]
=19.25

Puesto que H >y}, ,,4 = 13.28, se rechazaria la hip6tesis nula y se concluiria que los tratamientos difie-
ren. (Elvalor P para H = 19.25 es P = 0.0002.) Se trata de la misma conclusién obtenida por el analisis de
varianza usual con la prueba F.

3-10.2 Comentarios generales sobre la transformacién de rangos

Al procedimiento utilizado en la seccion anterior de reemplazar las observaciones con sus rangos se le lla-
ma la transformacién de rangos. Es una técnica muy poderosa y atil. Si se aplicara la prueba F comiin a
los rangos en lugar de a los datos originales, se obtendria

B H/(a—1)
" (N-1~H)/(N—a)

(3-60)

- como el estadistico de prueba (ver Conover [20], p. 337). Observe que cuando el estadistico H de Krus-
kal-Wallis se incrementa o decrementa, F, también se incrementa o decrementa, por lo que la prueba de
Kruskal-Wallis es equivalente a aplicar el andlisis de varianza comin a los rangos.

La transformacién de rangos tiene una amplia aplicabilidad en los problemas de disefio experimental
para los que no existe ninguna alternativa no paramétrica para el analisis de varianza. Esto incluye mu-
chos de los disefios de capitulos subsecuentes de este libro. Silos datos estin en rangos y se aplica la prue-
ba F comun, el resultado es un procedimiento aproximado que tiene buenas propiedades estadisticas (ver
Conover e Iman [30a, b]). Cuando existe preocupacién acerca del supuesto de normalidad o por el efecto
de puntos atipicos o valores “absurdos”, se recomienda que el anlisis de varianza comun se realice tanto
en los datos originales como en Jos rangos. Cuando ambos procedimientos producen resultados similares,
probablemente los supuestos del analisis de varianza se satisfacen razonablemente, y el andlisis estdndar
es satisfactorio. Cuando los dos procedimientos difieren, debera darse preferencia a la transformacién de
rangos, ya que es menos posible que sea distorsionada por una condicién de no normalidad o la presencia
de observaciones inusuales. En tales casos, tal vez el experimentador quiera investigar el uso de transfor-
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maciones para la falta de normalidad y examinar los datos y el procedimiento experimental a fin de deter-
minar si hay puntos atipicos y por qué han ocurrido.

3-.11 PROBLEMAS

3-1.

3-3.

3-4.

Se estudia la resistencia a la tensién del cemento portland. Pueden usarse econémicamente cuatro diferentes
técnicas de mezclado. Se han colectado los siguientes datos:

Técnica de mezclado Resistencia a la tensién (Ib/pulg?)
1 3129 3000 2865 2890
2 3200 3300 2975 3150
3 2800 2900 2985 3050
4 2600 2700 2600 2765

a) Probarlahip6tesis de que las técnicas de mezclado afectan la resistencia del cemento. Utilizar @ = 0.05.

b) Construir una representacion grafica como se describi6 en la seccién 3-5.3 para comparar las resistencias
a la tensién promedio de las cuatro técnicas de mezclado. (A qué conclusiones se llega?

¢) Usar el método LSD de Fisher con @ = 0.05 para hacer comparaciones entre pares de medias.

d) Construir una gréafica de probabilidad normal de los residuales. ¢Qué conclusiones s sacarian acerca de
la validez del supuesto de normalidad?

e) Graficar los residuales contra la resistencia a la tension predicha. Comentar la grafica.

f) Hacer un diagrama de dispersion de los resultados como ayuda para la interpretacion de los resultados
de este experimento.

a) Resolver de nuevo el inciso b del problema 3-1 utilizando la prueba del rango miltiple de Duncan cona
= (.05. (Hay alguna diferencia en las conclusiones?

b) Resolver de nuevo el inciso b del problema 3-1 utilizando la prueba de Tukey cona = 0.05. ¢Se llega alas
mismas conclusiones con la prueba de Tukey que las obtenidas con ¢l procedimiento grafico y/o con la
prueba del rango multiple de Duncan?

c¢) Explicar la diferencia entre los procedimientos de Duncan y de Tukey.

Considere nuevamente el problema 3-1. Encontrar un intervalo de confianza de 95% para la resistencia a la

tensién media del cemento portland que produce cada una de las cuatro técnicas de mezclado. Encontrar

también un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en las medias de las técnicas 1y 3. (Sirve esto de
ayuda para interpretar los resultados del experimento?

Se llevo a cabo un experimento a fin de determinar si cuatro tempcraturas de coccion especificas afectan la

densidad de cierto tipo de ladrillo. El experimento produjo los siguientes datos:

Temperatura Densidad
100 21.8 219 217 21.6 217
125 217 214 21.5 214
150 21.9 218 21.8 21.6 215
175 219 21.7 218 214

a) ¢La temperatura de coccién afecta la densidad de los ladrillos? Utilizar @ = 0.05.

b) (Es apropiado comparar las medias utilizando la prueba del rango miiltiple de Duncan (por ejemplo) en
este experimento?

¢) Analizar los residuales de este experimento. (Se satisfacen los supuestos del anélisis de varianza?

d) Construir una representacion grafica de los tratamientos como se describi6 en la seccién 3-5.3. ¢Esta
grafica resume adecuadamente los resultados del andlisis de varianza del inciso a?
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3-5.

3-6.

3-7.

3-8.

3-9.
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Resolver de nuevo el inciso d del problema 3-4 utilizando ¢l método LSD de Fisher. A qué conclusiones se
llega? Explicar en detalle c6mo se modific6 la técnica para tomar en cuenta los tamafios de las muestras desi-
guales.

Un fabricante de televisores esté interesado en el efecto de cuatro tipos diferentes de recubrimientos para cines-
copios de color sobre la conductividad de un cinescopio. Se obtienen los siguientes datos de la conductividad:

Tipo de recubrimiento Conductividad
1 143 141 150 146
2 152 149 137 143
3 134 136 132 127
4 129 127 132 129

a) (Hay alguna diferencia en la conductividad debida al tipo de recubrimiento? Utilizar a = 0.05.

b) Estimar la media global y los efectos de los tratamientos.

¢) Calcular la estimaci6n de un intervalo de confianza de 95% para la media del tipo de recubrimiento 4.
Calcular la estimacién de un intervalo de confianza de 99% para la diferencia media entre los tipos de re-
cubrimiento 1y 4.

d) Probar todos los pares de medias utilizando el método LSD de Fisher con @ = (.05,

e) Usar el método gréfico comentado en la seccion 3-5.3 para comparar las medias. ¢ Cual es el tipo de recu-
brimiento que produce la conductividad mds alta?

/) Suponiendo que el recubrimiento tipo 4 es el que se est4 usando actualmente, qué se recomendaria al
fabricante? Quiere minimizarse la conductividad.

Considere nuevamente ¢l experimento del problema 3-6. Analizar los residuales y sacar conclusiones acerca

de la adecuacién del modelo.

En un articulo de ACI Materials Journal (vol. 84, pp. 213-216) se describen varios experimentos para investi-

gar el varillado del concreto para eliminar el aire atrapado. Se us6 un cilindro de 3 x 6 pulgadas; y el nimero

de veces que esta barra se utiliz6 es la variable del disefio. La resistencia a la compresién resultante de la

muestra de concreto es la respuesta. Los datos se muestran en la tabla siguiente: :

Nivel de varillado Resistencia a la compresién
10 1530 1530 1440
15 1610 1650 1500
20 1560 . 1730 1530
25 1500 1490 1510

a) (Hay alguna diferencia en la resistencia a la compresién debida al nivel de varillado? Utilizar & = 0.05.

b) Encontrar el valor P para el estadistico F del inciso a.

¢) Analizar los residuales de este experimento. {Qué conclusiones pueden sacarse acerca de los supuestos
fundamentales del modelo?

d) Construir una representacion grafica para comparar las medias de los tratamientos, como se describié
en la secci6én 3-5.3.

En un articulo de Environment International (vol. 18, no. 4) se describe un experimento en el que se investigo

la cantidad de rad6n liberado en las duchas. Se usé agua enriquecida con radén en el experimento, y se pro-

baron seis didmetros diferentes de los orificios de 1as regaderas. Los datos del experimento se muestran enla

siguiente tabla:
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Didmetro de

los orificios Radén liberado (%) .
0.37 80 83 83 85
0.51 75 75 79 79
0.71 74 73 76 77
1.02 67 72 74 74
1.40 62 62 67 69
1.99 60 61 64 66

a) ¢El tamaiio de los orificios afecta el porcentaje promedio del radén liberado? Utilizar ¢ = 0.05.

b) Encontrar el valor P para el estadistico F del inciso a.

¢) Analizar los residuales de este experimento.

d) Encontrar un intervalo de confianza de 95% para el porcentaje promedio de radén liberado cuando el
didmetro de los orificios es 1.40.

€) Construir una representacién grafica para comparar las medias de los tratamientos, como se describié
en la seccién 3-5.3. ¢Qué conclusiones pueden sacarse?

Se determiné el tiempo de respuesta en milisegundos para tres diferentes tipos de circuitos que po-

drian usarse en un mecanismo de desconexion automdtica. Los resultados se muestran en la siguiente

tabla:

Tipo de circuito Tiempo de respuesta
1 9 12 10 8 15
2 20 21 23 17 30

3 6 5 8 16 7

a) Probar la hipétesis de que los tres tipos de circuitos tienen el mismo tiempo de respuesta. Utilizar
a = 0.01.

b) Usar la prueba de Tukey para comparar pares de medias de los tratamientos. Utilizar ¢ = 0.01.

¢) Usar el procedimiento gréfico de la seccién 3-5.3 para comparar las medias de los tratamientos, LQué
conclusiones pueden sacarse? (Cémo se comparan con las conclusiones del inciso b?

d) Construir un conjunto de contrastes ortogonales, suponiendo que al principio del experimento se sospe-
chaba que el tiempo de respuesta del circuito tipo 2 era diferente del de los otros dos.

e) Siellector fuera el ingeniero de disefio y quisiera minimizar el tiempo de respuesta, Lqué tipo de circuito
seleccionarfa?

) Analizar los residuales de este experimento. {Se satisfacen los supuestos del andlisis de varianza ba-
sico?

Se estudia la vida efectiva de los fluidos aislantes en una carga acelerada de 35 kV. Se han obtenido datos de

una prueba para cuatro tipos de fluidos. Los resultados fueron los siguientes:

Tipo de fluido Vida (en horas) con 35 kV de carga
1 17.6 189 163 174 20.1 21.6
2 16.9 15.3 18.6 17.1 19.5 203
3 214 23.6 194 18.5 20.5 22.3
4 19.3 21.1 16.9 17.5 18.3 19.8
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3-12.

3-13.

3-14.
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@) (Hay algin indicio de que los fluidos difieran? Utilizar « = 0.05.

b) iCudl fluido seleccionaria el lector, dado que el objetivo es conseguir la vida efectiva més larga?
c¢) Analizarlos residuales de este experimento. ;Se satisfacen los supuestos del an4lisis de varianza bésico?
Se estudian cuatro diferentes tipos de disefios de un circuito digital de computadora para comparar la canti-
dad de ruido presente. Se obtienen los siguientes datos:

Disefio del circuito Ruido observado

1 19 20 19 30 8
2 80 61 73 56 80
3 47 26 25 35 50
4

95 46 83 78 97

a) ¢La cantidad de ruido presente es la misma para los cuatro disefios? Utilizar ¢ = 0.05.

b) Analizar los residuales de este experimento. (Se satisfacen los supuestos del anilisis de varianza?
¢) 4Qué disefio del circuito se seleccionaria para usarlo? El ruido bajo es mejor.

Se pide a cuatro quimicos que determinen el porcentaje de alcohol metilico en cierto compuesto quimico.
Cada quimico hace tres determinaciones, y los resultados son los siguientes:

Quimico Porcentaje de alcohol metilico
1 84.99 84.04 84.38
2 85.15 85.13 84.88
3 84.72 84.48 85.16
4 84.20 84.10 84.55

a) Los quimicos difieren significativamente? Utilizar ¢ = 0.05.

b) Analizar los residuales de este experimento.

c) Si el quimico 2 es un empleado nuevo, construir un conjunto razonable de contrastes ortogonales que
podria haberse usado al principio del experimento.

Se someten a estudio tres marcas de baterfas. Se sospecha que las vidas (en semanas) de las tres marcas son

diferentes. Se prueban cinco baterfas de cada marca con los resultados siguientes:

Semanas de vida
Marca 1 Marca 2 Marca 3
100 76 108
96 80 100
92 75 96
96 84 98
92 82 100

a) (Las vidas de estas tres marcas son diferentes?

b)
€)

Analizar los residuales de este experimento.

Construir la estimacion de un intervalo de confianza de 95% para la vida media de la bateria marca 2.
Construir la estimacion del intervalo de confianza de 99% para la diferencia media entre las vidas de las -
baterias marcas 2y 3. '
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d) (Qué marca seleccionaria el lector para usarla? Si el fabricante reemplazara sin cargo cualquier bateria
que dure menos de 85 semanas, iqué porcentaje esperaria reemplazar la compaiiia?

Se estdn investigando cuatro catalizadores que pueden afectar la-concentracién de un componente en una

mezcla liquida de tres componentes. Se obtienen las-siguientes concentraciones:

Catalizador
1 2 3 4
58.2 56.3 50.1 52.9
57.2 545 54.2 499
58.4 57.0 55.4 50.0
55.8 55.3 51.7

54.9

a) ¢iLos cuatro catalizadores tienen el mismo efecto sobre la concentracién?

b) Analizar los residuales de este experimento.

¢) Construir la estimacion de un intervalo de confianza de 99% para la respuesta media del catalizador 1.
Se llevo a cabo un experimento para investigar la eficacia de cinco materiales aislantes. Se probaron cuatro
muestras de cada material con un nivel elevado de voltaje para acelerar el tiempo de falla. Los tiempos de fa-
lla (en minutos) se muestran abajo:

Material Tiempo de falla (minutos)
1 110 157 194 178
2 1 2 4 18
3 880 1256 5276 4355
4 495 7040 5307 10,050
5 7 5 29 2

a) ¢Los cinco materiales tienen el mismo efecto sobre el tiempo de falla?

b) Graficar los residuales contra la respuesta predicha. Construir una grafica de probabilidad normal de los
residuales. {Qué informacién transmiten estas gréificas?

¢) Conbase enlarespuesta del inciso b, realizar otro anlisis de los datos del tiempo de falla y sacar las con-
clusiones apropiadas.

Un fabricante de semiconductores ha desarrollado tres métodos diferentes para reducir el conteo de particu-

las en las obleas, Los tres métodos se prueban en cinco obleas y se obtiene el conteo de particulas después del

tratamiento. Los datos se muestran abajo:

Método Conteo
1 31 10 21 4 1
2 62 40 24 30 35
3 53 27 120 97 68

a) (Todos los métodos tienen el mismo efecto sobre el conteo promedio de particulas?

b) Graficar los residuales contra la respuesta predicha. Construir una gréfica de probabilidad normal de los
residuales. {Hay motivo de preocupacién potencial acerca de la validez de los supuestos?

¢) Conbase enlarespuesta del inciso b, realizar otro anlisis de los datos del conteo de particulas y sacar las
conclusiones apropiadas.
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Considere la prueba de la igualdad de las medias de dos poblaciones normales, donde las varianzas son des-
conocidas pero se suponen iguales. El procedimiento de prueba apropiado es la prueba ¢ agrupada o combi-
nada. Demostrar que la prueba ¢ combinada es equivalente al anlisis de varianza de un solo factor.
Demostrar que la varianza de la combinacién lineal 37_c,y; es 0% n,c’.

En un experimento con efectos fijos, suponga que hay » observaciones para cada uno de cuatro tratamientos.

Sean QF, Q?, (% los componentes con un solo grado de libertad de los contrastes ortogonales. Demostrar que

SSTl'atamiemos = Qz + le + Qg‘

Utilizar la prueba de Bartlett para determinar si el supuesto de la igualdad de las varianzas se satisface en el

problema 3-14. Utilizar a = (.05. {Se lleg6 a la misma conclusi6n respecto de la ignaldad de las varianzas con

el examen de las graficas de los residuales? :

Utilizar la prueba de Levene modificada para determinar si el supuesto de las varianzas iguales se satisface

en el problema 3-14. Utilizar ¢ = 0.05. 4S¢ llegd a la misma conclusién respecto de la igualdad de las varian-

zas con el examen de las gréficas de los residuales?

Referirse al problema 3-10. Si quiere detectarse una diferencia maxima en los tiempos de respuesta prome-

dio de 10 milisegundos con una probabilidad de al menos 0.90, iqué tamafio de la muestra deberi usarse?

{COmo se obtendria una estimacion preliminar de ¢2?

Referirse al problema 3-14,

a) Siquiere detectarse una diferencia méxima enla vida de las bater{as de 10 horas con una probabilidad de
al menos 0.90, {qué tamafio de la muestra deberd usarse? Comentar c6mo se obtendria una estimacién
preliminar de o2 para responder esta pregunta.

b) Siladiferencia entre las marcas es lo suficientemente grande para que la desviaci6n estandar de una ob-
servacion se incremente en 25%, (qué tamaio de la muestra deberé usarse si quiere detectarse esto con
una probabilidad de al menos 0.907

Considere el experimento del problema 3-14. Si quiere construirse un intervalo de conflanza de 95% parala

diferencia en las vidas medias de dos baterias que tenga una precision de *+2 semanas, jcudntas baterias de

cada marca deben probarse?

Suponga que cuatro poblaciones normales tienen medias i, = 50, u, = 60, 13 = 50y u, = 60. { Cuéntas obser-

vaciones deberdn hacerse en cada poblacion para que la probabilidad de rechazar la hipétesis nula de la

igualdad de las medias poblacionales sea al menos 0.90? Suponer que a = 0.05 y que una estimacién razona-

ble de la varianza de error es 02 = 25.

Referirse al problema 3-26.

@) &En qué forma cambiaria la respuesta si una estimacién razonable de la varianza del error experimental
fuera o? = 367

b) (Enqué forma cambiaria la respuesta si una estimacion razonable de la varianza del error experimental
fuera o2 = 497

c) ¢Puede sacarse alguna conclusion acerca de la sensibilidad de la respuesta dada en esta situacién
particular acerca de c6mo afecta la estimacidn de o la decision referente al tamafio de la muestra?

d) {Puede hacerse alguna recomendacion acerca de como deberia usarse este enfoque general para elegirn
en la préctica?

Referirse al experimento de la fundicién de aluminio descrito en la seccién 3-8. Verificar que los métodos

para controlar la proporcién de alimina no afectan el voltaje promedio de la celda. Construir una grifica de

probabilidad normal de los residuales. Graficar los residuales contra los valores predichos. (Existe algin in-
dicio de que se violan algunos de los supuestos fundamentales?

Referirse al experimento de la fundicion de aluminio de la seccién 3-8. Verificar el anilisis de varianza del

ruido del crisol que se resume en la tabla 3-13. Examinar las graficas de los residuales usuales y comentar la

validez del experimento.

Se investigaron cuatro diferentes velocidades de alimentacion en un experimento con una maquina CNC que

produce una pieza que se usa en la unidad de potencia auxiliar de un avién. El ingeniero de manufactura a

cargo del experimento sabe que una dimensi6n critica de la pieza de interés puede ser afectada por la veloci-

dad de alimentacién. Sin embargo, la experiencia previa indica que es probable que s6lo estén presentes
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efectos de dispersién. Es decir, al cambiarse la velocidad de alimentaci6n no se afecta la dimensi6n prome-
dio, pero podria afectarse la variabilidad dimensional. El ingeniero realiza cinco corridas de produccion con
cada velocidad de alimentaci6n y obtiene la desviaci6n estandar de la dimension critica (en 102 mm). Los da-
tos se muestran abajo. Suponer que todas las corridas se hicieron en orden aleatorio.

Velocidad de alimentacién Corrida de produccién
(pulgadas/minuto) 1 2 3 4 5
10 0.09 0.10 0.13 0.08 0.07
12 0.06 0.09 0.12 0.07 0.12
14 0.11 0.08 0.08 0.05 0.06
16 0.19 0.13 0.15 0.20 0.11

a) ¢Lavelocidad de alimentaci6n tiene algiin efecto sobre la desviacién estdndar de esta dimensién critica?

b) Usar los residuales de este experimento para investigar la adecuacién del modelo. {Hay algiin problema
con la validez experimental?

Considere los datos del problema 3-10,

a) Escribir las ecuaciones normales de minimos cuadrados para este problema y resolverlas para iyt,, uti-
lizando la restriccién usual (Z;_,7, = 0) Estimar 7, — 7,.

b) Resolver las ecuaciones del inciso 2 utilizando la restriccién 7, = 0. {Los estimadores %,y it son los mis-
mos que se encontraron en el inciso a? {Por qué? Estimar ahora r, -7,y comparar la respuesta con la del
inciso a. {Qué afirmacién puede hacerse respecto de estimar los contrastes en las 7,2

c) Estimaru +1,,2t,—t,—1,, Y1 + 7, + 1, utilizando las dos soluciones de las ecuaciones normales Com-
parar los resultados obtenidos en cada caso.

Aplicar la prueba general de significacién de la regresién en el experimento del ejemplo 3-1. Demostrar que

el procedimiento produce los mismos resultados que el anélisis de varianza usual.

Usar la prueba de Kruskal-Wallis en el experimento del problema 3-11. Comparar las conclusiones obtenidas

con las del anlisis de varianza usual.

Usar la prueba de Kruskal-Wallis en el experimento del problema 3-12. {Los resultados son comparables con

los encontrados por el anlisis de varianza usual?

Considere el experimento del ejemplo 3-1. Suponga que la observacién mayor de la resistencia a la tensién se

registré incorrectamente como 50. {Qué efecto tiene esto sobre el andlisis de varianza usual? {Qué efecto

tiene sobre la prueba de Kruskal-Wallis?



Bloques aleatorizados,

cuadrados latinos y disefios

relacionados

4.1 DISENO DE BLOQUES COMPLETOS ALEATORIZADOS

En cualquier experimento, la variabilidad que surge de un factor perturbador puede afectar los resulta-
dos. En general, un factor perturbador puede definirse como un factor del disefio que probablemente
tenga un efecto sobre la respuesta, pero en el que no existe un interés especifico. En ocasiones un factor
perturbador es desconocido y no controlable; es decir, se desconoce la existencia de ese factor e incluso
puede tener niveles variables mientras se esté realizando el experimento. La aleatorizacién es la técnica
de disefio que se utiliza para protegerse contra estos factores perturbadores “que estan al acecho”. En
otros casos, el factor perturbador es conocido pero no controlable. Si por lo menos puede observarse el
valor que asume el factor perturbador en cada corrida del experimento, €s posible hacer la compensacién
correspondiente en el andlisis estadistico mediante el uso del andlisis de covarianza, una técnica que se
revisard en el capitulo 14. Cuando la fuente de variabilidad perturbadora es conocida y controlable, pue-
de usarse una técnica de disefio [lamada formacién de blogques para eliminar de manera sistematica su
efecto sobre las comparaciones estadisticas entre los tratamientos. La formaci6n de bloques es una técni-
ca de disefio en extremo importante que se utiliza ampliamente en la experimentacion industrial, y es la
materia de este capitulo. ‘

Para ilustrar la idea general, suponga que quiere determinarse si cuatro puntas diferentes producen o
no lecturas diferentes en una maquina para probar la dureza. Un experimento como éste podria ser parte
de un estudio de la aptitud en la calibracién de los instrumentos. La maquina funciona presionando la
punta en un ejemplar de prueba de metal, y por la profundidad de la depresion resultante puede determi-
narse la dureza del ejemplar. El experimentador ha decidido obtener cuatro observaciones para cada
punta. Hay un solo factor —el tipo de punta—, y un disefio completamente aleatorizado de un solo factor
consistiria en asignar al azar cada una de las 4 X 4 = 16 corridas a una unidad experimental, es decir, aun
ejemplar de prueba de metal, y observar qué resulta de la lectura de la dureza. Por lo tanto, se necesita-
tian 16 ejemplares de prueba de metal en este experimento, uno por cada corrida del disefio.

Existe un problema potencialmente serio con un experimento por completo aleatorizado en esta si-
tuacién de disefio. Si los ejemplares de prueba de metal difieren ligeramente en sus durezas, como podria

126
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Tabla 4-1 Disefio de bloques completos aleatorizados para el
experimento de la prueba de la dureza

Ejemplar de prueba
Tipo de punta 1 - 3 4
1 9.3 9.4 . 96 10.0
2 9.4 9.3 9.8 9.9
3 9.2 9.4 9.5 9.7
4 9.7 9.6 10.0 10.2

ocurrir si se tomaran de lingotes que se produjeron con temperaturas diferentes, las unidades experimen-
tales (los ejemplares de prueba) contribuiran a la variabilidad observada en los datos de la dureza. Como
resultado, el error experimental reflejara tanto el error aleatorio como la variabilidad entre los ejempla-
res de prueba.

El objetivo seria hacer el error experimental tan pequeiio como fuera posible; es decir, querria elimi-
narse del error experimental la variabilidad entre los ejemplares de prueba. Un disefio para lograr esto
requiere que el experimentador pruebe cada punta una vez en cada uno de los cuatro ejemplares de prue-
ba. A este disefio, que se muestra en la tabla 4-1, sc le llama disefio de bloques completos aleatorizados
(RCBD, randomized complete block design). La respuesta observada es la dureza en la escala C de Rockwell
menos 40. La palabra “completos” indica que cada bloque (ejemplar de prueba) contiene todos los tratamien-
tos (puntas). Al utilizar este disefio, los bloques o ejemplares de prueba forman una unidad experimental
mas homogénea en la cual comparar las puntas. De hecho, esta estrategia de disefio mejora la precision
de las comparaciones entre las puntas al eliminar la variabilidad entre los ejemplares de prueba. Dentro de
un bloque, ¢l orden en que se prueban las cuatro puntas se determina aleatoriamente. Observe la simili-
tud de este problema de disefio con el de 1a seccion 2-5, donde se analizé la prueba ¢t pareada. El disefio de
bloques completos aleatorizados es una generalizacidn de ese concepto.

El RCBD es uno de los disefios experimentales mas utilizados. Son numerosas las situaciones en las
que ¢l RCBD es apropiado. Las unidades de equipo o maquinaria de prueba son con frecuencia diferen-
tes en sus caracteristicas de operacion y serian un factor de formacion de bloques tipico. Lotes de materia
prima, personasy el tiempo también son fuentes de variabilidad perturbadora comunes en un experimen-
to que pueden controlarse de manera sistematica mediante la formacién de bloques.

La formacion de bloques también puede ser 1itil en situaciones que no incluyen necesariamente fac-
tores perturbadores. Por ejemplo, suponga que un ingeniero quimico estd interesado en el efecto de lave-
locidad de alimentacion del catalizador sobre la viscosidad de un polimero. Sabe que hay varios factores,
como la fuente de la materia prima, la temperatura, el operador y la pureza de la materia prima, que son
muy dificiles de controlar en proceso en gran escala. Por lo tanto, decide probar en bloques la velocidad
de alimentacion del catalizador, donde cada bloque consiste en alguna combinacién de estos factores no
controlables. De hecho, estd utilizando los bloques para probar la robustez de su variable de proceso (la
velocidad de alimentacion) para las condiciones que no puede controlar con facilidad. Para un analisis
mds amplio de este punto, ver Coleman y Montgomery [27].

4-1,1 Anailisis estadistico del diseiio de bloques completos aleatorizados

Suponga que se tienen, en general,  tratamientos que van a compararse y b bloques. El disefio de bloques
completos aleatorizados se muestra en la figura 4-1. Hay una observacién por tratamiento en cada blo-
que, y el orden en que se corren los tratamientos dentro de cada bloque se determina al azar, Debido a
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Bloque 1 Bloque 2 Bloque b
Y14 Y2 Y1b
In Yz Yab
Y Yaz e Ya
Va1 Yoz Yab

Figura 4-1 El disefio de blogues completos aleatorizados.

que la dnica aleatorizacion de los tratamientos se hace dentro de los bloques, con frecuencia se dice que
los bloques representan una restriccién sobre la aleatorizacién.

El modelo estadistico del RCBD puede escribirse de varias maneras. El tradicional es €]l modelo de
los efectos:

i=12..,a
j=L,2..,b
donde x s la media global, 7; es el efecto del tratamiento i-ésimo, §; es el efecto del bloque j-€simo, y ¢;; es
el término del error NID(0, ¢®) usual. Se considerara inicialmente que los tratamientos y los bloques son
factores fijos. Como en el modelo del disefio experimental con un solo factor del capitulo 3, el modelo de

los efectos para el RCBD es un modelo sobreespecificado. En consecuencia, los efectos de los tratamien-
tos y los bloques se consideran por lo general como desviaciones de la media global, por lo que

a b
Xn=0y X ;=0
j=1

i=1

y,.j=;z+7,.+ﬁj+£,.j{ (4-1)

También es posible usar un modelo de las medias para ¢l RCBD, por ejemplo

i=12..,a
Yy = Hy ey j=1,2..,b

dondey; = u + ; + B;. Sin embargo, en este capitulo se usaré el modelo de los efectos de la ecuacion 4-1.
En un experimento en el que se use el RCBD, el interés se encuentra en probar la igualdad de las me-
dias de los tratamientos. Por lo tanto, las hip6tesis de interés son
Hozﬂlzﬂz — ---=;t‘l
H:almenosunau, # u;

Puesto que la media del tratamiento i-ésimo es u; = (1/b)Z ?ﬂ (1 + 7, + f;) = u + 1, una manera equivalen-
te de escribir las hip6tesis anteriores es en términos de los efectos de los tratamientos, por ejemplo
Hyr=1,=-=1,=0
H,:t, # 0 para al menos una i

Seay; el total de observaciones hechas bajo el tratamiento i, y, el total de observaciones del bloque j, y_
el gran total de las observaciones y N = ab el ntmero total de observaciones. Expresado matematicamente,
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b
=2y i=L2.,a (4-2)

=1

=2y J=L2..b (4-3)

i=1

ADIIBEDIEEDIET (4-4)

b b
i=1 j=1 i=1 =1

De manera similar, y; es el promedio de las observaciones hechas bajo el tratamiento 7, y; es el promedio
de las observaciones del bloque j, y_ es el gran promedio de todas las observaciones. Es decir,

.=y /b Y=y /a y /N (4-53)
La suma de cuadrados total corregida puede expresarse como
a b a b
22 0i=2) = XX (G =3)+G, =3 )+ (=7, =7, +2.)F (4-6)

i=l j=1 i=1 j=1

Al desarrollar el miembro del lado derecho de la ecuacién 4-6 se obtiene

EZ (=) =b§) (7. -3 +a), (3,-7.)

i=1 j=1 i=] j=1

Y Oy =75 -3, 470 422> (3. ~3.)0,-7.)

i=1 j=1 i=1 jm1

+2§a:2 (V=3 )Y =Y. =¥;+3)

i=1 j=1

+2i2 (¥y.—7. )(ys, =¥.-¥;+y)

i=1 jm=1

Mediante procedimientos algebraicos simples, pero laboriosos, se prueba que los tres productos cruzados
son cero. Por lo tanto,

S 3y=9.0 =63 Gi-3.y +a> 3, -3y

i=1 j=1 i=1 j=1

' a b
22 05=3,=5+3.) ‘ 4-7)

i=1 j=1

representa una particién de la suma de cuadrados total. Al expfcsar simbélicamente las sumas de cuadra-
dos de la ecuacién 4-7, se tiene

88, = 88 poamienos T35S +8S; (4-8)

Blogues

Puesto que hay N observaciones, S5 tiene N - 1 grados de libertad. Hay a tratamientos y b bloques,
de donde S amicntos Y SSmioques tieNen @ — 1y b—1 grados de libertad, respectivamente. La suma de cuadra-
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dos del error es s6lo la suma de cuadrados entre las celdas menos la suma de cuadrados de los tratamien-
tosy los bloques. Hay ab celdas conab — 1 grados de libertad entre ellas, de donde SSs tieneab-1-(a-1)
~(b-1) = (a—1)(b-1) grados de libertad. Ademds, la suma de los grados de libertad del lado derecho de
la ecuacién 4-8 es igual al total del tado izquierdo; por lo tanto, al establecer los supuestos de normalidad
usuales para los errores, puede usarse ¢l teorema 3-1 para demostrar que S8 rratamientod 0% S Bloque5/02 y
SS,/0* son variables aleatorias ji-cuadrada con distribuciones independientes. Cada suma de cuadrados
dividida por sus grados de libertad es un cuadrado medio. Puede demostrarse que el valor esperado de los
cuadrados medios, si los tratamientos y los bloques son fijos, s

E(Msmmmienms ) = 02 +_’;._1-T

b-1
E(MS;)=0"
Por lo tanto, para probar la igualdad de las medias de los tratamientos, se usarfa el estadistico de prueba
F. = MS Tratamientos
0 MS,

que se distribuye como F, ; ¢, 1)1, 8i 12 hipStesis nula es verdadera. La region critica es la cola superior de
la distribucién F, y H, se rechazaria si Fy > F, .1 @-1)p-1)

También podria haber interés en comparar las medias de los bloques porque, en caso de que la die-
rencia entre estas medias no sea considerable, quiz4 no sea necesaria la formacién de bloques en experi-
mentos futuros. Por los cuadrados medios esperados, aparentemente la hipétesis Hyf; = 0 puede
probarse comparando el estadistico Fy = MSpique/MSg cON Fy 51, 0 1)1y Sin embargo, recuerde que la
aleatorizaci6n s6lo se ha aplicado a los tratamientos dentro de los bloques; es decir, los bloques represen-
tan una restriccién sobre la aleatorizacién. (Qué efecto tiene esto sobre el estadistico Fy = MSy,.
mes/MS5? Existen diferentes puntos de vista para abordar esta cuestion. Por ejemplo, Box, Hunter y Hun-
ter [18] sefialan que la prueba F del anlisis de varianza comin puede justificarse exclusivamente con base
en la aleatorizacién,’ sin el uso directo del supuesto de normalidad. Agregan que en la prueba para com-
parar las medias de los bloques no puede recurrirse a dicha justificacién debido a la restriccién sobre la
aleatorizacion; pero si los.errores son NID(0, 0?), puede usarse el estadistico Fy = MSpiq../MS; para
~ comparar las medias de los bloques. Por otra parte, Anderson y McLean [2] argumentan que la restric-
cién sobre la aleatorizacién impide que este estadistico sea una prueba significativa para comparar las
medias de los bloques y que este cociente F es en realidad una prueba de la igualdad de las medias de los
bloques més la restriccion sobre la aleatorizacion (a la que llaman el error de la restriccion; ver Anderson
y McLean [2] para detalles adicionales). '

Entonces, {qué se hace en la préctica? Debido a que con frecuencia el supuesto de normalidad es
cuestionable, considerar Fy = MSpoq../MS; como una prueba F exacta para la igualdad de las medias de
los bloques no es una buena préctica general. Por esa razon, esta prueba F no se incluye en la tabla del
anélisis de varianza. Sin embargo, como un procedimiento aproximado para investigar el efecto de la va-
riable formaci6n de bloques, examinar el cociente MSgo,,./MS: €s muy razonable. Si este cociente s muy

1 De hecho, la distribucién F de la teoria normal es una aproximacién de la distribucién de aleatorizacién generada al calcular Fy a
partir de cada asignaci6n posible de las respuestas a los tratamientos.
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Tabla 4-2  Anélisis de varianza de un disefio de bloques completos aleatorizados

Fuente de Grados de
variacién Suma de cuadrados libertad Cuadrado medio F,
Tratamientos SS Tratamientos a-1 R — MS amienos

a-1 MS,
Bloques Ssmoqw, b-1 SSBloques

b-1
Error S8, (@-1)p-1) S8

(a-1)(b-1)

Total S8 N-1

grande, implica que el factor formacién de bloques tiene un efecto considerable y que la reduccién del
ruido obtenida por la formacién de bloques probablemente fue ttil para mejorar la precision de la com-
paracion de las medias de los tratamientos.

El procedimiento suele resumirse en un esquema de analisis de varianza, como el que se muestra en
la tabla 4-2. En general, los célculos se realizarian con un paquete de software de estadistica. Sin embar-
£0, es posible obtener férmulas de cilculo manual de las sumas de cuadrados para los elementos de la
ecuacion 4-7 expresdndolos en términos de los totales de los tratamientos y los bloques. Estas férmulas de

célculo son
55, =3 -2 (4-9)

i=] j=1

S8 Tratamientos E yc __"_ ' (4-10)
Bloqm 2 y, v (4-11)
y la suma de cuadrados del error se obtiene por sustraccién como
AN E= ) ST - SSTratamientos - SSBloqucs (4'12)
EJEMPL04,1 L L L B A L I O O B D L RN IR N IR R IR N IR N IR IR R I R I I R R T R R T NN R R T NN R R B R R )

Considere el experimento de la prueba de la dureza de 1a seccin 4-1. Hay cuatro puntas y cuatro ejempla-
res de prueba de metal. Cada punta se prueba una vez en cada ejemplar, resultando un disefio de bloques
completos aleatorizados. Los datos obtenidos se repiten por conveniencia en la tabla 4-3. Recuerde que
el orden en que se probaron las puntas en un ejemplar particular se determiné al azar. Para simplificar los

Tabla 4.3 Disefio de bloques completos aleatorizados para el
experimento de la prueba de la dureza

Ejemplar de prueba (bloque)

Tipo de punta 1 2 3 4
1 9.3 9.4 9.6 10.0
2 9.4 9.3 9.8 9.9
3 9.2 9.4 9.5 9.7
4 9.7 . 9.6 10.0 10.2
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Tabla 4-4 Datos codificados del experimento de la prueba de la dureza
Ejemplar de prueba (bloque)

Tipo de punta 1 2 3 - 4 Yi
1 -2 -1 1 5 3
2 -1 -2 3 4 4
3 -3 -1 0 2 -2
4 2 1 5 7 15
¥, —4 -3 9 18 20=y,

célculos, los datos originales se codifican restando 9.5 de cada observacion y multiplicando el resultado
por 10. Se obtienen asilos datos de la tabla 4-4. Las sumas de cuadrados se obtienen de la signiente manera:
4 4

yZ
SSr= 202 Y%

i=1 jml
2
=154.00— (207 =129.00
16
1h ,

SSTrammienlos - b Yi N

i=1

= L0 4@ +-27 4571 B = 3850

4
13 y:
SSBloqnes = ; le y§ - F
1 20)?
= Z[(=4) +(=3)* +(9)" +(18)*}~ % = 82.50

S8 = 887 — S8 fratemientos — SSBloques
=129.00— 38.50- 82.50 = 8.00

En la tabla 4-5 se presenta el andlisis de varianza. Utilizando a = 0.05, el valor critico de F es Fj 549 =
3.86. Puesto que 14.44 > 3.86, se concluye que el tipo de punta afecta la lectura de la dureza media. El va-
lor P para la prueba también es muy pequefio. Ademads, al parecer los ejemplares (bloques) difieren de
manera significativa, ya que el cuadrado medio de los bloques es grande en relacién con el error.

Es interesante observar los resultados que se habrian obtenido si no se hubiera tenido conocimiento
de los disefios de bloques aleatorizados. Suponga que se usaran cuatro ejemplares, asignando al azar las
puntas a cada uno de ellos, y que resultara (por casualidad) el mismo disefio que €l de la tabla 4-3. El ana-
lisis incorrecto de estos datos como un disefio completamente aleatorizado de un solo factor se presenta
en la tabla 4-6.

Tabla 4-5 Andlisis de varianza del experimento de la prueba de la dureza

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
Tratamientos (tipo

de punta) 38.50 3 12.83 14.44 0.0009
Bloques (ejemplares) 82.50 : 3 27.50
Error 8.00 9 0.89

Total 129.00 15
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Tabla 4-6  Analisis incorrecto del experimento de la prueba de la dureza
como un disefio completamente aleatorizado

Fuente de Suma de Gradosde  Cuadrado
variacién cuadrados libertad medio F,
Tipo de punta 38.50 3 12.83 1.70
Error 90.50 12 7.54

Total 129.00 15

Puesto que F s 5,, = 3.49, no puede rechazarse la hipOtesis de la igualdad de 1as mediciones de la dureza
media de las cuatro puntas. Por lo tanto, el disefio de bloques aleatorizados reduce lo suficiente la canti-
dad de ruido en los datos para que las diferencias entre las cuatro puntas sean detectadas. Esto ilustra un
punto muy importante. Si un experimentador no recurre a la formacion de bloques cuando deberia ha-
berlo hecho, el efecto puede ser inflar el error experimental a tal grado que las diferencias importantes
entre las medias de los tratamientos sean indetectables.

Muestra de salida de computadora

En la figura 4-2 se muestra la salida de computadora condensada obtenida con Design-Expert para los da-
tos de la prueba de la dureza del ejemplo 4-1. Recuerde que en el anilisis original de 1a tabla 4-5 se utiliza-
ron datos codificados. (Las respuestas originales se codificaron restando 9.5 y multiplicando el resultado
por 10.) El anélisis de computadora utiliz0 las respuestas originales. Por consiguiente, las sumas de cua-
drados de la figura 4-2 son iguales a las de la tabla 4-5 divididas entre 100 (observe que Design-Expert ha
redondeado las sumas de cuadrados con dos cifras decimales).

Los residuales se enlistan en la parte inferior de la salida de computadora. Estos se calculan como

e.=y.— 9.
¥ U L
y, como se demostrard mas adelante, los valores ajustados son §; = y;, + y; -y, de donde
€; =)’,-,~—)_’,-__5’_,-+5’.. (4-13)
En la seccion siguiente se indicard como se usan los residuales en la verificacién de la adecuacién del modelo.

Comparaciones mdaltiples
Si los tratamientos en un RCBD son fijos, y el anélisis indica una diferencia significativa en las medias de
los tratamientos, al experimentador le interesardn por lo general comparaciones miiltiples para descubrir
cudles son los tratamientos cuyas medias difieren. Para ello puede utilizarse cualquiera de los procedi-
mientos de comparaciones multiples del capitulo 3 (seccion 3-5). Simplemente se sustituye en las f6rmu-
las de la seccién 3-5 el ndmero de réplicas () en el disefio completamente aleatorizado de un solo factor
con el nimero de bloques (b). Asimismo, es necesario recordar usar el nimero de grados de libertad del
error para el bloque aleatorizado [(a — 1)(b - 1)] en lugar de los grados de libertad del disefio completa-
mente aleatorizado [a(n — 1)].

En Ia salida de Design-Expert de la figura 4-2 se ilustra el procedimiento LSD de Fisher. Observe que
si se usaa = 0.03, se concluiria que u, = u;. Ahora bien, puesto quey, <y, <y, (es decir, las mediasy, y
ys abarcan algunas de las medias restantes), una conclusién inmediata seria que g, = u, = u,. Ademds, u,
es diferente de las otras tres medias. Se concluye por lo tanto que la punta tipo 4 produce una dureza me-
dia que es significativamente mas alta que las lecturas de la dureza media de los otros tres tipos de puntas.
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Response: Hardness in Rockwell C
ANOVA for Selected Factorial Model

Analysis of variance table [Partial sum of squares]

Fignra 4-2  Salida de Design-Expert (condensada) para el ejemplo 4-1.
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Sum of Mean F
Source Squares DF Square Value Prob > F
Block 0.82 3 0.27
Model 0.38 3 0.13 14.44 0.0008 significant
A 038 - 3 0.13 14.44 0.0009
. Residual 0.080 9 8.889E-003
Cor 1.29 15
Total
Std. Dev. 0.094 R-Squared 0.8280
Mean 9.63 Adj R-Squared 0.7706
C.V. 0.98 Pred R-Squared 0.4563
PRESS 0.25 Adeq Precision 15.635
Treatment Means (Adjusted, If Necessary)
Estimated Standard
Mean Error
1-A1 9.57 0.47
2-A2 9.60 0.47
3-A3 9.45 0.47
4-A4 9.88 0.47
Mean Standard tforH, '
Treatment Difference DF Error Coeff=0 Prob > |t|
Tvs2 —0.025 1 0.067 —0.38 0.7163
Tvs 3~ 0.13 1 0.067 1.87 0.0935
1vs4 ~0.30 1 0.067 -4,50 0.0015
2vs3 0.15 1 0.067 2.25 0.0510
2vs 4 -0.27 1 0.067 -4.12 0.0026
3vsd -0.43 1 0.067 -6.37 0.0001
Diagnostics Case Statistics
Standard Actual Predicted Student Cook’s  Qutlier
Order  Value Value Residual Leverage Residual Distance t
1 9.30 9.35 —0.050 0.438 -0.707 0.056 -0.686
2 9.40 9.38 0.025 0.438 0.354 0.014 0.336
3 9.60 9.67 -0.075 0.437 —1.061 0.125 ~1.069
4 10.00 9.90 0.100 0.438 1.414 0.222 1.612
5 9.40 9.38 0.025 0.438 0.354. 0.014 0.336
6 9.30 9.40 —0.100 0.437 ~1.414 0.222 -1.512
7 9.80 9.70 0.100 0.437 1.414 0.222 1.5612
8 9.90 9.93 ~0.025 0.437 -0.354 0.014 = -0.336
9 9.20 9.22 —0.025 0.438 —0.354 0.014 —0.336
10 9.40 9.25 0.150 0.437 2121 0.500 2.828
11 9.50 9.55 ~0.050 0.437 -0.707 0.056 ~0.686
12 9.70 9.78 -0.075 0.437 -1.061 0.125 -1.069
13 9.70 9.65 0.050 0.438 0.707 0.056 0.686
14 9.60 9.68 -0.075% 0.437 -1.061 0.125 ~1.069
15 10.00 9.97 0.025 0.437 0.354 0.014 0.336
16 10.20 10.20 0.000 0.437 0.000 0.000 0.000
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Punta Punta Punta Punta

4
1 g 1 ; .23 | 1 oL
-1 0 1 2 3 4

Dureza promedio (codificada)

Figurad-3  Lasmedias del tipo de punta en relacién con una distribucion £ esca-
lada con un factor de escalacién MS, /b =0.89/4 =047.

También puede usarse el procedimiento grafico del capitulo 3 (seccién 3-5.1) para comparar las me-
dias del tipo de punta. En la figura 4-3 se grafican las cuatro medias del tipo de punta del ejemplo 4-1 en
relacion con una distribucién z escalada con un factor de escalaciéon \[ MS, /b= J/0.89/4 = 0.47. Esta gra-
fica indica que las puntas 1, 2 y 3 producen probablemente mediciones de la dureza promedio idénticas,
pero que la punta 4 produce una dureza media mucho més alta. Esta figura confirma los resultados de la
prueba LSD de Fisher incluida en la salida de Design-Expert de la figura 4-2,

4-1.2 Verificacion de la adecuacién del modelo

Se ha comentado ya la importancia de verificar la adecuacién del modelo supuesto. En general, debera
estarse alerta a los problemas potenciales con el supuesto de normalidad, con la desigualdad de la varian-
za por tratamiento o bloque, y con la interaccién bloque-tratamiento. Como en el disefio completamente
aleatorizado, el analisis residual es la herramienta principal que se utiliza en estos diagndsticos de verifi-
cacion. En la parte inferior de la salida de Design-Expert de 1a figura 4-2 se enlistan los residuales del dise-
fio de bloques aleatorizados. Los residuales codificados se encontrarian multiplicando estos residuales
por 10, Las observaciones, los valores ajustados y los residuales de los datos codificados de la prueba de la
dureza del ejemplo 4-1 son los siguientes:

Yy 9y €y

-2.00 -1.50 ~0.50
-1.00 ~1.25 0.25
1.00 1.75 =0.75
5.00 4.00 1.00
~1.00 -1.25 0.25
-2.00 -1.00 -1.00
3.00 2.00 1.00
4.00 4.25 -0.25
-3.00 =275 ~0.25
-1.00 -2.50 1.50
0.00 050 050
2.00 2.75 -0.75
2.00 1.50 0.50
1.00 1.75 -0.75
5.00 4.75 0.25
7.00 7.00 0.00

En la figura 4-4 se muestra la grafica de probabilidad normal y el diagrama de puntos de estos resi-
duales. No hay indicios marcados de no normalidad y tampoco hay evidencia que apunte a la posible pre-
sencia de puntos atipicos. En la figura 4-5 se muestran las graficas de los residuales por tipo de punta o
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bloque 1 en conjunto es E(y;) = + 7, + 8, =u + 5+ 2 = u + 7. En general, el tratamiento 1 incrementa
siempre la respuesta esperada 5 unidades sobre la suma de la media global y del efecto del bloque.

Aun cuando este modelo aditivo simple muchas veces es util, hay situaciones en las que resulta inade-
cuado. Suponga, por ejemplo, que se estin comparando cuatro formulaciones de un producto qulmlco
utilizando seis lotes de materia prima; los lotes de materia prima se consideran bloques. Si una impureza
en el lote 2 afecta de manera adversa la formulacién 2, dando como resultado un rendimiento inusual-
~ mente bajo, pero no afecta las demas formulaciones, ha ocurrido una interaccién entre las formulaciones
(o tratamientos) y los lotes (o bloques). De manera similar, pueden ocurrir interacciones entre los trata-
mientos y los bloques cuando la respuesta se mide en la escala incorrecta. Por lo tanto, una relacién que es
multiplicativa en las unidades originales, por ejemplo

E(yij )=ut,p j
es lineal o aditiva en una escala logaritmica, ya que, por ejemplo,

InE(y;)=Inp+Int, +In g,

E(yy)=u"+7;+p;
Aun cuando este tipo de interaccién puede eliminarse con una transformacién, no todas las interacciones
pueden tratarse con tanta facilidad. Por ejemplo, una transformacion no elimina la interaccién formula-
cién-lote que se sefial6 antes. El anlisis residual y otros procedimientos de diagnéstico de verificacién
pueden ser ttiles para detectar la no aditividad.

Si una interaccién estd presente, puede afectar seriamente el anilisis de varianza y posiblemente lo
invalide. En general, 1a presencia de una interaccion infla el cuadrado medio del error y puede afectar ad-
versamente la comparacion de las medias de los tratamientos. En situaciones en las que ambos factores,
asi como su posible interaccion, son de interés, deben usarse disefios. factonales. Estos disefios se anali-
zan en detalle en los capitulos 5 al 9.

Tratamientos y bloques aleatorios

Aun cuando €l procedimiento de prueba se ha descrito conmderando los tratamientos y los bloques como
factores fijos, se utiliza el mismo procedimiento de anlisis si los tratamientos o los bloques (0 ambos) son
aleatorios. Sin embargo, hay algunas modificaciones en la interpretacién de los resultados. Por ejemplo,
si los bloques son aleatorios, como es con mucha frecuencia el caso, se espera que las comparaciones en-
tre los tratamientos sean las mismas a lo largo de 1a poblacién de blogues de la cual se seleccionaron alea-
toriamente para realizar el experimento. Estin también las modificaciones correspondientes en los
cuadrados medios esperados. Por ejemplo, si los bloques son variables aleatorias mdependlentes con va-
rianza comiin, entonces E(MSpoqe,) = 0° + a0 4> donde o’ » €s el componente de la varianza de los efectos
de los bloques. En cualquier situacion, E(MS ., qmienws) Si€mpre esté libre de cualquier efecto de bloque, y -
el estadistico de prueba para la variabilidad entre los tratamientos siempre s Fy = MSq.umientod MS -

En situaciones en las que los bloques son aleatorios, si estd presente una interaccién tratamien-
to-bloque, las pruebas para las medias de los tratamientos no est4n afectadas por la interaccién. La razén
de ello es que los cuadrados medios esperados de los tratamientos y del error contienen ambos el efecto
de la interaccion; por consiguiente, la prueba de las diferencias en las medias de los tratamientos puede
realizarse como de costumbre comparando el cuadrado medio de los tratamientos con €l cuadrado medio
del error. Este procedimiento no proporciona ninguna informacién acerca de la interaccién.
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Eleccion del tamaiio de la muestra

La eleccion del tamaiio de la muestra, o nimero de bloques que deben correrse, es una decisién impor-
tante cuando se usa un RCBD. Alincrementar el nimero de bloques, se incrementa el nimero de réplicas
y el niimero de grados de libertad del error, con lo cual se aumenta la sensibilidad del disefio. Cualquiera
de las técnicas descritas en el capitulo 3 (seccion 3-7) para seleccionar el nimero de réplicas que deben
correrse en un experimento completamente aleatorizado con un solo factor puede aplicarse de forma di-
recta al RCBD. Para el caso de un factor fijo, 1as curvas de operacién caracteristica de la parte V del apén-
dice pueden usarse con '

a
>
i=1

ac?

@ = (4-14)

donde hay a — 1 grados de libertad en el numeradory (a — 1)(b - 1) grados de libertad en el denominador.

EJEMPLO 4.2 - vvvvveeesecnsennen .

Considere el problema de la prueba de la dureza del ejemplo 4-1. Suponga que quiere determinarse el ni-
mero apropiado de bloques que deben correrse si el interés se encuentra en detectar una diferencia maxi-
ma real en las lecturas de la dureza media de 0.4 con una alta probabilidad, y una estimacién razonable
de la desviacién esténdar de los errores es 0 = 0.1. (Estos valores se dan en las unidades originales; recuerde
que el andlisis de varianza se realizé usando datos codificados.) Por la ecuacion 3-49, el valor minimo
de @* es (escribiendo b, el nimero de bloques, en lugar de n)

@ = bD?
2a0°
donde D es la diferencia méxima que quiere detectarse. Por lo tanto,
2
w2 2O o,
A4)(0.1)

Si se usan b = 3 bloques, entonces @ = v2.0b = v2.0(3) = 2.45,y hay (a —1)(b-1) = 3(2) = 6 grados de li-
bertad del error. La parte V del apéndice conv, =a -1 = 3ya = 0.05 indica que el riesgo 8 de este disefio
es aproximadamente 0.10 (potencia = 1-8 = 0.90). Si se usan b = 4 bloques, ® = v2.0b = v2.0(4) = 2.83,
con (a — 1)(b - 1) = 3(3) = 9 grados de libertad del error, y el riesgo § correspondiente es aproximada-
mente 0.03 (potencia = 1-4 = 0.97). Tres o cuatro bloques daran como resultado un disefio con una alta
probabilidad de detectar la diferencia entre las lecturas de la dureza media consideradas importantes.
Debido a que los ejemplares de prueba (bloques) son baratos y estdn en disponibilidad y el costo de la
prucba es bajo, el experimentador decide usar cuatro bloques.

L R I R A R R A A L LI IR BB N B R RN B A A LR A IR IR I R R I I N R R I R R I A e LI B A ) L RN NN

Estimacién de valores faltantes

Cuando se usa el RCBD, en ocasiones falta una observacién en uno de los bloques. Esto puede ocurrir de-
bido a descuido o error o por razones fuera del control del experimentador, tal como un dafio inevitable a
una unidad experimental. Una observacion faltante introduce un nuevo problema en el analisis debido a
que los tratamientos dejan de ser ortogonales a los blogues; es decir, no ocurren todos los tratamientos en
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Tabla 4-7 Disefio de bloques compleros aleatorizados para el
experimento de la prueba de dureza con un valor faltante

Ejemplar de prueba (bloque)

Tipo de punta - 1 2 3 4
1 -2 -1 1 5
2 -1 -2 x 4
3 -3 -1 0 2
4 5 7

2 1

cada uno de los bloques. Existen dos enfoques generales para el problema de los valores faltantes. El pri-
mero es un andlisis aproximado, en el cual la observacion faltante se estimay se lleva a cabo el andlisis de
varianza usual como si la observacion estimada fuera un dato real, con los grados de libertad del error re-
ducidos en 1. Este analisis aproximado s materia de esta seccion. El segundo es un anilisis exacto, el cual
se revisa en la seccién 4-1.4.

Suponga que falta la observaciony; del tratamiento i en el bloque j. La observacion faltante se denota
como x. Como una ilustracion, suponga que en €l experimento de la prueba de dureza del ejemplo 4-1 el
ejemplar de prueba 3 se rompi6 mientras se probaba la punta 2y que no pudo obtenerse el dato para esa
punta. Los datos aparecerlan como en la tabla 4-7.

En general, se hara que y’ represente el gran total con una observac16n faltante, que y; represente el
total del tratamiento con una observacion faltante, y que y’; sea el total del bloque con una observacion
faltante. Suponga que quiere estimarse la observacion faltante x de tal modo que x tenga una participa-
ci6n minima en la suma de cuadrados del error. Puesto que S8, = L, 2% (y,— 7, —F,;+7.)*, esto es
equivalente a elegir x para minimizar

5,85 023 (S0 L8 (S o] 4S5

=1 j=1 j=1 i=1 i=]l jml

1 1, 1,
ss,=x" —Z(y,.’_ +x)? —;(y_, +x)* +E(y__ +x)’+R (4-15)

donde R incluye todos los términos en los que no interviene x. A partir de dSSg/dx=0, se obtiene
_ay by ~y.
(@a-1(b-1)

como la estimacion de la observacién faltante.

Para los datos de la tabla 4-7, se encuentraque y; =1, y’; =6y y’ = 17. Porlo tanto, por la ecuaciéon
4-16,

(4-16)

41)+4(6)—17
33
Ahora puede realizarse el anlisis de varianza comiin utilizando y,, = 1.22 y reduciendo los grados de li-

bertad del error en 1. El anélisis de varianza se muestra en la tabla 4-8. Compare los resultados de este
anélisis aproximado con los resultados obtenidos para el conjunto de datos completo (tabla 4-5).

X= Yy, = =122
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Tabla 4-8 Andlisis de varianza aproximado del ejemplo 4-1 con un valor faltante

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Tipo de punta 39.98 3 13.33 17.12 0.0008
Ejemplares de prueba (bloques) 79.53 3 26.51
Error 6.22 8 0.78
Total 125.73 14

Si son varias las observaciones faltantes, pueden estimarse escribiendo la suma de cuadrados del
error como una funcién de los valores faltantes, derivando con respecto a cada valor faltante, igualando
los resultados con cero y resolviendo las ecuaciones resultantes. De manera alternativa, puede usarse la
ecuacién 4-16 de manera iterativa para estimar los valores faltantes. Para ilustrar el enfoque iterativo, su-
ponga que faltan dos valores. Se estima arbitrariamente ¢l primer valor faltante y después se usa este va-
lor junto con los datos reales y la ecuacién 4-16 para estimar el segundo. Entonces puede usarse la
ecuaci6n 4-16 para volver a estimar el primer valor faltante, y después de esto, puede volver a estimarse el
segundo. Este proceso se continua hasta que se obtiene la convergencia. En cualquier problema con valo-
res faltantes, los grados de libertad del error se reducen en una unidad por cada observacion faltante.

4-1.4 Estimacion de los parametros del modelo y la prueba general
de significacion de la regresién

Si tanto los tratamientos como los bloques son fijos, los pardmetros del RCBD pueden estimarse por mi-
nimos cuadrados. Recuerde que el modelo estadistico lineal es

i=12..a
j=12..,b

Al aplicar las reglas de la seccion 3-9.2 para encontrar las ecuaciones normales del modelo de un disefio
experimental, se obtiene

y; =p+r,+p,; +eij{ (4-17)

u: abp + b+ bi, + - +bi, +af+af +--+ aB, =y

e b + b, + p+ Bttt Bo=y
i bi + bt, + B+ Bt B=y,
T, bik +bi, + P+ B+t fo=y, (4-18)
/31: aﬂ + 'i'] + i’2 + - +ia + a[§1 =W
B oafi + % + % + - +1, + ap, =y,
By af + B + % + o +1, + ap, =y,

Observe que la suma de la segunda a la (a + 1)-ésima ecuaciones de la ecuacion 4-18 es la primera
ecuacion normal, como también es el caso de las b dltimas ecuaciones. Por lo tanto, hay dos dependencias
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lineales en las ecuaciones normales, lo cual implica que deben imponerse dos restricciones para resolver
la ecuacién 4-18. Las restricciones usuales son

> e,=0 Eb: B,=0 (4-19)

i=1 j=1

Al utilizar estas restricciones, las ecuaciones normales se simplifican considerablemente. De hecho, que-
dan como

abp=y
bptbt, =y, i=12.,a (4-20)
ap+ap, =y, j=L2..,b
cuya solucién es
A=73.
£=5-y i=12.,a (4-21)
B;=y,~%. j=L2..,0b

Al utilizar la solucidén de la ecuacién normal de la ecuacion 4-21, puede encontrarse el valor estimado o
ajustado de y; como

yg=ﬁ+ei+ﬂ]
=¥+ -y )+(y;=-y.)
_yi +yl—y

Este resultado se usé antenormente en la ecuacidn 4-13 para calcular los residuales de un disefio de blo-
ques aleatorizados.

La prueba general de significacién de la regresioén puede usarse para desarrollar el anilisis de varian-
za del diseno de bloques completos aleatorizados. Al utilizar la solucién de las ecuaciones normales dada
por la ecuacién 4-21, la reduccién en la suma de cuadrados para ajustar el modelo completo es

a b
R B)=Ry + D 2.y, + > B,y

i=1 j=l

=3y +2 (3. - y)yl+2 3, =5.)y,

i=1

=2 E V. ——+2 39—

i=1 j=1

a b 2 2

Y£. Yi ¥

= e ——
; b 1§=; a ab

cona + b — 1 grados de libertad, y la uma de cuadrados del error es

22 ¥; — R(u,7, B)
=] =]
&NV A
Zb”_Z a] E

i=1 j=1 i=1 =1

b
1 j=1

s
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con (a — 1)(b —~ 1) grados de libertad. Compare esta tltima ecuacién con $S; en la ecuacion 4-7.
Para probar la hipétesis Hyr, = 0, el modelo reducido es

Yy =p+B;te,
que es un andlisis de varianza de un solo factor. Por analogia con la ecuacion 3-5, la reduccion en la suma
de cuadrados para ajustar el modelo reducido es
b y2
R(u.B)=D, =+

j=1

que tiene b grados de libertad. Por lo tanto, la suma de cuadrados debida a {r;} después de ajustar u y

{8;} es

R(Tl Hs ﬂ) = R(”’ T, ﬁ)_ R(ﬂ: ﬂ)
= R(Modelo completo)— R(Modelo reducido)

i=1 =1 J=1
NI/
b ab

expresion que se identifica como la suma de cuadrados de los tratamientos con & — 1 grados de libertad
(ecuacion 4-10). _
La suma de cuadrados de los bloques se obtiene ajustando el modelo reducido

Yy =ptr te;

que también es un analisis de un solo factor. De nueva cuenta, por analogia con la ecuacion 3-5, la reduc-
cién en la suma de cuadrados para ajustar este modelo es
a 2
Y
Rw1)=2, o
i=1

con a grados de libertad. La suma de cuadrados de los bloques {8;} después de ajustar u y {z;} es

R(Blu,v)= R(u,7, B)— R(u, 7)

2 b 2 2 a 2

Y Yi_»y Vi

— =4 R U S Zk
b > a ab 2 b

i=1 j=1

con b — 1 grados de libertad, la cual se habia dado anteriormente como la ecuacion 4-11.

Se han desarrollado las sumas de cuadrados de los tratamientos, de los bloques y del error en el dise-
fio de bloques completos aleatorizados utilizando la prueba general de significacion de la regresién. Aun
cuando la prueba general de significacién de la regresién no se usaria ordinariamente para hacer el anéli-
sis real de los datos en un bloque completo aleatorizado, en ocasiones el procedimiento resulta til en di-
sefios de bloques aleatorizados mds generales, como los que se revisan en la seccion 4-4.
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Ani4lisis exacto del problema del valor faltante

En la secci6n 4-1.3 se presentd un procedimiento aproximado para solucionar las observaciones faltantes
‘en €]l RCBD. Este anélisis aproximado consiste en estimar el valor faltante de tal modo que se minimice el
cuadrado medio del error. Puede demostrarse que el anélisis aproximado produce un cuadrado medio
sesgado de los tratamientos en el sentido de que E(MS pqamientos) €8 mayor que E(MS() si la hipétesis nula
es verdadera. Por consiguiente, se reportan demasiados resultados significativos.

' El problema del valor faltante puede analizarse exactamente utilizando la prueba general de
significacion de la regresion. El valor faltante hace que el diseiio sea no balanceado, y dado que no todos
los tratamientos ocurren en todos los bloques, se dice que los tratamientos y los bloques no son ortogona-
les. Este método de anélisis también se usa en tipos méas generales de disefos de bloques aleatorizados; el
tema se analiza con mayor amplitud en la seccién 4-4. En el problema 4-26 se le pide al lector que realice
el andlisis exacto para un disefio de bloques completos aleatorizados con un valor faltante.

4.2 DISENO DE CUADRADO LATINO

En la seccion 4-1 se introdujo el disefio de bloques completos aleatorizados como un disefio para reducir
el error residual de un experimento al eliminar la variabilidad debida a una variable perturbadora conoci-
da y controlable. Hay otros tipos de disefios que utilizan el principio de la formacién de bloques. Por
ejemplo, suponga que un experimentador estudia los efectos que tienen cinco formulaciones diferentes
de la carga propulsora utilizada en los sistemas de expulsion de la tripulacion de un avién basado en lara-
pidez de combustion. Cada formulacién se hace con un lote de materia prima que s6lo alcanza para pro-
bar cinco formulaciones. Ademaés, las formulaciones son preparadas por varios operadores, y puede
haber diferencias sustanciales en las habilidades y experiencia de los operadores. Por lo tanto, al parecer
hay dos factores perturbadores que seran “calculados en promedio” en el disefio: los lotes de materia pri-
may los operadores. El disefio apropiado para este problema consiste en probar cada formulacién exac-
tamente una vez con cada uno de los cinco operadores. Al disefio resultante, ilustrado en la tabla 4-9, se le
llama diseiio de cuadrado latino. Observe que el disefio es un arreglo cuadrado y que las cinco formula-
ciones (o tratamientos) se denotan por las letras latinas 4, B, C, Dy E; de ah{ el nombre de cuadrado lati-
no. Se observa que tanto los lotes de materia prima (renglones) como los operadores (columnas) son
ortogonales a los tratamientos.

El disefno de cuadrado latino se usa para eliminar dos fuentes de variabilidad perturbadora; es decir,
permite hacer la formacion de bloques sistemaética en dos direcciones. Por lo tanto, los renglones y las co-
lumnas representan en realidad dos restricciones sobre la aleatorizacion. En general, un cuadrado latino
para p factores, o cuadrado latino p X p, es un cuadrado con p renglones y p columnas. Cada una de las p*

Tabla 4.9 Disefio del cuadrado latino para el problema de la carga propulsora

Lotes de materia Operadores
prima 1 2 3 4 5
1 A=24 B=20 C=19 D =24 E=24
2 B=17 - C=24 D =30 E=27 A =36
3 C=18 D =38 E=126 A=27 B=21
4 D =26 E=31 A=126 B=23 C=122
5 E=22 A=30 B=20 C=29 D =31
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celdas resultantes contiene una de las p letras que corresponde a los tratamientos, y cada letra ocurre una
y s6lo una vez en cada renglén y columna. Algunos ejemplos de cuadrados latinos son

4x4 x5 6x6
ABDC ADBEC ADCEBF
BCAD DACEBE BAECFD
CDBA CBEDA CEDFAB
DACB BEACD DCFBEA
ECDAB FBADCE
EFBADC

El modelo estadistico de un cuadrado latino es

i=12.,p
Ya =ntatr,+B, +e =L 2., p (4-22)
k=1,2..,p

donde y;; es la observacién en el renglén i-ésimo y la columna k-ésima para el tratamiento j-€simo, 4 es la
media global, g, es el efecto del rengl6n i-€simo, 7; es €l efecto del tratamiento j-€simo, §, es el efecto de la
columna k-€sima, y £, es el error aleatorio. Observe que se trata de un modelo de los efectos. El modelo es
completamente aditive; es decir, no hay interaccién entre renglones, columnas y tratamientos. Puesto
que hay una sola observacion en cada celda, sélo se necesitan dos de los tres subindices i, j y k para denotar
una observacion particular. Por ejemplo, con referencia al problema de la carga propulsora de la tabla
4-9,sii = 2y k = 3, se encuentra automaticamente que j = 4 (formulacién D), ysii = 1yj = 3 (formula-
cién C), se encuentra que k = 3. Esta es una consecuencia de que cada tratamiento aparezca una vez exac-
tamente en cada renglén y columna.

Fl anlisis de varianza consiste en hacer la particién de la suma de cuadrados total de las N = p® ob-
servaciones en los componentes de los renglones, las columnas, los tratamientos y el error, por ejemplo,

887 = 88 pengones + 58 cotumuss + S rraamienion + 555 (4-23)

con los respectivos grados de libertad

p*—1=p-1+p-1+p-1+(p-2)(p~1)

Bajo el supuesto usual de que &, es NID(0, 0%), cada suma de cuadrados del lado derecho de la ecuacion
4-23 es, al dividir por ¢, una variable aleatoria ji-cuadrada con una distribucién independiente. El esta-
distico apropiado para probar que no hay diferencias en las medias de los tratamientos es

M S ﬁatﬁentus

= .MS,
que se distribuye como F,_; ,_»,,1, bajo la hipétesis nula. También puede probarse la ausencia de efectos
de los renglones o la ausencia de efectos de las columnas formando el cociente de MSg.ppones © MS corumpas
con MS;. Sin embargo, puesto que los renglones y las columnas representan restricciones sobre la aleato-
rizacion, estas pruebas quiza no sean apropiadas.

En la tabla 4-10 se presenta el procedimiento de célculo para el analisis de varianza. Por las férmulas
de célculo para las sumas de cuadrados, se observa que el andlisis es una extensién simple del RCBD, con
la suma de cuadrados resultante de los renglones obtenida a partir de los totales de los renglones.
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Tabla 4-10 Andlisis de varianza del disefio del cuadrado latino

CAPITULO 4 BLOQUES ALEATORIZADOS, CUADRADOS LATINOS Y DISENOS RELACIONADOS

Fuente de Grados de
variacién Suma de cuadrados libertad Cuadrado medio Fy
SS’I‘rntmi L MSTr tamient:
- == _ 22 Tratamientos F, = —Tratamientos
Tratamientos S rratamientos ,21 r-1 p=1 0 MS,
1 < y2 SSREnglones
S == ) yl = - _—
Renglones SRenglones P ; Yi. N ‘ p 1 P -1
S8 corumnas
Colummnas S s == 2 Vi p-1 oot
E S8, ( traccion) 2)(p-1 2
Or sustraccién - -
ot =(P _ P-2C-1)  G=2)(p-1)
Total $$; =22 vk N -1
. i j ok

EJEMPLO 4.3 «+ - - -

Considere el problema de la carga propulsora descrito previamente, donde tanto los lotes de materia pri-
ma como los operadores representan restricciones sobre la aleatorizacién. El disefio para este experi-
mento, el cual se muestra en la tabla 4-9, es un cuadrado latino 5 x 5. Después de codificar los datos
restando 25 de cada observacion, se obtienen los datos de la tabla 4-11. Las sumas de cuadrados del total
de los lotes (renglones) y los operadores (columnas) se calculan de la siguiente manera:

X =222 i -
P

(10)°
= 680— = 676.00
: 25

1 Vi ) y2
S8 =— T —=
Lotes p ; yl.. N
1 10
=--—[(—14)2+92 +52+3*+7%]- ( 25) = 68.00
)
TAdOMs = y
S5 operad p & &
1 10
= g[(—18) +182 +(—4)2 +52+9%]- ( 25) =150.00
Tabla 4-11 Datos codificados para el problema de la carga propulsora
Lotes de Operadores
materia prima 1 2 3 4 5 Y.
1 A=-1 B=-5 C=-6 D=-1 E= -1 -14
2 B=-8 C=4 D=5 E= 2 A= 11 9
3 C=-17 D =13 E=1 A= 2 B= 4 5
4 D=1 E= 6 A= 1 B=-2 C= -3 3
5 E=-3 A=35 B=-5 C= 4 D= 6 7
Yk -18 18 -4 5 9 0=y
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Tabla 4-12 Andlisis de varianza del experimento de la carga propulsora

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, ~ Valor P
Formulaciones 330.00 4 82.50 7.73 0.0025
Lotes de materia prima 68.00 4 17.00
Operadores : 150.00 4 37.50
Error 128.00 12 10.67
Total 676.00 24

Los totales para los tratamientos (las letras latinas) son

Letra latina  Total del tratamiento

A y,= 18
B y, = -24
& ys =-13
D v, = 24
E ys.= 9

La suma de cuadrados que resulta de las formulaciones se calcula a partir de estos totales como

1, ¥
SS Formulaciones = ; 21 y -J- - W
j=

_ 187 4+(=24)’ +(=13)> +24° +5°  (10)°

5 T 330.00

La suma de cuadrados del error se encuentra por sustraccion:
S8 =88, — S5 s — 5 operadores — 5

Formulaci

= 676.00— 68.00—150.00— 330.00 = 128.00

El anAlisis de varianza se resume en la tabla 4-12. Se concluye que hay una diferencia significativa en
la rapidez de combustién media generada por las diferentes formulaciones de la carga propulsora. Tam-
bién hay indicios de que hay diferencias entre los operadores, por lo que la formacion de bloques de este
factor fue una buena precaucion. No hay evidencia s6lida de una diferencia entre los lotes de materia pri-
ma, por lo que al parecer en este experimento particular hubo una preocupacién innecesaria en esta fuen-
te de variabilidad. Sin embargo, la formacién de bloques de los lotes de materia prima es por lo general
una buena idea.

Como en cualquier problema de disefo, el experimentador deberia investigar la adecuacién del mo-
delo inspeccionandoyy graficando los residuales. Para un cuadrado latino, los residuales estdn dados por

€ = Y — )A’.'jk
D 7l R Wl A" +2y.

El lector debera encontrar los residuales del ejemplo 4-4 y construir las graficas apropiadas.
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Tabla 4-13 Cuadrados latinos estdndares y ntimero de cuadrados latinos de varios tamafios®

Tamafio 3x3 4x4 5x%x5 6x6 7x7 pXp
Ejemplos de ABC ABCD ABCDE ABCDEF ABCDEFG ABC ... P
cuadrados estidndares BCA BCDA BAECD BCFADE BCDEFGA BCD .. A

CAB CDAB CDAER CFBEAD CDEFGAB CDE ...B
DABC DEBAC DEABFC DEFGARBC :
ECDBA EFEADFCEB EFGABCD :

FDECBA FGABCDE PAB ... (P-1)

GABCDEF
Niimero de cuadrados 1 4 56 -9408 16,942,080 -
estindares
Ntimero total de 12 576 161,280 818,851,200 61,479,419,904,000 plp-1) x
cuadrados latinos (ntmero de
cuadrados estindares)

“Parte dc la informacién de esta tabla se encuentra en Statistical Tubles for Biological, Agriculiural and Medical Research, 4a. edici6n, de R.A. Fisher y E Yates, Oliver & Boyd,
Edimburgo. Es poco lo que se sabe de las propiedades de los cuadrados latinos més grandes que 7 x 7. .

A un cuadrado latino en el que el primer renglén y la primera columna constan de letras escritas en
orden alfabético se le llama cuadrado latino estindar, que es el disefio que se utilizé en el ejemplo 4-3.
Siempre es posible obtener un cuadrado latino estdndar escribiendo el primer renglén en orden alfabéti-
coy escribiendo después cada renglén sucesivo como la sucesion de letras que estan justo arriba, recorri-
das un lugar alaizquierda. En la tabla 4-13 se resumen varios hechos importantes acerca de los cuadrados
latinos y de los cuadrados latinos estdndares.

Como con cualquier disefio experimental, las observaciones del cuadrado latino deberan tomarse de
manera aleatoria. El procedimiento de aleatorizacién correcto es seleccionando al azar el cuadrado em-
pleado. Como se observa en la tabla 4-13, hay un gran nimero de cuadrados latinos de un tamaiio particu-
lar, por lo que es imposible enumerar todos los cuadrados y seleccionar uno al azar. El procedimiento
usual es seleccionar un cuadrado latino de una tabla de estos disefios, como en Fisher y Yates [45], y des-
pués arreglar al azar el orden de los renglones, las columnas y las letras. Esto se analiza con mayor detalle
en Fisher y Yates [45].

Ocasionalmente, falta una observacién en un cuadrado latino. Para un cuadrado latino p x p, el valor
faltante puede estimarse con :

. p(y. +y; +¥)— 2y,
" (P=2)(p—1)

donde las primas indican los totales del renglén, la columna y el tratamiento con el valor faltante,y y’' es
el gran total con el valor faltante.

Los cuadrados latinos pueden ser ttiles en situaciones en las que los renglones y las columnas repre-
sentan los factores que el experimentador en realidad quiere estudiar y en las que no hay restricciones so-
bre la aleatorizacion. Por lo tanto, los tres factores (renglones, columnas y letras), cada uno con p niveles,
pueden investigarse en s6lo p? corridas. En este disefio se supone que no existe interaccién entre los facto-
res. Se abundar4 més adelante sobre el tema de la interaccion.

(4-24)

Réplicas de cuadrados latinos

Una desventaja de los cuadrados latinos pequefios €s que proporcionan un nimero relativamente peque-
fio de grados de libertad del error. Por ejemplo, un cuadrado latino 3 X 3 sélo tiene dos grados de libertad
del error, un cuadrado latino 4 X 4 sélo tiene seis grados de libertad del error, etc. Cuando se usan cua-
drados latinos pequefios, con frecuencia es deseable hacer réplicas de los mismos para incrementar los
grados de libertad del error. '
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Tabla 4-14 Andlisis de varianza de un cuadrado latino con réplicas, caso 1

Fuente de Grados de

variacién Suma de cuadrados libertad Cuadrado medio F,
Tratamientos P Z} Yi. p-1 % MSTMmgzlenlm
Renglones nlp 2. i _% p-1 %

Columnas nlp k: yi _% p-1 S__ic‘r%

Réplicas ; :; ¥, _st_ n-1 %

Error Sustraccién -+ 1)-3] 7=1) [:‘(S;+ -3]

2
Total ST v np* -

Existen varias maneras de hacer réplicas de un cuadrado latino. Para ilustrar este punto, suponga que
se hacen n réplicas del cuadrado latino 5 X 5 utilizado en el ejemplo 4-3. Esto podria haberse hecho de la
manera siguiente:

1. Usando los mismos lotes y operadores en cada réplica.

2. Usando los mismos lotes pero operadores diferentes en cada réplica (o, de manera equivalente,
usando los mismos operadores pero lotes diferentes).

3. Usando diferentes lotes y diferentes operadores.

El anilisis de varianza depende del método utilizado para hacer las réplicas.

Considere el caso 1, donde en cada réplica se usan los mismos niveles de los factores para la formacion
de bloques en los renglones y las columnas. Seay;;, la observacion del rengl6n i, el tratamiento j, la columna
kylaréplical. Hay en total N = np? observaciones. El anélisis de varianza se resume en la tabla 4-14.

Considere ahora ¢l caso 2 y suponga que en cada réplica se usan nuevos lotes de materia prima pero
los mismos operadores. Por lo tanto, hay ahora cinco nuevos renglones (en general, p nuevos renglones)

Tabla 4-15 Anélisis de varianza de un cuadrado latino con réplicas, caso 2

Fuente de Grados de
variacion Suma de cuadrados libertad Cuadrado medio F,
. il S S’I‘mamlemos M STraumienm
Tratamientos o ,21 p-1 _p -1 MS,
SS,
y Renglones
Renglones - y, = np-1 —
g pgg ! Z’ r - n(p—1)
1 2 YL SSconmas
Columnas i Ve TN p-1 p-1
1, ¥y SSRépﬂm
R O ey AT —_ —
éplicas 7 Z Y N n-1 1
E . S8
ITor Sustraccién @-D(np-1) (p-1)(mp—1).

2
Total 22}:;2 Yiu -yy np?—
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Tabla 4-16 Anjlisis de varianza de un cuadrado latino con réplicas, caso 3

Fuente de ) Grados de
variacién Suma de cuadrados libertad Cuadrado medio F,
N 1 N 2 Y 2 SSTratamientos MSTratamicntus
Tratamientos - le YiiTN p-1 p—1 . MS
1~ L = y2, . §. SR:ngluncs
Renglones = y =) = np -1 - Renglones
s pzzl ’ Z P ®-1 n(p-1)
1 e C y 2( SSColumnas
Columnas = V=D, =% np-1 Ty
p;; “ 2; p ®-1 n(p=1)
. i > 2 Y. SSRsplim
Réplicas 7 ; YaTN n-1 R
S8
Error Sustraccién @-DnpEp-1)-1) (P-D[n(p-1)-1]

2
Total 222 Vi ‘XA? np? -1
i j ok

dentro de cada réplica. El anélisis de varianza se resume en la tabla 4-15. Observe que la fuente de varia-
cién de los renglones mide en realidad la variacion entre los renglones dentro de las n réplicas.
Por ultimo, considere el caso 3, donde se usan nuevos lotes de materia prima y nuevos operadores en
cada réplica. Ahora la variacién que resulta tanto de los renglones como de las columnas mide la varia-
cién que resulta de estos factores dentro de las réplicas. El anélisis de varianza se resume en la tabla 4-16.
Hay otros enfoques para analizar cuadrados latinos con réplicas que permiten la presencia de algu-
nas interacciones entre tratamientos y cuadrados (referirse al problema 4-19).

Disefios alternados y disefios balanceados para efectos residuales
Ocasionalmente aparece un problema en el que los periodos son uno de los factores del experimento. En
general, hay p tratamientos que deben probarse en p periodos utilizando np unidades experimentales. Por
ejemplo, un analista del desempeiio humano esté estudiando el efecto de dos fluidos de restitucion para
la deshidratacion en 20 sujetos. En el primer periodo, a la mitad de los sujetos (elegidos al azar) se le ad-
ministra el fluido A y a la otra mitad el fluido B. Al término del periodo se mide la respuesta, y s¢ deja
transcurrir un lapso en el que se elimina cualquier efecto fisioldgico de los fluidos. Después ¢l experimen-
tador hace que los sujetos que tomaron el fluido 4 tomen el fluido By aquellos que tomaron el fluido B to-
men el fluido A. A este disefo se le llama disefio alternado o entrecruzado. Se analiza como un conjunto
de 10 cuadrados latinos con dos renglones (los periodos) y dos tratamientos (los tipos de fluido). Las dos
columnas en cada uno de los 10 cuadrados corresponden a los sujetos.

En la figura 4-7 se muestra la disposicion de este disefio. Observe que los renglones del cuadrado lati-
no representan a los periodos y que las columnas representan a los sujetos. Los 10 sujetos que recibieron
primero el fluido 4 (1, 4, 6, 7, 9, 12, 13, 15, 17 y 19) se determinaron al azar.

' Cuadrados latinos
I I 11 v v VI viI VIl IX X

Sujeto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 1314 1516 1718 1920
Paiodol A B B A B A A B A B B A A B A B A B A B
Peiodko2 B A A B A B B A B A A B B A B A B A B A

Figura 4-7 Un diserio alternado.
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Tabla 4-17 Anilisis de varianza
del disefio alternado de la

figura 4-7

Fuente de Grados de
variacién libertad
Sujetos (columnas) 19
Periodos (renglones) 1
Fluidos (letras) 1
Error 18
Total , 39

En la tabla 4-17 se resume un andlisis de varianza. La suma de cuadrados de los sujetos se calcula
como la suma de cuadrados entre los totales de los 20 sujetos corregida, la suma de cuadrados de los pe-
riodos es la suma de cuadrados entre los renglones corregida, y la suma de cuadrados de los fluidos se cal-
cula como la suma de cuadrados entre los totales de las letras corregida. Para mas detalles del andlisis
estadistico de estos disefios, ver Cochran y Cox [26], John [61d] y Anderson y McLean [2].

También es posible emplear disefios tipo cuadrado latino para experimentos en los que los tratamien-
tos tienen un efecto residual; es decir, por ejemplo, si los datos del fluido B en el periodo 2 siguen reflejan-
do algiin efecto del fluido A tomado en el periodo 1. En Cochran y Cox [26] y John [61d] se estudian en
detalle los disefios balanceados para efectos residuales.

4.3 DISENO DE CUADRADO GRECOLATINO

Considere un cuadrado latino px p al cual se le superpone un segundo cuadrado latinop X p enel que
los tratamientos se denotan con letras griegas, Si cuando se hace la superposicion los dos cuadrados tie-
nen la propiedad de que cada letra griega aparece una y sélo una vez con cada letra latina, se dice que los
dos cuadrados latinos son ortogonales, y al disefio obtenido se le llama cuadrado grecolatino. En la tabla
4-18 se muestra un ejemplo de un cuadrado grecolatino 4 X 4,

El disefio de cuadrado grecolatino puede usarse para controlar sistematicamente tres fuentes de va-
riabilidad extraiia, ¢s decir, para hacer la formacién de bloques en tres direcciones. El disefio permite la
investigacidn de cuatro factores (renglones, columnas, letras latinas y letras griegas), cada una con p nive-
les en sélo p? corridas. Existen cuadrados grecolatinos para toda p = 3, excepto p = 6.

Tabla 4-18 Disefio del cuadrado grecolatino 4 X 4

Columna
Renglén 1 2 3 4
1 Aa BB Cy Dé
2 BS Ay DB Ca
3 Cp Da Ad By
4 Dy Co Ba Af
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Tabla 4-19 Anélisis de varianza de un disefio del cuadrado grecolatino

Fuente de variacién Suma de cuadrados Grados de libertad
1 P 2
Tratamientos con letras latinas 88, = ;Z )’i _yw r-1
=1
. . 1< 2 Yy 2
Tratamientos con letras griegas 88 =— 2 Yo === p-1
j = N .
Rengl 8S : S 2. =2 - 1
englones englones — i A7 -
& Ronglo P N P
col S =L 3 31,2 1
olumnas ‘Columnas p L Yo N p -
Error S8g (por sustraccién) @-3)p-1

2
Total SSr =ZZZZ y;kl _)’W -1

El modelo estadistico para el disefio de cuadrado grecolatino es

i=12..p
=L 2., p

Yiu = HF0, 41,0 +y, +ey, k=1,2.. p (4-25)
I1=1,2..,p

dondey;;, es la observacion del renglén iy la columna/ paralaletralatinajy laletra griegak, 6; es el efecto
del renglén i-ésimo, 7; es el efecto del tratamiento de letra latina j, w, es el efecto del tratamiento de letra
griega k, W, es el efecto de la columna /, y &, es un componente NID(0, 0®) del error aleatorio. S6lo son
necesarios dos de los cuatro subindices para identificar completamente una observacién.

El andlisis de varianza es muy parecido al de un cuadrado latino. Puesto que las letras griegas apare-
cen exactamente una vez en cada renglén y columna, y exactamente una vez con cada letra latina, el factor
representado por las letras griegas es ortogonal a los renglones, las columnas y los tratamientos de letras
latinas. Por lo tanto, puede calcularse una suma de cuadrados debida al factor de las letras griegas a partir
de los totales de las letras griegas y el error experimental se reduce adicionalmente en esta cantidad. En la
tabla 4-19 se ilustran los detalles de los célculos. La hip6tesis nula de la ignaldad de tratamientos de ren-
glones, columnas, letras latinas y letras griegas, se probaria dividiendo el cuadrado medio correspondien-
te por el cuadrado medio del error. La region de rechazo es la cola superior del punto de la distribucién

Fooi, p-3)p-1y

EJEMPLO 4.4 + =+ evreevsnnsennsetseansonssansenssnasannss e eerrensennannns

Suponga que en el experimento de la carga propulsora del ejemplo 4-3 un factor adicional, los montajes
de prueba, podria ser importante. Sea que haya cinco montajes de prueba denotados por las letras griegas
a, B, v, 0 y e. En la tabla 4-20 se muestra el diseiio de cuadrado grecolatino 5 x 5 resultante.

Observe que, debido a que los totales de los lotes de materia prima (renglones), los operadores (co-
lumnas) y las formulaciones (letras latinas) son idénticos a los del ejemplo 4-3, se tiene

5810 = 68.00 S8 =15000 y SS = 330.00

Operadores Formulaciones
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Tabla 4-20 Disefio del cuadrado grecolatino para el problema de la carga propulsora

Lotes de Operadores
materia prima 1 2 3 4 5 Yi..
1 Aa = -1 By = - Ce =6 DB =-1 Ed =-1 -14
2 Bg =-8 Cé = -1 Da= 5 Ey = 2 As =11 9
3 Cy =-7 De =13 Eg =1 Ad = 2 Ba =-4 5
4 Dé= 1 Ea = 6 Ay = 1 Be =-2 B =-3 3
5 Ee =-3 A =5 Bé =-5 Ca= 4 Dy =6 7
Y. -18 18 ~4 5 9 W=y
Los totales de los montajes de prueba (las letras griegas) son
Letra griega Total de la prueba de ensamblaje
a yi= 10
B y2= —6
Y ys= -3
6 y_4_ = - 4
€ ys.= 13
Por lo tanto, la suma de cuadrados debida a los montajes de prueba es
1 )4 yz
SS = e
Ensamblajes p ; yk N
2
= %[102 +(—6)* +(=3)* +(—4)* +13*]- % = 62.00

En la tabla 4-21 se resume el anlisis de varianza completo. Las formulaciones son diferentes significati-
vamente en 1%. Al comparar las tablas 4-21 y 4-12, se observa que al sacar la variabilidad debida a los
montajes de prueba, el error experimental disminuye. Sin embargo, al disminuir el error experimental, se
han reducido también los grados de libertad de 12 (en el diseiio del cuadrado latino del ejemplo 4-3) a 8.
Por lo tanto, la estimacion del error tiene menos grados de libertad, y la prueba puede ser menos sensible.

Tabla 4-21  Analisis de varianza del problema de la carga propulsora

Suma de Grados de Cuadrado

Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Formulaciones 330.00 4 82.50 10.00 0.0033
Lotes de materia prima 68.00 4 17.00

Operadores 150.00 4 37.50

Montajes de la prueba 62.00 4 15.50

Error 66.00 8 8.25

Total 676.00 24
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Puede hacerse cierta ampliacién-del concepto de los pares ortogonales de cuadrados latinos que for-
man un cuadrado grecolatino. Un hipercuadrado p X p es un disefio en el que se superponen tres 0 mas
cuadrados latinos ortogonales p X p. En general, hasta p + 1 factores podrian estudiarse si se dispone de
un conjunto completo de p — 1 cuadrados latinos ortogonales. En este disefio se utilizarian todos los (p +
1)(p ~ 1) = p* - 1 grados de libertad, por lo que se necesita una estimacién independiente de la varianza
del error. Desde luego, no debe haber interacciones entre los factores cuando se usan hipercuadrados.

4.4 DISENOS DE BLOQUES INCOMPLETOS BALANCEADOS

En ciertos experimentos en los que se utilizan disefios de bloques aleatorizados quizé no sea posible co-

rrer todas las combinaciones de los tratamientos en cada bloque. Situaciones como ésta ocurren general-
mente por limitaciones del aparato experimental o de las instalaciones o por el tamaiio fisico del bloque.
Por ejemplo, en el experimento de la prueba de la dureza (¢jemplo 4-1), suponga que debido a sus dimen-
siones cada ejemplar de prueba s6lo puede usarse para probar tres puntas. Por lo tanto, no es posible pro-
bar todas las puntas en cada uno de los ejemplares. Para este tipo de problema es posible utilizar disefios
de bloques aleatorizados en los que cada tratamiento no estd presente en cada bloque. Estos disefios se
conocen como diseitos de bloques incompletos aleatorizados.

Cuando las comparaciones de todos los tratamientos son igualmente importantes, las combinaciones
de los tratamientos usadas en cada bloque deberan seleccionarse en una forma balanceada, es decir, de
tal manera que cualquier par de tratamientos ocurra conjuntamente el mismo nimero de veces que cual-
quier otro par. Por lo tanto, un diseiio de blogues incompletos balanceados (BIBD, balanced incomplete
block design) es un disefio de bloques incompletos en el que dos tratamientos cualesquiera aparecen con-
juntamente el mismo nimero de veces. Suponga que hay @ tratamientos y que cada bloque puede conte-
ner exactamente k (k < a) tratamientos. Un disefio de bloques incompletos balanceados puede
construirse tomando (] ) bloques y asignando una combinacién de tratamientos diferente a cada bloque.
Con frecuencia, sin embargo, puede obtenerse un disefio balanceado con menos de (; ) bloques. Tablas de
BIBD se proporcionan en Fisher y Yates [45], Davies [36] y Cochran y Cox [26].

Como un ejemplo, suponga que un ingeniero quimico piensa que el tiempo de reaccién de un proceso
quimico es una funcién del tipo de catalizador empleado. Se estan investigando cuatro catalizadores. El
procedimiento experimental consiste en seleccionar un lote de materia prima, cargar la planta piloto,
aplicar cada catalizador en una corrida separada de la planta piloto y observar el tiempo de reaccién. De-
bido a que las variaciones en los lotes de materia prima pueden afectar el desempeiio de los catalizadores,
el ingeniero decide usar los lotes de materia prima como bloques. Sin embargo, cada lote s apenas 1o su-
ficientemente grande para permitir que se prueben tres catalizadores. Por lo tanto, debe usarse un disefio

Tabla 4-22 Disefio de bloques incompletos balanceados para el
' experimento del catalizador

Bloque (lote de materia prima)

Tratamiento

(catalizador) 1 2 3 4 Y
1 73 74 - 71 218
2 - 75 67 72 214
3 73 75 . 68 - 216
4 75 - 72 75 222

v 21 224 207 218 870=y.
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de bloques incompletos aleatorizados. El disefio de bloques incompletos balanceados para este experi-
mento, junto con las observaciones registradas, se muestran en la tabla 4-22. El orden en que se corren los
catalizadores en cada bloque estd aleatorizado.

4.4.1 Analisis estadistico del disefio de bloques incompletos balanceados

Como de costumbre, se supone que hay a tratamientos y b bloques. Ademas, se supone que cada bloque
contiene k tratamientos, que cada tratamiento ocurre r veces en el disefio (0 que se hacen r réplicas del
mismo), y que hay N = ar = bk observaciones en total. Asimismo, el namero de veces que cada par de tra-
tamientos aparece en ¢l mismo bloque ¢s

_rk-1)
A= a—1

Si a = b, se dice que el diseno es simétrico.

El pardmetro A debe ser un entero. Para deducir la relacién para 4, considere cualquier tratamiento,
por ejemplo el tratamiento 1. Puesto que el tratamiento 1 aparece enrbloquesy hay otros k — 1 tratamien-
tos en cada uno de esos bloques, hay r(k — 1) observaciones en un bloque que contiene al tratamiento 1.
Estas 7(k — 1) observaciones también tienen que representar alos @ — 1 tratamientos restantes A veces. Por
lo tanto, A(a ~ 1) = r(k - 1).

El modelo estadistico del BIBD es

y; =+t B +e, (4-26)

dondey; es la observacion i-ésima en el bloque j-€simo, u es la media global, 7; es el efecto del tratamiento
i-ésimo, f; es el efecto del blogue j-€simo, y ¢; es el componente NID(0, 0%) del error aleatorio. La variabi-
lidad total en los datos se expresa por la suma de cuadrados totales corregida:

2
$S= 2% - (427)
¥ J

Puede hacerse la particién de la variabilidad total en
SST = S STratamien_ms(njustadus) +SSBluqu=s +SSE

donde la suma de cuadrados de los tratamientos est4 ajustada para separar los efectos de los tratamientos
y de los bloques. Este ajuste es necesario porque cada tratamiento esta representado en un conjunto dife-
rente de r bloques. Por lo tanto, las diferencias entre los totales de los tratamientos no ajustadosy,, y;, ---,
y, también son afectadas por las diferencias entre los bloques.

La suma de cuadrados de los bloques es

1< A .
SSBloques = E 2 y? - W (4-28)

dondey es el total del bloque j-€simo. $Spoqu., ticne b -1 grados de libertad. La suma de cuadrados de los
tratamientos ajustada es '

kY 0

SSTralamiem.os(ajumdos) = -h% (4_29)
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Tabla 4-23  Anilisis de varianza del disefio de bloques incompletos balanceados

Fuente de Grados de
variacién Suma de cuadrados libertad Cuadrado medio F,
Tratamientos k Z i Qz SSTratamienms(ajuatadna) F = %M
. a—1 —_— 0=
(ajustados) la a-1 MS,
1 . )y S SBloques
Bloques % E YiTN b-1 | b1
SS,

' SS, traccio: —-—a- — TNE__

Error ¢ (por sus agm n) N-a-b+1 Nes-b+l
. 2 )

Total Y oy —y—j\; N-1

donde Q; es el total ajustado del tratamiento i-ésimo, el cual se calcula como
1% .
Q,-=y.;-;21 my;, i=L2.,a (4-30)
=

conny = 1siel tratamiento i aparece en el bloquej y n; = 0 en caso contrario. Los totales de los tratamien-
tos ajustados siempre sumaran cero. S5 yaamientos(ajustacor) 1i€0€ @ — 1 grados de libertad. La suma de cuadra-
dos del error se calcula por sustraccién como
§Sp =88, — Ssmmnientos(ajuswdos) —-SS
y tiene N —a — b + 1 grados de libertad.
El estadistico apropiado para probar la igualdad de los efectos de los tratamientos es
MS

(4-31)

Bloques

Tratamientos(ajustados)

MS,,

F, =

En la tabla 4-23 se resume el andlisis de varfanza.

EJEMPLO 4.5 == vvvececsssnnnnsannn Cereetiter s eesaann Cesstserrenerannes

Considere los datos de la tabla 4-22 para el experimento del catalizador. Se trata de un BIBD cona = 4,
b =4,k =3,r=3,1=2yN = 12. El analisis de estos datos ¢s el siguiente. La suma de cuadrados total es

=2 2=y
i j

2
= 63156 % = 81.00

La suma de cuadrados de los bloques se encuentra con la ecuacion 4-28 como

Bloq\.\es = 2 y] __

[(221) +(207) +(224)* +(218)*]- (870)*

T 55.00
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Tabla 4-24 Anilisis de varianza del ejemplo 4-5

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Tratamicntos (ajustados 22.75 3 7.58 11.66 0.0107
para los bloques)
Bloques 55.00 3 -
Error 3.25 5 0.65
Total 81.00 11

Para calcular 1a suma de cuadrados de los tratamientos ajustados para los bloques, primero se determinan
los totales de los tratamientos ajustados utilizando la ecuaci6n 4-30 como

0, = (218)- 1(221+224+218)=~9/3
Q, = (214)— 3 (207+224+218)=-17/3
0, = (216)—1(221+207+224)=-4/3
Q, =(222)-1(221+207+218)=20/3

La suma de cuadrados de los tratamientos ajustados se calcula con la ecuacion 4-29 como

O
SS Tratamicatos(siustados) = ;iw‘_
. (il 3)° +(=7/3)" +(=4/3)* +(20/3)*] _ 2275
(2)(4)
La suma de cuadrados del error se obtiene por sustraccién como
88, = 857 — S8 mramientosajustados) — OO
= 81.00—22.75—- 55.00=325

Blogues

En la tabla 4-24 se muestra el analisis de varianza. Puesto que el valor P es pequefio, se concluye que el ca-
talizador empleado tiene un efecto significativo sobre el tiempo de reaccion.

Si el factor bajo estudio es fijo, las pruebas para las medias de tratamientos individuales pueden ser
de interés. Si se emplean contrastes ortogonales, los contrastes deben hacerse sobre los totales de los tra-
tamientos ajustados, las {Q;} en lugar de las {y;}. La suma de cuadrados de los contrastes es

gl

i=1

) laj C.-2

i=]

SS,

donde {c;} son los coeficientes de los contrastes. Pueden usarse otros métodos de comparacién miltiple
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para comparar todos los pares de efectos de los tratamientos ajustados (seccibn 4-4.2), los cuales se esti-
man con £, = kQ/(Aa). El error estindar del efecto de un tratamiento ajustado es

kM,
Ja

En el anilisis que acaba de describirse, se ha hecho la particin de la suma de cuadrados total en una
suma de cuadrados de los tratamientos ajustados, una suma de cuadrados de los bloques sin ajuste y una
suma de cuadrados del error. En ocasiones habria interés en evaluar los efectos de los bloques. Para ello
se requiere hacer una particion alternativa de S5, es decir, ‘

S =

(4-32)

S‘ST = S S'I‘mtamientos + SSBloques(ajustados) +SS E

Aqui, SS1amienos €StA sin ajuste. Si el disefio es simétrico, es decir, sig = b, puede obtenerse una férmula
simple para S8 Bloques(aiustados) LOS totales de los bloques ajustados son

' 15 .
Q; =x,—;2 n;y, J=L2...,b (4-33)
i=1
y
]
r2 (@)
J=1
SSBloqucs(ajustados) = T (4_34)
El BIBD del ejemplo 4-5 es simétrico porque 2 = b = 4. Por lo tanto,

Q) =(221)—5(218+216+222)=17/3

Q; =(224)~1(218+214+216)=24/3

Q; =(207)—+(214+216+222)=-31/3

Q, =(218)— 3 (218+ 214+222)=0
y

3(7/3)* +(24/ 3)* +(—31/3)* +(0)*]
, = = 66.08
S‘S Bloques(ajustados) (2) ( 4) 66
Asimismo,
2 2 2 22 2 2
SSTratam.ientos = (218) +(214) ;(216) +(2 ) - (Szg) = 1167

Tabla 4-25 Andlisis de varianza del ejemplo 4-5, incluyendo tanto los tratamientos como los blogues

Suma de Grados de Cuadrado

Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Tratamientos (ajustados) 22.75 3 7.58 11.66 0.0107
Tratamientos (sin ajuste) 11.67 3

Bloques (sin ajuste) 55.00 3

Bloques (ajustados) 66.08 3 2203 33.90 0.0010
Error 3.25 5 0.65

Total 81.0 1
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En la tabla 4-25 se presenta un resumen del andlisis de varianza del BIBD simétrico. Observe que las
sumas de cuadrados asociadas con los cuadrados medios de 1a tabla 4-25 no producen la suma de cuadra-
dos total, es decir,

SST #SS Tratamientos(ajustados) +SSBloque5(niumd°=) +SSE

Esto es consecuencia del cardcter no ortogonal de los tratamientos y los bloques.

Salida de computadora

Existen varios paquetes de computadora que realizarn el anlisis de un disefio de bloques incompletos
balanceados. El procedimiento de Modelos Lineales Generales (General Linear Models) del SAS es uno
de ellos, y Minitab, un paquete de estadistica para computadoras personales de uso generalizado, es otro.
La parte superior de la tabla 4-26 es 1a salida del procedimiento de Modelos Lineales Generales de Mini-
tab para el ejemplo 4-5. Al comparar las tablas 4-26 y 4-25, se observa que Minitab ha calculado la suma
de cuadrados de los tratamientos ajustados y la suma de cuadrados de los bloques ajustados (en la salida
de Minitab se les llama “AdjSS” o §S ajustada).

La parte inferior de la tabla 4-26 es un andlisis de comparaciones miiltiples, en ¢l que se utiliza el mé-
todo de Tukey. Se presentan los intervalos de confianza para las diferencias de todos los pares de mediasy
la prueba de Tukey. Observe que el método de Tukey llevaria a la conclusién de que el catalizador 4 es di-
ferente de los otros tres.

4.4.2 Estimacién de minimos cuadrados de los pardmetros

Considere la estimacion de los efectos de los tratamientos en el modelo BIBD, Las ecuaciones normales
de minimos cuadrados son

a b
wNp+r Y 24k =y,

i=l jul

. b
vt + > nBi=y, =L 2.4 (4-35)

j=1
B kit nt,+kB, =y,  j=12..,b
i=1

Alimponer las restricciones 22, = 28, = 0, se encuentra que 2 = § . Ademis, al utilizar las ecuaciones

para {g;} para eliminar los efectos de los bloques de las ecuaciones para {z;}, se obtiene

Tkt ﬁ'zz nyhyt, =ky, — 2")’; (4-36)

j=1 p=1
i
Observe que el miembro del lado derecho de la ecuaci6n 4-36 es kQ;, donde Q, es el total del tratamiento
ajustado i-ésimo (ver la ecuaci6n 4-29). Entonces, puesto que £° Nty =Asip #i ynpj =n, (yaquen,
0 o 1), la ecuacién 4-36 puede reescribirse como

k-1, -3 ¢ =kQ  i=12..a (4-37
( » = kQ, )

p=1
pei



Tabla 4-26 Andlisis de Minitab (Modelo Lineal General) para el ejemplo 4-5

Modelo Lineal General

Factor Type Levels Values
Catalyst fixed 412 3 4
Block fixed 6123 4

Analysis of Variance for Time, using Adjusted SS for Tests

Source DF Seq 3§ Adj SS Adj MS F P
Catalyst 3 11.667 22.750 7.583 11.67 0.011
Block 3 66.083 66.083 22.028 33.89 0.001
Error 5 3.250 3.250 0.650

Total 1 81.000

Tukey 95.0% Simultaneous Confidence Intervals
Response Variable Time
ALL Pairwise Comparisons among Levels of Catalyst

Catalyst = 1 subtracted from:
Catalyst Lower Center Upper ==———===w== mm——————- —————
2 -2.327 0.2500 2.827 (mmmmmem——— R ———— )
3 -1.952 0.6250 3.202 (mmmm—————— N ——— = )
4 1.048 3.6250 6.202 (r—m—mmm——— *
S mw—smsms=—-— e ————— +————
0.0 2.5
Catalyst = 2 subtracted from:
Catalyst Lower  Center Upper =—====m——- dmmmm————— -
3 -2.202 0.3750 2.952 (mmmm————= Ko m——— e )
4 0.798 3.3750 5.952 (mmmmm————— *
T ———— o ————
0.0 2.5
Catalyst = 3 subtracted from:
Catalyst Lower Center Upper ====———=-= o -
4 0.4228 3.000 5.577 (m—mmmm——— e
———————— — — o ————— -
0.0 2.5

Tukey Simultaneous Tests
Response Variable Time
AlLL Pairwise Comparisons among Levels of Catalyst

tatalyst = 1 subtracted from:

Level pifference SE of Adjusted
Catalyst of Means Difference T-Value P-Value
2 0.2500 0.6982 0.3581 0.9825
3 0.6250 0.6982 0.8951 0.8085
4 - 3.6250 0.6982 5.1918 0.0130
Catalyst = 2 subtracted from:

Level pifference $E of Adjusted
Catalyst of Means Difference T-Value P-Value
3 ' 0.3750 0.6982 0.5371 0.9462
4 3.3750 0.6982 4.8338 0.0175
Catalyst = 3 subtracted from:

Level Difference SE of Rdjusted
Catalyst of Means Difference T-Value P-Value

4 3.000 G.6982 4.297 0.0281
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Por dltimo, observe que la restriccion 2;_, 2, = Oimplica que £;_,# , =%, yrecuerde quer(k—1) =A(a -

1), de donde se obtiene pei
Aat, = kQ, i=1,2..,a (4-38)

Por lo tanto, los estimadores de minimos cuadrados de los efectos de los tratamientos en el modelo de
bloques iricompletos balanceados son

. _ kO
t=—
Como una ilustracién, considere el BIBD del ejemplo 4-5. Puesto que O, =-9/3,Q, =-7/3,0, = -4/3
y @, = 20/3, se obtiene

i=12..a (4-39)

X913 _ g5 5= _ g5

LT3 27 (2)(9)
=43 <X20/3) _ 508
=@ Y R g@ Y

como se encontrd en la seccién 4-4.1.

4-4.3 Recuperaciéon de informacién interbloques en el disefio
de bloques incompletos balanceados

Al anélisis del BIBD presentado en la secci6n 4-4.1 suele llamarsele el andlisis intrabloques porque las
diferencias de los bloques se eliminan y todos los contrastes de los efectos de los tratamientos pueden ex-
presarse como comparaciones entre las observaciones del mismo bloque. Este andlisis es apropiado inde-
pendientemente de si los bloques son fijos o aleatorios. Yates [113c] sefialé que si los efectos de los
bloques son variables aleatorias no correlacionadas con medias cero y varianza af, , €s posible obtener in-
formacién adicional acerca de los efectos de los tratamientos 7,. Yates llamé6 anélisis interbloques al mé-
. todo para obtener esta informaci6én adicional.

Considere los totales de los bloques y; como una coleccién de b observaciones. El modelo para estas
observaciones (signiendo a John [61d]) es

y'j=lgu+2 n‘.,.t,.+(kﬁj +§: eg.) (4-40)

donde el término entre paréntesis puede considerarse como el error. Los estimadores interbloques de s y
7; se encuentran minimizando la funcién de minimos cuadrados

b a 2
L=3 (3’-:‘_’9“_2 "-'i’-']
=1 im1

Se obtienen asf las siguientes ecuaciones normales de minimos cuadrados:

I Nﬁ+r2 =y,

i=1

a b

r,.:krﬂ+r'?,.+).2 £, =Z ny, i=1,2..,a
pel j=1
pei

(4-41)
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donde iy 7, denotan los estimadores interbloques. Al imponer la restriccion 27,7, = 0, se obticnen las
soluciones de las ecuaciones 4-41 como

i=y. x (4-42)

E Ry, = : :
- Jj=1 .
T, = =12.., 4-43
Es posible demostrar que los estimadores interbloques {7, } y los estimadores intrabloques {%, } no estan
correlacionados.
Los estimadores interbloques {7, } pueden diferir de los estimadores intrabloques {%, }. Por ejemplo,
los estimadores interbloques para el BIBD del ejemplo 4-5 se calculan de la siguiente manera:

. _ 663-(3)(3)(72.50) _

. ) =10.50
: _H9-O250) _ .o
2 3-2
_ 652=(3)(3)(72.50) _
, = s =-0.50
. _S46-()ONT250) _ o
4 3-2 ‘

Observe que los valores de Ej;ln,.j y; e usaron en la pagina 157 para calcular los totales de los tratamien-

tos ajustados en el andlisis intrabloques.
Suponga ahora que quicren combinarse los estimadores interbloques ¢ intrabloques para obtener
una sola estimacion de la varianza minima insesgada de cada 7;. Es posible demostrar que £, y7, son inses-

gados y también que
k(a—-1) 1)

V()= pye; (intrabloques)
y
- k(a— .
V()= a(r— )( *+koy) (intrabloques)
Se usa una combinacién lineal de los dos estimadores, por ejemplo
T, =a,t, +a,t, (4-44)

para estimar 7;. En este método de estimacion, el estimador combinado insesgado de la varianza minima
7; debera tener las ponderaciones a; = u,/(u; + Uy) y @, = uy/(u, + u,), donde u; = 1/V(2,) yu, = 1/V(7,).
Por lo tanto, las ponderaciones 6ptimas son inversamente proporcionales a las varianzas de £, y 7,. Esto
implica que el mejor estimador combinado es

k(a—1) k(a-1) ,
r_ra(r A)( 2 +ko? 3)TT, 127 g 12 e
i k(a—1) 2_|_k(a—1)(a2 +ka‘;) 7

i C Tagr=2)
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que puede simplificarse como

kQ,.(oz+ka;)+[2 nyy, —kﬁ_‘}fz

7= ' i=12..,a (4-45)
(r=A)o’ +ia(o® +ko?)

Desafortunadamente, la ecuacién 4-45 no puede usarse para estimar z; porque no se conocen las va-
rianzas o’y 0% . El enfoque comin es estimar *y 0/23 a partir de los datos y sustituir estos parametros de la
ecuacion 4-45 con las estimaciones. La estimacion que suele tomarse para ¢” es el cuadrado medio del
error del andlisis de varianza intrabloques, o el error intrablogues. Por lo tanto,

6> =MS,

La estimacidn de afg se encuentra a partir del cuadrado medio de los bloques ajustados para los trata-
mientos. En general, para un disefio de bloques incompletos balanceados, este cuadrado medio es

kz Qi2 b yi a 2

i= - Y
a2 2T

j=1 i=1

MS = (4-46)

Bloques(ajustados) — (b - 1)

y su valor esperado (cuya deduccién se hace en Graybill [50]) es

2 ur—1)
EIMSBlmucs(ajusladoc) ]= o+ b — 1 0I23

Por lo tanto, si MSg,quesajustadosy = MSg, 1a estimacion de cﬁ es

6’2 - [Msﬂloques(njusudm) - MSF ](b,_. 1) (4_47)
4 a(r-1)

Y 81 MSpioquescaiustados) = MSg, se hace (‘J; = (. Esto resulta en ¢l estimador combinado

b
kQ,(0° +kb7 )+-(2 n,y, — ki, J@Z
=1 a2
: , 0 4-48
T =) (r—24)0% +a(0* +ké%) 87 (4-452)
Y. —(l/a)y A
= 62=0 (4-48b)

A continuacién se calculan las estimaciones combinadas para los datos del ejemplo 4-5. Por la tabla
4-25 se obtiene 6 = MS; = 0.65 Y MSpioquesqaiustados) = 22-03. (Observe que para calcular MSpoques(ajustados) S€
hace uso del hecho de que éste es un disefio simétrico. En general, debe usarse la ecuacion 4-46.) Puesto
qQue MSpquessjustacosy > MSg, S usa la ecuacion 4-47 para estimar af} como

s _ (2203-0.65)(3) _

&} ooy =80

Por lo tanto, pueden sustituirse §° = 0.65y 0/23 = 8.02 en la ecuacion 4-48a para obtener las estimaciones
combinadas que se enlistan enseguida. Por conveniencia, también se presentan las estimaciones intrablo-
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ques ¢ interbloques. En este ejemplo, las estimaciones combinadas estdn proximas a las estimaciones in-
trabloques debido a que la varianza de las estimaciones interbloques es relativamente grande.

4-5

4-1.

4-2.

4-3.

4-4.

4-5.

Parimetro  Estimacién intrabloques  Estimacién interbloques Estimacién combinada

7 ~1.12 10.50 ~1.09

7 -0.88 350 -0.88

7 ~0.50 0.50 -0.50

7, 250 650 2.47
PROBLEMAS

Un quimico quiere probar el efecto de cuatro agentes quimicos sobre la resistencia de un tipo particular de
tela. Debido a que podria haber variabilidad de un rollo de tela a otro, el quimico decide usar un disefio de blo-
ques aleatorizados, con los rollos de tela considerados como bloques. Selecciona cinco rollos y aplica los
cuatro agentes quimicos de manera aleatoria a cada rollo. A continuacion se presentan las resistencias ala
tensién resultantes. Analizar los datos de este experimento {utilizar @ = 0.05) y sacar las conclusiones
apropiadas. '

Agente Rollo

quimico 1 2 3 4 5
1 73 68 74 71 67
2 73 67 75 72 70
3 75 68 78 73 68
4 73 71 75 75 69

Se estdn comparando tres soluciones de lavado diferentes a fin de estudiar su efectividad para retardar el
crecimiento de bacterias en contenedores de leche de 5 galones. El anélisis se hace en un laboratorio y s6lo
pueden realizarse tres ensayos en un dia. Puesto que los dias podrian representar una fuente potencial de va-
riabilidad, el experimentador decide usar un disefio de bloques aleatorizados, Se hacen observaciones en .
cuatro dias, cuyos datos se muestran enseguida. Analizar los datos de este experimento (utilizar & = 0.05) y
sacar las conclusiones apropiadas.

Dias
Solucién 1 2 3 4
1 13 22 18 39
2 16 24 17 44
3 5 4 1 22

Graficar las resistencias a la tensién medias observadas para cada tipo de agente quimico en el problema 4-1
y compararlas con una distribucién ¢ con la escalacién apropiada. ¢Qué conclusiones se sacarian a partir de
esta representacién grafica?

Graficar los conteos de bacterias promedio para cada solucién en el problema 4-2 y compararlos con una dis-
tribucién ¢ escalada. {Qué conclusiones pueden sacarse?

En un articulo de Fire Safety Journal (“El efecto del disefio de boquillas en la estabilidad y el desempefio de
surtidores de agua turbulenta”, vol. 4) se describe un experimento en el que se determind un factor de la for-
ma para varios disenos diferentes de boquillas con seis niveles de la velocidad del flujo de salida del surtidor.
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El interés se centr6 en las diferencias potenciales entre los disefios de las boquillas, con la velocidad conside-
rada como una variable perturbadora. Los datos se presentan a continuacion.

Disefio de la Velocidad del flujo de salida del surtidor (m/s)
boquilla 1173 1437 1659 2043 2346  28.74

078 0.80 0.81 0.75 0.77 0.78
085 0.85 0.92 0.86 0.81 0.83
093 092 0.95 0.89 0.89 0.83
1.14 097 0.98 0.88 0.86 0.83
097 086 0.78 0.76 0.76 0.75

LA W=

a) (Eldisefio de la boquilla afecta el factor de 1a forma? Comparar las boquillas con un diagrama de disper-
sién y con un anilisis de varianza, utilizando a = 0.05.

b) Analizar los residuales de este experimento.

¢) ¢Qué disefios de las boquillas son diferentes con respecto al factor de la forma? Trazar una gréfica del
tactor de la forma promedio para cada tipo de boquilla y compararla con una distribucién ¢ escalada.
Comparar las conclusiones que se sacaron a partir de esta gréfica con las de la prueba del rango muiltiple
de Duncan.

Considere el experimento del algoritmo para controlar la proporci6n de alimina del capftulo 3, seccion 3-8.

El experimento se llevé a cabo en realidad como un disefio de bloques aleatorizados, en ¢l que se selecciona-

ron seis periodos como bloques, y se probaron los cuatro algoritmos para controlar la proporcién en cada pe-

riodo. El voltaje promedio de la celda y la desviacién estdndar del voltaje (indicada entre paréntesis) para

cada celda son los siguientes:

Algoritmo Tiempo
para controlar
la proporcién 1 2 3 4 5 6
1 493(0.05) 4.86(0.04) 4.75(0.05) 4.95(0.06) 4.79(0.03) 4.88(0.05)
2 4.85(0.04) 491(002) 4.79(0.03) 4.85(0.05) 475(0.03) 4.85(0.02)
3 4.83(0.09) 4.88(0.13) 4.90(0.11) 475(0.15) 4.82(0.08)  4.90(0.12)
4 4.89 (0.03) 4.77(0.04) 4.94(0.05) 4.86(0.05) 4.79(0.03)  4.76 (0.02)

a) Analizar los datos del voltaje promedio de las celdas. (Utilizar @ = 0.05.) ¢La eleccién del algoritmo para
controlar la proporci6n afecta el voltaje promedio de las celdas?

b) Realizar el an4lisis apropiado de la desviacién estdndar del voltaje. (Recuerde que a éste se le llamé “rui-
do del crisol”.) {La eleccién del algoritmo para controlar la proporcién afecta el ruido del crisol?

c) Realizar los andlisis residuales que parezcan apropiados.

d) {Qué algoritmo para controlar la proporci6n deberfa seleccionarse si el objetivo es reducir tanto el vol-
taje promedio de las celdas como el ruido del crisol?

El fabricante de una aleacién maestra de aluminio produce refinadores de textura en forma de lingotes. La

compaiifa produce el producto en cuatro hornos. Se sabe que cada horno tiene sus propias caracteristicas

finicas de operacién, por lo que en cualquier experimento que se corra en la fundicién en el que se use mas de

un horno, los hornos se consideraran como una variable perturbadora. Los ingenieros del proceso sospechan

que la velocidad de agitacién afecta 1a medida de la textura del producto. Cada horno puede operarse con
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cuatro diferentes velocidades de agitacion. Se lleva a cabo un disefio de bloques aleatorizados para un refina-
dor particular y los datos resultantes de la medida de la textura se muestran a continuacién:

Horno
Velocidad de agitacién (rpm) 1 2 3 4
5 8 4 5 6
10 4 5 6 9
15 14 6 9 2
20 17 9 3 6

a) (Existe evidencia de que la velocidad de agitacién afecta la medida de la textura?

b) Representar los residuales de este experimento en una gréifica de probabilidad normal. Interpretar esta grafica.

¢) Graficar los residuales contra el horno y la velocidad de agitacion. {Esta grafica proporciona alguna in-
formacidn Gtil?

d) ¢Cudl serfa la recomendacion de los ingenieros del proceso con respecto a la eleccién de 1a velocidad de
agitaciény del horno para este refinador de textura particular si es deseable una medida de la textura pe-
queiia? .

Analjzar los datos del problema 4-2 utilizando la prueba general de significacién de la regresion.

Suponiendo que los tipos de agentes quimicos y los rollos de tela son fijos, estimar los pardmetros del modelo

7; y f; del problema 4-1.

‘Irazar una curva de operaci6n caracteristica para el disefio del problema 4-2. {La prueba parece ser sensible

a las diferencias pequeiias en los efectos de los tratamientos?

Suponga que falta la observacién del agente quimico 2y el rollo 3 en el problema 4-1. Analizar el problema

estimando el valor faltante. Realizar el andlisis cxacto y comparar los resultados.

Dos valores faltantes en un blogue aleatorizado. Suponga que en el problema 4-1 faltan las observaciones del

agente quimico tipo 2 y el rollo 3 y del agente quimico tipo 4 y el rollo 4.

@) Analizar el disefio haciendo la estimacién iterativa de los valores faltantes, como se describe ¢n la sec-
cion 4-1.3. .

b) Derivar §S; con respecto a los dos valores faltantes, igualar los resultados con cero y resolver las ecuacio-
nes para las estimaciones de los valores faltantes. Analizar el disefio utilizando estas dos estimaciones de
los valores faltantes.

¢) Deducir las férmulas generales para estimar dos valores faltantes cuando las observaciones estdn en blo-
ques diferentes.

d) Deducir las férmulas generales para estimar dos valores faltantes cuando las observaciones estdn en el’
mismo bloque.

Un ingeniero industrial est4 realizando un experimento sobre el tiempo de enfoque del ojo. Se interesa en el
efecto de la distancia del objeto al ojo sobre el tiempo de enfoque. Cuatro distancias diferentes son de inte-
rés. Cuenta con cinco sujetos para el experimento. Debido a que puede haber diferencias entre los indivi-
duos, el ingeniero decide realizar el experimento en un disefio de bloques aleatorizados. Los datos obtenidos
s¢ presentan a continuacion. Analizar los datos de este experimento (utilizar ¢ = 0.05) y sacar las conclusio-
nes apropiadas. :

Sujeto
Distancia (pies) 1 2 3 4 5
4 10 6 6 6 ©
6 7 o 6 1 6
8 5 3 3 2 5
10 6 4 4 2 3
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Se estudia el efecto de cinco ingredientes diferentes (4, B, C, Dy E) sobre el tiempo de reaccion de un proce-
so quimico. Cada lote de material nuevo sélo alcanza para permitir la realizacion de cinco corridas. Ademas,
cada corrida requiere aproximadamente 1Y/, horas, por lo que s6lo pueden realizarse cinco corridas en un
dia. El experimentador decide realizar el experimento como un cuadrado latino para que los efectos del dia y
el lote puedan controlarse sistematicamente. Obtiene los datos que se muestran enseguida. Analizar los da-
tos de este experimento (utilizar o = 0.05) y sacar conclusiones.

Dia
Lote 1 2 3 4 5
1 A=8 B=17 D=1 c=17 E=3
2 C=11 E=2 A=7 D=3 B=28
3 B=4 A=9 C=10 E=1 D=5
4 D=6 C=8 E=6 B=6 A=10
5 E=4 D=2 B=3 A=8 C=3

Un ingeniero industrial investiga el efecto de cuatro métodos de ensamblaje (4, B, Cy D) sobre el tiempo de
cnsamblaje de un componente de televisores a color. Se seleccionan cuatro operadores para el estudio. Ade-
mds, el ingeniero sabe que todos los métodos de ensamblaje producen fatiga, de tal modo que el tiempo re-
querido para el Gltimo cnsamblaje puede ser mayor que para el primero, independientemente del método.
Es decir, se desarrolla una tendencia en el tiempo de cnsamblaje requerido. Para tomar en cuenta esta fuente
de variabilidad, el ingeniero emplea el diseiio del cuadrado latino que se presenta a continuacién. Analizar
los datos de este experimento (a = 0.05) y sacar las conclusiones apropiadas.

Orden de Operador

ensamblaje 1 2 3 4
1 C=10 D=14 A=7 B=38
2 B=7 C=18 D=11 A=8
3 A=5 B=10 C=11 D=9
4 D=10 A4=10 B=12 C=14

Suponga que en el problema 4-14 falta la observacion del lote 3 en el dia 4. Estimar el valor faltante con la
ecuacién 4-24, y realizar el anélisis utilizando este valor.

Considere un cuadrado latino p X p con renglones (g;), columnas (8,) y tratamientos () fijos. Obtener esti-
maciones de minimos cuadrados de los pardmetros det modelo a,, §, y 7;.

Deducir la formula del valor faltante (ecnacion 4-24) para el disefio del cuadrado latino.

Diserios gque incluyen varios cuadrados latinos. (Ver Cochran y Cox [26]y John [61d].) El cuadrado latinop x p
contiene iinicamente p observaciones para cada tratamiento. Para obtener mds réplicas, el experimentador
puede usar varios cuadrados, por ejemplo n. No es relevante si los cuadrados usados son el mismo o son dife-
rentes. El modelo apropiado es

i=L2...,p
j=1L2,...,p
YVin =y+ph+ai(h)+rj+ﬂk(h)+(Tp),-h +&, k=1,2,.., p

h=12..,n
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donde y;, s la observacion del tratamiento j en €l rengl6n ¢ y la columna k del cuadrado A-ésimo. Observe

que ;g ¥ Bipy son los efectos del renglén y 1a columna en el cuadrado k-€simo, p, es el efecto del cuadrado

h-ésimo y (1p); es la interaccién entre los tratamientos y los cuadrados.

a) Establecer las ecuaciones normales para este modelo y resolverlas para las estimaciones de los pardme-
tros del modelo. Suponga que las condiciones auxiliares aproﬁi'adas de los pardmetros son Z,5, =0,
20,5y =0y 2B, =0para cada h, 2,7, =0,Z,(7p), =0 para cada h y Z,(Zp),, =0 para cada j.

b) Desarrollar la tabla del anilisis de varianza para este disefio.

Comentar la forma en que pueden utilizarse las curvas de operacién caracteristica del apéndice con el disefio

del cuadrado latino. ‘

Suponga que en el problema 4-14 los datos tomados en el dia 5 se analizaron incorrectamente y fue necesario

descartarlos. Desarrollar un anélisis apropiado para los datos restantes.

Elrendimiento de un proceso quimico se midio utilizando cinco lotes de materia prima, cinco concentracio-

nes del 4cido, cinco tiempos de procesamiento (4, B, C, Dy E) y cinco concentraciones del catalizador («, 8,

v, d, £). Se usé el cuadrado grecolatino siguiente. Analizar los datos de este experimento (utilizar e = 0.05) y

sacar conclusiones.

Concentracion del dcido

Lote 1 2 3 4 5
1 Aa =26 Bf =16 Cy=19 Dé =16 E:=13
2 By =18 ' Céo=21 De =18 Ea=11 A =21
3 Ce=20 Da =12 Ef =16 Ay =125 Bd =13
4 D =15 Ey=15 Ad =22 Bs =14 Ca=17
5 Ed=10 Aeg =24 Ba =17 cg=17 Dy =14

Suponga que en el problema 4-15 el ingeniero sospecha que los sitios de trabajo usados por los cuatro opera-
dores pueden representar una fuente adicional de variacion. Es posible introducir un cnarto factor, el sitio de
trabajo (a, 8, ¥, 0), y realizar otro experimento, de donde resulta el cuadrado grecolatino siguiente. Analizar
los datos de este experimento (utilizar @ = 0.05) y sacar conclusiones.

Orden de Operador

ensamblaje 1 2 3 4
1 Cf=11 By=10 Dé=14 Aa=8
2 Ba=8 (Cé=12 Ay=10 Df=12
3 Ad=9 Da=11 Bf=7 Cy=15
4 Dy=9 Af=8 Ca=18 BI=6

Construir un hipercuadrado 5 x 5 para estudiar los efectos de cinco factores. Desarrollar la tabla del an4lisis
de varianza para este disefio. _ _

Considere los datos de los problemas 4-15 y 4-23. Después de eliminar las letras griegas del problema 4-23,
analizar los datos utilizando el método desarrollado en el problema 4-19.

Considere el disefio de bloques aleatorizados con un valor faltante en la tabla 4-7. Analizar los datos utilizan-
do el analisis exacto del problema del valor faltante revisado en la seccién 4-1.4. Comparar los resultados con
el andlisis aproximado de estos datos que se presenta en la tabla 4-8,

Un ingeniero estudia las caracterfsticas del rendimiento de combustible de cinco tipos de aditivos de gasoli-
na. En la prueba de carretera el ingeniero desea usar los automéviles como bloques; sin embargo, debido a
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una restriccién de tiempo, debe utilizar un disefio de bloques incompletos. Realiza el disefio balanceado con
los cinco bloques siguientes, Analizar los datos de este experimento (utilizar & = 0.05) y sacar conclusiones. .

Automévil
Aditivo 1 2 3 4 5
1 17 14 13 12
2 14 14 13 10
3 12 13 12 9
4 13 11 11 12
5 11 12 10 8

Construir un conjunto de contrastes ortogonales para los datos del problema 4-27. Calcular la suma de cua-
drados para cada contraste. '

Se estudian siete concentraciones diferentes de madera dura para determinar su efecto sobre la resistencia
del papel producido. Sin embargo, en la planta piloto s6lo pueden hacerse tres corridas de produccion por
dia. Dado que los dias pueden diferir, el analista utiliza el disefio de bloques incompletos balanceados que se
muestra abajo. Analizar los datos de este experimento (utilizar ¢ = 0.05) y sacar conclusiones.

Concentracién de Dias

madera dura (%) 1 2 3 4 5 6 7
2 114 120 T
4 126 120 119
6 _ 137 117 134
8 141 129 149
10 145 150 143
12 120 118 123
14 136 130 127

Analizar los datos del ejemplo 4-6 utilizando la prueba general de significacién de la regresién.
Demostrar que kX, / (Aa) es 1a suma de cuadrados ajustada de los tratamientos en un BIBD.

Un experimentador quiere comparar cuatro tratamientos en bloques de dos corridas. Encontrar yn BIBD
para este experimento con seis bloques.

Un experimentador quiere comparar ocho tratamientos en bloques de cnatro corridas. Encontrar un BIBD
con 14 bloques y 4 = 3.

Realizar el andlisis interbloques del disefio del problema 4-27.

Realizar el anélisis interbloques del disefio del problema 4-29,

Comprobar que no existe un BIBD con pardmetrosa = 8, r = 8,k = 4y b = 16.

Demostrar que la varianza de los estimadores intrabloques {7;} es k(a —1)o’ / (Aa®).

Diserios extendidos de blogues incompletos. Ocasionalmente, el tamaio del bloque cumple conla relaciéna < k
< 2a. Un disefio extendido de bloques incompletos consiste en una sola réplica de cada tratamiento en cada
bloque junto con un disefio de bloques incompletos con k* = k — a. En el caso balanceado, ¢l disefio de blo-
ques incompletos tendr4 los pardmetros k* = k—a, r* = r—b y A*. Desarrollar el anélisis estadistico. (Suge-
rencia: en el disefio extendido de bloques incompletos, se tiene A = 2r — b + i*))
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5.1 DEFINICIONES Y PRINCIPIOS BASICOS

En muchos experimentos interviene el estudio de los efectos de dos o més factores. En general, los dise-
fos factoriales son los mas eficientes para este tipo de experimentos. Por disefio factorial se entiende que
en cada ensayo o réplica completa del experimento se investigan todas las combinaciones posibles de los
niveles de los factores. Por ejemplo, si el factor 4 tiene a niveles y el factor B tiene b niveles, cada réplica
contiene todas las ab combinaciones de los tratamientos. Cuando los factores estan incluidos en un dise-
fio factorial, es comin decir que estin cruzados. _

El efecto de un factor se define como el cambio en la respuesta producido por un cambio en el nivel
del factor. Con frecuencia se le llama efecto principal porque se refiere a los factores de interés primario
en el experimento. Por ejemplo, considere el experimento sencillo de la figura 5-1. Se trata de un experi-
mento factorial de dos factores en ¢l que los dos factores del disefo tienen dos niveles. A estos niveles se
les ha denominado “bajo” y “alto” y se denotan como “—"y “+7, respectivamente. El efecto principal del
factor4 de este disefio de dos niveles puede visualizarse como la diferencia entre la respuesta promedio
con el nivel bajo de A y la respuesta promedio con el nivel alto de 4. Numéricamente, esto es

40+52  20+30 _
2 2

A= 21

Es decir, cuando el factor A4 se incrementa del nivel bajo al nivel alto se produce un incremento de la res-

puesta promedio de 21 unidades. De manera similar, el efecto principal de B es

30+52  20+40
2 2

B= 11

Cuando los factores tienen mas de dos niveles, es necesario modificar el procedimiento anterior, ya que
existen otras formas de definir el efecto de un factor. Este punto se estudia con mayor profundidad mas
adelante. '

En algunos experimentos puede encontrarse que la diferencia en la respuesta entre 1os niveles de un
factor no es la misma para todos los niveles de los otros factores. Cuando esto ocurre, existe una interac-

170
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Figura 5-1 Experimento factorial de dos Figura 5-2 Experimento factorial de dos
factores con la respuesta (y) indicadaenlos  factores con interaccién.
vértices.

cién entre los factores. Por ejemplo, considere el experimento factorial de dos factores que se ilustra en la
figura 5-2. Con el nivel bajo del factor B (o B"), el efecto de A4 es

A=50—-20=30
y con el nivel alto del factor B (o BY), el efecto de 4 es
A=12—-40=-28

Puesto que el efecto de 4 depende del nivel que se elige para el factor B, se observa que existe una interac-
ci6n entre A y B. La magnitud del efecto de la interaccién es la diferencia promedio de estos dos efectos de
A, 0 AB = (-28 - 30)/2 = -29. Evidentemente, en este experimento la interaccién es grande.

Estas ideas pueden ilustrarse graficamente. En la figura 5-3 se grafican los datos de las respuestas de
la figura 5-1 contra el factor A para ambos niveles del factor B. Observe que las rectas B~y B* son aproxi-
madamente paralelas, lo cual indica la ausencia de interaccion entre los factores A y B. De manera simi-
lar, en la figura 5-4 se grafican los datos de las respuestas de la figura 5-2. En este caso se observa que las
rectas B~y B* no son paralelas. Esto indica una interaccién entre los factores A y B. Gréficas como éstas
son de gran ayuda para interpretar las interacciones significativas y para reportar los resultados al perso-
nal sin preparacion estadistica. Sin embargo, no deberan utilizarse como la tinica técnica para el anélisis
de datos, ya que su interpretacion es subjetiva y su apariencia con frecuencia es engafiosa.

espuesta
488
11
%
\\
Respuests
288888
1

20 a —
wF B =
l | 1 |
- + - +
Factor A Factor A
Figura 5-3 Experimento factorial sin in- Figura 5-4 Experimento factorial con inter-

teraccion. accion.
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El concepto de interaccién puede ilustrarse de otra manera. Suponga que los dos factores del disenio
tratado son cuantitativos (temperatura, presién, tiempo, etc.). Entonces una representacién con un mo-
delo de regresion del experimento factorial de dos factores podria escribirse como

y=PB+B:x,+B,x, +Bpx,x, +¢

dondey es la respuesta, las 8 son pardmetros cuyos valores deben determinarse, x; s una variable que re-
presenta al factor 4, x, es una variable que representa al factor B, y ¢ es un término del error aleatorio. Las
variables x, y x, se definen en una escala codificada de -1 a +1 (los niveles bajo y alto de A y B), y xx, re-
presenta la interaccion entre x; y x,.

Las estimaciones de los pardmetros en este modelo de regresion resultan estar relacionadas con las
estimaciones de los efectos. Para el experimento ilustrado en la figura 5-1 se encuentra que los efectos
principales de4 y BsonA = 21y B = 11. Las estimaciones de 8, y 3, son la mitad del valor del efecto prin-
cipal correspondiente; por lo tanto, ,31 =21/2=10.5y B, =11/2= 5.5 El efecto de la interaccién de la
figura 5-1 es AB = 1, por lo que el valor del coeficiente de la interaccion en el modelo de regresion es
Blz =1/2=0.5 El parimetro f, se estima con el promedio de las cuatro respuestas, o
/§0 = (20+40+30+52)/4 = 35.5. Por lo tanto, el modelo de regresion ajustado es

y=355+10.5x, +5.5x, +0.5x, x,

o
N
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b) La gréfica de contorno

Figura 5-5 La superfici¢ de respuesta y la grafica de contorno para el mode-
loy = 355 + 10.5 + 5.5x,. :
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Las estimaciones de los pardmetros obtenidas de esta manera para el disefio factorial en el que todos los
factores tienen dos niveles (- y +) resultan ser estimaciones de minimos cuadrados (se abundaré sobre el
tema mas adelante).

El coeficiente de la interaccion (B, = 0.5) es pequefio en comparacién con los coeficientes de los
efectos principales 8, y B ,- Lainterpretacién que se hard de este hecho es que la interaccion es pequefiay
puede ignorarse. Por lo tanto, al eliminar el término 0.5x, se obtiene el modelo

$=355+10.5x, +5.5x,

En la figura 5-5 se muestran las representaciones gréficas de este modelo. En la figura 5-5a se tiene una
grafica del plano de los valores de y generados por las diferentes combinaciones de x, y x,. A esta gréfica
tridimensional se le llama gréfica de superficie de respuesta. En la figura 5-5b se muestran las lineas de
contorno para las respuestas constantesy en el planox,, x,. Observe que como la superficie de respuesta es
un plano, la gréfica de contorno contiene lineas rectas paralelas.

Suponga ahora que la contribucién de la interacci6n en el experimento no fuera insignificante; es de-
cir, que el coeficiente B,, no fuera pequeiio. En la figura 5-6 se presenta la superficie de respuestay la gra-
fica de contorno del modelo

$=355+10.5x, +5.5x, + 8 x,

-
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b) La gréfica de contorno

Figura 5-6 La superficie de respuesta y la gréfica de contorno para el mo-
delo y = 35.5 + 10.5x; + 5.5¢, + 8,
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(Se ha hecho que el efecto de la interaccion sea el promedio de los dos efectos principales.) Observe que
el efecto significativo de la interaccién provoca el “torcimiento” del plano de la figura 5-6a. Este torci-
miento de la superficie de respuesta produce lineas de contorno curvas para las respuestas constantes en
el plano x,, x,, como se muestra en la figura 5-6b. Por lo tanto, una interaccién es una forma de curvatura
en el modelo de superficie de respuesta fundamental del experimento.

Elmodelo de superficie de respuesta de un experimento es de gran importancia y utilidad. El tema se
ampliard en la seccién 5-5 y en capitulos posteriores.

En general, cuando una interaccidn es grande, los efectos principales correspondientes tienen escaso
significado préctico. En el experimento de la figura 5-2, 1a estimacion del efecto principal de. A4 seria

50412 20+40
2 2

que es muy pequefio, y se llegaria a concluir que no hay ningiin efecto debido a A. Sin embargo, cuando se
examinan los efectos de A con niveles diferentes del factor B, se observa que no es éste el caso. El factor A
tiene un efecto, pero depende del nivel del factor B. Es decir, el conocimiento de la interacciéon AB es mas
util que el conocimiento del efecto principal. Una interaccion significativa suele enmascarar la significa-
cion de los efectos principales. Estos puntos se ponen de manifiesto con claridad en la grafica de la inter-
accion de la figura 5-4. En presencia de una interaccion significativa, el experimentador debera por lo
general examinar los niveles de uno de los factores, por ejemplo del factor.4, manteniendo fijos los nive-
les de los otros factores para sacar conclusiones acerca del efecto principal de A.

A=

5.2 LA VENTAJA DE LOS DISENOS FACTORIALES

Es sencillo ilustrar la ventaja de los diseiios factoriales. Suponga que se tienen dos factores 4 y B, cada
uno con dos niveles. Los niveles de los factores se denotan por4-, A*, B-y B*. Podria obtenerse informa-
cién acerca de ambos factores haciéndolos variar uno a la vez, como se muestra en la figura 5-7. El efecto
de cambiar el factor 4 estd dado por4*B~-A"B", y ¢l efecto de cambiar el factor B estd dado por 4B* —
A™B". Debido a que estd presente el error experimental, es deseable realizar dos observaciones, por ejem-
plo, para cada combinacion de tratamientos y estimar los efectos de los factores utilizando las respuestas
promedio. Por lo tanto, se necesita un total de seis observaciones.

Si se hubiera efectuado un experimento factorial, se habria registrado una combinacién adicional
de los tratamientos, A*B*. Ahora, utilizando s6lo cuatro observaciones, pueden hacerse dos estimacio-
nes delefecto de A: A*B"—-A"B"yA*B* - A"B*. De manera similar, pueden hacerse dos estimaciones del

ABY

Factor B

AB” A'B

Factor 4

Figora 5-7 Experimento con un factor a la vez.
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Eficiencia relativa

1 l l |

1.0
2
Namero de factores

Figura 5-8 Eficiencia relativa de un disefio factorial con
respecto a un experimento de un factor a lavez (dos niveles
del factor).

efecto de B. Estas dos estimaciones de cada efecto principal podrian promediarse para producir efectos
principales promedio que tienen la misma precision que las estimaciones del experimento con un solo
factor, pero sélo se requieren cuatro observaciones en total, y nosotros diriamos que la eficiencia relati-
va del disefio factorial con respecto al experimento de un factor a la vez es de (6/4) = 1.5. En general,
esta eficiencia relativa aumentara conforme se incremente el nimero de factores, como se muestra.en
la figura 5-8. _

Suponga ahora que esté presente una interaccion. Si el diseio de un factor a la vez indicara que A B*
yA*B dieron mejores respuestas queA B, una conclusion l6gica seria que A*B* seria todavia mejor. Sin
embargo, si esti presente una interaccién, esta conclusion puede ser una equivocacién grave. Para un
ejemplo, referirse al experimento de la figura 5-2.

‘ En resumen, observe que los diseiios factoriales ofrecen varias ventajas. Son més eficientes que los
experimentos de un factor a la vez. Ademas, un disefio factorial es necesario cuando puede haber interac-
ciones presentes a fin de evitar llegar a conclusiones incorrectas. Por Gltimo, los disefios factoriales permi-
ten la estimacion de los efectos de un factor con varios niveles de los factores restantes, produciendo
conclusiones que son vélidas para un rango de condiciones experimentales.

5.3 DISENO FACTORIAL DE DOS FACTORES

5.3.1 Un ejemplo

Los tipos mas simples de disefios factoriales incluyen tinicamente dos factores o conjuntos de tratamien-
tos. Hay a niveles del factor A y b niveles del factor B, los cuales se disponen en un diseiio factorial; es de-
cir, cada réplica del experimento contiene todas las ab combinaciones de los tratamientos. En general,
hay n réplicas.

Como ejemplo de un disefo factorial en el que intervienen dos factores, un ingeniero esta disefiando
una bateria que se usara en un dispositivo que se someter4 a variaciones de temperatura extremas. El ini-
co parametro del disefio que puede seleccionar en este punto s el material de la placa o dnodo de la bate-
ria, y tiene tres elecciones posibles. Cuando el dispositivo esté fabricado y se envie al campo, el ingeniero
no tendra control sobre las temperaturas extremas en las que operara el dispositivo, pero sabe por expe-
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Tabla 5-1 Datos de la vida (en horas) para el ejemplo del disefio de .la bateria

Tipo de Temperatura (°F)

material 15 70 125
1 130 155 34 40 20 70
74 180 80 75 82 58
2 150 188 136 122 25 70
159 126 106 115 58 45
3 138 110 174 120 96 104
168 160 150 139 82 60

riencia que la temperatura probablemente afectar4 la vida efectiva de la bateria, Sin embargo, la tempe-
ratura puede controlarse en el laboratorio donde se desarrolla el producto para fines de prueba.

El ingeniero decide probar los tres materiales de la placa con tres niveles de temperatura—15, 70 y
125°F—, ya que estos niveles de temperatura son consistentes con el medio ambiente donde se usara final-
mente ¢l producto. Se prueban cuatro baterfas con cada combinacién del material de la placa y la tempe-
ratura, y las 36 pruebas se corren de manera aleatoria. En la tabla 5-1 se presentan los datos del
experimento y de la vida observada de la bateria.

En este problema, el ingeniero quiere responder las preguntas siguientes:

1. {Qué efectos tienen ¢l tipo de material y la temperatura sobre la vida de la bateria?
2. (Existe alguna eleccién-del material que produzca de manera regular una vida larga de la baterfa
independientemente de la temperatura?

La segunda pregunta es de particular importancia. Quiza sea posible encontrar una alternativa del mate-
rial que no resulte afectada considerablemente por la temperatura. De ser éste el caso, el ingeniero puede
hacer que la bateria sea robusta para la variacién de la temperatura en el campo. Se trata de un ejemplo
de la aplicacién del disefio experimental estadistico en el disefio de productos robustos, un problema de
ingenieria muy importante.

El anterior es un ejemplo especifico del caso general de un disefo factorial de dos factores. Para pa-
sar al caso general, seay;, la respuesta observada cuando el factor A tiene el niveli-ésimo (i = 1,2, ...,a)y
el factor B tiene el nivel j-ésimo (j = 1, 2, ..., b) en la réplica k-ésima (k = 1, 2, ..., n). En general, €l experi-
mento factorial de dos factores aparecerd como en la tabla 5-2. El orden en que se hacen las abn observa-
ciones se selecciona al azar, por lo que este disefio es un disefio completamente aleatorizado.

Tabla 5-2 Arreglo general de un disefio factorial de dos factores

Factor B
1 2 .- b

1 Yuw Yz Yz Y122 Yis1s Y1p2o

vo-3 Y11n o3 Yi2n +e3 Yibn

Factor A 2 Yo Yoz Yaa1s Yazas Yau1s Yabzs
woss Youn ""yZZn R T

q Yarts Yar2o Ya21s Ya22s Yav1> Yabzr

'"1ya1n -3 Yan . '“’yabn
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Las observaciones de un experimento factorial pueden describirse con un modelo. Hay varias formas
de escribir el modelo de un experimento factorial. El modelo de los efectos es

i=12..,a
Vi = #+7,+B; +(zﬂ),.j +ey =12, b (5-1)
k=1,2..,n

donde u es el efecto promedio global, 7, es el efecto del nivel i-ésimo del factor A de los renglones, g; es el
efecto del nivel j-ésimo del factor B de las columnas, (z8); es el efecto de la interaccion entre 7,y £, y £ €s
un componente del error aleatorio. Se supone que ambos factores son fijos, y los efectos de los tratamien-
tos se definen como las desviaciones de la media global, por lo que 27_;7, = Oy Ef.ﬂlﬁ ; = 0. De manera si-
milar, los efectos de las interacciones son fijos y se definen de tal modo que Zi_,(z8), = Z%.,(t8), = 0.
Puesto que hay n réplicas del experimento, hay abn observaciones en total.

Otro modelo posible de un experimento factorial es el modelo de las medias

i=1,2..,a
Yau =M ;teu i=12..,b
k=1,2,...,n

donde la media de la celda ij-ésima es
;= u+t, +ﬁj +(tﬂ)ij

También podria usarse un modelo de regresién como en la seccion 5-1. Los modelos de regresion resultan
particularmente dtiles cuando uno o mds de los factores del experimento son cuantitativos. En la mayor
parte de este capitulo se usaré4 el modelo de los efectos (ecuacién 5-1) con referencia al modelo de regre-
sién en la seccién 5-3.

En el disefio factorial de dos factores, los factore's (o tratamientos) de los renglones y las columnas, 4
y B, son de igual interés. Especificamente, el interés se encuentra en probar hipétesis acerca de la igual-
dad de los efectos de los tratamientos de los renglones, por ejemplo,

Hyt,=1,=-=1,=0 (5-2a)
H:almenosunat, # 0

y de la igualdad de los efectos de los tratamientos de las columnas, por ejemplo,
Hy:B, =B, =..=§,=0 (5-2b)
H:almenosunaf; =0

También existe interés en determinar si los tratamientos de los renglones y las columnas interactiian. Por
lo tanto, también querria probarse

H,:(8);, =0  paratodaslasi, j

(5-2¢)
H,:al menos una (z8), # 0

A continuacion se indica c6mo se prueban estas hip6tesis utilizando un andlisis de varianza de dos factores.

5.3.2 Anilisis estadistico del modelo con efectos fijos

Sea que y; denote el total de observaciones bajo el nivel i-ésimo del factor 4, que y; denote el total de
observaciones bajo el nivel j-ésimo del factor B, que y; denote el total de observaciones de la celda
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j-ésima,y quey denote el gran total de todas las observaciones. Se defineny, ,y;,y; yy.. como los pro-

medios correspondientes de los renglones, las columnas, las celdas y el gran promedio. Expresado ma-
tematicamente,

i=1 k=1 b (5-3)
4 - Y i=1,2..a
Vi 2}’,;1; Y. T j=1,2,..,b
k=1
a b n
- Y.
i=1 /Zlk=l ’lk abn

La suma de cuadrados total corregida puede escribirse como

SV 5,-7.7 =333 (6. -7)+0, -3.)

i=l j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

+()_’U =Y.~ y/ +y. )+(-yijk - )_’q )]2

a b
=bny, (3.-3.) +an), (¥, ~7.) (5-9)
i=1 j=1
a b
+n ) > (3, =V =T, +7.)
isl j=1
a b n

"'222 = 3,)

izl j=1 k=1

ya que los seis productos cruzados del lado derecho de la igualdad son cero. Observe que se ha hecho la
particion de la suma de cuadrados total en una suma de cuadrados debida a “los renglones”, o factor.4
(85,4); una suma de cuadrados debida a “las columnas”, o factor B ($S;); una suma de cuadrados debida a
lainteraccién entre Ay B (S5 45); y una suma de cuadrados debida al error (SSz). Por el dltimo componen-
te dellado derecho de la igualdad de la ecuacién 5-4, se observa que debe haber por 1o menos dos réplicas
(n = 2) para obtener una suma de cuadrados del error.

La ecuacién 5-4 puede escribirse simbdlicamente como

SS, =SS, +8S, +SS , +5S, (5-5)

El nimero de grados de libertad asociado con cada suma de cuadrados es

Efecto Grados de libertad
A a-1
B b-1
Interaccién AB (@a-1HE-1
Error ab(n -1)

Total abn -1
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Esta asignacion de los abn — 1 grados de libertad totales a las sumas de cuadrados puede justificarse de la
siguiente manera: los efectos principales A y B tienen a y b niveles, respectivamente; por lo tanto, tienen a
~1yb -1 grados de libertad, como se indica. Los grados de libertad de la interaccién son s6lo el nimero
de grados de libertad de las celdas (que es ab - 1) menos el nimero de grados de libertad de los dos efec-
tos principales. Ay B; es decir,ab—1-(a-1)—(b-1) = (a - 1)(b - 1). Dentro de cada una de las ab celdas
hay n — 1 grados de libertad entre las » réplicas; por lo tanto hay ab(n — 1) grados de libertad para el error.
Observe que la suma del nimero de grados de libertad en el lado derecho de la ecuacién 5-5 es igual al ni-
mero total de grados de libertad.

Cada suma de cuadrados dividida por sus grados de libertad es un cuadrado medio. Los valores espe-
rados de los cuadrados medios son

-1 a=1
s\, "
E(MS, )= 1;-1)= b—1
Y )

E(MS ;)= E(-—ﬁiﬂ—ﬂ) =0’ +

(a—1)(b—-1) (a—1)(b-1)

A= H g )=

Observe que si es verdadera la hipétesis nula de que no hay efectos de los tratamientos de los renglones,
ni de los tratamientos de las columnas, ni interaccion, entonces MS ,, MS;, MS .z y MS; son todas estima-
ciones de ¢ Sin embargo, si hay diferencias entre los efectos de los tratamientos de los renglones, por
ejemplo, entonces MS, serd mayor que MS;. De manera similar, si estdn presentes efectos de los trata-
mientos de las columnas o de la interaccién, entonces los cuadrados medios correspondientes seran ma-
yores que MS;. Por lo tanto, para probar la significacién de los dos efectos principales y su interaccion,
simplemente se divide el cuadrado medio correspondiente por el cuadrado medio del error. Los valores
grandes de este cociente implican que los datos no apoyan la hipétesis nula. :

Sise supone que el modelo (ecuacion 5-1) es adecuado y que los términos del error £ tienen una dis-
tribucién normal e independiente con varianza ¢ constante, entonces cada uno de los cocientes de cua-
drados medios MS,/MSg, MSz/MSy y MS ,x/MS;, se distribuyen como Fcona-1,b-1y (a-1)(b - 1)
grados de libertad en el numerador, respectivamente, y ab(n — 1) grados de libertad en el denominador,'y
laregioén critica seria la cola superior de la distribucién F. El procedimiento de prueba suele resumirse en
una tabla del andlisis de varianza, como se muestra en la tabla 5-3.

En lo que alos célculos se refiere, por lo general se emplea un paquete de software de estadistica para
realizar el andlisis de varianza. Sin embargo, no es complicado obtener férmulas para calcular manual-

! La prueba F puede considerarse como una aproximaci6n de una prueba de aleatorizacién, como se sefialé anteriormente.



180 CAPITULO 5 INTRODUCCION A LOS DISENQOS FACTORIALES

Tabla 5-3 La tabla del an4lisis de varianza para el disefio factorial de dos factores, modelo con efectos fijos

Fuente de Suma de Grados de ‘
variacién cuadrados - libertad Cuadrado medio F,
Tratamientos A SS, . a—1 58, MS,
MS, = F, =
a—1 MS;
Tratamientos B SS; b-1 S8y MS,
MS, = F, =
b-1 " MS,
Interaccién S8 45 (a—1)b-1) MS, = ( -fn)s' f,f F= MA?;B
a-= -1) MS;
Error SS; ab(n—1) MS, = SSg
ab(n—1)
Total SS, abn -1

mente las sumas de cuadrados de la ecuacién 5-5. La suma de cuadrados total se calcula como de costum-

bre con
SS; _222 yuk abn (5-6)

i=1 j=1 k=1

Las sumas de cuadrados de los efectos principales son

1 a ) y2 )
== 2 -2 57
554 bn& "% abn Sl
y
=1 i . (5-8)
T an =i Y " abn

Es conveniente obtener $S,,; en dos pasos. Se calcula primero la suma de cuadrados entre los totales de
las ab celdas, a la que se denomina la suma de cuadrados debida a los “subtotales™:

Subtomles = 22 y i.
t—l j=1 .

Esta suma de cuadrados también contiene a SS, y SS5. Por lo tanto, el segundo paso consiste en calcular
S 5 como

S8 15 =SS suptotates — 584 — 585 (5-9)
Puede calcularse SSy por sustraccién como
88, =585, -85, ~-55,—-5S; ‘ (5-10)
0
88 = 88 = S suptorates
EJEMPLO 5.1 -+ -+ Cesseeraneranaan Ceeterresrrraranns Ceecceararerraannnys .o

El experimento del diseiio de la bateria

“Enla tabla 5-4 se presenta la vida efectiva (en horas) observada en el ejemplo del disefio de 1a bateria que
se describi6 en la seccién 5-3.1. Los totales de los renglones y las columnas se indican en los mérgenes de
la tabla y los nimeros encerrados en un circulo son los totales de las celdas.
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. Tabla 5.4 Datos de la vida (en horas) del experimento del disefio de la baterfa

Tipo de Temperatura (°F)
material 15 70 125 Y.
1 130 155 34 40 20 70
74 180 80 75 82 58 998
2 150 188 136 122 25 70
159 126 106 115 58 45 1300
3 138 110 174 120 9% 104
168 160 150 139 82 60 @ 1501
Vi 1738 1291 770 379 =y

Las sumas de cuadrados se calculan de la siguientc manera:

SS ‘222 yx.'k abn

i=l j=1 k 1

2
= (130)° +(155)° +(74)* + - +(60) - E2 = 7764697
=1 > 2 _}'_3
SSMnleriAl - bn ; i. abn
2
(3)(4)[(998) +(1300)° +(1501)* ] (373969) =10,683.72
_1 R 2 y:
Ss'rgmpaﬂm - an; y] abn
"5 4)[(173:3) +(1291)? +(770)* ] (37969) = 39118.72
15 2 y:
S8 tnteraccion = ;;; Yi. "'a-l;"';—SS.. it — S Loy
[(539) +(229) + - +(342)]— (37969) _10,68372

—39,118.72 = 9613.78

88y = 887 = S8 yaeras = SStemperaurs — SS1a
= 77,646.97—10,683.72— 39,118.72— 9613.78=18,230.75

En la tabla 5-5 se muestra el analisis de varianza. Puesto que Fy s 4 27 = 2.73, se concluye que hay una in-
teraccion significativa entre los tipos del material y la temperatura. Ademas, F 5 , »; = 3.33, por lo que los
efectos principales del tipo de material y la temperatura también son significativos. En la tabla 5-5 tam-
bién se muestran los valores P para los estadisticos de la prueba.

Como ayuda para interpretar los resultados de este experimento, es conveniente construir una gréfi-
ca de las respuestas promedio para cada combinacién de los tratamientos, Esta grafica se muestra en la fi-
gura 5-9. El hecho de que las rectas no sean paralelas indica que la interaccién es significativa. En general,
se consigue una vida més larga con una temperatura baja, independientemente del tipo de material. Al
cambiar de una temperatura baja a una intermedia, 1a vida de la bateria con el material tipo 3 tiene un in-
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Tabla 5-5 Anaélisis de varianza de los datos de la vida de la bateria

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Tipos de material 10,683.72 2 5,341.86 7.91 0.0020
Temperatura 39,118.72 2 19,559.36 28.97 0.0001
Interaccién 9,613.78 4 2,403.44 3.56 0.0186
Error 18,230.75 27 675.21
Total 77,646.97 35

cremento real, mientras que con los materiales tipos 1y 2 disminuye. Con una temperatura de intermedia
a alta, ]a vida de la bateria disminuye para los materiales tipos 2 y 3 y se mantiene en esencia sin cambio
para el material tipo 1. El material tipo 3 parece producir los mejores resultados si se quiere una pérdida
menor de la vida efectiva cuando la temperatura cambia.

Comparaciones miltiples

Cuando el analisis de varianza indica que las medias de los renglones o las columnas difieren, por lo gene-
ral es de interés hacer comparaciones entre las medias individuales de los renglones o las columnas para
descubrir diferencias especificas. Los métodos de comparaciones miltiples revisados en el capitulo 3 son
utiles a este' respecto.

Se ilustra ahora el uso de la prueba de Tukey con los datos de la vida de la bateria del ejemplo 5-1.
Observe que en este experimento, la interaccion es significativa. Cuando la interacci6n es significativa, las
comparaciones entre las medias de uno de los factores (por ejemplo, A) pueden ser oscurecidas por la in-
teraccion AB. Una forma de abordar esta cuestion consiste en fijar el factor B en un nivel especifico y apli-
car la prueba de Tukey a las medias del factor 4 con ese nivel. Para ilustrar, suponga que en el ejemplo 5-1
el interés se encuentra en detectar las diferencias entre las medias de los tres tipos de material. Puesto
que la interaccion es significativa, esta comparacién se hace con un solo nivel de la temperatura, por
ejemplo el nivel 2 (70°F). Se supone que la mejor estimacién de la varianza del error es MS; de la tabla del
andlisis de varianza, utilizando el supuesto de que la varianza del error experimental es la misma para to-
das las combinaciones de tratamientos.

i

Y
N
g 8 3d
1

8
T

Material tipo 3

Vida promedio ¥;
~J
i)
[

Material tipo 1
Material tipo 2

3
T

e
o
!

0 1 ) 1
15 70 125

Temperatura (°F)

Figura 5-9 Gréfica tipo de material-temperatura para el ejem-
plo 5-1.
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Los promedios de los tres tipos de material a 70°F dispuestos en orden ascendente son

Yo =5725  (material tipo 1)
¥ =119.75 (material tipo 2)
Vi =14575 (material tipo 3)

MS,
Toos =q00s(3 27 n

= 4547

donde gy5(3, 27) =3.50 se obtiene por interpolacién en la tabla VIII del apéndice. Las comparaciones por
pares dan como resultado

3vs. 1: 14575 ~ 57.25 = 88.50 > Typs = 45.47
3vs.2: 145775 = 119.75 = 26.00 < T, = 45.47
2vs.1: 11975 - 57.25 = 62.50 > T, = 45.47

Este anélisis indica que con el nivel de temperatura de 70°F, la vida media de la bateria es la misma
para los materiales tipos 2y 3, y que la vida media de la bateria para el material tipo 1 es significativa-
mente menor.

Si la interaccion es significativa, el experimentador podria comparar las medias de fodas las ab celdas
para determinar cuéles difieren significativamente. En este anlisis, las diferencias entre las medias de las
celdas incluyen los efectos de la interacci6n, asi como ambos efectos principales. En el ejemplo 5-1, esto
daria 36 comparaciones entre todos los pares posibles de las nueve medias de las celdas.

Salida de computadora
En la figura 5-10 s¢ presenta la salida de computadora de Design-Expert para los datos de Ja vida de la ba-
teria del ejemplo 5-1. Observe que

5 poteio = SSpauerar + S5 remperarn +SS tmeracis
=10,683.72+39,118.72+9613.78
=59,416.22

Y que

58 oseo - 59,416.22

R? = S Moo _ O%7F D44
SSpow  77,646.97

=0.7652

Es decir, cerca de 77% de la variabilidad de la vida de la bateria es explicada por el material de la placa de
la bateria, la temperatura y la interaccién entre el tipo de material y la temperatura. En la salida de com-
putadora se muestran también los residuales del modelo ajustado. A continuacion se indica cémo usar es-
tos residuales para verificar la adecuacién del modelo.
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Response: Life

in hours

ANOVA for Selected Factorial Model
Analysis of variance table [Partial sum of squares]

Sum of

Source Squares

Model 59416.22

A 10683.72

B 39118.72

AB 9613.78

Residual 18230.75

Lack of Fit 0.000

Pure Error 18230.75

Cor Total 77646.97

Std. Dev. 25.98

Mean 105.53

C.V. 24.62

PRESS 32410.22

Diagnostics Case Statistics

Standard Actual Predicted

Order Value Value

1 130.00 134.75
2 74.00 134.75
3 155.00 134.75
4 180.00 - 134.75
5 160.00 185.75
6 159.00 165.75
7 188.00 155.75
8 . 126.00 165.75
9 138.00 144.00
10 168.00 144.00
11 110.00 144.00
12 160.00 144.00
13 34.00 57.25

14 80.00 57.25
156 40.00 57.25
16 75.00 57.25
17 136.00 119.75
18 106.00 119.75
19 122.00 119.75
20 115.00 119.75
21 174.00 1456.75
22 150.00 145.75
23 120.00 145.76
24 139.00 145.75
25 20.00 57.50
26 82.00 57.50
27 70.00 57.50
28 58.00 57.50
29 25.00 49.50
30 58.00 49.50
31 70.00 49.50
32 45.00 49.50
33 96.00 85.50
34 82.00 85.50
35 104.00 85.50 -
36 60.00 85.50

Figura 5-10 Salida de Design-Expert para el ejemplo 5-1.

Mean
DF Square Value Prob> F
8 7427.03 11.00 <0.0001
2 5341.86 7.91 0.0020
2 19559.36 28.97 <0.0001
4 2403.44 356 0.0186
27 675.21
0
27 675.21
35
R-Squared 0.7652
Adj R-Squared 0.6956
Pred R-Squared 0.5826
Adeq Precision - 8,178
Student Cook’s
Residual Leverage Residual Distance
-4.76 0.260 -0.211 0.002
—-60.75 0.250 —2.700 0.270
20.25 0.250 0.900 0.030
45.25 0.250 2.01 0.150 .
-5.75 0.250 ~0.256 0.002
3.25 0250  0.144 0.001
32.25  0.250 1.433 0.076
—29.75 0.250 —1.322 0.065
-6.00 0.2560 ~0.267 0.003
24.00 0.250 1.066 0.042
- —34.00 0.250 -1.511 0.085
.~ 16.00 0.250 0.711 0.019
—23.25 0.250 -1.033 0.040
22,75 0.250 1.01 0.038
—-17.25 0.250 -0.767 0.022
17.75% 0.250 0.789 0.023
16.25 0.250 0.722 0.019
—13.76 0.250 —0.611 0.014
2.25 0.250 0.100 0.000
~4.75 0.250 =021 0.002
28.25 0.250 1.285 0.058
4.25 0.250 0.189 0.001
—25,75 0.250 -1.144 0.048
—6.75 0.250 —0.300 0.003
—37.50 0.250 -1.666 0.103
24.50 0.250 1.089 0.044
12.50 0.250 0.555 0.011
0.50 0.250 0.022 0.000
~24.50 0.250 —1.089 0.044
8.50 0.250 - 0.378 0.005
20.50 0.250 0.911 0.031
-4.5G 0.250 —0.200 0.001
10.50 0.250 0.467 0.008
--3.560 0.250 —0.156 0.001
18.50 0.250 0.822 0.025
—25.50 0.250 ~1.133 0.048

significant

Outlier
t
—0.207
-3.100

0.897
2.140
-0.251
0.142
1.463
—1.341
—0.262
1.069
-1.650
0.704
—1.035
1.011
—-0.761
0.783
0.716
—0.604
0.098
—0.207
1.269
0.185
-1.161
—0.295
~1.726
1.093
0.548
0.022
—1.093
0.372
0.908
-0.196
0.460
—0.153
0.817
-1.139
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5.3.3 Verificacién de la adecuacién del modelo

Antes de adoptar las conclusiones del analisis de varianza, debera verificarse la adecuacién del modelo
fundamental. Como anteriormente, la herramienta primaria de diagndstico es el anéllsls residual. Los
residuales del modelo factorial de dos factores son

€ = Y — .)A}ijk (5-11)
y puesto que el valor ajustado §, =y, (el promedio de las observaciones de la celda j-¢sima), la ecua-
. ¢ién 5-11 queda como

€ = Vi ~ Vi . (5-12)

En la salida de computadora de Design-Expert (figura 5-10) y en la tabla 5-6 se muestran los residuales
de los datos de la vida de la bateria del ejemplo 5-1. La gréfica de probabilidad normal de estos residua-
les (figura 5-11) no revela nada particularmente problemaético, aun cuando el residual negativo mas gran-
de (—60.75 con 15°F para el material tipo 1) se aparta un poco de los demés. El valor estandarizado de este
residual es —60.75/V675.21 = -2.34, y es el tnico residual cuyo valor absoluto es mayor que 2.

En la figura 5-12 se grafican los residuales contra los valores ajustados §,, . Esta grafica indica una li-
gera tendencia de la varianza de los residuales a incrementarse cuando la vida de la bateria se incrementa.
En las figuras 5-13 y 5-14 se grafican los residuales contra los tipos del material y la temperatura, respecti-
vamente. Ambas gréficas indican una ligera desigualdad de la varianza, con la combinaci6n del trata-
miento 15°F y material tipo 1, teniendo posiblemente una varianza mayor que las demas.

En la tabla 5-6 se observa que la celda 15°F-material tipo 1 contiene los dos residuales extremos
(—60.75 y 45.25). Estos dos residuales son los principales responsables de la desigualdad de la varianza de-
tectada en las figuras 5-12 a 5-14. Al examinarse nuevamente los datos no se observa ningiin problema ob-
vio, tal como un error al registrar los datos, por lo que estas respuestas se aceptan como legitimas. Es
posible que esta combinacién de tratamientos particular produzca una vida de la bateria ligeramente mas
erritica que las demas. Sin embargo, el problema no es lo suficientemente grave como para tener un im-
pacto dramético en el andlisis y las conclusiones.

5.3.4 Estimacién de los pardmetros del modelo

Los pardmetros del modelo de los efectos para el disefio factorial de dos factores

Y THTT; +ﬂj +(T.B)ij +E, (5-13)
Tabla 5.6 Residuales del ejemplo 5-1
_Tipo de Temperatura (°F)

material 15 70 125
1 —4.75 20.25 -23.25 -17.25 -37.50 12.50
~60.75 45.25 22.75 17.75 24.50 0.50
2 -5.75 32.25 16.25 225 -24.50 20.50
3.25 -29.75 -13.75 -4.75 8.50 -4.50
3 -6.00 ~-34.00 28.25 -25.75 10.50 18.50

24.00 16.00 4,25 -6.75 -3.50 —25.50
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~60.75 ~34.26 -1.7% 18.76 46.25

Residual

Figura 5-11 Gréfica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 5-1.

pueden estimarse por minimos cuadrados. Puesto que el modelo tiene 1 + a + ab pardmetros que deben
estimarse, hay 1 + @ + b + ab ecuaciones normales. Al utilizar el método de la seccion 3-9, no es dificil de-
mostrar que las ecuaciones normales son

BO

60

Ei-?-k
(=]

-80

-80

a b a b A
e abn,i‘H-an £, +an2f3i +n22 @B),; = . (5-14a)
i=1 =1 i=1 j=1 :
[ ]
B .
| o s . I
. < o . .
| & |l & L] |
*5p ® 1000 ®ou 200
° . ® 160
= o® Yk
" ® o *
[ L ]

Figura5-12 Gréfica de los residuales contra y,, parael ejemplo 5-1.
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Figura 5-13 Gréfica de los residuales contra el tipo de mate-
rial para el ¢jemplo 5-1.

. b b A
T bna+bnt, +n) B 4nQ @), =y,  i=12..8 (5-14b)
=1 =1
ﬁj:anﬂ+n§a: 2 +an,§,. +ni(tl\ﬂ)b. =y, i=L2..,b | (5-14¢)
iml i=]
.o i=1,2,...,
(tB),: i+ nt, +nB, +n(iB), = v, {’]= Loy (5-14d)

Por conveniencia, el pardmetro que corresponde a cada ecuacién normal se indica a la izquierda de las
ecuaciones 5-14,

6o
-
40 -
.
.
20 : . s
® 8 ;
®
20 b , h
® 815 870 8125
2 : Temperatura (°F)
B . { ] ]
.
ol 1)
60 - .

Figura 5-14 Gréfica de los residuales contra la temperatura
para el ejemplo 5-1.
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El modelo de los efectos (ecuacién 5-13) esta sobreparametrizado. Observe que la suma de las a
ecuaciones de la ecuacién 5-14b es igual a la ecuacion 5-14ay que la suma de las b ecuaciones de la ecua-
cidn 5-14¢ es igual ala ecuacion 5-14a. Asimismo, la operacién suma de la ecuacioén 5-14d sobre j para una
i particular dara la ecuacién 5-14b, y la operacién suma de la ecuacién 5-14d sobre i para unaj particular
daré la ecuacién 5-14c. Por lo tanto, haya + b + 1 dependencias lineales en este sistema de ecuacionesy
no existird ninguna solucién dnica. A fin de obtener una solucién, se imponen las restricciones

> =0 (5-15a)
b B, =0 (5-15b)
=1
ﬁ: @), =0  j=12..b (5-15¢)
y ;
N @#),=0 i=12..,a (5-15d)

j=1

Las ecuaciones 5-15ay 5-15b constituyen dos restricciones, mientras que las ecuaciones 5-15¢y 5-15d for-
man a + b — 1 restricciones independientes. Por lo tanto, se tienen en totala + b + 1 restricciones, el nd-
mero que se requiere. .

Al aplicar estas restricciones, las ecuaciones normales (ecuaciones 5-14) se simplifican considerable-
mente, y se obtiene la solucién
=J.
=Y. i=12..,a

ﬂj=y.j._y... j=12..,b

A ' i=L12..,a

(tﬂ)lj = ;,Ij. - yl - y] +y {J= 1, 2 e b
Observe el gran atractivo intuitivo de esta solucién de las ecuaciones normales. Los efectos de los trata-
mientos de los renglones se estiman con el promedio del renglén menos el gran promedio; los tratamien-
tos de las columnas se estiman con el promedio de la columna menos el gran promedio, y la interaccién
ij-ésima se estima con el promedio de 1a celda ij-ésima menos el gran promedio, el efecto del rengl6n i-€si-
mo y el efecto de la columna j-ésima.

Al utilizar la ecuacion 5-16, el valor ajustado y; puede encontrarse como

n A
j’ijk = ﬁ+ii +lBj +(Tﬂ)ij
=y +(¥.—Y. )+()_’.j. -3.)
+(yq -¥.- y, +y. )
Es decir, la observacién k-ésima de la celda ij-ésima se estima con el promedio de las n observaciones de
esa celda. Este resultado se usé en la ecuacion 5-12 para obtener los residuales del modelo factorial de
dos factores.

Puesto que se han usado restricciones (ecuaciones 5-15) para resolver las ecuaciones normales, los
pardmetros del modelo no tienen estimaciones Gnicas. Sin embargo, ciertas funciones importantes de
los pardmetros del modelo son estimables, es decir, tienen una estimacion tinica independientemente de
las restricciones elegidas. Un ejemplo es ;- 7, + (z8), — (zB), , que podria considerarse como la “verdade-

> T
I

(5-16)
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ra” diferencia entre los niveles i-ésimo y u-ésimo del factor 4. Observe que la verdadera diferencia entre
los niveles de cualquier efecto principal incluye un efecto de la interaccién “promedio”. Es este resultado
el que perturba las pruebas de los efectos principales en presencia de una interaccién, como se sefial an-
teriormente. En general, cualquier funci6n de los pardmetros del modelo que sea una combinacién lineal
del miembro izquierdo de las ecuaciones normales es estimable. Esta propiedad también se hizo notar en
el capitulo 3 cuando se estudi6 el modelo de un solo factor. Para mayores detalles, ver el material suple-
mentario del texto de este capitulo.

5.3.5 Eleccién del tamafio de la muestra

Para determinar un tamafo de la muestra (el nimero de réplicas, #) apropiado en un disefio factorial de
dos factores, el experimentador puede apoyarse en las curvas de operaci6n caracterfstica que aparecen en
la parte V del apéndice. En la tabla 5-7 se muestra el valor apropiado del parametro @7, asi como los gra-
dos de libertad del numerador y el denominador.

Una forma muy eficaz de emplear estas curvas consiste en encontrar el valor menor de ®” que corres-
ponde a una diferencia especificada entre las medias de dos tratamientos cualesquiera. Por ejemplo, si la
diferencia en las medias de dos renglones cualesquiera es D, entonces el valor minimo de @ es

2
@ = anZ (5-17)
2a0
mientras que si la diferencia en las medias de dos columnas cualesquiera es D, entonces ¢l valor minimo
de @ es

naD’ '
o= 12 (5-18)
Por iltimo, el valor minimo de ®? que corresponde a una diferencia D entre dos efectos de interaccion
cualesquiera es
2 - nD*
202 [(a—1)(b—1)+1]

(5-19)

Para ilustrar el uso de estas ecuaciones, considere los datos de la vida de la baterfa del ejemplo 5-1.
Suponga que antes de correr el experimento se decide que la hip6tesis nula deber4 rechazarse con una alta

Tabla 5.7 Parimetros de la curva de operacién caracterfstica de la parte V del apéndice para el disefio factorial
de dos factores, modelo con efectos fijos

Grados de libertad Grados de libertad
Factor P? del numerador del denominador
2 .
A ””E i a-1 ab(n —1)
ao®
b
2
B “"IZ::, Bi b-1 ab(n -1)
bo.Z
a b
n 7 ? ‘ .
AB ,Z',z:' i @-1)p-1) - ab(n~1)

o*[(a—1)(b—-1)+1]
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probabilidad si la diferencia en la vida media de la bateria entre dos temperaturas cualesquiera es hasta
de 40 horas. Por lo tanto D = 40, y si se supone que la desviacion estandar de la vida de la baterfa es apro-
ximadamente 25, entonces por la ecuacién 5-18 se obtiene
_ naD?
" 2bg?
2 340’
2(3)(25)°
=1.28n

(DZ

como el valor minimo de @, Suponiendo que a = 0.05, ahora puede usarse la parte V del apéndice para
construir la tabla siguiente:

v, = Grados de v, = Grados de
n o2 ) libertad del numerador libertad del error B
2 2.56 1.60 2 9 0.45
3 384 1.96 2 18 0.18
4 5.12 2.26 2 27 0.06

Observe que con n = 4 réplicas se obtiene un riesgo S de cerca de 0.06, o una probabilidad aproxima-
da de 94%, de rechazar la hip6tesis nula si la diferencia en la vida media de l1a bateria con dos niveles de
temperatura cualesquiera es hasta de 40 horas. Por lo tanto, se concluye que cuatro réplicas bastan para
proporcionar la sensitividad deseada siempre y cuando la estimaci6n usada para la desviacién estdndar de
la vida de la bateria no tenga un error grave. En caso de duda, el experimentador podria repetir el proce-
dimiento anterior con otros valores de o para determinar el efecto que tendria una estimacién equivocada
de este pardmetro sobre la sensitividad del disefo. :

5-3.6 El supuesto de no interaccién en un modelo de dos factores

Ocasionalmente, un experimentador siente que es apropiado un modelo de dos factores sin interaccién,
por ejemplo

i=1,2..,a |
Yie =BT, +B, +&, i=1,2..,b (5-20)
k=1,2..,n

Sin embargo, se debera ser muy cuidadoso al hacer caso omiso de los términos de interaccién, ya que la
presencia de una interacci6n significativa puede tener un impacto dramatico sobre la interpretacién de
los datos.

El anélisis estadistico de un modelo factorial de dos factores sin interaccion es directo. En la tabla 5-8
se presenta el anélisis de los datos de la vida de la bateria del ejemplo 5-1,suponiendo que es valido el mo-

Tabla 5-8 Anglisis de varianza de los datos de la vida de la bateria suponiendo que no hay interaccién

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacién cuadrados libertad medio Fy
Tipos de material - 10,683.72 2 5,341.86 5.95
Temperatura 39,118.72 2 19,559.36 21.78
Error 27,844.52 3 898.21

Total 77,646.96 35
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delo sin interaccién (ecuacién 5-20). Como ya se sefiald, los dos efectos principales son significativos. Sin
embargo, tan pronto como se efectiia el an4lisis residual de estos datos, se pone de manifiesto que ¢l mo-
delo sin interaccién es inadecuado. Para el modelo de dos factores sin interaccién, los valores ajustados
son $; =y, +y,-y..Enlafigura 5-15 se presenta la grafica dey, — 3 (los promedios de las celdas menos
el valor ajustado de esa celda) contra el valor ajustado §y,. Ahora las cantidades y; — i pueden conside-
rarse como las diferencias entre las medias de las celdas observadas y las medias de las celdas estimadas
suponiendo que no hay interaccién. Cualquier patrén en estas cantidades sugiere la presencia de una in-
teraccion. En la figura 5-15 se observa un patrén claro cuando las cantidades y;; - 3 pasan de positivo a
negativo, y después de nuevo a positivo y a negativo. Esta estructura es el resultado de la interaccion entre
los tipos del material y la temperatura.

5.3.7 Una observacién por celda

En ocasiones se encuentran experimentos de dos factores con una sola réplica, es decir, en los que sélo
hay una observacién por celda. Cuando hay dos factores y una sola observacion por celda, el modelo de
los efectos es

i=12..a
y; =utr, 4+, +(1B), te, {j=1,?,...,b (5-21)
El anilisis de varlanza para esta situacion se presenta en la tabla 5-9, suponiendo que ambos factores son
fijos.

Al examinar los cuadrados medios esperados, se observa que la varianza del error o® es no estimable;
es decir, que el efecto de la interaccion de los dos factores (8); y el error experimental no pueden sepa-
rarse de alguna manera obvia. Por consiguiente, no se cuenta con pruebas para los efectos principales a
menos que el efecto de la interaccién sea cero, Si no hay una interaccién presente, entonces (z8); = 0 para
toda i y j, y un modelo plausible es

=1,2..,b

Si el modelo (ecuacién 5-22) es apropiado, entonces el cuadrado medio de los residuales de la tabla 5-9 es
un estimador insesgado de ¢?, y los efectos principales pueden probarse comparando MS, y MS; con
MSgesitua-

SDF

30

i=1,2.., |
Yy = U+t +B, +e, {; 2 (5-22)

10} o« * o

Yy~ ¥ ik

0 d e | | 1

-0} Y

=20 M

-30 "

Figura 5-15 Gréfica de §, — j,, contra ¥, para los datos de la vida
de la baterfa. '
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Tabla 59 Andlisis de varianza de un modelo de dos factores, una observaci6n por celda

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado Cuadrado medio
variacion cuadrados libertad medio esperado
: SNyl y? : 2
Renglones (A) 2 y?, “‘% a-1 MS, >+ E%
im] a—
] 2 2 . ) 2
Y, ¥y : a .
Columnas (B) E 7j b b-1 MS, o+ TE:%
j=t -
' 2
T
Residual 0 4B Sustraccion (@a-Db-1) MS pescua o+ %
Total a b y 2
22 Vi ab-1

Una prueba desarrollada por Tukey [111a] es yitil para determinar si est presente una interaccién.
En el procedimiento se supone que el término de la interaccion tiene una forma particularmente simple,
a saber,

(7/3)., =y1.8 i
donde y es una constante desconocida. Al definir asi el término de la interaccion, puede usarse un enfo-
que de regresion para probar la significacion del término de la interaccion. En la prueba se hace la parti-
ci6én de la suma de cuadrados de los residuales en un componente con un solo grado de libertad debido a
la no aditividad (interaccién) y un componente del error con (@ — 1)(b ~1) — 1 grados de libertad. En lo que
a los calculos se refiere, se tiene ‘ :

a b . yz )
22 Yi¥i¥;i—Y. (SSA +8S, +£)]

SSN = [1=1 j=1

5-
abSs ,SS, (5-23)
~ con un grado de libertad, y
SS e = IS pesigua — % ' (5-24)
con (2 — 1)(b -1) — 1 grados de libertad. Para probar la presencia de una interaccion, se calcula
SS '
F. = N 5-25
O S @~ D=1~ 1] 2%
SiFy > F, 1, @_1e -1 - 1» debe rechazarse la hipétesis de que no hay ninguna interaccion.
EJEMPLO 5.2 -=++eveevers Ceessesasseaatataasaaanen

Las impurezas presentes en un producto quimico son afectadas por dos factores, la presién y la tempera-

tura. En la tabla 5-10 se muestran los datos de una sola réplica de un experimento factorial. Las sumas de
cuadrados son

1 a yz

S§, =~ b

A b ; Y i ab

44*

=2333
(3)

= %[232 +13% +8%]-
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Tabla 5-10 Datos de las impurezas del ejemplo 5-2

Temperatura Presién
P 25 30 35 40 45 W
100 5 4 6 3 5 23
125 3 1 4 2 3 13
150 1 1 3 1 2 8
¥, 9 6 13 6 10 M=y
1 b yZ
SS. =— I
B a 121 y.] ab
1 44?
=192 +6%+132 +6 +10%]- =11.60
3L NETE)

a b yl
ssT=; ;y;—g

= 166—129.07 = 36.93

S8 psony = 587 — S5, =SS,
= 36.96— 23.33-11.60= 2.00

La suma de cuadrados de la no aditividad se calcula con la ecuacién 5-23 de la siguiente manera:

B3 3,5, = ()@NO)+(A)(23)(6) +---+(2)(8)(10) = 7236

i=1 j=1
a b yz ,
[EZ Yi¥i¥i—Y. (SSA +55, +;I-.J.]:|

=] j=1
abSs ,SS,
_ [7236~(44)(2333+11.60+ 129.07)]
(3)(5)(2333)(11.60)
_ [20.00° 0
4059.42
y la suma de cuadrados del error es, por la ecuacién 5-24,
S8 eror = S8 pegicua =SS
= 2.00—0.0985=1.9015

El anélisis de varianza completo se resume en la tabla 5-11. El estadistico de prueba para la no aditivi-
dad es F, = 0.0985/0.2716 = 0.36, de donde se concluye que no hay evidencia de interaccién en estos da-
tos. Los efectos principales de la temperatura y la presion son significativos.

SS, =

(985

Para concluir esta seccion, se hace notar que el modelo factorial de dos factores con una observacién
por celda (ecuacién 5-22) luce exactamente igual que €l modelo de bloques completos aleatorizados
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Tabla 5-11 Anilisis de varianza del ejemplo 5-2

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
Temperatura 23.33 2 11.67 42,97 0.0001
Presién 11.60 4 2.90 10.68 0.0042
No aditividad 0.0985 1 0.0985 0.36 0.5674
Error 1.9015 7 0.2716
Total 36.93 14

(ecuaci6n 4-1). De hecho, la prueba de Tukey con un solo grado de libertad para la no aditividad puede
aplicarse directamente para probar la presencia de una interaccién en el modelo de bloques aleatoriza-
dos. Sin embargo, es necesario recordar que las situaciones experimentales que llevan al modelo de blo-
ques aleaiorizados y al modelo factorial son muy diferentes. En el modelo factorial, fodas las ab corridas
se hacen de manera aleatoria, mientras que en el modelo de bloques aleatorizados la aleatorizacién sélo
ocurre dentro del blogue. Los bloques constituyen una restriccién sobre la aleatorizacién. Por lo tanto, la
manera en que se corren los experimentos, asf como la interpretacion de los dos modelos, es muy diferente.

i

5.4 DISENO FACTORIAL GENERAL

Los resultados del disefio factorial de dos factores pueden ampliarse al caso general en que hay g niveles
del factor A, b niveles del factor B, ¢ niveles del factor C, etc., dispuestos en un experimento factorial. En
general, habra ebc - n observaciones totales si se hacen n réplicas del experimento completo. De nueva
cuenta, observe que es necesario un minimo de dos réplicas (» = 2) para determinar una suma de cuadra-
dos debida al error si todas las interacciones posibles estan incluidas en el modelo.

Cuando todos los factores del experimento son fijos, es sencillo formular y probar hipétesis acerca de
los efectos principales y las interacciones. Para un modelo con efectos fijos, los estadisticos de prueba
para cada efecto principal e interaccion pueden construirse dividiendo el cuadrado medio correspondien-
te del efecto o interaccién por el cuadrado medio del error. Todas estas pruebas F serdn de una cola supe-
rior. El nimero de grados de libertad de cualquier efecto principal es el niimero de niveles del factor
menos uno, y el niimero de grados de libertad de una interaccién es el producto del niimero de grados de
libertad asociados con los componentes individuales de la interaccion.

Por ejemplo, considere el modelo del andlisis de varianza de tres factores:

Yiu = HF+T, +ﬂj +7, +(Tﬂ)b‘ +(*7)a +(ﬂ7)jk

i=1,2..,a
=12..,b

TN -
1=1,2...,n

Suponiendo que 4, By C son fijos, la tabla del anslisis de varianza se pfesenta en la tabla 5-12. Las prue-
bas F para los efectos principales y las interacciones se siguen directamente de los cuadrados medios es-
perados.
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En general, los calculos del anélisis de varianza se efectuarian utilizando un paquete de software de
estadistica. Sin embargo, en ocasiones resultan utiles las férmulas para calcular manualmente las sumas
de cuadrados de la tabla 5-12. La suma de cuadrados total se encuentra de la manera acostumbrada como

SSr _ZEEZ yukl abcn (5-27)

i=1 j=1 k=1 I=1

Las sumas de cuadrados de los efectos principales se encuentran a partir de los totales de los factores
A®:.), B(y;) y C(v..) de la siguiente manera:

1 a y2
5§, =— 2 5-28
4 ben& "' aben (5-28)
1%,
- 5-29
acnlz1 Vi~ abcn ( )
1
— 5-30
Sc = abn &~ Vi~ abcn (>-30)

Para calcular las sumas de cuadrados de las interacciones de dos factores, se necesitan los totales de las
celdasA x B,A x CyB x C. Con frecuencia es titil desplegar la tabla de los datos originales en tres tablas
de dos vias para calcular estas cantidades. Las sumas de cuadrados se encuentran con

w=i33 5

=1 j=1

= SSSubtotalcs(AB) - SSA ~ S8, (5-31)
—=——8S, SS
AC bn Z; ; yl k. ab
= ssSubtotalcs(AC) -85, - 88 . (5-32)

b
Bc=:_nzz yjk —==— 88, ~ S5,

j=1 k=1
—8S, - 88 (5-33)

Observe que las sumas de cuadrados de los subtotales de dos factores se encuentran a partir de los totales
de cada tabla de dos vias. La suma de cuadrados de la interaccion de los tres factores se calcula a partir de
los totales de las celdas {y; } de tres vias como

S anc = ‘EZZ Vi ab‘; — 85,88, — 8¢ — 88 45 — 88 4o — SSyc (5-34a)

i=1 j=1 k=1

SS Subtotales (BC') B C

—SS,— 88, ~ 858 =58 45 — 88 4o =SS ,c (5-34b)

La suma de cuadrados del error puede encontrarse restando la suma de cuadrados de cada efecto princi-
pal e interaccion de la suma de cuadrados total o con

S8y =88,-8§ Subtotales( ABC) (5-35)

=SS Subtotales (ABC)
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EJEMPL05-3.lll...I.ll.lll'.'l...llllll..lll. IIIII 4 4 & % 4 & 9 8 as a0 & 8 % % 88
El problema del embotellado de un refresco

Una empresa embotelladora de refrescos estd interesada en obtener alturas de llenado més uniformes en
las botellas que se fabrican en su proceso de manufactura. Teéricamente, la maquina de llenado llena cada
botella a la altura objetivo correcta, pero en la préctica, existe variacién en tomo a este objetivo, y a la embo-
telladora le gustaria entender mejor las fuentes de esta variabilidad y, en dltima instancia, reducirla.

El ingeniero del proceso puede controlar tres variables durante el proceso de llenado: el porcentaje
de carbonatacién (4), la presién de operaci6n en el llenador (B) y las botellas producidas por minuto o ra-
pidez de linea (C). Es sencillo controlar la presién y la rapidez, pero el porcentaje de carbonatacion es
més dificil de controlar durante la manufactura real debido a que varia con la temperatura. Sin embargo,
para los fines de un experimento, el ingeniero puede controlar la carbonatacién en tres niveles: 10,12y 14
por ciento. Elige dos niveles para la presion (25 'y 30 psi) y dos niveles para la rapidez de linea (200'y 250
bpm). El ingeniero decide correr dos réplicas de un diseiio factorial con estos tres factores, haciendo las
24 corridas de manera aleatoria. La variable de respuesta observada es la desviacion promedio de la altu-
ra del llenado objetivo que se observa en una corrida de produccién de botellas con cada conjunto de con-
diciones. En la tabla 5-13 se muestran los datos que resultaron de este experimento. Las desviaciones
positivas son alturas de llenado arriba del objetivo, mientras que las desviaciones negativas son alturas de
llenado abajo del objetivo. Los nimeros encerrados en circulos de la tabla 5-13 son los totales de las cel-
das de tres vias yj; . :

La suma de cuadrados total corregida que se encuentra con la ecuacion 5-27 es
2

a b c n
$$;= XXX V= 7

i=l j=1 k=1 I=1

V)
= 57125 = 336.625

Tabla 5-13 Datos de la desviacién de la altura de llenado del ejemplo 5-3

Presién de operacion (B)
25 psi 30 psi
Porcentaje de Rapidez de linea (C) Rapidez de linea (C)
carbonatacion (4) 200 250 200 250 Yo
-3 -1 -1 1
10 S 0 & FESY, 1 @ -4
0 2 2 6
12 1 @ T ® ; ® 5 @ w»
5 7 7 10
14 . @ s © 9 n @  0»
Totales B X Cy ;. 6 15 20 34 =y,
Yi. 21 54
Totales4 X B Totalesd X C
Yy. Yire
B ' C
A 25 30 A 200 250
10 -5 1 10 -5 1
12 4 16 12 6 14
14 22 37 14 25 34
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y las sumas de cuadrados de los efectos principales que se calculan con las ecuaciones 5-28, 5-29y 5-30 son

a 2

__1 2 _ Y.
S‘SCarbonatm'Gn - ben ; Yi. abcn

_L 4 2 2, (75 _
= Sl +(20)7 +(59) |- 257 = 252750

b 2

1 y
Fresin  gen ,21 Vi abcn

= é[(zl)2 +(54)°]- (—7253—2 =45375

1 4 y2
= 2
SSRnpidez. - abn g yk - abcn

= 106 +a9y' - 2L

= 22.042

Para calcular las sumas de cuadrados de las interacciones de dos factores, se deben encontrar los tota-
les de las celdas de dos vias. Por ejemplo, para encontrar la carbonatacién-presion o interaccion AB, se
necesitan los totales de las celdas 4 X B {y; } que se muestran en la tabla 5-13. Utilizando la ecuacién
5-31, se encuentra que las sumas de cuadrados son

=EZEE ———ss - S8,

=] j=1

= =57+ +ay 46y 422 +37))- L

= 5250

— 252.750— 45.375

Para la carbonatacién-rapidez o interaccion AC se usan los totales de las celdasA X C{y,.} que se mues-
tran en la tabla 5-13 y la ecuacién 5-32:

22 Y ———ss ~ S,

——[(—5) +(1)% +(6) +(14)? +(25)> +(34)* |- (75) — 252.750 - 22.042
= 0.583

La presion-rapidez o interaccién BC se encuentra con los totales de las celdas B X C {y, } que se mues-
tran en la tabla 5-13 y la ecuacién 5-33:

S8, =522 Y ———ss

j=1 k=1

(75)

=_[(6) +(15)% +(20)* +(34)* |- — 45.375~22.042

=1.042
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La suma de cuadrados de la interaccion de los tres factores se encuentra con los totales de las celdas
A X B X C{y, }, los cuales estan encerrados en un circulo en la tabla 5-13. Por la ecuacién 5-34a se en-
cuentra :

1 a b c yZ
SS e = 2222 Y2 — =88, =55, = SS. — 55,5 =55 ,c = S8

i=1 j=1 k=1

= L {4y 41 =1y 4y 20y - D
= L9 +HE1P +(1) 44 (16) 42 ]2

= 252.750~ 45.375— 22.042— 5.250— 0.583~—1.042
=1.083

Por dltimo, al observar que

- 19 2
SSSubw(ales(ABC) =— 2 Z y;,c‘ = ben 328.125

nia i e

se tiene
8§8,=55,- SSSub!olalcs(ABC)

= 336.625—-328.125
= 8.500

En la tabla 5-14 se resume el analisis de varianza. Se observa que el porcentaje de carbonatacion, la
presion de operacionyy la rapidez de linea afectan significativamente el volumen de llenado. El cociente F
de la interacci6n carbonatacién-presion tiene un valor P de 0.0558, lo cual indica cierta interaccién entre
estos factores.

Elsiguiente paso debera ser un andlisis de los residuales de este experimento. Se deja como ejercicio
para el lector, pero se sefiala que la gréfica de probabilidad normal de los residuales y los demaés diagnds-
ticos usuales no indican ningiin motivo de preocupacién importante.

Como ayuda para la interpretacion practica de este experimento, en la figura 5-16 se grafican los tres
efectos principales y la interaccién AB (carbonatacién-presion). Las representaciones de los efectos princi-
pales son s6lo gréficas de los promedios de las respuestas marginales para los niveles de los tres factores.
Observe que las tres variables tienen efectos principales positivos; es decir, el incremento de la variable
mueve hacia arriba la desviacién promedio del llenado objetivo. La interaccién entre la cabonatacién yla
presion es bastante pequeifia, como lo indica la forma similar de las dos curvas de la figura 5-164.

Puesto que la empresa quiere que la desviacion promedio del llenado objetivo esté cerca de cero, el
ingeniero decide recomendar el nivel bajo de la presion de operacién (25 psi) y el nivel alto de la rapidez
de linea (250 bpm, que maximizar4 la rapidez de produccién). En la figura 5-17 se grafica la desviacion

Tabla 5-14  Anilisis de varianza del ejemplo 5-3

Suma de Grados de Cuadrado :
Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Porcentaje de carbonatacién (4) 252,750 2 126.375 178.412 <0.0001
Presion de operacién (B) 45375 1 45.375 64.059 <0.0001
Rapidez de linea (C) 22,042 1 22.042 31.118 0.0001
AB 5.250 2 2.625 3.706 0.0558
AC 0.583 2 0.292 0.412 0.6713
BC 1.042 1 1.042 1.471 0.2485
ABC ' 1.083 2 0.542 0.765 0.4867
Error 8.500 12 0.708
Total - 336.625 23
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Figura 5-16 Gréficas de los efectos principales y la interaccion del
ejemplo 5-3. a) Porcentaje de carbonatacién (4), b) presién (B), ¢) ra-
pidez de linea (C), d) interaccién carbonatacién-presion.

promedio observada de la altura de llenado objetivo con los tres diferentes niveles de carbonatacion para
este conjunto de condiciones de operacién. Ahora, el nivel de la carbonatacién no puede actualmente
controlarse perfectamente en el proceso de manufactura, y la distribucién normal indicada con la linea
continua de la figura 5-17 es una aproximacion de la variabilidad de los niveles de carbonatacidn que se
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Figura5-17 Desviacién promedio de la altura de llenado
con rapidez alta y presién baja para diferentes niveles de
carbonatacion.
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registran actualmente. Como el proceso es impactado por los valores del nivel de carbonatacién sacado
de esta distribucidn, la fluctuacion de las alturas de llenado sera considerable. Esta variabilidad de las al-
turas de llenado podria reducirse si la distribucién de los valores del nivel de carbonatacién siguieran la
distribucion normal indicada con la linea punteada de la figura 5-17. La reduccion de la desviacion estan-
dar de la distribucidn del nivel de carbonatacidn se consigui6 finalmente mejorando el control de la tem-
peratura durante la manufactura. :

L I R R I R R I I R R R I I R R I L B B RN A B B R B B

Se sefial6 ya que si todos los factores de un experimento factorial son fijos, la construccién del esta-
distico de prueba es directa. El estadistico para probar cualquier efecto principal o interaccion se forma
siempre dividiendo el cuadrado medio del efecto principal o la interaccion por el cuadrado medio del
error. Sin embargo, si el experimento factorial incluye uno o mas factores aleatorios, la construccion del
estadistico de prueba no siempre se hace de esta manera, Es necesario examinar los cuadrados medios es-
perados para determinar las pruebas correctas. La revision completa de los experimentos con factores
aleatorios se pospone hasta el capitulo 12.

5.5 AJUSTE DE CURVAS Y SUPERFICIES DE RESPUESTA

Se ha visto que puede resultar til ajustar una curva de respuesta a los niveles de un factor cuantitativo
para que el experimentador cuente con una ecuacion que relacione la respuesta con el factor. Esta ecua-
cién podria utilizarse para hacer interpolaciones, es decir, para predecir la respuesta en niveles interme-
dios entre los factores, respecto de los que se utilizaron realmente en el experimento. Cuando al menos
dos de los factores son cuantitativos, puede ajustarse una superficie de respuesta para predecir y con va-
rias combinaciones de los factores del disefio. En general, se usan métodos de regresion lineal para ajus-
tar estos modelos a los datos experimentales. Este procedimiento se ilustra en la seccion 3-5.1 para un
experimento con un solo factor. A continuacién se presentan dos ejemplos que incluyen experimentos
factoriales. Se utilizard un paquete de software de computadora para generar los modelos de regresion.
Para mayor informacidn acerca del anélisis de regresion, referirse al capitulo 10y al material suplementa-
rio del texto de este capitulo.

Considere el experimento que se describe en el ejemplo 5-1. El factor temperatura es cuantitativoy el tipo
de material es cualitativo. Ademads, hay tres niveles de la temperatura. Por consiguiente, puede calcularse
un efecto de la temperatura lineal y uno cuadritico para estudiar la forma en que la temperatura afecta la
vida de la bateria. En la tabla 5-15 se presenta la salida condensada de Design-Expert para este experimen-
to, donde se supone que la temperatura es cuantitativa y el tipo de material es cualitativo.

El anélisis de varianza de la tabla 5-15 indica que la fuente de variabilidad “modelo” se ha subdividi-
do en varios componentes. Los componentes “4” y “4?” representan los efectos lineal y cuadratico de
la temperatura, y “B” representa el efecto principal del factor tipo de material. Recuerde que el tipo de ma-
terial es un factor cualitativo con tres niveles. Los términos “4B” y “4*B” son las interacciones del factor tem-
peratura lineal y cuadrético con el tipo de material.

Los valores P indican que A*y 4B no son significativos, mientras que el término A%B es significativo.
Con frecuencia se piensa en eliminar los términos o factores no significativos del modelo, pero en este



Tabla 5-15 Salida de Design-Expert para el ¢jemplo 5-4

Response: Life in hr
ANOVA for Response Surface Reduced Cubic Model

Analysis of variance table [Partial sum of squares]

Source
Model
A
B
AZ
AB
A’B
Residual
Lack of Fit
Pure Error
Cor Total

5td. Dev.
Mean
c.V.
PRESS

Term
Intercept
A-Temp
B[1)

B[2}
A2
ABI[1]
AB[2]
AZB[1]
AZB[2]

Sum of Mean
Squares DF Square
59416.22 8 7427.03
39042.67 1 39042.67
10683.72 2 5341.86
76.06 1 76.06
2315.08 2 1157.54
7298.69 2 3649.35
18230.75 27 6756.21
0.000 0
18230.75 27 675.21
77646.97 35
25.98 R-Squared
105.53 Adj R-Squared
24.62 Pred R-Squared
32410.22 Adeq Precision
Coefficient Standard
Estimate DF Error
107.58 1 7.50
—40.33 1 5.30
—50.33 1 10.61
12.17 1 10.61
—3.08 1 9.19
1.71 1 7.60
—12.79 1 7.50
41.96 L 12.99
—14.04 1 12.99
Final Equation in Terms of Coded Factors:
Life =
+107.58
—40.33 *A
—50.33 *B[1]
+12.17 *BI2]
—3.08 *A?

+1.71 *AB[1].
—12.79 *AB[2]
+41.96 *A?B[1]
—14.04 *AZB[2]

Final Equation in Terms of Actual Factors:

Material Type 1
Life =
+169.38017
—2.48860 *Temp
+0.012851 *Temp?

Material Type 2
Life =
+159.62397
—0.17901 *Temp
+0.41627 *Temp?

Material Type 3
Life =
+132.76240
+0.89264 *Temp
—0.43218 *Temp?®

F
Value
11.00
57.82

7.91
0.11
1.71
5.40

Prob > F
<0.0001
<0.0001
0.0020
0.7398
0.1991
0.0106

0.7652
0.6956
0.5826

8.178

95% Cl
Low
92.19
—561.22
-72.10
—-9.,60
—-21.93
—13.68
-28.18
16.30
—40.70

95% Cl
High
122.97
~29.45
-28.57
33.93
16.77
17.10
2.60
68.62
12.62

significant

VIF
1.00

1.00
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caso eliminar A%y AB y conservar A°B resultard en un modelo que no es jerdrquico. El principio de jerar-
quia establece que si un modelo contiene un término de orden superior (tal como A4°B), debera contener
también todos los términos de orden inferior que lo componen (4% y AB en este caso). La jerarquia pro-
mueve un tipo de consistencia interna en un modelo, y muchos constructores de modelos estadisticos si-
guen rigurosamente este principio. Sin embargo, la jerarquia no es siempre una buena idea, y muchos
modelos en realidad funcionan mejor como ecuaciones de prediccién que no incluyen los términos no sig-
nificativos que propone la jerarquia. Para mayor informacién, ver el material suplementario del texto de
este capitulo.

La salida de computadora incluye también estimaciones de los coeficientes del modelo y una ecua-
ci6n para la prediccién final de la vida de la bateria en términos de factores codificados. En esta ecuacidn,
los niveles de la temperatura son4 = -1, 0, +1, respectivamente, cuando la temperatura esté en los nive-
les bajo, intermedio y alto (15, 70, 125°F). Las variables B[1] y B[2] son variables indicadoras codificadas
que se definen de la siguiente manera:

Tipo de material
1 2 3

Bl 1 0 -1
B2l 0 1 A

Hay también ecuaciones para la prediccion de la vida de la bateria en términos de los niveles de los facto-
res reales. Observe que como el tipo de material es un factor cualitativo, hay una ecuacién para la vida
predicha como una funcién de la temperatura para cada tipo de material. En la figura 5-18 se muestran
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Vida

104

621 Material tipo 1

®
®
®
20+ _ ®
| | | | 1
16.00 42.50 70.00 97.50 125.00
Tempearatura

Figura 5-18 La vida predicha como una funcién de la temperatura para los tres ti-
pos de material, ejemplo 5-4.
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las curvas de respuesta generadas por estas tres ecuaciones de prediccién. Compérense con la grafica de
la interaccion de dos factores para este experimento de la figura 5-9.

Sivarios de los factores de un experimento factorial son cuantitativos, puede usarse una superficie de
respuesta para modelar la relacién entre y y los factores del disefio. Ademas, los efectos de los factores
cuantitativos pueden representarse con efectos polinomiales con un solo grado de libertad. De manera si-
milar, es posible hacer la particién de las interacciones de factores cuantitativos en componentes de inter-
accion con un solo grado de libertad. Esto se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO5,5...Q.-..-... ------------------------ LR R A R R A N BN R R A BN A A )

Se piensa que la vida efectiva de una herramienta de corte instalada en una maquina controlada numéri-
camente se afecta por la velocidad de corte y el dngulo de 1a herramienta, Se seleccionan tres velocidades
y tres dngulos, y se lleva a cabo un experimento factorial con dos réplicas. En la tabla 5-16 se muestran los
datos codificados. Los niimeros de las celdas encerrados en circulos son los totales de las celdas {y; }.

En la tabla 5-17 se presenta la salida condensada de Design-Expert para este ejemplo. Los términos A
y A* son los efectos lineal y cuadratico del 4ngulo de la herramienta, y B y B? son los efectos lineal y cua-
dratico de la velocidad. Los términos AB, A’B, AB* y A’B* representan los componentes lineal X lineal,
cuadrético X lineal, lineal X cuadratico y cuadrético X cuadritico de la interaccién de dos factores. Aun
cuando hay algunos valores P grandes, se han conservado todos los términos del modelo para respetar la
jerarquia. En la ecuacion de prediccion expresada en factores codificados se utilizan los niveles 1,0y +1
de A y B para representar los niveles bajo, intermedio y alto, respectivamente, de estos factores.

En la figura 5-19 se presenta la gréfica de contorno de la superficie generada por la ecuacién de pre-
‘diccién de la vida de la herramienta. El examen de esta superficie de respuesta indica que la vida maxima
de la herramienta se consigue con velocidades de corte de alrededor de 150 rpm y dngulos de la herra-
mienta de 25°, La grifica de la superficie de respuesta tridimensional de la figura 5-20 proporciona en
esencia la misma informacion, pero ofrece una perspectiva diferente, y en ocasiones mas itil, de 1a super-
ficie de respuesta de la vida de la herramienta. La exploracion de las superficies de respuesta es un aspec-
to muy importante del disefio experimental, el cual se estudiard en detalle en el capitulo 11.

RN L R I I I I I I I I I I R I R I R R R I I N R R N )

Tabla 5-16 Datos del experimento de la vida de la herramienta de corte
Velocidad de corte (pulg/min)

Angulo de la herramienta

(grados) 125 : 150 175 i
15 :ia - @ ~1
20 0

©)
@ .

y; -2 12 14 4=y,

25 -1

OROR®
© e o

G = O W
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Tabla 5-17 Salida de Design-Expert para el ejemplo 5-5

Response: Life

in Hours
ANOVA for Response Surface Reduced Order 4 Model
Analysis of variance table [Partial sum of squares]

Sum of Mean
Source Squares PF Square Value Prob » F
Model 111.00 8 13.87 9.61 0.0013 significant
A 49.00 1 49.00 33.92 0.0003
B 16.00 1 16.00 11.08 0.0088
A? 0.000 1 0.000 0.000 1.0000
B 1.33 1 1.33 0.92 0.3618
AB 8.00 1 8.00 5.54 0.0431
A’B 2.67 1 2.67 1.85 0.2073
AB? 42.67 1 42.67 29.54 0.0004
AB? 8.00 1 8.00 5.54 0.0431
Residual 13.00 9 1.44
Lack of Fit 0.000 )
Pure Error 13.00 9 1.44
Cor Total 124.00 17
Std. Dev. 1.20 R-Squared 0.8952
Mean 1.33 Adj R-Squared 0.8020
C.v. 90.14 Pred R-Squared 0.5806
PRESS 52.00 Adeq Precision 8.237
Coefficient Standard 95% ClI 95% Ci
Factor Estimate DF Error Low High VIF
Intercept 2.00 1 0.85 0.078 3.92
A-Tool Angle 3.50 1 0.60 2.14 4.86 3.00
B-Speed 2.00 1 0.60 0.64 3.36 3.00
A? 0.000 1 1.04 —-2.35 2.35 3.00
B? 1.00 1 1.04 -1.35 3.35 3.00
AB -1.00 1 0.42 -1.96 —0.039 1.00
A’B -1.00 1 0.74 -2.66 0.66 3.00
AB? -4.00 1 0.74 -5.66 —-2.34 3.00
A%B? -3.00 1 1.27 -5.88 -0.12 5.00
Final Equation in Terms of Coded Factors:
Life =
+2.00
+3.50 *A
+2.00 *B
+0.000 *A?
+1.00 *B?
—1.00 *A *B
—1.00 *A? *B
—4.,00 *A *B?
—3.00 *A? *B?
Final Equation in Terms of Actual Factors:
Life =
—1068.00000

+136.30000 *Tool Angle

+14.48000 *Speed

-4.08000 *Tool Angle?

—0.049600 *Speed?

~1.86400 *Tool Angle *Speed
+0.066000 *Tool Angle? *Speed
+6.40000E—003 *Tool Angle *Speed?
—1.92000E-004 *Tool Angle? *Speed®
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Figura 5-19  Gréfica de contorno bidimensional de la superficie de respuesta de la vida de
la herramienta del ejemplo 5-5.

Angulo de la herramienta

Figura 5-20 Superficie de respuesta tridimensional de la vida de la herramienta del
ejemplo 5-5. '
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5.6 FORMACION DE BLOQUES EN UN DISENO FACTORIAL

Se han revisado los disefos factoriales en el contexto de un experimento completamente aleatorizado. En
ocasiones no es factible o practico hacer la aleatorizacién completa de todas las corridas de un disefio fac-
torial. Por ejemplo, la presencia de un factor perturbador puede hacer necesario que el experimento se
corra en bloques. Los conceptos bésicos de la formacién de bloques se analizaron en el capitulo 4 en el
contexto de un experimento con un solo factor. Ahora se indica la forma en que la formacién de bloques
puede incorporarse en un disefo factorial. Otros aspectos de la formacién de bloques en disefios factoria-
les se presentan en los capitulos 7, 8, 9y 13.

Considere un experimento factorial con dos factores (4 y B) y n réplicas. El modelo estadistico lineal
de este disefio es

i=1,2..a
Yo =p+T,+f,+(1f),; +e,; {i=1L2..,b (5-36)
k=12..,n

donde 7, By (vB); representan los efectos de los factores 4, B y la interaccién AB, respectivamente. Su-
ponga ahora que para realizar este experimento se necesita una materia prima particular. Esta materia
prima esté disponible en lotes cuyo tamaiio no es suficiente para permitir que se corran todas las abn com-
binaciones de los tratamientos con el mismo lote. Sin embargo, si un lote contiene material suficiente
para hacer ab observaciones, entonces un disefio alternativo es correr cada una de las n réplicas utilizando
un lote separado de materia prima. Por consiguiente, los lotes de materia prima representan una restric-
cién sobre la aleatorizacién o un bloque, y s¢ corre una sola réplica de un experimento factorial completo
dentro de cada bloque. El modelo de los efectos para este nuevo disefio es

i=1,2..,a
Vi =H+T, +B,+(5B), +0, +¢, (/=12...,b (5-37)
k=12 ..,n

donde ¢, es el efecto del bloque k-ésimo. Desde luego, dentro de un bloque el orden en que se corren las
combinaciones de los tratamientos estd completamente aleatorizado.

En el modelo (ecuaci6n 5-37) se supone que la interaccién entre los bloques y los tratamientos es in-
significante. Anteriormente se estableci6 el mismo supuesto en el analisis de disefios de bloques aleatori-
zados. Si estas interacciones existen, no pueden separarse del componente del error. De hecho, el
término del error en este modelo se compone en realidad de las interacciones (8)y, (88),.y (86),,. En la
tabla 5-18 se describe el anélisis de varianza. La disposicion tiene un gran parecido con la de un disefio
factorial, con la suma de cuadrados del error reducida por la suma de cuadrados de los bloques. En lo que
alos célculos se refiere, la suma de cuadrados de los bloques se encuentra como la suma de cuadrados en-
tre los totales de los # bloques {y,}.

En el ejemplo anterior, la aleatorizacién se restringi6 al interior de un lote de materia prima. En la
practica, una diversidad de fen6menos pueden producir restricciones sobre la aleatorizacién, como el
tiempo, los operadores, etc. Por ejemplo, si el experimento factorial completo no pudo correrse en un dia,
entonces el experimentador podria correr una réplica completa el dia 1, una segunda réplica el dia 2, etc.
Por consiguiente, cada dia seria un bloque.

EJEMPLO 5.6 +++vvsevnenenes Cesesasssseeseseesttbteanasananaa Ceseecesetananan
Un ingeniero estudia los métodos para mejorar la capacidad para detectar objetivos en el campo de ac-
cién de un radar. Dos factores que el ingeniero considera importantes son la cantidad de ruido de fondo,
0 “desorden de terreno”, en el campo de accién del radar y el tipo de filtro colocado sobre la pantalla. Se
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Tabla 5-18 Analisis de varianza de un disefio factorial de dos factores en bloques completos aleatorizados

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variacion cuadrados libertad medio esperado Fy
1 2
Bloques ;52 Yi ;;ﬁ n-1 0* + abo;
% .
1 , Y ‘ anr,’ MS,
A bn i Yi., ab a-1 02+Tl_- MS,
1 . Y an ) p? MS,
B anzy‘j‘ abn b-1 o+ — = MS,
1 . _ Y ny >R Ms
AB =~ y; —5==S8,-55 ~1)b-1 24 e LT 2
nZZ i abn A B (a X ) o'+ (a—l)(b—l) Ms;
Error Sustraccién (@b-1)(n-1) a

2
Total _ EZZ Yik —all;; abn -1

disefia un experimento utilizando tres niveles del desorden de terrenoy dos tipos de filtro. Estos factores
se consideraran fijos. El experimento se lleva a cabo seleccionando al azar una combinacion de los trata-
mientos (nivel del desorden de terreno y tipo de filtro) e introduciendo después una sefial que representa
el objetivo en el campo de accién del radar. La intensidad de este objetivo se incrementa hasta que el ope-
rador lo observa. Entonces se mide el nivel de intensidad en el momento de la deteccién como la variable
de respuesta. Debido a la disponibilidad de los operadores, es conveniente seleccionar un operador y
mantenerlo en el sistema hasta que se han realizado todas las corridas necesarias. Ademis, los operado-
res difieren en su habilidad y capacidad para operar el sistema. Por consiguiente, parece 16gico usar los
operadores como blogues. Se seleccionan cuatro operadores al azar. Una vez que s¢ ha elegido a un ope-
rador, €l orden en que se corren las seis combinaciones de los tratamientos se determina aleatoriamente.
Por lo tanto, se tiene una corrida de un experimento factorial 3 X 2 en un bloque completo aleatorizado.
Los datos se presentan en la tabla 5-19.
El modelo lineal para este experimento es

i=1,23
Ve S HHT B, +(WB); +6, +ey /=12
k=1,234

donde T, representa el efecto del desorden de terreno, §; representa el efecto del tipo de filtro, (z6); es la
interaccion, d, es el efecto del bloque y £ es €l componente NID(0, d”) del error. Las sumas de cuadrados
del desorden de terreno, del tipo de filtro y de su interaccion se calculan de la manera usual. La suma de

Tabla 5-19 Nivel de intensidad al detectarse el objetivo

Operadores (bloques) 1 —2 _3 _ 4
Tipo de filtro 1 2 1 2 1 2 1 2
Desorden de terreno
Bajo 90 86 96 84 100 92 92 81
Intermedio 102 87 106 90 105 97 96 80

Alto 114 93 112 91 108 95 98 83
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Tabla 5-20 Anélisis de varianza del ejemplo 5-6

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Desorden de terreno (G) 335.58 2 167.79 15.13 0.0003
Tipo de filtro (F) 1066.67 1 1066.67 96.19 <0.0001
GF 77.08 2 38.54 348 0.0573
Bloques 402.17 3 134.06
Error 166.33 15 11.09
Total 2047.83 23

cuadrados debida a los bloques se encuentra a partir de los totales de los operadores {y ,} de la siguiente
manera:

1 < Y.
SSBloques = E 2 y__zk .

pot abn
= ———( 3)1( 2 [(572)% +(579) +(597)* +(530)* 1— —((;g;?:)
= 40217

En la tabla 5-20 se resume el analisis de varianza completo de este experimento. La presentacion de
la tabla 5-20 indica que todos los efectos se probaron dividiendo sus cuadrados medios por el cuadrado
medio del error. Tanto el desorden de terreno como el tipo de filtro son significativos en el nivel de 1%,
mientras que su interaccién sélo es significativa en el nivel de 10%. Por lo tanto, se concluye que tanto
el nivel del desorden de terreno como el tipo de filtro de campo usado en la pantalla afectan la habili-
dad del operador para detectar el objetivo, y existe cierta evidencia de una ligera interaccion entre ambos
factores.

En el caso de dos restricciones sobre la aleatorizacion, cada una con p niveles, si el ndmero de combi-
naciones de los tratamientos en un disefio factorial de k factores es exactamente igual al niimero de nive-
les de la restriccion, es decir, si p = ab ... m, entonces ¢l disefio factorial puede correrse en un cuadrado
latino p X p. Por ejemplo, considere una modificacién del experimento de la deteccion del objetivo en el
radar del ejemplo 5-6. Los factores de este experimento son el tipo de filtro (dos niveles) y el desorden de
terreno (tres niveles), y los operadores se consideran como bloques. Suponga ahora que debido a limita-
ciones de tiempo, s6lo pueden hacerse seis corridas por dia. Por lo tanto, los dias se convierten en una se-
gunda restriccion sobre la aleatorizacidn, lo cual resulta en un disefio del cuadrado latino 6 X 6, como
se muestra en la tabla 5-21. En esta tabla se han usado las letras mindsculasf; y g; para representar los nive-
les i-ésimo y j-ésimo del tipo de filtro y del desorden de terreno, respectivamente. Es decir, f,g, representa
el filtro tipo 1y un desorden de terreno intermedio. Observe que se necesitan ahora seis operadores, en
lugar de los cuatro del experimento original, por lo que el nimero de combinaciones de tratamientos en
el disefio factorial 3 x 2 es exactamente igual al ndmero de niveles de restriccion. Ademas, en este disefio
cada operador se usaria una sola vez en cada dia. Las letras latinas 4, B, C, D, E'y F representan las 3 x 2
= 6 combinaciones de tratamientos del disefio factorial como sigue: A = fig,, B = fi2,, C = figs, D = fig), E

=fgyF = fgs
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Tabla 5-21 El experimento de la deteccién del radar realizado en un cuadrado latino 6 % 6

Operador
Dia 1 2 3 4 5 6
1 A(fg, = 90)  B(fg, = 106) C(fig,=108) D(fg, =81) F(fg,=90) E(fg, = 88)
2 C(figs = 114) A(fig, = 96) B(fig, = 105)  F(fig; = 83)  E(f8, = 86) D(f,g, = 84)
3 B(fg, = 102) E(fg,=90) F(fg;=95)  A(fg, =92) D(fg, =85) C(figs = 104)
4 E(fg: = 887) D(fg, = 84) A(fig, = 100)  B(fig, = 96) C(figs = 110) F(fzg, = 91)
g F(fgy =93) C(fig; = 112) D(fig, = 92)  E(fg, = 80) A(fig, =90) B(fig, = 98)

D(fg1 =86) F(fg;=91) E(fg=97) C(fig;=98) B(figs =100) A(fig, =92)

Los cinco grados de libertad entre las seis letras latinas corresponden a los efectos principales del tipo
de filtro (un grado de libertad), ¢l desorden de terreno (dos grados de libertad) y su interaccion (dos gra-
dos de libertad). El modelo estadistico lineal de este disefio es

i=12..,6
j=123

Vg =#Fa +1,+8, +(18), +0, +ey, k=12 (5-38)
1=1,2,..,6

donde 7;y 8, son los efectos del desorden de terrenoy del tipo de filtro, respectivamente, y o, y 6, represen-
tan las restricciones sobre la aleatorizacion de los dias y los operadores, respectivamente. Para calcular las
surnas de cuadrados, la siguiente tabla de dos vias de los totales de los tratamientos es ftil:

Desorden de terreno Filtro tipo 1 Filtro tipo 2 Y.
Bajo 560 512 1072
Intermedio 607 528 1135
Alto 646 543 . 1189

Y 1813 1583 3396 =y

Ademas, los totales de los renglones y las columnas son
Renglones (v ) 563 568 568 568 565 564
Columnas (y,): 572 579 597 530 561 557

Enla tabla 5-22 se resume el anélisis de varianza. Se ha agregado una columna a esta tabla que indica
como se determina el nimero de grados de libertad de cada suma de cuadrados.

Tabla 5-22 Analisis de varianza del expérimento de Ia detecci6n en el radar realizado como un disefio factorial 3 X Zenun
cuadrado latino

Férmula general
Fuente de Sumade - Gradosde para los grados Cuadrado
variacién cuadrados libertad de libertad medio F, Valor P
Desorden de terreno, G 571.50 2 a-1 285.75 28.86 <0.0001
Tipo de filtro, F 1469.44 1 b-1 1469.44 14843  <0.0001
GF 126.73 2 (a-1)@-1) 63.37 6.40 0.0071
Dias (renglones) 433 5 ab-1 0.87
Operadores 428.00 5 ab-1 85.60
(columnas)
Error 198.00 20 (ab - 1)(ab-2) 9.90
. Total 2798.00 36 (ab)2-1
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5.7 PROBLEMAS

5-1. Se estudia el rendimiento de un proceso quimico. Se piensa que las dos variables més importantes son la pre-
si6n y la temperatura. Se seleccionan tres niveles de cada factor y se lleva a cabo un experimento factorial con
dos réplicas. Los datos del rendimiento son:

Presion (psig)
Temperatura (°C) 200 215 230
150 90.4 90.7 90.2
90.2 90.6 90.4
160 9.1 90.5 89.9
90.3 90.6 90.1
170 90.5 90.8 90.4
90.7 90.9 90.1

a) Analizar los datos y sacar conclusiones. Utilizar a = 0.05.
b) Construir las graficas de los residuales apropiadas y comentar la adecuacién del modelo.
¢) 4Bajo qué condiciones deberfa operarse este proceso?

5-2. Uningeniero sospecha que el acabado superficial de una pieza metélica se afecta por la velocidad de alimen-
taciény la profundidad de corte. Selecciona tres velocidades de alimentacion y cuatro profundidades de cor-
te. Después realiza un experimento factorial y obtiene los siguientes datos:

Velocidad de alimentaci6n Profundiad de corte (pulg)
(pulg/min) 0.15 0.18 020 0.25
74 79 82 99
0.20 64 68 88 104
60 73 92 9%
92 98 99 104
0.25 86 104 108 110
88 88 95 99
99 104 108 114
0.30 98 99 110 111
102 95 99 107

a) Analizar los datos y sacar conclusiones. Utilizar a = 0.05.
b) Construir las gréficas de los residuales apropiadas y comentar la adecuacién del modelo.
¢) Obtener estimaciones puntuales del acabado superficial promedio con cada velocidad de alimentacién.
d) Encontrar los valores P para las pruebas del inciso a.

5-3. Paralos datos del problema 5-2, calcular la estimacién de un intervalo de confianza de 95% de la diferencia
media en la respuesta para velocidades de alimentacién de 0.20 y 0.25 pulg/min.

5-4. En un articulo de Industrial Quality Control se describe un experimento para investigar el efecto del tipo de
cristal y del tipo de f6sforo sobre la brillantez de un cinescopio. La variable de respuesta es la corriente (en
microamperes) necesaria para obtener un nivel de brillantez especifico. Los datos son los siguientes:
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Tipo de Tipo de f6sforo
cristal 1 2 3
: 280 300 290
1 290 310 285
285 295 290
230 260 220
2 235 240 225
240 235 230

a) (Existe algin indicio de que alguno de los dos factores influye en la brillantez? Utilizar a = 0.05.
b) iLos dos factores interactdan? Utilizar a = 0.05.
¢) Analizar los residuales de este experimento.

5-5. Johnson y Leone (Statistics and Experimental Design in Engineering and the Physical Sciences, John Wiley)
describen un experimento realizado para investigar la torcedura de placas de cobre. Los dos factores estudia-
dos fueron la temperatura y el contenido de cobre de las placas. La variable de respuesta fue una medida de
la cantidad de torcedura. Los datos fueron los siguientes:

Contenido de cobre (%)

Temperatura (°C) - 40 60 80 - 100
50 17,20 16, 21 24,22 28,27
75 12, 9 18,13 17,12 27,31
100 16,12 18,21 25,23 30,23
125 21,17 23,21 23,22 29,31

a) (Existe algin indicio de que alguno de los dos factores afecta la cantidad de torcedura? {Hay alguna in-
teraccion entre los factores? Utilizar ¢ = 0.05.

b) Analizar los residuales de este experimento.

¢) Graficar la torcedura promedio con cada nivel del contenido de cobre y compararlas con una distribu-
cién ¢ con la escala apropiada. Describir las diferencias en los efectos de los diversos niveles del conteni-
do de cobre sobre la torcedura. Si es deseable una torcedura baja, {qué nivel del contenido de cobre
deberfa especificarse?

d) Suponga que no es sencillo controlar la temperatura en el medio ambiente donde van a usarse las placas
de cobre. (Este hecho modifica la respuesta que se dio para el inciso ¢?

5-6. Se estudian los factores que influyen en la resistencia a la ruptura de una fibra sintética. Se eligen cuatro mé-
quinas de producci6n y tres operadores y se corre un experimento factorial utilizando fibra del mismo lote de
produccién. Los resultados son los siguientes:

Maiquina
Operador 1 2 3 4
1 109 110 108 110
110 115 109 108
2 110 110 111 114
112 111 109 112
3 116 112 114 120

114 115 119 117
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a) Analizar los datos y sacar conclusiones, Utilizar & = 0.05.
b) Construir las graficas de los residuales apropiadas y comentar la adecuacién del modelo.

5-7. Uningeniero mec4nico estudia la fuerza de empuje desarrollada por una taladradora. Sospecha que la velo-
cidad de taladrado y la velocidad de alimentaci6n del material son los factores mas importantes. Selecciona
cuatro velocidades de alimentaci6n y usa una velocidad de taladrado alta y otra baja elegidas para represen-
tar las condiciones de operaci6n extremas. Obtiene los siguientes resultados. Analizar los datos y sacar con-
clusiones. Utilizar ¢ = 0.05. ‘

Velocidad de alimentacién

Velocidad de taladrado 0.015 0.030 0.045 0.060
125 2.70 2.45 2.60 2.75

2.78 2.49 2.72 2.86

200 2.83 2.85 2.86 2.94

2.86 280 287 2.88

5-8. Serealiza un experimento para estudiar la influencia de la temperatura de operacion y tres tipos de placas de
recubrimiento de cristal, en la salida luminosa de un tubo de osciloscopio. Se registraron los siguientes datos:

Tipo de Temperatura
cristal 100 125 150
580 1090 1392
1 568 1087 1380
570 1085 1386
550 1070 1328
2 530 1035 1312
579 1000 1299
546 1045 867
3 575 1053 904
599 1066 889

a) Utilizar & = 0.05 en el andlisis. ¢ Existe un efecto de interacci6n significativo? {El tipo de cristal 0 1a tem-
peratura afectan la respuesta? (A qué conclusiones se llega?
b) Ajustar un modelo apropiado que relacione la salida luminosa con el tipo de cristal y la temperatura.
¢) Analizar los residuales de este experimento. Comentar la adecuacion de los modelos que se hayan consi-
derado.
5-9. Considere el experimento del problema 5-1. Ajustar un modelo apropiado a los datos de la respuesta. Usar
este modelo como guia para las condiciones de operacién del proceso.
5-10. Usar la prueba de Tukey para determinar los niveles del factor presion que son significativamente diferentes
para los datos del problema 5-1.
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Se llev( a cabo un experimento para determinar si la temperatura de coccién o la posicion en el horno afec-
taban el espesor del endurecimiento de un 4nodo de carbono. Los datos se presentan a continuacién:

Temperatura (°C)
Posicién 800 825 850
: 570 1063 565
1 565 1080 510
583 1043 590
528 988 526
2 547 1026 538

521 1004 532

Suponga que se considera que no existe ninguna interaccién. Desarrollar el modelo estadistico. Realizar el
andlisis de varianza y probar las hip6tesis sobre los efectos principales. (,Qué conclusiones pueden sacarse?
Comentar la adecuacién del modelo.

Deducir los cuadrados medios esperados para un anélisis de varianza de dos factores con una observacxén
por celda, suponiendo que ambos factores son fijos.

Considere los siguientes datos de un experimento factorial de dos factores. Analizar los datos y sacar conclu-
siones. Realizar una prueba de no aditividad. Utilizar ¢ = 0.05.

Factor de la columna

Factor del renglén 1 2 3 4
1 ' 36 39 36 32
2 18 20 22 20
3 30 37 33 34

Se piensa que la resistencia al corte de un adhesivo se afecta por la presién de aplicaci6n y la temperatura. Se
realiza un experimento factorial en el que ambos factores se suponen fijos. Analizar los datos y sacar conclu-
siones. Realizar una prueba de no aditividad.

Presi6n Temperatura (°F)

(Ib/pulg?) 250 260 270
120 9.60 11.28 9.00
130 9.69 10.10 9.57
140 8.43 11.01 9.03

150 ) 9.98 10.44 9.80

Considere el modelo de tres factores

i=12..a
Yie = H+7, +ﬂ] +7, +(T:B)ij +(ﬁ)’)jlc +eEy i=1L2,..0b
' k=12..,c¢

Observe que hay una sola réplica. Suponiendo que los tres factores son fijos, desarrollar la tabla del analisis
de varianza, incluyendo los cuadrados medios esperados. ({Qué se usaria como “error experimental” para
probar las hipétesis?
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El porcentaje de la concentracion de madera dura en la pulpa bruta, 1a presién de la cuba y el tiempo de coc-
cién de la pulpa se investigan en cuanto a sus efectos sobre 1a resistencia del papel. Se seleccionan tres niveles
de la concentracién de madera dura, tres niveles de la presion y dos tiempos de coccidn. Se lleva a cabo un ex-
perimento factorial con dos réplicas, obteniéndose los signientes datos:

Tiempo de coccién 3.0 horas Tiempo de coccién 4.0 horas
Porcentaje de la - Presic
concentracion de Presién csion
madera dura 400 500 650 400 500 650
2 196.6 197.7 199.8 198.4 199.6 200.6
196.0 196.0 199.4 198.6 2004 200.9
4 198.5 196.0 1984 197.5 198.7 199.6
197.2 196.9 1976 198.1 198.0 ©199.0
8 197.5 195.6 1974 197.6 197.0 198.5
196.6 196.2 198.1 198.4 197.8 199.8

a) Analizar los datos y sacar conclusiones. Utilizar @ = 0.05.

b) Construir las gréficas de los residuales apropiadas y comentar la adecuacién del modelo.

¢) éBajo qué conjunto de condiciones deberia operarse este proceso? (Por qué?

El départamento de control de calidad de una planta de acabados textiles estudia el efecto de varios factores
sobre el tefiido de una tela de algodén y fibras sintéticas utilizada para fabricar camisas para caballero. Se se-
leccionaron tres operadores, tres duraciones del ciclo y dos temperaturas, y se tificron tres ejemplares peque-
fios de la tela bajo cada conjunto de condiciones. La tela terminada se compar6 con un patrén, y se le asign6
una evaluacién numérica. Los datos se presentan enseguida. Analizar los datos y sacar conclusiones. Comen-
tar la adecuacién del modelo.

Temperatura
300° 350°
Operador Operador
Duraci6n del ciclo 1 2 3 1 2 3
23 27 31 24 38 34
40 24 28 32 23 36 36
" 25 26 29 28 35 -39
36 34 33 37 34 34
50 35 38 34 39 38 36
36 -39 35 35 36 3
28 35 26 26 36 28
60 24 35 27 29 37 26
27 34 25 25 34 24

Suponga que en el problema 5-1 quiere rechazarse la hipStesis mula con una alta probabilidad si la diferencia
entre el verdadero rendimiento promedio con dos presiones cualesquiera es mayor que 0.5. Si una estima-
cién previa razonable de la desviacion estdndar del rendimiento es 0.1, (cuéntas réplicas deberén correrse?

Se estudia el rendimiento de un proceso quimico. Los dos factores de interés son la temperatura y la presion.
Se seleccionan tres niveles de cada factor; sin embargo, s6lo es posible hacer nueve corridas en un dia. El ex-
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perimentador corre una réplica completa en cada dfa. Los datos se muestran en la tabla siguiente. Analizar
los datos, suponiendo que los dias son bloques.

Dial Dia2
Presion Presion
Temperatura 250 260 270 250 260 270
Baja 86.3 84.0 85.8 86.1 85.2 87.3
Intermedia 88.5 873 89.0 89.4 89.9 - 90.3
Alta 89.1 90.2 91.3 91.7 932 93.7

Considere los datos del problema 5-5. Analizar los datos, suponiendo que las réplicas son bloques.
Considere los datos del problema 5-6. Analizar los datos, suponiendo que las réplicas son bloques.

En un articulo de Journal of Testing and Evaluation (vol. 16, no. 2, pp. 508-515) se investigaron los efectos de
la frecuencia de carga ciclica y de las condiciones ambientales sobre el crecimiento de las fisuras por fatiga
con un esfuerzo constante de 22 MPa para un material particular. Los datos del experimento se presentan
abajo (la respuesta es el indice de crecimiento de las fisuras por fatiga):

Medio ambiente
Frecuencia  Aire H,0 H,0salada

229 206 1.90
247 205 1.93
10 248 223 1.75
212 203 2.06
265 320 3.10
268  3.18 324
1 2.06 3.96 3.98
238  3.64 324
224 1100 9.96
0.1 271 1100 10.01
2.81 9.06 9.36
208 1130 10.40

a) Analizar los datos de este experimento (utilizar « = 0.05).

b) Analizar los residuales.

¢) Repetir los analisis de los incisos a y b utilizando In(y) como la respuesta. Comentar los resultados.

En un articulo de IEEE Transactions on Electron Devices se describe un estudio sobre el dopado del polisili-
cio. El experimento que se muestra a continuaci6n es una variante de dicho estudio. La variable de respuesta
es la corriente fundamental.

Dopado del Temperatura de revenido (°C)
polisilicio (iones) 900 950 1000
- 4.60 10.15 11.01
1> 107 440 1020 10.58
2 x 102 3.20 9.38 10.81

3.50 10.02 10.60
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¢Existe evidencia (con a = 0.05) que indique que el nivel de dopado del polisilicio o la temperatura de fi-
jacion afecten la corriente fundamental? :

Construir representaciones graficas como ayuda para interpretar este experimento,

Analizar los residuales y comentar la adecuacién del modelo.

¢El modelo

2
y= By +B1% +B,x, +Bpx; +Bux,x, e
est4 apoyado por este experimento (x, = nivel de dopado, x, = temperatura)? Estimar los pardmetros de
este modelo y graficar la superficie de respuesta.



Disefio factorial 2k

6-1 INTRODUCCION

Los disenos factoriales se usan ampliamente en experimentos que incluyen varios factores cuando es ne-
cesario estudiar el efecto conjunto de los factores sobre una respuesta. En el capitulo 5 se presentaron los
métodos genzrales para el anélisis de los disefios factoriales. Sin embargo, hay varios casos especiales del
disefio factorial general que son importantes debido a su uso generalizado en el trabajo de investigacién y
porque constituyen las bases de otros disefios de gran valor practico.

El mas importante de estos casos especiales es el de k factores, cada uno con sélo dos niveles. Estos
niveles pueden ser cuantitativos, como dos valores de temperatura, presion o tiempo, o bien cualitativos,
como dos maquinas, dos operadores, los niveles “alto” y “bajo” de un factor, o quizé la presencia o ausen-
cia de un factor. Una réplica completa de este disefio requiere 2 X 2 X ... X 2 = 2 observaciones y se le
llama disefo factorial 2*. _

Este capitulo se enfoca en esta clase en extremo importante de disefios. A lo largo del capitulo se su-
pone que 1) los factores son fijos, 2) los disefios son completamente aleatorizados y 3) se satlsfacen los su-
puestos de normalidad usuales.

El disefio 2* es de particular utilidad en las etapas 1mc1ales del trabajo experimental, cuando proba-
blemente se estén investigando muchos factores. Este diseiio proporciona el menor niimero de corridas
con las que pueden estudiarse k factores en un disefo factorial completo. Por consiguiente, estos disefios
se usan ampliamente en los experimentos de tamizado o seleccion de factores.

Puesto que s6lo hay dos niveles para cada factor, se supone que la respuesta es aproximadamente li-
neal en el rango elegido para los niveles de los factores. En muchos experimentos de tamizado de facto-
res, cuando se acaba de iniciar el estudio del proceso o sistema, este supuesto suele ser razonable. En la
seccidn 6-6 se presentard un método simple para verificar este supuesto, y se analizardn las acciones que
deberan emprenderse en caso de que se viole.

218
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6-2 EL DISENO 22

El primer diseiio de la serie 2* es el que sélo tiene dos factores, por ejemplo, 4 y B; cada uno se corre a dos
niveles. A este disefio se le llama disefio factorial 2% Los niveles de los factores pueden denominarse arbi-
trariamente “bajo” y “alto”. Como un ejemplo, considere la investigacién del efecto de la concentracién
del reactivo y de la cantidad del catalizador sobre la conversién (rendimiento) de un proceso quimico. Sea
la concentracién del reactivo el factor A, y sean 15y 25 por ciento los dos niveles de interés. El catalizador
es el factor B, con el nivel alto denotando el uso de 2 libras del catalizador y el nivel bajo denotando eluso
de 1 libra. Se hacen tres réplicas del experimento, y los datos son los siguientes:

Factor Combinacién de Réplica
A B tratamientos 1 II nI Total
- - A bajo, B bajo 28 25 27 80
+ - A alto, B bajo 36 32 32 100
- + A bajo, B alto 18 19 23 60
+ + A alto, B alto 31 30 29 90

Las combinaciones de los tratamientos se ilustran graficamente en la figura 6-1. Por convencién, el
efecto de un factor se denota con una letra maytscula latina. Por lo tanto, “4” se refiere al efecto del fac-
tor A, “B” al efecto del factor B,y “AB” ala interaccién AB. En el disefio 2%, los niveles bajoy altode 4 y B
se denotan por “-” y “+”, respectivamente, en los ejes A y B. Por lo tanto, —en el eje A representa el nivel
bajo de la concentracién (15%), mientras que + representa el nivel alto (25%), y - en el eje B representa
el nivel bajo del catalizador, mientras que + denota el nivel alto.

Las cuatro combinaciones de tratamientos suelen representarse con letras mindsculas, como se
muestra en la figura 6-1. Por la figura se observa que el nivel alto de cualquiera de los factores en una com-
binacién de tratamientos se denota por la letra mindscula correspondiente y que el nivel bajo de un factor
en una combinaci6n de tratamientos se denota por la ausencia de la letra respectiva. Por lo tanto, a repre-

b= 60 ab =90
Atto (1_8_4- 19 + 23) {31 + 30 +29)
(2 libras)
87
i
g2
S8
Bajo _ |
flibra) -~ 1) - 0 a =100
(28 + 25 + 27) (36 + 32 + 32)
l {
- +
Bajo Alto
(16%) (25%)
Concentracién
del reactivo,
A

Figura 6-1 Combinaciones de los tratamientos en el di-
sefio 22,
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senta la combinacién de tratamientos con 4 en el nivel alto y B en el nivel bajo, b representa A en el nivel
bajoy B en el nivel alto, y ab representa ambos factores en el nivel alto. Por convencién, se usa (1) para de-
notar que ambos factores est4n en ¢l nivel bajo. Esta notacion se utiliza en todas las series 2%,

En un diseiio factorial con dos niveles, el efecto promedio de un factor puede definirse como el cam-
bio en la respuesta producido por un cambio en el nivel de ese factor promediado para los niveles del otro
factor. Asimismo, los simbolos (1), 4, b y ab representan ahora el total de las n réplicas hechas con la com-
binacién de los tratamientos, como se ilustra en la figura 6-1. Ahora el efecto de A en el nivel bajo de B es
[a - (1)}/ny el efecto de A con el nivel alto de B es [ab - b]/n. Al promediarse estas dos cantidades se obtie-
ne el efecto principal de A:

A= %{[ab- bl+[a—(1)]}

= %{ab{ra—b—(m | (6-1)

El efecto principal promedio de B se encuentra a partir del efecto de B con el nivel bajo de 4 (es decir,
- [b = (1))/n) y con el nivel alto de 4 (o sea, [ab — a]/n) como

B= %{[ab—a]%—[bv— Bk

=%[ab+b—a—(1)]‘ - (62)

El efecto de la interaccién AB se define como la diferencia promedio entre el efecto de 4 con el nivel
alto de B y el efecto de A con el nivel bajo de B. Por lo tanto,

1 :
AB=——{[ab=b]~[a~ (1)}

= %[abﬂl)—a—b] (6-3)

De manera alternativa, AB puede definirse como la diferencia promedio entre el efecto de B con el
nivel alto de .4 y el efecto de B con el nivel bajo de A. Esto llevarid también a la ecuacién 6-3.

Las férmulas de los efectos de 4, B y 4B pueden deducirse con otro método. El efecto de A puede en-
contrarse como la diferencia en la respuesta promedio de las dos combinaciones de tratamientos situadas
ala derecha del cuadrado de la figura 6-1 (a este promedio se le llamay,+, porque es la respuesta prome-
dio con las combinaciones de tratamientos donde A est4 en el nivel alto) y las dos combinaciones de trata-
mientos situadas a la izquierda del cuadrado de la figura 6-1 (o y,-). Es decir,

A=3,.-3,.
_ab+a b+(1)
T n 2n

=%[ab+a—b—(1)]

Se trata exactamente del mismo resultado que el de la ecuacién 6-1. El efecto de B, ecuacion 6-2, se
encuentra como la diferencia entre el promedio de las dos combinaciones de tratamientos de la parte su-
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perior del cuadrado (ys+) y €l promedio de las dos combinaciones de tratamientos de la parte inferior

&B‘)! 0

B=73, =¥
_ab+b a+(1)
2n 2n

1
= 5-lab+b—a—(1)]

Por tltimo, ¢l efecto de la interaccién 4B es el promedio de las combinaciones de tratamientos de la dia-
gonal de derecha a izquierda del cuadrado [ab y (1)] menos el promedio de las combinaciones de trata-
mientos de la diagonal de izquierda a derecha (a .y b), o

_ab+(1) a+b
2n 2n

=%[ab+(1)—a—b]

AB

resultado que es idéntico a la ecuacién 6-3.
Utilizando ¢l experimento de la figura 6-1, los efectos promedio pueden estimarse como

1
A=——(90+100— 60— 80) = 8.33
23) |
1
B=——(90+60—100—80)=—5.00
23)
1
AB=——(90+80—100— 60) = 1.67

El efecto de A4 (concentraci6n del reactivo) es positivo; esto sugiere que al incrementar 4 del nivel bajo
(15%) al nivel alto (25%), el rendimiento se incrementara. El efecto de B (catalizador) es negativo; esto
sugiere que al incrementar la cantidad del catalizador que se agrega al proceso se reduciré el rendimien-
to. El efecto de la interaccién parece ser pequefio en comparacién con los dos efectos principales.

En muchos experimentos que incluyen disefios 2*, se examinara la magnitud y la direccién de los efec-
tos de los factores a fin de determinar las variables que son de posible importancia. En la mayorfa de los
casos puede usarse el andlisis de varianza para confirmar esta interpretacién. Hay varios paquetes de soft-
ware de estadistica excelentes que son ttiles para establecer y analizar disefios 2*. Se cuenta también con
métodos especiales que ahorran tiempo cuando los célculos se hacen manualmente.

Considere las sumas de cuadrados de A, By AB. Observe, por la ecuacion 6-1, que se usé un contraste
para estimar 4, a saber '

Contraste , =ab+a—b—(1) (6-4)

A este contraste suele llamarsele el efecto total de 4. A partir de las ecuaciones 6-2y 6-3, se observa que
también se usan contrastes para estimar B y AB. Ademas, estos tres contrastes son ortogonales. La suma
de cuadrados de cualquier contraste puede calcularse con la ecuacion 3-29, la cual establece que la suma
de cuadrados del contraste es igual al cuadrado del contraste dividido por el nimero de observaciones en



222 CAPITULO 6 DISENO FACTORIAL %

cada total del contraste multiplicado por la suma de cuadrados de los coeficientes del contraste. Por con-
siguiente, se tienen

[ab+a—b- (1)}

S8, = n (6-5)
s, = [ab+b—4::-(1)]2 66)

y
55, = [ab+(1)—a—b]? (67)

4n

como las sumas de cuadrados de 4, B y AB. .
Al utilizar el experimento de la figura 6-1, las surnas de cuadrados de las ecuaciones 6-5, 6-6 y 6-7 pue-
den encontrarse como

SS, = % = 208.33
_(=30)* _
58, = O (6-8)

_ 10y
SS 45 =
) 8.33

La suma de cuadrados total se encuentra como de costumbre es decir,
55,-35% - | )
i=1 j=1 k=1
En general, S5y tiene 4n - 1 grados de libertad. La suma de cuadrados del error, con 4(n - 1) grados de li-
bertad, suele calcularse por sustraccion como
' 88, =55,—85,—85,—SS (6-10)
Para el experimento de la figura 6-1, se obtiene-

Sy _EZE yuk 4(3)

i=1 j=1 k=1

= 9398.00-9075.00= 323.00

SS; = 8, — S, — S, — 85 ;5
= 323.00- 208.33— 75.00— 8.33
= 31.34

al utilizar §5,, $Sp y $5,5 de la ecuacién 6-8. En la tabla 6-1 se resume el analisis de varianza completo.
Con base en los valores P, se concluye que los efectos principales son estadisticamente significativos y que
no hay interaccion entre estos factores, Esto confirma la interpretacién de los datos que se hizo original-
mente con base en las magnitudes de los efectos de los factores.

Con frecuencia resulta conveniente escribir las combinaciones de los tratamientos en el orden (1), 4,
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Tabla 6-1 Anslisis de varianza del experimento de la figura 6-1

Fuente de Suma de Grados de . Cuadrado

variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
A 208.33 1 . 20833 53.15 0.0001
B 75.00 1 75.00 19.13 0.0024
AB 8.33 1 8.33 213 0.1826
Error 3134 8 3.92

Total 323.00 1

b, ab. Se hace referencia a esto como el orden estdndar (u orden de Yates, por el Dr. Frank Yates). Al
utilizar este orden estindar, se observa que los coeficientes de los contrastes usados para estimar los
efectos son

Efectos €)) a b ab
A: -1 +1 -1 +1

B: -1 -1 +1 +1
AB: +1 -1 -1 +1

Observe que los coeficientes de los contrastes para estimar el efecto de la interaccién son sélo el producto
de los coeficientes correspondientes de los dos efectos principales. El coeficiente de un contraste es siem-
pre +10-1,y puede usarse una tabla de signos positivos y negativos como la tabla 6-2 para determinar el
signo correcto para cada combinacién de tratamientos. Los encabezados de las columnas de la tabla 6-2
son los efectos principales (4 y B), la interaccién AB e I, que representa el total o promedio del experi-
mento completo. Observe que la columna que corresponde a I incluye tinicamente signos positivos. Las
etiquetas de los renglones son las combinaciones de los tratamientos. Para encontrar el contraste para es-
timar cualquier efecto, simplemente se multiplican los signos de la columna apropiada de la tabla por la
combinaci6én de tratamientos correspondiente y se hace la suma. Por ejemplo, para estimar 4, el comras-
te es ~(1) + a - b + ab, que concuerda con la ecuacion 6-1.

El modelo de regresi6n

En un disefio factorial 2¢ es sencillo expresar los resultados del experimento en términos de un modelo de
regresién, Puesto que 2* es tan s6lo un disefio factorial, podria usarse un modelo de los efectos o de las
medias, pero el enfoque del modelo de regresion es mucho més natural e intuitivo. Para el experimento
del proceso quimico de la figura 6-1, ¢l modelo de regresion es

y= By +Bix, +B,x, +e
donde x, s una variable codificada que representa la concentracién del reactivo y x, es una variable codi-

ficada que representa la cantidad del catalizador y las f son los coeficientes de regresion. La relacion en-

Tabla 6-2  Signos algebraicos para calcular log
efectos en el disefio 22

Combinacién de Efecto factorial
tratamientos I A B AB
1) + - - +
a + + - -
b + -+ -
ab + + + +
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tre las variables naturales —la concentracién del reactivo y la cantidad de catalizador—y las variables
codificadas es

Concentracion — (Concentracion
x, =

wja TConcentracion,,,, )/ 2

(Concentraci6n,,, —Concentracion,,;, )/ 2

Catalizador - (Catalizador,,,, +Catalizador,,, )/ 2

2 (Catalizador,,, — Catalizador,,, )/ 2

X

Cuando las variables naturales sé6lo tienen dos niveles, esta codificacién producira la familiar nota-
ci6én *+1 para los niveles de las variables codificadas. Para ilustrar esto en el ejemplo tratado, observe que

= Concentracion —(15+25)/ 2
e (25-15)/2
_ Concentracién— 20

5

Por lo tanto, si la concentracion estd en el nivel alto (Concentracion = 25%), entoncesx, = +1; sila con-
centracién esta en el nivel bajo (Concentracién = 15%), entonces x; = —1. Ademis,

v = Catalizador— (1+2)/2
2 (2-1)/2
_ Catalizador—1.5
- 0.5 |
Por lo tanto, si el catalizador esté en el nivel alto (Catalizador = 2 libras), entoncesx, = +1; si el cataliza-

dor estd en el nivel bajo (Catalizador = 1 libra), entonces x, = 1.
El modelo de regresioén ajustado es

e 25e[82) (750

donde la ordenada al origen es el gran promedio de las 12 observaciones, y los coeficientes de regresion B L
yp , son la mitad de las estimaciones de los efectos de los factores correspondientes. La razén de que el

coeficiente de regresion sea la mitad de la estimacién del efecto es que un coeficiente de regresion mide el
efecto de un cambio unitario en x sobre la media de y, y la estimacion del efecto se basa en un cambio de
dos unidades (de -1 a +1). Se demostrard més adelante que este método simple para estimar los coefi-
cientes de regresion consiste en producir las estimaciones de minimos cuadrados de los parametros. Ver
también el material suplementario de este capitulo.

Residuales y adecuacién del modelo

El modelo de regresion puede usarse para obtener el valor predicho o ajustado de y en los cuatro puntos
del disefio. Los residuales son las diferencias entre el valor observado y el valor ajustado de y. Por ejem-
plo, cuando la concentracién del reactivo estd en el nivel bajo (x; = —1) y el catalizador esta en el nivel bajo
(x, = —1), el rendimiento predicho es

y= 27.5+(%) (—1)+(_52'00) (-1)

= 25.835
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" Hay tres observaciones en esta combinacion de tratamientos, y los residuales son
e, = 28—25.835= 2165
e, = 25— 25.835=—0.835
e, =27-25835=1.165

Los valores predichos y los residuales restantes se calculan de manera similar. Para el nivel alto de 1a con-
centracién del reactivo y el nivel bajo del catalizador,

§= 27.5+(§L;§) (+1)_+(_52‘00)(—1)

=34.165

e, = 36— 34.165=1.835
€5 = 32— 34.165= —2.165
. eg = 32—34.165=—2.165

Para el nivel bajo de la concentracién del reactivo y ¢l nivel alto del catalizador,

y= 27.5+(%)(~1)+(_52'00)(+1)

= 20.835

e, =18—20.835=—2.835
e, =19— 20.835= —1.835
e, = 23— 20.835= 2.165

Por fltimo, para el nivel alto de ambos factores,

y= 27.5+(§';—3) (+1)+(_52;00)(+1)

= 29.165

e, =31—29.165=1.835
e,, = 30—29.165= 0.835
e,, = 29—29.165=—0.165
En la figura 6-2 se presenta una grafica de probabilidad normal de estos residuales y una grafica de los re-

siduales contra el rendimiento predicho. Estas graficas parecen ser satisfactorias, por lo que no hay razén
para sospechar problemas con la validez de las conclusiones.

La superficie de respuesta
El modelo de regresion

y= 27.5+(%) x, +(—-—_52'00)x2
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b) Residuales contra el rendimiento predicho

Figura 6-2 Gréficas de los residuales para el experimento del proce-
8o quimico.

puede usarse para generar grificas de superficie de respuesta. Si se desea construir estas graficas en términos
de los niveles de los factores naturales, entonces simplemente las relaciones entre las variables naturales y las-
codificadas que se dieron anteriormente se sustituyen en el modelo de regresién, de donde se abtiene

8.33)(Concentraci6n - 20)+ (—5 .00 )(Catalizador— 1.5)
2 5 2 0.5
= 18,33+ 0.8333Concentracién — 5.00Catalizador

9= 27.5+(

" Enla figura 6-3a se presenta la gréfica de superficie de respuesta tridimensional del rendimiento de
este modelo, y la figura 6-3b es la grafica de contorno. Puesto que el modelo es de primer orden (es decir,
contiene tnicamente los efectos principales), la superficie de respuesta ajustada es un plano. Al examinar



6.2 ELDISENO 22 227
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a) Superficie de respuesta
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15.00 16.67 18.33 20.00 21.67 23,33 25.00

Concentracién del reactivo

b) Gréfica de contorno

Figura 6-3 Grifica de la superficie de respuesta y gréfica de contorno del
experimento del proceso quimico,

la grafica de contorno se observa que el rendimiento aumenta cuando la concentracién del reactivo se in-
crementa y la cantidad de catalizador disminuye. Frecuentemente se usa una superficie ajustada como
ésta para encontrar la direccién del mejoramiento potencial de un proceso. Una manera formal de hacer
esto, llamada método del ascenso mas pronunciado, se presentara en el capitulo 11 cuando se estudien los
métodos para realizar la exploracién sistematica de las superficies de respuesta.
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6-3 EL DISENO 23

Suponga que tres factores, 4, By C, cada uno con dos niveles, son de interés. Al disefio se le llama diseio
factorial 2°,y en este caso la representaci6n geométrica de las ocho combinaciones de tratamientos puede
hacerse con un cubo, como se muestra en la figura 6-4a. Utilizando la notacién “+”y “~” para representar
los niveles alto y bajo de los factores, las ocho corridas del disefio 2° pueden enlistarse como en la figura
6-4b. Se le conoce en ocasiones como la matriz del disefio. Haciendo una ampliacién de ia notacién de las
etiquetas revisada en la seccion 6-2, las combinaciones de los tratamientos en el orden estandar se escri-
ben como (1), a, b, ab, c, ac, be y abc. Recuerde que estos simbolos representan también el foral de las n
observaciones hechas con esa combinacién de tratamientos particular.

Existen en realidad tres notaciones diferentes para las corridas del disefio 2° que son de uso general.
La primera es la notacién + y —, llamada con frecuencia notacién geométrica. La segunda es el uso de las
etiquetas en letras mintisculas para identificar las combinaciones de los tratamientos. La tercera y altima
notacién utiliza 1y 0 para denotar los niveles alto y bajo, respectivamente, de los factores, en lugar de
+ y —. Estas diferentes notaciones se ilustran enseguida para el disefio 2*:

Corrida A B C  FEtquetas A4 B C
1 - - - (€)) 0 0 0
2 + - - a 1 0 0
3 - + - b 0 1 0
4 + + - ab 1 1 0
5 - - + c 0 0 1
6 + - + ac 1 0 1
7 - + + bc 0 1 1
8 + + + abc 1 1 1

Hay siete grados de libertad entre las ocho combinaciones de tratamientos del disefo 23, Tres grados
de libertad se asocian con los efectos principales de 4, By C. Cuatro grados de libertad se asocian con las
interacciones; uno con cada una de las interacciones AB, AC y BC y uno con la interaccién ABC.

Considere la estimacién de los efectos principales. Primero, considere la estimacion del efecto princi-
pal A. El efecto de.4 cuando By C estan en el nivel bajo es [a — (1)]/n. De manera similar, el efecto de 4

be abe
|
|
Alto + |y Factor
o | - Corrida A B c
= P tate ab _~+ Alto , _ i _
8 < - -
w e °‘$ 2 +
- d} 3 - + -
Lo ~ . A4
Bajo Bajo 4 + + -
) a 5 M - .
6 + - +
Bajo Atto 7 N * *
Factor A 8 * * *
a) Vista geométrica b) La matriz del disefio

Figura 6-4 El disefio factorial 2%,
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cuando B estd en el nivel alto y C est en el nivel bajo es [ab - b]/n. El efecto deA cuando C estd en el nivel
alto y B est4 en el nivel bajo es [ac — c¢]/n. Por ltimo, el efecto de A cuando tanto B como C estdn en el ni-
vel alto es [abc —bc]/n. Por lo tanto, el efecto promedio de A es s6lo €]l promedio de estos cuatro efectos, o

A=%[a—(l)+ab—b+ac—c+abc—bc] (6-11)

Esta ecuacién también puede desarrollarse como un contraste entre las cuatro combinaciones de tra-
tamientos de la cara derecha del cubo de la figura 6-5a (donde A esta en el nivel alto) y las cuatro de la
cara izquierda (donde A esté en el nivel bajo). Es decir, el efecto de 4 es s6lo el promedio de las cuatro co-
rridas donde A esta en el nivel alto (y,+) menos el promedio de las cuatro corridas donde A est4 en el nivel

bajo &A_)’ o

A: yAd- “yA_
_a+ab+ac+abc  (1)+b+c+bc
dn 4n

Esta ecuacion puede reescribirse como

A= %[a+ab+ac+abc~—(1)— b—c—bc]
n

que es idéntica a la ecuacién 6-11.

dd >4

a) Ffectos principales

¥ ¥

b) Interaccion de dos factores

& = corridas +

O = corridas —

¢} Interaccion de los tres factoras

Figura 6-5 Representacién geométrica de los contrastes que corresponden a
los efectos principales y las interacciones del disefio 2°.
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De manera similar, el efecto de B es la diferencia en los promedios entre las cuatro combinaciones de
tratamientos de la cara frontal del cubo y las cuatro de la cara posterior. Se obtiene asi

B=3.-%,
:4i[b+ab+bc+abc—(1)—a—c—ac] (6-12)
n
El efecto de C es la diferencia en los promedios entre las cuatro combinaciones de tratamientos de la cara
superior del cubo y las cuatro de la cara inferior, es decir,
C=3. =Y,
1
=Z;[c+ac+bc+abc—(1)—a—b—ab] (6-13)
Los efectos de la interaccién de dos factores pueden calcularse con facilidad. Una medida de la in-

teraccionAB es la diferencia entre los efectos promedio de4 con los dos niveles de B. Por convencidn, ala
mitad de esta diferencia se le llama la interaccién AB. Utilizando simbolos,

B Efecto promedio de 4
Alto (+) [(abc —bc)+ (ab - b)]
2n ‘
Bajo (-) {(ac —c)+[a—(D)]}
2n
Diferencia [abc —bc+ab—b —ac+c—a+(1)]
2n

Puesto que la interaccion 4B es la mitad de esta diferencia,

B= [abc—bc+ab—b—ac+c—a+(1)]

A
4n

(6-14)

La ecuacion 6-14 puede escribirse de la siguiente manera:

_ abct+ab+c+(1) be+b+tac+a

AB
4n 4n

En esta forma, resulta facil ver que la interaccion AB es la diferencia en los promedios entre 1as corridas
de dos planos diagonales del cubo de la figura 6-5b. Utilizando un razonamiento 16gico similar y con refe-
rencia a la figura 6-5b, las interacciones AC y BC son

AC=Z%[(l)—a+b—ab—c+ac—bc+ubc] (6-15)

BC:%[(1)+a—b—.ab—c—ac+bc+abc] (6-16)
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La interaccion ABC se define como la diferencia promedio entre la interaccién AB para los dos dife-
rentes niveles de C. Por lo tanto,

ABC= %{[abe— bc]—[ac—c]—[ab—b]+[a~(1)]}
=41—n[abc—bc—ac+c-—ab+b+a—(1)] (6-17)

Como antes, la interaccion ABC puede considerarse como la diferencia de dos promedios. Si se aislan las
corridas de los dos promedios, éstas definen los vértices de los dos tetraedros que componen el cubo de la
figura 6-5c.

En las ecuaciones 6-11 a 6-17, las cantidades entre corchetes son contrastes de las combinaciones de
los tratamientos. Es posible desarrollar una tabla de signos positivos y negativos a partir de los contrastes,
la cual se muestra en la tabla 6-3. Los signos de los efectos principales se determinan asociando un signo
positivo con el nivel alto y un signo negativo con el nivel bajo. Una vez que se han establecido los signos de
los efectos principales, los signos de las columnas restantes pueden obtenerse multiplicando las columnas
precedentes apropiadas, renglén por renglén. Por ejemplo, los signos de la columna AB son el producto
de los signos de la columna A y la columna B en cada renglén. El contraste de cualquier efecto puede ob-
tenerse facilmente con esta tabla.

La tabla 6-3 tiene varias propiedades interesantes: 1) Con excepcién de la columna I, cada una de las
columnas tienen el mismo nimero de signos positivos y negativos. 2) La suma de los productos de los sig-
nos de dos columnas cualesquiera es cero. 3) La columna I multiplicada por cualquiera de las columnas
deja la columna sin cambio. Es decir, I es un elemento identidad. 4) El producto de dos columnas cuales-
quiera produce una columna de la tabla. Por ejemplo, 4 X B = AB, y

ABxB= AB* = A

Se¢ observa que los exponentes de los productos se forman utilizando la aritmética médulo 2. (Es decir, el
exponente solo puede ser 0 o 1; si es mayor que 1, se reduce con miltiplos de 2 hasta que es 0 o 1.) Todas
estas propiedades se derivan de la ortogonalidad de los contrastes usados para estimar los efectos.

Las sumas de cuadrados de los efectos se calculan con facilidad, ya que cada efecto tiene un contraste
correspondiente con un solo grado de libertad. En el disefio 2° con » réplicas, la suma de cuadrados de
cualquier efecto es

Contraste)?

A (_____ 6-18

o (618)

Tabla 6-3  Signos algebraicos para calcular los efectos del disefio 23

Combinacién de Efecto factorial

tratamientos I A B 4B C AC BC ABC

(€8] + - - + - + + -
a + + - - - - + +
b + - + - - + - +
ab + + + + - - - -
c + - - + + - - +
ac + + - - + + - -
be + - + - + - + -
abc + + + + + + +
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EJEMPLO 6-1 »==++vr++ ceenaanas Ceraataeenas cesavane ceertssenenan T

Recuerde el ejemplo 5-3, donde se present6 un estudio del efecto del porcentaje de carbonatacion, la pre-
sién de operacion y la velocidad de linea sobre la altura de llenado de una bebida carbonatada. Suponga
que s6lo s¢ usan dos niveles de carbonatacién, de tal modo que el experimento es un disefio factorial 2°
con dos réplicas. Los datos (es decir, las desviaciones de la altura de llenado de especificacion) se mues-
tran en la tabla 6-4, y en la figura 6-6 se presenta la representacion geométrica del disefio.

Al utilizar los totales bajo las combinaciones de los tratamientos que se muestran en la tabla 6-4, los
efectos de los factores pueden estimarse de la siguiente manera:

A= %[a-ﬂ(l)+ab—b+ac—c+!abc—bc]
= }é[l-—(—4)+5— (~1)+3-(-1)+11-2].
1
——8[24]— 3.00
B= %[b+ab+bc+abc—(1)—a~—c—ac]
= 18[—1+5+2+11‘—(-.—4)—1—(—1)— 3]
= 1[18]— 225
3 .
C= %n[c+ac+bc_-l-abc—(1)—a—b—ab]

= %[—1+3+2+11—(—'4)-1—(—1)—5]

1
8

AB= ﬁ[ab—a—b+(1)+abc—bc—ac+c]

[14]= 175

_ %[5—1—(—1)+(—4)+11~2— 3+(-1)]

1
o e =0.
5[6]=0.75

Tabla 6-4 El experimento de la altura de llenado, ejemplo 6-1

Desviacién de la
Factores codificados altura de llenado Niveles del factor
Corrida A B C Réplica 1 Réplica 2 Bajo (-1) Alto (+1)
1 -1 -1 -1 -3 -1 A (psi) 10 12
2 1 -1 -1 0 1 B (psi) 25 30
3 -1 1 -1 -1 0 C (b/min) 200 250
4 1 1 -1 2. 3
5 -1 -1 1 -1 0
6 1 -1 1 2 1
7 -1 1 1 1 1
8 1 1 1 6 5
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250 bpm
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_/Presién (B)

- + 25 psi

200 bpm| -

0% 12%
Carbonatacién (A)

Figura 6-6 El discfio 2? para el experimento de la desviacién de
la altura de llenado del ejemplo 6-1.

AlC=%[(1)—a+b—ab—c+ac—bc+abc]
=18[—4—1+(—1)—5—(—1)+3—2+11]
—1[2]—025
=5[21=0

BC=41—n[(1)+a—b—ab—c—ac+bc+abc]
:18[-4—0-1—(—1)—5—(—1)—3+2+11]

1
=3[41=0.50

ABC= %[abc—bc—ac+c— ab+b+a—(1)]
= %[ll— 2=34+(-1D)=5+(-1)+1-(-4)]

1
=-[4]=0.50
Sl

Los efectos mads grandes son para la carbonatacién (4 = 3.00), la presion (B = 2.25), 1a velocidad (C =
1.75) y la interaccién carbonatacion-presion (AB = 0.75), si bien el efecto de la interaccién no parece te-
ner un impacto tan grande sobre la desviacién de la altura de llenado como los efectos principales.
Las sumas de cuadrados se calculan con la ecuacién 6-18 de la siguiente manera:
_Q@y |

$8 4 === 3600

_ (18
§8, ==~ =20.25

_ 4y
$S; =5 =122
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Tabla 6-5 Resumen de la estimacién de los efectos del ejemplo 6-1

Estimacién Sumas de Contribucién
Factor del efecto cuadrados porcentual
A 3.00 - 36.00 46.1538
B 2.25 20.25 25.9615
o 1.75 12.25 15.7051
AB 0.75 225 2.88462
AC 0.25 0.25 0.320513
BC 0.50 1.00 1.28205
ABC 0.50 1.00 1.28205
Error puro 5.00 6.41026

Total 78.00

2
SS = ﬂ= 2.25

AB

La suma de cuadrados total es S5y = 78.00, y por sustraccion, SS; = 5.00. En la tabla 6-5 se resumen las
estimaciones de los efectos y las sumas de cuadrados. La columna etiquetada “contribucién porcentual”
mide la contribucién porcentual de cada uno de los términos del modelo a la suma de cuadrados total. La
contribucién porcentual es con frecuencia una guia aproximada pero efectiva de la importancia relativa
de cada término del modelo. Observe que los efectos principales dominan en realidad este proceso, expli-
cando mas de 87% de la variabilidad total, mientras que la interaccién AB explica menos de 3%.
El anélisis de varianza de la tabla 6-6 puede usarse para confirmar la magnitud de estos efectos. Por la
tabla 6-6 se observa que los efectos principales son altamente significativos (todos tienen valores P muy

Tabla 6-6 Anilisis de varianza de los datos de la altura de llenado

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Porcentaje de carbonatacion (A4) 36.00 1 36.00 57.60 <0.0001
Presion (B) 20.25 1 20.25 3240 0.0005
Velocidad de linea (C) 12.25 1 12.25 19.60 0.0022
AB ‘ 225 1 225 3.60 0.0943
AC 0.25 1 0.25 0.40 0.5447
BC 1.00 1 1.00 1.60 0.2415
ABC 1.00 1 1.00 1.60 0.2415
Error 5.00 8 0.625 :
Total 78.00 15
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pequeiios). La interaccién AB es significativa con un nivel aproximado de 10%; por lo tanto, existe una li-
gera interaccion entre la carbonatacién y la presion.

Quiz4 el lector quiera referirse al ejemplo 5-3 para la interpretacién practica de este experimento.
Los responsables del proceso decidieron correrlo con presion bajay velocidad de linea alta, y reducir la
variabilidad de la carbonataci6n controlando con mayor precision la temperatura. Se consigui6 asi una
reduccién sustancial en la desviacion de la altura de llenado del valor objetivo.

El modelo de regresi6n y la superficie de respuesta
El modelo de regresién para predecir la desviacion de la altura de llenado es

y= Bo +/§1x1 +/§2x2 +,§3x3 +B12x1x2
3.00 2.25 1.75 0.75
=100+ T X, + T x, + T X, + —2—— X1 X5,

donde las variables codificadas x,, x,yx, representan a 4, By C, respectivamente. El término x.x, eslain-
teraccién AB. Los residuales pueden obtenerse como la diferencia entre las desviaciones de la altura de
llenado observada y la predicha. El anélisis de estos residuales se deja como ejercicio para el lector.

En la figura 6-7 se muestra la superficie de respuesta y la grifica de contorno para la desviaci6n de la
altura de llenado obtenida con el modelo de regresién, suponiendo que la velocidad de linea esta en el ni-
vel alto (x; = 1). Observe que como el modelo contiene la interaccion, las lineas de contorno de la desvia-
ci6én de las alturas de llenado constantes son curvas (o la superficie de respuesta es un plano “torcido”).
Es deseable operar este proceso de llenado de tal modo que la desviacién del llenado esté tan cerca de
cero como sea posible. La grafica de contorno indica que si la velocidad de linea esta en el nivel alto, en-
tonces hay varias combinaciones de los niveles de la carbonatacion y la presién que satisfaran este objeti-
vo. Sin embargo, serd necesario ejercer un control preciso de estas dos variables.

Solucién por computadora

Hay muchos paquetes de software de estadistica que estableceran y analizaran disefios factoriales con dos
niveles. La salida de uno de estos programas de computadora, Design-Expert, se muestra en la tabla 6-7.
En la parte superior de la tabla s¢ presenta el anélisis de varianza del modelo completo. El formato de
esta presentaci6n es un tanto diferente de los resultados dados en la tabla 6-6. Observe que el primer ren-
glén del anélisis de varianza es un resumen global del modelo completo (todos los efectos principales y las
interacciones), y la suma de cuadrados del modelo es

SSpoeis =SS 4 + 58, +58, +5S 5 +88 4 +885c +55 45c
=730
Por lo tanto, el estadistico
MS 10.43
F, = —okle = =16.69

MS,  0.63

estd probando las hipdtesis
H():ﬂl:ﬂz =53 =ﬂ12 =ﬁ13 =ﬁ23 =ﬂ123 =O

H,:al menos una # 0
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Figura 6-7 Superficie de respuesta y grafica de contorno de la desvia-

con la velocidad en el nivel alto (250 bpm),

6n de la altura de llenado,

ejemplo 6-1.
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Tabla 6-7 Salida de Design-Expert para el ejemplo 6-1

Response: Fill Deviation in Height
ANOVA for Selected Factorial Model
Analysis of variance table [Partial sum of squares)

Sum of Mean
Source Squares DF Square Value Prob > F
Model 73.00 7 10.43 16.69 0.0003 significant
A 36.00 1 36.00 57.680 <0.0001
B 20.25 1 20.25 32.40 0.0005
c 12.256 1 12.25 19.60 0.0022
AB 2.25 7 2.25 3.60 0.0943
AC 0.25 1 0.25 0.40 0.5447
BC 1.00 1 1.00 1.60 0.2415
ABC 1.00 1 1.00 1.60 0.2415
Residual 5.00 8 0.63
Lack of Fit 0.000 0
Pure Error 5.00 8 0.63
Cor Total 78.00 15
Std. Dev. - 0.79 R-Squared 0.9359
Mean 1.00 Adj R-Squared 0.8798
cVv. 79.06 Pred R-Squared 0.7436
PRESS 20.00 Adeq Precision 13.416
Coefficient Standard 95% CI 95% C1
Factor Estimatoe DF Error Low High VIF
Intercept 1.00 1 0.20 0.54 1.46
A-Carbonation 1.50 1 0.20 1.04 1.96 1.00
B-Pressure 1.13 1 0.20 0.67 1,58 1.00
C-Speed 0.88 1 0.20 0.42 1.33 1.00
AB 0.38 1 0.20 —-0.081 0.83 1.00
AC 0.13 1 0.20 —0.33 0.58 1.00
8C 0.25 1 0.20 -0.21 0.71 1.00
ABC 0.25 1 0.20 -0.21 0.7 1.00

Final Equation in Terms of Coded Factors:
Fill Deviation =
+1.00
+1.650 *A
+1.13 *B
+0.88 *C
+0.38 *A *B
+0.13 *A *C
+0.25 *B *C
+0.25 *A *B *C

Final Equation in Terms of Actual Factors:
Fill Deviation =
—225.50000
+21.00000 *Carbonation
+7.80000 *Pressure
+1.08000 *Speed
—0.75000 *Carbonation *Prassure
—0.10500 *Carbonation *Speed
—0.040000 *Pressure *Speed
+4,00000E-00: *Carbonation *Pressure *Speed

Reduced Model:
Response: Fill Deviation in Haight

ANOVA for Selected Factorial Model
Analysis of variance table [Partial sum of squares]

237



significant

0.3700 not significant

Tabla 6-7 (continuacidn)
Sum of Mean F
Source Squares DF Square Value Probs>F
Model 70.75 4 17.69 2684 <0.0001
A 36.00 1 36.00 54.62 <0.0001
B 20.25 1 20.25 30.72 0.0002
c 12.256 1 12.25 18,59 0.0012
AB 225 1 225 3.41 0.0917
-Residual 7.2 1N 0.66
Lack of Fit 2.25 3 0.75 1.20
Pure Error 5.00 8 0.63
Cor Total 78.00 15 ‘
Std. Dev. 0.81 R-Squared 0.9071
Mean 1.00 Adj R-Squared 0.8733
CV. 81.18 Pred R-Squared 0.8033
PRESS 15.34 Adeq Precision 15.424
Coefficlent Standard 95% ClI
Factor Estimate DF Error Low
Intercept 1.00 1 0.20 0.55
A-Carbonation 1.50 1 0.20 1.06
B-Pressure 1.13 1 0.20 0.68
C-Speed 0.88 1 0.20 0.43
AB 0.38 1 0.20 -0.072
Final Equation in Terms of Coded Factors:
'Fill Deviation =
+1.00
+1.50 *A
+1.13 *B
+0.88 *C
+0.38 *A *B
Final Equation in Terms of Actual Factors:
Fill Deviation =
+8.62500
—2.62500 *Carbonation
~-1.20000 *Pressure
+0.035000 *Speed
+0.15000 *Carbonation *Pressure
Diagnostics Case Statistics
Standard Actual Predicted Student
Order Value Value Residual Leverage Residual
1 —3.00 -2.13 -0.88 0.313 —-1.300
2 —1.00 -2.13 1.13 0.313 1.671
3 0.000 0.12 -0.12 0.313 —0.186
4 1.00 0.12 0.88 0.313 1.300
5 —1.00 —0.63 -0.38 0.313 —0.557
6 0.000 -0.63 0.63 0.313 0.928
7 2.00 3.13 -1.13 0.313 -1.671
8 3.00 3.13 -0.13 0.313 —~0.186
9 -1.00 -0.37 —-0.63 0.313 —-0.928
10 0.000 -0.37 0.37 0.313 0.557
11 2.00 1.88 0.13 0.313 0.186
12 1.00 1.88 —-0.88 0.313 —1.300
13 1.00 1.13 -0.13 - 0.313 —0.186
14 1.00 1.13 -0.13 0.313 -0.186
15 6.00 4,88 1.13 0.313 1.671
16 5.00 4.88 0.13 0.313 0.186
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95% Cl
High
1.45
1.95

1.57.

1.32
0.82

Cook’s
Distance
0.164
0.254
0.003
0.154
0.028
0.078
0.254
0.003
0.078
0.028
0.003
0.154
0.003
0.003
0.254
0.003

VIF

1.00
1.00
1.00
1.00

Outlier
t
-1.347

1.845
-0.177
1.347
-0.539
0.922
—1.845
—0.177
-0.922
0.5639
0.177
—1.347
—-0.177
—0.177
1.845
.0.177
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Puesto que F, es grande, se concluirfa que al menos una de las variables tiene un efecto diferente de cero.
Entonces se prueba la significacion de cada efecto factorial individual utilizando el estadistico F. Estos re-
sultados concuerdan con la tabla 6-6.

Abajo del analisis de varianza del modelo completo se presentan varios estadisticos R%.LaR?ordina-

ria es

- 8§ 73.00
R? = ZoModele 0 - (),9359
SS1m  78.00

y mide la proporcién de la variabilidad total explicada por el modelo. Un problema potencial con este es-
tadistico es que siempre se incrementa cuando se agregan factores al modelo, incluso cuando estos facto-
res no son significativos. El estadistico R* ajustada, definido como

SS, /dfy 5.00/8

=1- =1- = 0.8798
58 1oa | Wroem 78.00/15

RZ

Ajustada

es un estadistico que est4 ajustado para ¢l “tamafio” del modelo; es decir, para el nimero de factores. La
R? ajustada puede decrecer en realidad si se agregan términos no significativos al modelo. El estadistico
PRESS es una medida de qué tan bien predeciré datos nuevos el modelo (PRESS es en realidad el acroni-
mo de Prediction Error Sum of Squares —suma de cuadrados del error de prediccion—, y se calcula a partir
de los errores de prediccion obtenidos al predecir el punto i-ésimo de los datos con un modelo que incluye
todas las observaciones, excepto lai-ésima). Un modelo con un valor pequefio de PRESS indica que es po-
sible que el modelo sea un buen predictor. El estadistico “R? de prediccién” se calcula como
PRESS . 20.00

1

=1~ =0.74
S5 o 78.00 36

2 —
RPrediccién - 1

Esto indica que se esperaria que el modelo completo explique cerca de 74% de la variabilidad de los datos
NUEVOS.

La siguiente seccién de la salida presenta el coeficiente de regresion de cada término del modeloy el
error estindar (se, standard error) de cada coeficiente, definido como

" = S X
se(B)=V(B) = szkf = f%%)é =020

Los intervalos de confianza de 95% para cada coeficiente de regresién se calculan a partir de

ﬁ_ to.ozs,N—pse(.B) =f= B+t0.025,N—pse(l§)

donde los grados de libertad de ¢ es el nimero de grados de libertad del error; es decir, N es el niimero to-
tal de corridas en el experimento (16), y p es el niimero de parametros del modelo (8). También se presen-
ta el modelo completo en términos de las variables codificadas y de las variables naturales.

En la iiltima secci6én de la tabla 6-7 se ilustra la salida después de eliminar los términos de las interac-
ciones no significativas. Este modelo reducido contiene ahora sélo los efectos principales 4, By C,yla
interaccién AB. La suma de cuadrados de los residuales o del error se compone ahora de un componen-
te del error puro (“Pure Error”) que surge de las réplicas de los ocho vértices del cubo, y un componen-
te de falta de ajuste (“Lack of Fit”), compuesto por las sumas de cuadrados de las interacciones que se
eliminaron del modelo (BC, AC y ABC). De nueva cuenta, la representacién del modelo de regresion
de los resultados experimentales se presenta en términos de las variables codificadas y las variables na-
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turales. La proporci6n de la variabilidad total de la desviacion de la altura del llenado que se explica por
este modelo es

R2 — SSModelo — 70 75

= 09071
SS 78.00 207

Total

que es menor que la R? del modelo completo. Observe, sin embargo, que la R? ajustada del modelo reduci-
do apenas ha cambiado ligeramente respecto de la R? ajustada del modelo completo, y PRESS del mode-
lo reducido es considerablemente menor, lo cual produce un valor mas grande de R}, .., del modelo
reducido. Evidentemente, la eliminacion de los términos no significativos del modelo completo ha produ-
cido un modelo final que posiblemente funcionara con mayor eficiencia como predictor de datos nuevos.
Observe que los intervalos de confianza para los coeficientes de regresién del modelo reducido son lige-
ramente mds cortos que los intervalos de confianza correspondientes en el modelo completo.

En la tltima secci6n de la salida se presentan los residuales del modelo reducido. Design-Fxpert tam-
bién construird todas las graficas de los residuales que se estudiaron anteriormente.

Otros métodos para evaluar la significacién de los efectos
El andlisis de varianza es una manera formal de determinar cuales son los efectos de los factores que son
diferentes de cero. Existen varios métodos mas que son ttiles. A continuacién se indica cémo calcular el
error estAndar de los efectos y cémo usar los errores estindar para construir intervalos de confianza para
los efectos. Otro método, que se ilustrard en la seccién 6-5, utiliza gréficas de probabilidad normal para
valorar la importancia de los efectos. ‘

Es sencillo encontrar el error estdndar de un efecto. Si se supone que hay » réplicas en cada una de las
2¢ corridas del disefo, y si y;, ¥, .-r ¥in SOD las observaciones de la corrida i-ésima, entonces

s? 2 3 =3)  i=12..,2*

1=1

es una estimacion de la varianza de la corrida i-ésima. Las estimaciones de la varianza del diseiio 2* pue-
den combinarse para dar una estimacién de la varianza global:

§* = Zk(n 1)22 =3 (6-19)

i=1 j=1

Esta es también la estimaci6n de la varianza dada por el cuadrado medio del error en el an4lisis de varian-
za. La varianza de la estimacién de cada efecto es

V(Efecto) =V (9—‘%2‘5’?3)

V(Contraste)

_ 1
(nzk—l )2

Cada contraste es una combinacion lineal de los 2* totales de los tratamientos, y cada total consta de n ob-
servaciones. Por lo tanto,

V(Contraste) = n2* o*
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y la varianza de un efecto s

1
V (Efecto) = ———— n2*o?
( ) (nzk—l )2
1
=2
20
n2*
El error est4ndar estimado se encontraria sacando la raiz cuadrada de esta Gltima expresion y sustituyen-
do ¢® con su estimacién S

se(Efecto) = (6-20)

28

Jn2*

Observe que el error estandar de un efecto es el doble del error estédndar de un coeficiente de regre-
sién estimado en el modelo de regresién del disefio 2¢ (ver la salida de computadora de Design-Expert del
ejemplo 6-1).

Los intervalos de confianza de 100(1 - @) por ciento para los efectos se calculan a partir de Efecto *
t.n, nS€(Efecto), donde los grados de libertad de £ son solo los grados de libertad de los residuales o del
error (N — p = ndmero total de corridas — nimero de pardmetros del modelo).

Para ilustrar este método, considere el experimento de la desviacion de la altura de llenado del cjem-
plo 6-1. El cuadrado medio del error es Mg, = 0.625. Por lo tanto, el error estindar de cada efecto es (uti-
lizando §* = MSg)

se(Efecto) = %
n

_ 2/0625
vA2')

0.40

Entonces, fos,s = 2.31Y tg 25, 5e(Efecto) = 2.31(0.40) = 0.92, de donde los intervalos de confianza de
95% aproximados para los efectos de los factores son

A 300x0.92
B: 2.25x092
C: 1.75%0.92
AB: 0.75%0.92
AC: 0.25+£0.92
BC: 0.50+0.92

ABC: 0.50%0.92

Este andlisis indica que 4, By C son factores importantes, porque son las dnicas estimaciones de los efec-
tos de los factores para las que los intervalos de confianza de 95% aproximados no incluyen al cero.

Efectos de dispersién
El ingeniero de proceso que trabajo en el caso del llenado también se interes en los efectos de disper-
si6n; es decir, ¢alguno de los factores afecta la variabilidad de la desviaci6n de la altura de llenado de una
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R=0 Re=1

250 bpm T + ¢

Velocidad (C)

+ >30psi
_/ Presién (B)
25 psi
10% 12%
Carbonatacién (A)

200 bpm |~ ¢

Figura 6-8 Rangos de la desviacién de la altura de llenado del
ejemplo 6-1. '

corrida a otra? Una manera de responder esta pregunta es examinando el rango de las desviaciones de la
altura de llenado para cada una de las ocho corridas del disefio 2°. Estos rangos se grafican en el cubo de la
figura 6-8. Observe que los rangos son aproximadamente iguales para las ocho corridas del disefio. Por
consiguiente, no hay evidencia s6lida que indique que alguna de las variables del proceso afecte directa-
mente la variabilidad de la desviacién de la altura de llenado en el proceso.

6-4 EL DISENO GENERAL 2*

Los métodos de anlisis que se han presentado hasta este punto pueden generalizarse para el caso de un
disefio factorial 2%, es decir, un disefio con k factores que tienen dos niveles cada uno. El modelo estadisti-
co para un disefio 2* incluiria k efectos principales, ( ’{q) interacciones de dos factores, ( k ) interacciones de
tres factores, ..., y una interaccién de & factores. Es decir, para un disefio 2* el modelo completo conten-
dria 2* - 1 efectos. También se usa aqui la notacion introducida anteriormente para las combinaciones de
los tratamientos. Por ejemplo, en un disefio 2°, abd denota la combinacién de tratamientos con los facto-

res A, By D en el nivel alto y los factores C'y E en el nivel bajo. Las combinaciones de los tratamientos -

pueden escribirse en orden estdndar introduciendo los factores uno a la vez y combinando sucesivamente
cada nuevo factor con los que lo preceden. Por ejemplo, el orden estandar de un disefio 2* es (1), a, b, ab,
¢, ac, be, abe, d, ad, bd, abd, cd, acd, bcd y abed.

El enfoque general para el analisis estadistico del disefio 2 se resume en la tabla 6-8. Como se sefialé
anteriormente, suele emplearse un paquete de software de computadora en este proceso de anlisis.

A estas alturas, la secuencia de pasos de la tabla 6-8 debe resultar familiar. El primer paso es estimar
los efectos de los factores y examinar sus signos y magnitudes. De este modo el experimentador obtiene in-

Tabla 6-8 Procedimiento de anilisis
para un disefio 2*

1. Estimar los efectos de los factores
2. Formar el modelo inicial

3. Realizar las pruebas estadisticas
4, Refinar el modelo

5. Analizar los residuales

6. Interpretar los resultados
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formaci6n preliminar respecto de los factores y las interacciones que pueden ser importantes, y en qué di-
recciones deberan ajustarse estos factores para mejorar la respuesta. Para formar el modelo inicial del
experimento, por lo general se elige el modelo completo, s decir, todos los efectos principales y las interac-
ciones, siempre que se haya hecho una réplica de al menos uno de los puntos del disenio (en la secci6n si-
guiente se revisa una modificacién de este paso). Después, en el paso 3 se usa el andlisis de varianza para
probar formalmente la significacion de los efectos principales y las interacciones. En la tabla 6-9 se presenta
la forma general de un analisis de varianza para un disefio factorial 2 con n réplicas. El paso 4, refinar el
modelo, suele consistir en la eliminaci6n de las variables no significativas del modelo completo. El paso 5 es
el andlisis residual usual para verificar la adecuacién del modelo y los supuestos. En ocasiones ocurrird una
refinacién del modelo después del analisis residual, si se encuentra que el modelo es inadecuado o que hay
violaciones serias de los supuestos. El dltimo paso consiste generalmente en el andlisis grafico: graficas de
los efectos principales o las interacciones, o superficies de respuesta y grificas de contorno.

Aun cuando los cilculos descritos se realizan por lo general con una computadora, en ocasiones €s ne-
cesario caleular manualmente la estimacién de un efecto o la suma de cuadrados de un efecto. Para estimar
un efecto o calcular la suma de cuadrados de un efecto, primero debe determinarse el contraste asociado
con ese efecto, Esto puede hacerse siempre utilizando una tabla de signos positivos y negativos, como la ta-
bla 6-2 0 6-3. Sin embargo, para valores grandes de k esto resulta laborioso, y puede usarse un método alter-
nativo. En general, el contraste del efecto ABK se determina expandiendo el miembro derecho de

Contraste ;; . =(a*x1)(bx1)---(kx1) (6-21)
Tabla 6-9 Analisis de varianza de un disefio 2*
Fuente de Suma de Grados de
variacion cuadrados libertad
k efectos principales
A SS,
B A
K AL 1
(%) interacciones de dos factores
AB S8 5 1
AC SS ¢ 1
JK S8 1
(%) interacciones de tres factores
ABC 88 8¢ 1
ABD SS 0 1
K S8k 1

() =1 interaccién de k factores
ABC - K S8 4sc.-i 1
Error $Sg Zk("“l)_ e e
Total S8 _ "zk_l - o
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Para expandir la ecuacion 6-21 se usa el dlgebra ordinaria reemplazando “1” con (1) en la expresion final.
El signo de cada grupo de paréntesis es negativo si el factor esta incluido en el efectoy es positivo si el fac-
tor no estd incluido. ,

Para ilustrar el uso de la ecuacién 6-21, considere un disefio factorial 2%, El contraste de AB seria

Contraste ,, = (a—1)(b—1)(c+1)
=abc+ab+c+(1)—ac—bc—a-b

Como un ejemplo més, en un disefio 25, el contraste de ABCD seria
Contraste ., =(a—1)(b~1)(c—-1)(d—1)(e+1)
= abcde+ cde+bde +ade +bee
+ace+abe+e+abed +cd +bd
+ad+bc+ac+ab+(1)—a—b—c
—abc—d—abd —acd — bcd — ae
— be— ce— abce— de— abde— acde — bede

Una vez que se han calculado los contrastes de los efectos, pueden estimarse los efectos y calcular las
sumas de cuadrados de acuerdo con

AB---K= ;—;T(Contraste apok ) '(6-22)

1
SS k= E(Contraste wox) (6-23)

respectivamente, donde 7 denota el niimero de réplicas. Se cuenta también con un algoritmo tabular de-
bido al Dr. Frank Yates que en ocasiones puede ser 1til para el cilculo manual de las estimaciones de los
efectos y las sumas de cuadrados. Referirse al material suplementario del texto de este capitulo.

6-5 UNA SOLA REPLICA DEL DISENO 2*

Incluso para un nimero moderado de factores, el nimero total de combinaciones de tratamientos en un
disefio factorial 2 es grande. Por ejemplo, un disefio 2° tiene 32 combinaciones de tratamientos, un dise-
fio 2% tiene 64 combinaciones de tratamientos, etc. Debido a que por lo general los recursos son limitados,
el nimero de réplicas que el experimentador puede emplear quizas esté restringido. Con frecuencia, los
recursos disponibles permiten hacer tinicamente una sola réplica del disefio, a menos que el experimen-
tador esté dispuesto a omitir algunos de los factores originales.

Un riesgo obvio cuando se realiza un experimento que tiene una sola corrida para cada combinacién
de prueba es que el modelo puede ajustarse al ruido. Es decir, si la respuesta y es sumamente variable,
pueden resultar conclusiones engafosas del experimento. La situacion se ilustra en la figura 6-92. En esta
figura, 1a linea recta representa el verdadero efecto del factor. Sin embargo, debido a la variabilidad alea-
toria presente en la variable de respuesta (representada por la franja sombreada), €l experimentador ob-
tiene en realidad las dos respuestas medidas representadas por los puntos negros. Por consiguiente, el
efecto del factor estimado est4 cerca de ceroy el experimentador ha llegado a una conclusién errénea res-
pecto de este factor. Ahora bien, si hay menos variabilidad en la respuesta, la posibilidad de una conclu-
si6n errénea sera mas reducida. Otra forma de asegurarse de que se obtienen estimaciones confiables de
los efectos es incrementando la distancia entre los niveles bajo (<) y alto (+) del factor, como se ilustra en
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Figura 6-9 Elimpacto dela eleccién de los niveles del factor en un disefio
no replicado. :

la figura 6-9b. Observe que en esta figura la distancia incrementada entre los niveles bajo y alto del factor
resulta en una estimacién razonable del verdadero efecto del factor.

El uso de la estrategia de una sola réplica es comin en los experimentos de exploracién cuando hay
un nimero relativamente grande de factores bajo consideracién. Debido a que en estos casos nunca pue-
de tenerse la certeza absoluta de que el error experimental es pequefio, una buena préctica en este tipo de
experimentos es separar los niveles de los factores de manera agresiva. Quizés el lector encuentre util re-
leer las pautas generales para elegir los niveles de los factores del capitulo 1.

Una sola réplica de un disefio 2* se denomina en ocasiones diseiio factorial no replicado. Con una
sola réplica, no se cuenta con ninguna estimacién interna del error (o “errot puro”). Una forma de abor-
dar este andlisis de un disefio factorial no replicado consiste en suponer que algunas interacciones de or-
den superior son insignificantes y combinar sus cuadrados medios para estimar el error. Esto es una
apelacién al principio de efectos esparcidos; es decir, la mayoria de los sistemas estin dominados por al-
gunos de los efectos principales y las interacciones de orden inferior, y la mayor parte de las interacciones
de orden superior son insignificantes.
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Cuando se analizan datos de disefios factoriales no replicados, ocasionalmente ocurren interacciones
de orden superior reales. El uso de un cuadrado medio del error que se obtiene agrupando las interaccio-
nes de orden superior no es apropiado en estos casos. Un método de anélisis atribuido a Daniel [35a] pro-
porciona una forma simple de resolver este problema. Daniel sugiere examinar una grifica de
probabilidad normal de las estimaciones de los efectos. Los efectos que son insignificantes siguen una
distribucién normal, con media cero y varianza 0%, y tenderén a localizarse sobre una linea recta en esta
grifica, mientras que los efectos significativos tendran medias diferentes de cero y no se localizarin sobre
la linea recta. Por lo tanto, el modelo preliminar se especificara de tal modo que contenga aquellos efec-
tos que aparentemente son diferentes de cero, con base en la grafica de probabilidad normal. Los efectos
aparentemente insignificantes se combinan como una estimacién del error.

EJEMPLO6-2 IIIIIIIIII L I I TR I RN N I BN RN TN Y IR I BN A K I B N RN BN EE N N A AR R R A L L R L B B L B L I I
Una sola réplica del disefo 24

Un producto quimico se fabrica en un envase presurizado. Se lleva a cabo un experimento factorial en la
planta piloto para estudiar los factores que se piensa influyen en el indice de filtracion de este producto.
Los cuatro factores son la temperatura (4), 1a presién (B), la concentracion del formaldehido (C) yla ve-
locidad de agitacion (D). Cada factor estd presente con dos niveles. La matriz del disefio y los datos de la
respuesta obtenidos de una sola réplica del experimento 2* se muestran en la tabla 6-10y en la figura 6-10.
Las 16 corridas se hacen de manera aleatoria. El ingeniero del proceso esté interesado en maximizar el in-
dice de filtracion. Las condiciones actuales del proceso producen indices de filtracién de alrededor de 75
gal/h. Asimismo, en el proceso actual la concentracién de formaldehido, factor C, se usa en el nivel alto.
Al ingeniero le gustaria reducir la concentracién de formaldehido lo més posible, pero no ha podido ha-
cerlo porque siempre produce indices de filtracidon més bajos.

El analisis de estos datos se iniciard construyendo una gréfica de probabilidad normal de las estima-
ciones de los efectos. La formacion de signos positivos y negativos para las constantes de los contrastes

Tabla 6-10 Experimento del indice de filtracién en la planta piloto

Niimero Factor Etiqueta de Indice de
de corrida A B C D la corrida filtracién (gal/h)
' - - - - (§)) 45
+ - - - a 71
- + - - b 48
+ + - - ab 65
- - + - c 68
+ - + - ac 60
- + + - bc 80
+ + + - abc 65
- - - + d 43
+ - - + ad 100
- + - + bd 45
+ + - + abd 104
- - + + cd ' 75
+ - + + acd - 86
- + + + bed 70
+ + + + abcd 96
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Figura 6-10 Datos del experimento del indice de filtracion en la
planta piloto para el ejemplo 6-2.

del disefio 2* se muestra en la tabla 6-11. A partir de estos contrastes pueden estimarse 15 efectos factoria-
les, y las sumas de cnadrados se presentan en la tabla 6-12.

En la figura 6-11 se muestra la grafica de probabilidad normal de estos efectos. Todos los efectos que
caen sobre la recta son insignificantes, mientras que los efectos grandes estdn apartados de ella. Los efec-
tos importantes que surgen de este andlisis son los efectos principales de 4, C y D y las interacciones
AC y AD.

Los efectos principales de 4, C'y D se grafican en la figura 6-12a. Los tres efectos son positivos, y si
solo se consideraran estos efectos principales, los tres factores se correrian en el nivel alto a fin de maxi-

~mizar el indice de filtracion. Sin embargo, siempre es necesario examinar cualquier interaccion que sea
importante. Recuerde que los efectos principales no tienen mucho significado cuando estdn presentes en
interacciones significativas.

Las interacciones AC'y AD se grafican en la figura 6-12b. Estas interacciones son la clave para resol-
ver el problema. Observe, por la interaccién AC, que el efecto de la temperatura es muy pequefio cuando
la concentracién esta en el nivel alto y muy grande cuando la concentracion esté en el nivel bajo, obte-
niéndose los mejores resultados con la concentraci6n baja y la temperatura alta. La interaccién AD indica
que la velocidad de agitacién D tiene un efecto reducido con una temperatura baja, pero un efecto positi-
vo grande con la temperatura alta. Por lo tanto, los mejores indices de filtracién parecerian obtenerse
cuando A y D estan en el nivel alto y C esté en el nivel bajo. Esto permitiria la reduccién de la concentra-
cion de formaldehido a un nivel mas bajo, otro de los objetivos del experimentador.

LR L R R R R R R I N I N I I N I N R R T R R R R R R E T T T

Proyeccién de un disefio

Es posible hacer otra interpretacién de los efectos de la figura 6-11. Puesto que B (presi6n) no es signifi-
cativay todas las interacciones en las que interviene B son insignificantes, B puede descartarse del experi-
mento, de tal modo que el disefio se convierte en un factorial 2* en4, C y D con dos réplicas. Esto es f4cil
de ver examinando tinicamente las columnas 4, C y D en la matriz del disefio'que se muestra en la tabla
6-10 y observando que esas columnas forman dos réplicas de un disefio 2°. En la tabla 6-13 se resume el
analisis de varianza de los datos utilizando este supuesto de simplificacion. Las conclusiones que se saca-
rfan de este andlisis se mantienen en esencia sin cambios respecto de las del eJemplo 6-2. Observe que al
hacer la proyeccion de la réplica dnica del disefio 2* en un disefio 23 con dos rephcas se tiene ahora tanto
una estimacién de la mtera;cci(mACD como una estlmacmn del error basada en lo que en ocasiones se de-
nomina réplica oculta. - T e :
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Tabla 6-11 Constantes de los contrastes del disefio 24

BCD ABCD

ACD

cD

ABD

BD

ABC

AC

v § X

+ 4+ 00
+ 4+ 1+
+ 1+
+ 4+ U+ +
+ 00+ 4+
+ 1+ 0+
PR R

bed

abed
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Tabla 6-12 Estimaciones de los efectos de los factores y sumas de
cuadrados del disefio factorial 2* del ejemplo 6-2

Término del  Estimacion Suma de Contribucién
modelo del efecto cuadrados porcentual
A 21.625 1870.56 32.6397
B 3.125 39.0625 0.681608
C 9.875 : 390.062 6.80626
D 14.625 855.563 14.9288
AB 0.125 0.0625 0.00109057
AC -18.125 1314.06 22.9293
AD 16.625 1105.56 19.2911
BC 2375 22.5625 0.393696
BD -0.375 0.5625 0.00981515
CD -1.125 5.0625 0.0883363
ABC 1.875 14.0625 0.245379
ABD 4,125 68.0625 1.18763
ACD -1.625 10.5625 0.184307
BCD -2.625 27.5625 0.480942
ABCD 1.375 7.5625 0.131959

8
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Figura 6-11 Gréfica de probabilidad normal de los efectos para el disefio factorial
24 del ejemplo 6-2,
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Figura 6-12  Graficas de los efectos principales y las interacciones para el ejem-
plo 6-2.
Tabla 6-13 Andlisis de varianza del experimento del indice filtracién en la planta pilotoen A, Cy D

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacion cuadrados - libertad medio Fy Valor P
A 1870.56 1 1870.56 83.36 <0.0001
C 390.06 1 . 390.06 17.38 =0.0001
D 855.56 1 855.56 38.13 <0.0001
AC 1314.06 1 1314.06 58.56 <0.0001
AD 1105.56 1 1105.56 49.27 <0.0001
CD 5.06 1 5.06 <1
ACD 10.56 1 10.56 <1

Error 179.52 8 22.44

Total 5730.94 15 '
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El concepto de proyectar un disefio factorial no replicado en un disefio factorial con réplicas en me-
nos factores es muy itil. En general, si se tiene una sola réplica del disefio 2%, y sik (h < k) factores son in-
significantes y pueden descartarse, entonces los datos originales corresponden a un disefio factorial
completo con dos niveles en los k — h factores restantes con 2" réplicas.

Verificacién de diagndstico

Deberén aplicarse las verificaciones de diagnéstico usuales a los residuales de un diseiio 2%, El anélisis
realizado indica que los inicos efectos significativos son A = 21.625,C = 9.875,D = 14.625,AC = -18.125
y AD = 16.625. Si esto es correcto, los indices de filtracién estimados estdn dados por

. 1
Tt (2, (0875 (), _(1s1os),

16.625
+ — R

donde 70.06 es la respuesta promedio y las variables codificadas x,, x;, x, asumen valores entre -1y +1. El
indice de filtracién predicho para la corrida (1) es

9=700 6+(21.625) (__1)+(9.875) - 1)+(14.625)' 1)

2 2 )0 U2
- (2] nen+(BEE) vy
= 46,22

Puesto que el valor observado es 45, el residual ese =y — § = 45— 46.22 = —1.22. A continuacién se pre-
sentan los valores de y, yy e = y — 9 para las 16 observaciones.

y ¥y e=y—9
) 45 46.22 ~1.22
a 7 69.39 1.61
b 48 46.22 1.78
ab 65 69.39 439
¢ 68 74.23 -6.23
ac 60 61.14 -1.14
be 80 74.23 5.77
abc 65 61.14 3.86
d 43 4422 -122
ad 100 100.65 -0.65
bd 45 44,22 0.78
abd 104 100.65 3.35
od 75 72.23 2.77
acd 86 92.40 -6.40
bed 70 72.23 -2.23
abed 96 92.40 3.60

En la figura 6-13 se muestra la grafica de probabilidad normal de los residuales. Los puntos de esta grafica
se localizan razonablemente préximos a una linea recta, brindando apoyo a la conclusién de que 4, C, D,
ACyAD son los Gnicos efectos significativos y que se satisfacen los supuestos fundamentales del anélisis.
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Figura 6-13 Grafica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 6-2.

La superficie de respuesta

Las gréficas de las interacciones de la figura 6-12 se utilizaron para ofrecer una interpretacién prictica de
los resultados de este experimento. En ocasiones es util emplear la superficie de respuesta para este fin.
La superficie de respuesta se genera por el modelo de regresion

9= 70_06+(21.2625)x1 +(9.z75)x3 +(14.2625)x4
' 18.125 16.625
13 x,x, + > X, x,

En la figura 6-14a se muestra la grifica de contorno de Ia superficie de respuesta cuando la velocidad de agita-
ci6n esté en el nivel alto (es decir, x, = 1). Los contornos se generan a partir del modelo anterior conx, = 1,0

. ] 18.12
9= 77.3725+(38225) %, +(9 275 ) X, - (%) x,x,

Observe que los contornos son lineas curvas porque el modelo contiene un término de interaccién.
La figura 6-14b es la grafica de contorno de la superficie de respuesta cuando la temperatura estd en
el nivel alto (es decir, x; = 1). Cuando se hace x; = 1 en el modelo de regresion se obtiene

9= 80.8725— (8—22—5) x4 +(¥) x,
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- b) Gréfica de contorno con la temperatura {4), x, = 1
Figura 6-14 Gréficas de contorno del indice de filtraci6n, ejemplo 6-2.

Estos contornos son rectas paralelas porque el modelo contiene Gnicamente los efectos principales de los
factores C (x;) y D (x,).

Ambas graficas de contorno indican que si se quiere maximizar el indice de filtracién, las variables A
(x1) y D (x,) deberan estar en el nivel alto y que el proceso es relativamente robusto para la concentracion
C. Se obtuvieron conclusiones similares a partir de las graficas de las interacciones.

La mitad de grifica normal de los efectos

Una alternativa para la grafica de probabilidad normal de los efectos de los factores es la mitad de gréfica
normal. Es una gréifica del valor absoluto de las estimaciones de los efectos contra sus probabilidades nor-
males acumuladas. En la figura 6-15 se muestra la mitad de grafica normal de los efectos para el ejemplo
6-2, Lalinea recta de la mitad de grafica normal siempre pasa por €l origeny debera pasar también cerca del
valor de los datos del percentil cincuenta. Muchos analistas sienten que es més facil interpretar la mitad de
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Figura 6-15 Mitad de gréfica normal de los efectos de los factores del ejemplo 6-2.

grafica normal, en particular si s6lo se cuenta con pocas estimaciones de los efectos, como cuando el experi-
mentador ha usado un disefio de ocho corridas. Algunos paquetes de software construirdn ambas graficas.

Otros métodos para analizar disefios factoriales no replicados
El procedimiento de analisis estandar para un diseno factorial de dos factores no replicado es la grafica
normal (o mitad de grafica normal) de los efectos estimados de los factores. Sin embargo, los disefios no
replicados son tan usados en la practica que se han propuesto muchos procedimientos formales de anali-
sis para resolver la subjetividad de la gréafica de probabilidad normal. Hamada y Balakrishnan [52] com-
pararon algunos de estos métodos. Encontraron que el método propuesto por Lenth [70] tiene una
potencia adecuada para detectar efectos significativos. También es facil de implementar y, como resulta-
do, estd empezando a aparecer en algunos paquetes de software para analizar datos de disefios factorlales
no replicados. Se ofrece una breve descripcién del método de Lenth. e R
Suponga que se tienen m contrastes de interés, por ejemplo ¢;, 5, ..., ¢,,» Si el disefio esun factonal 2
no replicado, estos contrastes corresponden a las m = 2*— 1 estimacionesde los efectos de los factores La
base del método de Lenth es estimar la varianza de un contraste a partir de’ Ias estimaciones més peque-
nas (en valor absoluto) de los contrastes. Sean . s
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PSE denota el “pseudo error estdndar”, y Lenth demuestra que es un estimador razonable de la varianza
del contraste cuando no hay muchos efectos activos (significativos). E1 PSE se usa para juzgar la significa-
cién de los contrastes. Un contraste individual puede compararse con el margen de error (ME, margin of
error)

ME=t,, , X PSE

donde los grados de libertad se definen como d = m/3. Para hacer inferencias sobre un grupo de contras-
tes, Lenth sugiere usar ¢l margen de error simultdneo (SME, simultaneous margin of error)

SME=1t, , PSE

donde el punto porcentual de la distribucién ¢ que se usa es y = 1 - (1 + 0.95)/2.
Para ilustrar el método de Lenth, considere el experimento 2* del ejemplo 6-2. Los célculos dan como
resultado s, = 1.5 X |-2.625| = 3.9375y 2.5 x 3.9375 = 9.84375, de donde

PSE=15x [1.79= 2.625
ME=2.571 x 2.625=6.75
SME = 5219 x 2.625=13.70

Considere ahora las estimaciones de los efectos de la tabla 6-12. El criterio SME indicaria que los cuatro
efectos més grandes (en magnitud) son significativos, ya que las estimaciones de sus efectos exceden
SME. El efecto principal de C es significativo de acuerdo con el criterio ME, pero no con respecto al SME.
Sin embargo, puesto que es evidente que la interaccion AC es importante, probablemente C se incluiria
en la lista de efectos significativos. Observe que en este ejemplo el método de Lenth produjo la misma
respuesta que la obtenida anteriormente con el examen de la gréfica de probabilidad normal de los
efectos.

Varios autores (ver Hamada y Balakrishnan [52], Loughin [73], Loughin y Noble [74] y Larntz y Whit-
comb [69]) han hecho notar que el método de Lenth falla para controlar los indices del error tipo I, y que
pueden usarse métodos de simulacién para calibrar su procedimiento. Larntz y Whitcomb [69] sugieren
reemplazar los multiplicadores ME y SME con multiplicadores ajustadoes de la siguiente manera:

Nimero de contrastes 7 15 31
ME original 3,764 2571 2218
ME ajustado 2.295 2.140 2.082
" SME original : 9.008 5219 4218
SME ajustado 4.891 4163 4.030

Estos resultados coinciden en gran medida con los de Ye y Hamada [114).

En general, el método de Lenth es un procedimiento ingenioso y itil. Sin embargo, recomendamos
utilizarlo como complemento de la grifica de probabilidad normal usual de los efectos, no como su susti-
tuto.

Bisgaard [10] ha proporcionado una sutil técnica grafica, llamada carta de inferencia condicional,
como ayuda para interpretar la grafica de probabilidad normal. La finalidad de esta gréfica es ayudar al
experimentador a juzgar los efectos significativos. Esto seria relativamente sencillo si se conociera la des-
viacién estAndar ¢, o si pudiera estimarse a partir de los datos. En disefios no replicados, no se cuenta con
ninguna estimaci6n interna de o, por lo que la carta de inferencia condicional est disefiada para ayudar
al experimentador a evaluar la magnitud de los efectos para un rango de valores de la desviacién est4ndar.
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Bisgaard fundamenta la gréfica en el resultado de que el error estindar de un efecto, en un diseiio de dos

niveles con N corridas (para un disefio factorial no replicado, N = 2"), es
% .

JN
donde o es 1a desviacion estdndar de una observacion individual. Entonces +2 veces el error estindar de

un efecto es
4a

N

Una vez que se estiman los efectos, se hace una grafica como la que se muestra en la figura 6-16, con las
estimaciones de los efectos graficadas en el eje vertical, o eje y. En esta figura se han usado las estimacio-
nes de los efectos del ejemplo 6-2. El eje horizontal, o x, de la figura 6-16 es la escala de la desviacion es-
tandar (0). Las dos rectas estin en
‘ 40

RN )
TN TR

En el ejemplo tratado aqui, N = 16, por lo que las rectas estdn eny = +0'yy = —0o. Por lo tanto, para cual-
quier valor dado de la desviacién estdndar o, la distancia entre estas dos rectas puede leerse como un in-
tervalo de confianza de 95% aproximado para los efectos insignificantes.

En la figura 6-16 se observa que si el experimentador piensa que la desviacién estdndar estd entre 4y
8, entonces los factores 4, C, D ylas interacciones AC y AD son significativos. Si el experimentador piensa
que la desviacion estandar tiene un valor de hasta 10, el factor C quizi no sea significativo. Es decir, para
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Figura 6-16 Carta de inferencia condicional para el
ejemplo 6-2.
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Figura 6-17 Datos del experimento de perforacién del ejemplo 6-3.

cualquier supuesto dado acerca de la magnitud de o, el experimentador puede construir una “cinta de me-
dir” para juzgar la significacién aproximada de los efectos. La carta también puede usarse en sentido in-
verso. Por ejemplo, suponga que estuviera en duda si el factor C es significativo 0 no. Entonces el
experimentador podria preguntar si es razonable esperar que o pudiera ser tan grande como 10 o més. Si
es improbable que o sea tan grande como 10, entonces puede concluirse que C es significativo.

Se presentan ahora tres ilustrativos ejemplos de disefios factoriales 2* no replicados,

EJEMPL06.3.|.......... lllll L L B B BN N BN B B N BN B R R R N R R B N BN N K N RN NN RN R N B BN BN RN BN NN N N R R IR N I )
Transformacion de datos en un diseiio factorial :

Daniel [35b] describe un disefio factorial 2* utilizado para estudiar la rapidez de avance de una perforadora
como una funcién de cuatro factores: la carga de la perforadora (4), la rapidez de flujo (B), la velocidad de rota-
¢i6én (C)y el tipo de lodo de perforacién usado (D). Los datos del experimento se presentan en la figura 6-17.

En la figura 6-18 se muestra la gréfica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos de
este experimento. Con base en esta gréfica, los factores B, C 'y D, junto con las interacciones BC y BD,
requieren interpretaciéon. La figura 6-19 es la grafica de probabilidad normal de los residuales y la fi-
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Estimacién del efecto

Figura6-18 Grifica de probabilidad normal de los efectos del ejemplo 6-3.
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Figura 6-19 Grifica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 6-3.

gura 6-20 es la gréfica de los residuales contra la velocidad de avance predicha a partir del modelo que
contiene los factores identificados. Hay problemas evidentes con la normalidad y la igualdad de la variar-
za. Con frecuencia se usa una transformacion de los datos para abordar estos problemas, Puesto que la va-
riable de respuesta es una razén de cambio, la transformacién logaritmica parece un candidato razonable.

[
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Velocidad de avance predicha

Figara 6-20 Gréfica de los residuales contra la velocidad de avance
predicha en el ejemplo 6-3.
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Figura 6-21 Gréfica de probabilidad normal de los efectos del ejemplo 6-3 des-
pués de la transformacién logaritmica.

En la figura 6-21 se presenta la gréfica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos des-
pués de hacer la transformacién y* = Iny. Observe que al parecer ahora es posible una interpretacién
mucho més simple, ya que s6lo los factores B, C'y D estan activos. Es decir, expresar los datos en la métri-
ca correcta ha simplificado su estructura hasta el punto de que las dos interacciones han dejado de reque-
rirse en el modelo explicatorio.
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Figura 622 Griéfica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 6-3
después de la transformacién logaritmica.
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Figura 6-23 Grifica de los residuales contra la velocidad predicha
para el ejemplo 6-3 después de la transformacién logaritmica.

En las figuras 6-22 y 6-23 se presentan, respectivamente, una grafica de probabilidad normal de los
residuales y una grafica de los residuales contra la rapidez de avance predicha para el modelo en la escala
logaritmica que contiene a B, C 'y D. Ahora estas graficas son satisfactorias. Se concluye que el modelo
y* = Iny sélo requiere los factores B, Cy D para una interpretacién adecuada. En la tabla 6-14 se resume
el andlisis de varianza de este modelo. La suma de cuadrados del modelo es

SS =88, +8S. +55,
= 5.345+1.339+0.431
=17.115

Y R? = SStoaeto/SSr = 7.115/7.288 = 0.98, por lo que el modelo explica cerca de 98% de la variabilidad de 1a
rapidez de avance de la perforadora.

Modelo

----------------------------------------- I I I N A N R R R R B N Y R N Y )

EIEMPLO6'400...CO.......C..;....Cl‘ll IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII * o9
Efectos de localizacion y dispersion en un diseno factorial no replicado

Se corrid un disefio 2* en un proceso de manufactura de paneles laterales y ventanas de un avién comer-
cial. Los paneles se hacen en una prensa, y bajo las condiciones actuales es demasiado elevado ¢l nimero

Tabla 6-14 Anélisis de varianza del ejemplo 6-3 después de la transformacién logaritmica

Fuente de Sumade Gradosde Cuadrado
- variacién cuadrados libertad = medio F, Valor P
B (Flujo) 5.345 1 5.345 381.79 «0.0001
C (Velocidad) 1.339 1 1.339 95.64 «<0.0001
D (Lodo) 0.431 1 0.431 30.79 <0.0001
Error 0.173 12 0.014

Total 7.288 15
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Factores Bajo (=)  Alto(+)
A = Temperatura (°F) 295 326
B = Tiempo do sujecién (min) 7 9
C = Flujo de resina 10 20
D = Tiempo de cierre (s) 15 30
D

| |
/1 .'5—-—79.5 | :?75

0.5———8

Figura 6-24 Datos del experimento del proceso de los paneles
del ejemplo 6-4.

promedio de defectos por panel en una operacién de prensado. (El promedio actual del proceso es 5.5 de-
fectos por panel.) Se investigan cuatro factores utilizando una sola réplica de un disefio 2%, en el que cada
réplica corresponde a una sola operaci6n de prensado. Los factores son la temperatura (4), el tiempo de
sujecién (B), el flujo de resina (C) y el tiempo de cierre en el prensado (D). En la figura 6-24 se muestran
los datos de este experimento,

En la figura 6-25 se muestra la grafica de probabilidad normal de los efectos de los factores. Es evi-
dente que los dos efectos més grandes sonA = 5.75y C = —4.25. Ningfin efecto de los otros factores pare-
ce ser tan grande, y A y C explican cerca de 77% de la variabilidad total, por lo que se concluye que la
temperatura (4) bajay el flujo de resina (C) alto reducirian la incidencia de defectos en los paneles.

El analisis residual cuidadoso es un aspecto importante de cualquier experimento. La grafica de pro-
babilidad normal de los residuales no indic6 anomalias, pero cuando ¢l experimentador graficé los resi-

1 T T T 99
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5 95
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8 20 —{80
X 30 ~-170
&y | -
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= B0 —50 8
E B g X
g 70 — 304>
EBO— — 20
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éso— —110
95 |- s
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99 - 1
] I ]
-10 -5 0 5 10

Efectos de los factores

Figura 6-25 Gréfica de probabilidad normal de los efectos de los factores para
el experimento del proceso de los paneles del ejemplo 6-4.
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Figura 6-26 Grifica de los residuales contra el tiempo de suje-
cién para el ejemplo 6-4.

duales contra cada uno de los factores 4 a D, la grifica de los residuales contra B (tiempo de sujeci6n)
presentd el patrén de la figura 6-26. Este factor, que carece de importancia en lo que se refiere al nimero
promedio de defectos por panel, es muy importante en su efecto sobre la variabilidad del proceso, con el
tiempo de sujeci6n bajo dando como resultado una variabilidad menor en el niimero promedio de defec-
tos por panel en una operacién de prensado.

El efecto de dispersion del tiempo de sujecién también es muy evidente en la gréfica de cabo de la fi-
gura 6-27, donde se grafica el nimero promedio de defectos por panely el rango del niimero de defectos
en cada punto del cubo definido por los factores 4, By C. El rango promedio cuando B est4 en el nivel alto
(la cara posterior del cubo de la figura 6-27) es Ry+ = 4.75, y cuando B esta en el nivel bajo es R - = 1.25.

Como resultado de este experimento, el ingeniero decidi6 operar el proceso con la temperatura baja
y el flujo de resina alto para reducir el nimero promedio de defectos, con el tiempo de sujecién bajo para
reducir la variabilidad en el niimero de defectos por panel, y con el tiempo de cierre en el prensado bajo
(el cual no tuvo ningtin efecto ni sobre a localizacién ni sobre la dispersién). El nuevo ajuste de las condi-
ciones de operacién produjo un nuevo promedio del proceso de menos de un defecto por panel.

L A R I R L I R R I R I I I N N TR T S T S S S I SRR

Los residuales de un disefio 2¢ proporcionan mucha informacién acerca del problema bajo estudio. Pues-
to que los residuales pueden considerarse como los valores observados del ruido o error, con frecuencia ofre-
cen informacion acerca de la variabilidad del proceso. Puede hacerse el examen sistematico de los residuales
de un disefio 2“ no replicado para proporcionar informacién acerca de la variabilidad del proceso.

R=35 R=45
3.'25—'_'—7.25
R= o.'./ I &. z/
0 0.75—=—7.0
I
|
C'= Flujo de resina ! R=45 R=65
5.75= = = = = =12.26 .9
-~
g=1 .~ R= _/B= Tiempo de sujecidn (min)
oL 65 175 —4
@@ 1
295 325

A = Temperatura (°F)

Figura 6-27 Grifica de cubo de la temperatura, ¢l tiempo de sujecién y el flujo de
resina para el ejemplo 6-4,
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Considere la grafica de los residuales de la figura 6-26. La desviacién estdndar de los ocho residuales
donde B esté en el nivel bajo es S(B") = 0.83, y 1a desviacion estdndar de los ocho residuales donde B esta
en el nivel alto es S(B*) = 2.72. El estadistico

2 +
F;=In S2 (B_ )
S°(B7)
tiene una distribucién aproximadamente normal cuando las dos varianzas o*(B*) y 0°(B") son iguales.
Para ilustrar los cilculos, el valor de F, es

(6-24)

. g 5B
*s(B)
-1 (272)°
(0.83)*
=237

En la tabla 6-15 se presenta el conjunto completo de contrastes para el disefio 2* junto con los resi-
duales para cada corrida del experimento del proceso de los paneles del ejemplo 6-4. Cada columna de
esta tabla contiene el mismo nimero de signos positivos y negativos, y es posible calcular la desviacion es-
tandar de los residuales de cada grupo de signos en cada columna, por ejemplo, SG*)y S(@),i = 1,2, ..., 15.
Entonces _

2 44
F=m>U) o125 (6-25)
S7@7) .
es un estadistico que puede usarse para evaluar la magnitud de los efectos de dispersién del experimento.
Silavarianza de los residuales de las corridas donde el factor i es positivo es ignal a la varianza de los resi-
duales de las corridas donde el factor i es negativo, entonces F; tiene una distribucién aproximadamente
normal. Los valores de F; se presentan al final de cada columna de la tabla 6-15.

La figura 6-28 es la grafica de probabilidad normal de los efectos de dispersion F; . Evidentemente, B

es un factor importante en lo que se refiere a la dispersion del proceso. Para un estudio mas amplio de
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Figura 6-28 Gréfica de probabilidad normal de los efectos de dispersion
F’ del ejemplo 6-4. :
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este procedimiento, ver Boxy Meyer [19] y Myers y Montgomery [85a]. Asimismo, para que los residuales
del modelo ofrezcan la informacién apropiada acerca de los efectos de dispersion, es necesario especifi-
car correctamente el modelo de localizacién. Referirse al material suplementario del texto de este capitu-
lo para mayores detalles y un ejemplo. :

EJEMPLO 6.5 +++»vvv-+ teersasessiesesaenns teeesrierataesesaean ey teereaans ‘e
Mediciones duplicadas de la respuesta

Un equipo de ingenieros en una f4brica de semiconductores realizaron un disefio factorial 2* en un horno
de oxidacion vertical. Se “apilan” cuatro obleas en el horno, y 1a variable de respuesta de interés es el es-
pesor del 6xido en las obleas. Los cuatro factores del disefio son la temperatura (A), el tiempo (B), la pre-
sién (C)y el flujo de gas (D). El experimento se lleva a cabo cargando cuatro obleas en el horno, ajustando
las variables del proceso en las condiciones de prueba requeridas por el disefio experimental, procesando
]as obleas y midiendo después el espesor del 6xido en las cuatro obleas. Enla tabla 6-16 se presentan el di-
sefio y las mediciones del espesor resultantes. En esta tabla, las cuatro columnas bajo el encabezado
“Espesor” contienen las mediciones del espesor del 6xido de cada oblea individual, y las dos dltimas co-
lumnas contienen el promedio muestral y la varianza muestral de las mediciones del espesor en las cuatro
obleas de cada corrida.

La manera apropiada de analizar este experimento es considerar las mediciones del espesor de las
obleas individuales como mediciones duplicadas, y no como réplicas. Si fueran en realidad réplicas,
cada oblea se habria procesado individualmente en una sola corrida del horno. Sin embargo, debido aque
las cuatro obleas se procesaron en conjunto, recibieron los factores de los tratamientos (es decir, los nive-
les de las variables del disefio) simultdneamente, por lo que hay mucho menos variabilidad en las medicio-
nes del espesor de las obleas individuales que la que se habria observado si cada oblea fuera una réplica.
Por lo tanto, el promedio de las mediciones del espesor es la variable de respuesta correcta que deber4
considerarse inicialmente.

En la tabla 6-17 se muestran las estimaciones de los efectos de este experimento, utilizando el espesor
del 6xido promedioy como la variable de respuesta. Observe que los factoresAy Byla interaccionAB tie-
nen efectos grandes que explican en conjunto cerca de 90% de la variabilidad del espesor promedio del

Tabla 6-16 El experimento del espesor del 6xido
Orden Orden de

estandar lacorrida A B C D Espesor y 52
10 -1 -1 -1 -1 378 376 379 379 378 2
7 1 -1 -1 -1 415 416 416 417 416 0.67
3 -1 1 -1 -1 380 379 382 383 381 333
9 1 1 -1 -1 450 446 449 447 448 333
6 -1 -1 1 -1 375 in 373 369 372 6.67
2 1 -1 1 -1 391 390 388 391 390 2
3 -1 1 1 -1 384 385 386 385 385 0.67
4 1 1 1 -1 426 433 430 431 430 8.67
12 -1 -1 -1 1 381 381 375 383 380 12.00
16 1 -1 -1 1 416 420 412 412 415 14.67
8 -1 1 -1 1 37 372 3N 370 37 0.67
1 1 1 -1 1 445 448 443 448 446 6
14 -1 -1 1 1 377 377 379 379 378 1.33
15 1 -1 1 1 391 391 386 400 392 34
11 -1 1 1 1 375 376 376 n 376 0.67
13 1 1 1 1 430 430 428 428 429 1.33
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Tabla 6-17 Estimaciones de los efectos del ejemplo 6-3, la variable de
respuesta es el espesor promedio del 6xido

Término del Estimacion Suma de Contribucién
modelo del efecto cuadrados porcentual

A 43.125 7439.06 67.9339

B 18.125 1314.06 12.0001

C -10.375 430.562 3.93192

D -1.625 10.5625 0.0964573
AB 16.875 1139.06 10.402

AC -10.625 451.563 4.12369
AD 1.125 5.0625 0.046231
BC 3.875 60.0625 0.548494
BD -3.875 60.0625 0.548494
CD 1.125 5.0625 0.046231
ABC -0.375 0.5625 0.00513678
ABD 2.875 33.0625 0.301929
ACD -0.125 0.0625 0.000570753
BCD —0.625 1.5625 0.0142688
ABCD 0.125 0.0625 0.000570753

6xido. La figura 6-29 es una grifica de probabilidad normal de los efectos. Al examinar esta representa-
ci6n, se concluiria que los factores 4, By Cy las interacciones AB y AC son importantes, En la tabla 6-18
se muestra el anlisis de varianza de este modelo.

El modelo para predecir el espesor promedio del 6xido es

§=399.19+21.56x, +9.06x, — 5.19x, +8.44x,x, — 5.31x,x,

El anélisis residual de este modelo es satisfactorio.

Los experimentadores estdn interesados en obtener un espesor promedio del 6xido de 400 A, y las es-
pecificaciones del producto requieren que el espesor sea de entre 390y 410 A.Enla figura 6-30 se presen-
tan dos graficas de contorno del espesor promedio, una con el factor C (0 x;), la presién, en el nivel bajo
(es decir, x; = -1) y la otra con C (0 x;) en el nivel alto (es decir, x; = +1). Al examinar estas grificas de
contorno, es evidente que hay muchas combinaciones del tiempo y 1a temperatura (factores 4 y B) que
produciran resultados aceptables. Sin embargo, si la presién se mantiene constante en el nivel bajo, la
“ventana” de operacion se corre hacia el extremo izquierdo, o més bajo, del eje del tiempo, indicando que
se necesitardn duraciones del ciclo mas cortas para conseguir el espesor del 6xido deseado.

Es interesante observar los resultados que se hubieran obtenido si las mediciones del espesor del 6xi-
do de las obleas se hubieran considerado incorrectamente como réplicas. En la tabla 6-19 se presenta el
andlisis de varianza del modelo completo basado en tratar el experimento como un disefio factorial 2* con
réplicas. Observe que hay muchos factores significativos en este anélisis, lo cual sugiere un modelo mucho
mas complejo del que se encontré cuando se utilizd el espesor promedio del 6xido como la respuesta. La
razén de esto es que la estimacion de la varianza del error de la tabla 6-19 es muy pequefia (6* = 6.12). El
cuadrado medio de los residuales de la tabla 6-19 refleja la variabilidad entre las obleas dentro de una co-
trida y la variabilidad entre las corridas. La estimaci6n del error que se obtiene en la tabla 6-18 es mucho
més grande, 6° = 17.61, y es principalmente una medida de la variabilidad entre las corridas. Esta es la
mejor estimacion del error que deberd usarse para juzgar la significacion de las variables del proceso que
se modifican de una corrida a otra,

Una pregunta logica que podria plantearse es: {qué dafio causa identificar demasiados factores como
importantes?, como ciertamente serfa el caso en ¢l analisis incorrecto de la tabla 6-19. La respuesta es que
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Figura 6-29 Gréfica de probabilidad normal de los efectos para la respuesta del es-

pesor promedio del 6xido, ejemplo 6-5.

Tabla 6-18 Anélisis de varianza (de Design-Expert) para la respuesta espesor promedio del 6xido,

ejemplo 6-5
Sum of Mean F
Source Squares DF Square Value Prob > F
Model 10774.31 5 2154.86 122.35 <0.000
A 7439.06 1 7439.06 422.37 <0.000
B 1314.06 7 1314.06 74.61 <0.000
c 430.56 1 430.56 24.45 0.0006
AB 1139.06 1 1139.06 64.67 <0.000
AC 451.56 1 451.56 25.64 0.0005
Residual . 176.12 10 17.61
Cor Total 10950.44 15
Std. Dev, 4.20 R-Squared 0.9839
Mean 399.19 Adj. R-Squared 0.9759
CcV. 1.05 Pred. R-Squared 0.9588
PRESS 450.88 Adeq. Precision 27.967
Coefficient Standard 95% Cl 95% Cl
Factor Estimate DF Error Low High
Intercept 399.19 1 1.05 396.85 401.53
A-Time 21.56 1 1.05 19.22 23.90:.
B-Temp 9.06 1 1.05 6.72 11.40.
C-Pressure -5.19 1 1.05 -7.53 —2.85
AB 8.44 1 1.05 6.10 10.78
AC ~56.31 1 1,05 ~7.65 -2.97

267
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Figura 6-30 Grificas de contorno del espesor promedio del 6xido con
la presién (x;) mantenida constante.

intentar manipular u optimizar los factores que no son importantes seria un desperdicio de recursos, y po-
dria resultar en agregar variabilidad innecesaria a ofras respuestas de interés.
Cuando se hacen mediciones duplicadas de la respuesta, casi siempre hay informacion til acerca de

algtin aspecto de la variabilidad del proceso contenida en estas observaciones. Por ejemplo, si las medi-
ciones duplicadas son pruebas miltiples hechas con un instrumento de medicién en la misma unidad ex-



6-5 UNA SOLA REPLICA DEL DISENO 2t

Tabla 6-19 Anilisis de varianza (de Design-Expert) de la respuesta individual del espesor del 6xido de

las obleas
Sum of - Mean F

Source Squares DF Square Value Prob » F
Model 43801.75 15 2920.12 476.75 <0.0001
A 29756.25 1 29756.25 4858.16 <0.0001
B 5256.25 1 5256.25 858.16 <0.0001
c 1722.25 7 1722.25 281.18 <0.0001
D 42.25 1 42.25 6.90 0.0115
AB 4556,25 1 4556.25 743.88 <0.0001
AC 1806.25 1 1806.25 294,90 <0.0001
AD 20.25 7 20.25 3.31 0.0753
BC 240.25 1 240.25 39.22 <0.0001
BD 240.25 7 240.25 39.22 <0.0001
cD 20.25 1 20.25 3.31 0.0753
ABD 132.25 1 132.25 21.59 <0.0001
ABC 2.25 1 2.25 0.37 0.5473
ACD 0.25 1 0.25 0.041 0.8407
BCD 8.25 1 6.25 1.02 0.3175
ABCD 0.25 1 0.25 0.041 0.8407
Residual 294.00 48 6.12
Lack of Fit 0.000 0
Pure Error 294.00 48 6.13
Cor. Total 44095.75 63

perimental, entonces las mediciones duplicadas proporcionan cierta informacién acerca de la eficiencia
del instrumento de medicién. Si las mediciones duplicadas se hacen en diferentes lugares dentro de una
unidad experimental, pueden brindar cierta informacién acerca de la uniformidad de la variable de res-
puesta en esa unidad. En ¢l ejemplo tratado aqui, ya que se tiene una observacion en cada una de cuatro
unidades experimentales que se han sometido a un procesamiento conjunto, se tiene cierta informacién
acerca de la variabilidad dentro de las corridas del proceso. Esta informaci6n se encuentra contenida en la
varianza de las mediciones del espesor del 6xido de las cuatro obleas de cada corrida. Serfa de interés de-
terminar si alguna de las variables del proceso influye en la variabilidad al interior de las corridas.

‘La figura 6-31 es una gréfica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos obtenidas uti-
lizando In(s?) como la respuesta. Recuerde que en el capitulo 3 se indic6 que la transformaci6n logaritmi-
ca es por lo general apropiada para modelar la variabilidad. No hay ningtn efecto individual fuerte, pero
el factor 4 y la interaccién BD son los més grandes. Si se incluyen también los efectos prmcnpales deByD
para obtener un modelo jerarquico, entonces el modelo de In(s?) es

TN

In(s*)=1.08+0.41x, — 0.40x, +0.20x, — 0.56x,x,
El modelo explica apenas poco menos de la mitad de la variabilidad en la respuesta In(s%), lo cual desde
luego no es nada espectacular para un modelo empirico, pero con frecuencia es dificil obten_er modelos
excepcionalmente buenos de las varianzas.

La figura 6-32 es una grafica de contorno de la varianza predicha (no del logaritmo de la varianza pre-
dicha) con la presion x, en el nivel bajo (recuerde que con esto se minimiza la duracién del ciclo) y el flujc
de gasx, en el nivel alto. Esta eleccién del flujo de gas produce los valores minimos de la varianza predicha
en la region de la grafica de contorno.

En este caso, los experimentadores se enfocaron en seleccionar valores de las variables de disefio que die-
ran un espesor medio del 6xido dentro de las especificaciones del proceso y tan cerca de 400 A como fuera po-
sible, haciendo al mismo tiempo que la variabilidad dentro de las corridas sea pequeiia, por ejemplos® < 2,
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Figura6-31 Grifica de probabilidad normal de los efectos utilizando In (s2) como
la respuesta, ejemplo 6-5.
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Figura 6-32 Gl:;i_ﬁca de contorno de s? (variabilidad dentro de las co-
rridas) con la presién en el nivel bajo y el flujo de gas en el nivel alto.
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Figura 6-33 Superposicién del espesor promedio del 6xido y las res-
puestass? con la presion en el nivel bajo y el flujo de gas en el nivel alto.

Una manera posible de encontrar un conjunto de condiciones adecuado es superponiendo las grificas de
contorno de las figuras 6-30y 6-32. La gréfica de la superposicién se muestra en la figura 6-33, con las es-
pecificaciones del espesor medio del 6xido y la restriccién s? < 2 indicadas como contornos. En esta grafi-
ca, la presién se mantiene constante en el nivel bajo y el flujo de gas se mantiene constante en el nivel alto.
La regién no sombreada cerca de la parte central izquierda de la gréfica identifica una regién factible
para las variables tiempo y temperatura.

Este es un ejemplo simple del uso de las graficas de contorno para estudiar dos respuestas simult4-
neamente. Este problema se analizard con mayor detalle en el capitulo 11.
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6-6 ADICION DE PUNTOS CENTRALES EN EL DISENO 2*

Una preocupacién potencial en el uso de disefios factoriales de dos niveles es el supuesto de la linealidad
de los efectos de los factores. Desde luego, no es necesaria la linealidad perfecta, y el sistema 2* funciona-
rd bastante bien incluso cuando el supuesto de linealidad sea vélido s6lo de manera muy aproximada. De
hecho, se ha sefialado ya que si se agregan los términos de interaccién a un modelo de los efectos princi-
pales o de primer orden, de donde se obtiene

y=ﬁo+§k: Bx,+ > > Byxx +e - (626)

Jj=1 i<y

entonces se tiene un modelo con la capacidad de representar cierta curvatura en la funcién de respuesta.
Esta curvatura, desde luego, es resultado del torcimiento del plano inducido por los términos de interac-

cién Bxx;.
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Habr4 situaciones en que la curvatura de la funcién de respuesta no est¢ modelada adecuadamente
por la ecuacién 6-26. En tales casos, un modelo 16gico por considerar es

k k

y=B, +E ﬂ}.xi+zz ,B,.].x,.xj+2 ﬂjl.xj? +¢ (6-27)
j=1 i<j j=1

donde las 8, representan efectos cuadriticos o de segundo orden puros. A la ecuacion 6-27 se le llama mo-

delo de superficie de respuesta de segundo orden.

Cuando se realiza un experimento factorial de dos niveles, por lo general se anticipa el ajuste del mo-
delo de primer orden de la ecuacion 6-26, pero deberd estarse alerta ante la posibilidad de que el modelo
de segundo orden de la ecuacién 6-27 sea en realidad mas apropiado. Existe un método para hacer una ré-
plica de ciertos puntos de un disefio factorial 2* que ofreceré proteccion contra la curvatura de los efectos
de segundo orden a la vez que permitird una estimacién independiente del error que va a obtenerse. El
método consiste en agregar puntos centrales en el diseiio 2. Estos consisten en n réplicas que se corren
en los puntos x; = 0 (i = 1,2, ..., k). Una razén importante para agregar réplicas de las corridas en el cen-
tro del disefio es que los puntos centrales no afectan las estimaciones usuales de los efectos en un disefio
2¢, Cuando se agregan puntos centrales, se supone que los k factores son cuantitativos.

Para ilustrar este enfoque, considere un disefio 22 con una observaci6n en cada uno de los puntos fac-
toriales (,-), (+,-), (= +) y (+, +), ync observaciones en el punto central (0, 0). En la figura 6-34 se ilus-
tra la situacion. Sea y; el promedio de las cuatro corridas en los cuatro puntos factoriales y sea yc el
promedio de las n corridas en el punto central. Si la diferencia ¥r —Yc €8 pequeiia, entonces los puntos
centrales caen en el plano (o cerca de él) que pasa por los puntos factoriales, y no hay curvatura cuadréti-
ca. Por otra parte, si y; - y. es grande, entonces est presente una curvatura cuadrética. La suma de cua-
drados de la curvatura cuadrdtica pura con un solo grado de libertad estd dada por

nptc (¥ = e )
AN Cuadrdticapura L’%_I;_;C—C—_ (6'28)

donde, en general, n es el nimero de puntos del disefio factorial. Esta cantidad puede compararse con el
cuadrado medio del error para probar la curvatura cuadrética pura. Més especificamente, cuando se

*2

+1

Figura 6-34 Disefio 22 con puntos centrales.
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agregan puntos en el centro del disefio 2*, con la prueba de la curvatura (utilizando la ecuacién 6-28) en

realidad se prueban las hipétesis
k

Hy: Y B;=0
Jj=1
k
H:Y B;#0
=1
Ademis, si los puntos factoriales del disefio no tienen réplicas, pueden usarse los n. puntos centrales para
construir una estimacién del error con n. ~ 1 grados de libertad.

EJEMPLO 6-6 »+++vreeveesestnnnscacancusanas
Un ingeniero quimico estudia el rendimiento de un proceso. Hay dos variables de interés, el tiempo de
reaccion y la temperatura de reaccién. Debido a que no se tiene la seguridad sobre el supuesto de lineali-
dad en la regi6n de exploracién, el ingeniero decide realizar un disefio factorial 22 (con una sola réplica de
cada corrida factorial) aumentando con cinco puntos centrales. El diseiio y los datos del rendimiento
se muestran en la figura 6-35.

En la tabla 6-20 se resume el andlisis de varianza de este experimento. El cuadrado medio del error se
calcula a partir de los puntos centrales de la siguiente manera:

MS, = SS,
n.—1
S oy 2
= Puntos cantrales '
n.—1
Por lo tanto, por la tabla 6-20,
5
D, (3= 40.46)’
MS, ==—r
_ 01720
4
= (0,0430
40.0 a8
160 r‘ 1
o
< 403
g 405
B 1s6 0f < 407
é 40.2
K] 40.6
»
2]
sol 1L 4393 40.9
| 1 J
-1 0 +1
L 1 )
30 35 40

A =Tiempo de reaccién {min)

Figura 6-35 El discfio 22 con cinco puntos
centrales para el ejemplo 6-6,
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Tabla 6-20 Andlisis de varianza del ejemplo 6-6

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
A (Tiempo) 2.4025 1 2.4025 55.87 0.0017
B (Temperatura) 0.4225 1 0.4225 9.83 0.0350
AB 0.0025 1 0.0025 0.06 0.8185
Cuadratica pura 0.0027 1 0.0027 0.06 0.8185
Error 0.1720 4 0.0430
Total 3.0022 8

El promedio de los puntos de la parte factorial del disefio es yr = 40.425, y el promedio de los puntos si-
tuados en el centro es y. = 40.46, La diferenciay, -y, = 40.425 - 40.46 = —0.035 parece ser pequeiia. La
suma de cuadrados de la curvatura cuadratica pura de la tabla del anélisis de varianza se calcula con la
ecuacién 6-28 de la siguiente manera:
SS ) =nFnC(yF_yC)2
Cuadritica pura n, + ne

_ (D(5)(~0.035)*

B 445

= (.0027

El anélisis de varianza indica que ambos factores tienen efectos principales significativos, que no existe
interaccién, y que no hay evidencia de curvatura de segundo orden en la respuesta en la region de explora-
cion. Es decir, la hipétesis nula Hy: y; + f» = 0 no puede rechazarse.

En el ejemplo 6-6 se lleg6 a la conclusién de que no habia indicios de efectos cuadréticos; es decir, un
modelo de primer orden

y= B, +B.x +B,x, +B,x,x, +¢&

es apropiado (aun cuando probablemente no se necesite el término de la interaccién). Habra situaciones
en las que se necesitardn los términos cuadraticos. Es decir, se tendré que suponer entonces un modelo de
segundo orden tal como

y=Bo +B.x, +B,x, +Ppx,x, +ﬁ11x12 +‘322x§ +é

Desafortunadamente, los pardmetros desconocidos (las §) de este modelo no pueden estimarse, ya que
hay seis pardmetros por estimar y el disefio 2> ms los puntos centrales de la figura 6-35 s6lo tienen cinco
corridas independientes. _

Una solucién simple y de gran efectividad de este problema es aumentar el disefio 2* con cuatro corri-
das axiales, como se ilustra en la figura 6-36a. El disefio resultante, llamado disefio central compuesto,
puede usarse entonces para ajustar el modelo de segundo orden. En la figura 6-36b se muestra un disefio
central compuesto para k = 3 factores. Este disefio tiene 14 + n corridas (generalmente 3 < n; < 5),yes
un disefio muy eficiente para ajustar el modelo de segundo orden con 10 pardmetros en k = 3 factores.

Los disefios compuestos centrales se usan ampliamente para construir modelos de superficie de res-
puesta de segundo orden. Estos disefios se estudiardn con mayor detalle en el capitulo 11.
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x2 X3

x2

.

ka!l

X,

a) Das factores b) Tres factores

Figura 6-36 Diseiios centrales compuestos,

Se concluye esta seccién con algunas sugerencias y observaciones adicionales dtiles referentes al uso
de puntos centrales.

1.

Cuando un experimento factorial se lleva a cabo en un proceso en marcha, considere utilizar las
condiciones de operacion actuales (o de receta) como el punto central del diseno. Esto con fre-
cuencia le asegura al personal de operacién que al menos una parte de las corridas del experimento
van a realizarse bajo condiciones familiares, y por lo tanto es improbable que los resultados obteni-
dos (por lo menos para estas corridas) sean peores que los que se obtienen tipicamente.
Cuando el punto central de un experimento factorial corresponde con las condiciones de opera-
cién actuales, el experimentador puede usar las respuestas observadas en el punto central para
proporcionar una verificacién aproximada de si algo “inusual” ocurrié durante el experimento.
Es decir, las respuestas del punto central deberdn ser muy similares a las respuestas observadas
histéricamente en la operacion rutinaria del proceso. Con frecuencia el personal de operacidn
llevara una carta de control para monitorear el desempefio del proceso. En ocasiones las res-
puestas de los puntos centrales pueden graficarse directamente en la carta de control como una
verificacion de la forma en que estuvo operando el proceso durante el experimento.
Considere correr las réplicas del punto central en orden no aleatorio. Especificamente, deberan
correrse uno o dos puntos centrales en o cerca del principio del experimento, uno o dos cerca de
la parte media, y uno o dos cercz del final. Al separar los puntos centrales en el tiempo, el experi-
mentador tiene una verificacion aproximada de la estabilidad del proceso durante el experimen-
to. Por ejemplo, si ha ocurrido una tendencia en la respuesta mientras se realizaba el
experimento, graficar las respuestas de los puntos centrales contra el tiempo puede poner de ma-
nifiesto esta situacion.

En ocasiones los experimentos tienen que realizarse en situaciones en las que la informacién pre-
via acerca de la variabilidad del proceso es escasa o nula. En estos casos, correr dos o tres puntos
centrales como las primeras corridas en el experimento puede ser de suma utilidad. Estas corridas
pueden proporcionar una estimacion preliminar de la variabilidad. Si la magnitud de la variabili-
dad parece razonable, se continda; por otra parte, si la variabilidad observada es mayor que 1a anti-
cipada (io que la razonable!), habra que detenerse. Con frecuencia es muy provechoso estudiar la
cuestion de por qué es tan grande la variabilidad antes de proceder con el resto del experimento.
Generalmente, se utilizan puntos centrales cuando todos los factores del disefio son cuantitati-
vos. Sin embargo, en ocasiones habra una o mds variables cualitativas o categoricas y varias cuan-
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o
e

- ‘ava ?

Temperatura

Tipode
catalizador

S

Figura 6-37 Un disefio 2* con un factor cualitativo y puntos
centrales.

6.7 PROBLEMAS

6-1.

6-2.

titativas. Sigue siendo posible emplear los puntos centrales en estos casos. Para ilustrar este
punto, considere un experimento con dos factores cuantitativos, el tiempo y la temperatura, cada
uno con dos niveles, y un solo factor cualitativo, el tipo de catalizador, también con dos niveles
(organico e inorgénico). En la figura 6-37 se muestra el disefio 2° para estos factores. Observe
que los puntos centrales se colocan en las caras opuestas del cubo que incluyen los factores cuan-
titativos. En otras palabras, los puntos centrales pueden correrse con las combinaciones de los
tratamientos en los niveles alto y bajo de los factores cualitativos, siempre y cuando esos subespa-
cios incluyan tinicamente factores cuantitativos.

Un ingeniero estd interesado en los efectos de la velocidad de corte (4), la geometria de 1a herramienta (B) y
el dngulo de corte (C) sobre la vida (en horas) de una mdquina herramienta. Se eligen dos niveles de cada
factor y se corren tres réplicas de un disefio factorial 2%. Los resultados fueron los siguientes:

Combinacién de __,__M
A B C tratamientos 1 I - Im
- - - (§)) 22 31 25
+ - - a 32 43 29
- + - b 35 34 50
+ + - ab 55 47 46
- - + ¢ 44 45 38
+ — + ac - 40 37 36
- + + be 60 50 54
+ + + abc 39 41 47

a) Estimar los efectos de los factores. (Qué efectos parecen ser grandes?

b) Usar el andlisis de varianza para confirmar las conclusiones del inciso a.

¢) Escribir un modelo de regresién para predecir 1a-vida de la herramienta (en horas) con base en los resul-
tados de este experimento.

d) Analizar los residuales. {Hay algtin problema evidente?

€) Conbase en el analisis de las gréficas de los efectos principales y las interacciones, icudles serian los ni-
veles de A, B y C que se recomendaria utilizar?

Considere nuevamente el inciso ¢ del problema 6-1. Utilizar el modelo de regresion para generar las graficas

de la superficie de respuesta y de contorno de la respuesta, la vida de la herramienta. Interpretar estas gréfi-

cas. (Ofrecen alguna idea respecto de las condiciones de operacion deseables para este proceso?
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Encontrar el error estdndar de los efectos de los factores y aproximar los limites de confianza de 95% paralos
efectos de los factores en el problema 6-1. {Los resultados de este anélisis concuerdan con las conclusiones
del analisis de varianza?

Representar los efectos de los factores del problema 6-1 en una grafica relativa a una distribucion ¢ escalada
apropiadamente. {En esta representacion grafica se identifican de manera adecuada los factores importan-

‘tes? Comparar las conclusiones de esta grafica con los resultados del anélisis de varianza.

Se usa una miquina para hacer ranuras de localizacién en una tarjeta de circuitos impresos. El nivel de vibra-
ci6n en la superficie de la tarjeta cuando se hacen las ranuras se considera una fuente principal de variacién
dimensional de las ranuras, Se piensa que dos factores influyen en la vibracion: el tamaiio de las ranuras (4) y
la velocidad de corte (B). Se seleccionan dos tamafos de las ranuras (3 y § de pulgada) y dos velocidades (40 y
90 rpm), y se hacen ranuras en cuatro tarjetas con cada conjunto de condiciones que se muestran abajo. La
variable de respuesta es la vibracién medida como el vector resultante de tres acelerémetros (x,y yz) en cada
tarjeta de prueba.

Combinacién de Réplica
A B ‘tratamientos 1 II IIn v
- - @ 182 189 129 144
+ - a 272 240 224 225
-+ b 159 145 151 142
4 ab 410 439 363 399

@) Analizar los datos de este experimento.

b) Construir una grifica de probabilidad normal de los residuales, y graficar los residuales contra el nivel de
vibraci6én predicho. Interpretar estas graficas. '

¢) Hacer la gréfica de la interaccién AB. Interpretar esta grafica. {Qué niveles del tamafio de las ranuras y
la velocidad se recomendarian para la operacién rutinaria?

Considere nuevamente el experimento descrito en el problema 6-1. Suponga que el cxperlmentador efectud

tnicamente ocho ensayos de la réplica 1. Ademés, corri6 cuatro puntos centrales y obtuvo los siguientes valo-

res de la respuesta: 36, 40, 43, 45.

a) Estimar los efectos de los factores. {Qué efectos son grandes?

b) Efectuar un analisis de varianza, incluyendo una verificacién de la curvatura cuadrética pura. (A qué
conclusiones se llega?

¢) Escribir un modelo apropiado para predecir la vida de la herramienta, con base en los resultados de este
experimento. {Este modelo difiere en alguna forma sustancial del modelo del problema 6-1, inciso c?

d) Analizar los residuales.

e) &Aquéconclusiones se llegaria acerca de las condiciones de operaci6n apropiadas para este proceso?

Se llevé a cabo un experimento para mejorar el rendimiento de un proceso quimico. Se seleccionaron cuatro

factores y se corrieron dos réplicas de un experimento completamente aleatorizado. Los resultados se pre-

sentan en la tabla siguiente:

Combinacién _ R¢PHC@  Combinacion __Replica
de tratamientos I II  detratamientos I 11
1) 9% 93 d 98 95
a 74 78 ad 77
b 81 85 bd 87 83
ab 83 80 abd 85 86
¢ 77 78 cd 99 90
ac 81 80 acd 9 75
be 88 82 bed 87 84

abc 73 70 abed 80 80
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6-9.

6-10.
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a) Estimar los efectos de los factores.

b) Construir la tabla del anélisis de varianza y determinar cuéles factores son importantes para explicar el

rendimiento.

¢) Escribir un modelo de regresién para predecir el rendimiento, suponiendo que los cuatro factores se hi-

cieron variar en el rango de -1 a +1 (en unidades codificadas).

d) Graficar los residuales contra el rendimiento predicho y en una escala de probabilidad normal. (El anali-

sis residual parece ser satisfactorio?

e) Dos interacciones de tres factores, ABC'y ABD, aparentemente tienen efectos grandes. Trazar una grafi-
ca de cubo en los factores 4, By C con los rendimientos promedio indicados en cada vértice. Repetir lo
anterior utilizando los factores 4, B y D. {Estas dos gréficas ayudan en la interpretacién de los datos?
¢Donde se recomendaria que se corriera el proceso con respecto a las cuatro variables?

Un bacteri6logo esté interesado en los efectos de dos medios de cultivo diferentes y dos tiempos diferentes

sobre el crecimiento de un virus particular. Realiza seis réplicas de un disefio 22, haciendo las corridas de ma-

nera aleatoria. Analizar los datos del crecimiento viral que se presentan enseguida y sacar las conclusiones

apropiadas. Analizar los residuales y comentar la adecuacién del modelo.

Medio de cultivo

Tiempo, h 1 2
21 22 25 26
12 23 28 24 25
20 26 29 27
37 39 3 34
18 38 38 29 33
35 36 30 35

Un ingeniero industrial empleado por una compaiifa refresquera est4 interesado en los efectos de dos dife-
rentes tipos de botellas de 32 onzas sobre el tiempo de entrega de cajas de 12 botellas del producto. Los dos
tipos de botellas son de vidrio y de pl4stico. Se usan dos empleados para realizar una tarea que consiste en
mover 40 cajas del producto 50 pies en una plataforma de carga estindar y acomodarlas en un estante de ven- -
ta. Se hacen cuatro réplicas de un disefio factorial 22y los tiempos observados se enlistan en la siguiente tabla.
Analizar los datos y sacar las conclusiones apropiadas. Analizar los residuales y comentar la adecuacién del

modelo.

Empleado
Tipo de botella 1 2
Vidrio 512 4.89 6.65 6.24
4.98 5.00 5.49 5.55
Plastico 4.95 4.95 5.28 491
4.27 4.25 4.75 4,71

En el problema 6-9, el ingeniero también estuvo interesado en las diferencias en la fatiga potencial que resul-
ta de los tipos de botellas. Como una medida de la cantidad de esfuerzo requerido, midié el aumento del rit-
mo cardiaco (pulso) inducido por la tarea. Los resultados se presentan a continuacién. Analizar los datos y

sacar conclusiones. Analizar los residuales y comentar la adecuacion del modelo.
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Empleado
Tipo de botella 1 2
Vidrio 39 45 20 13
58 35 16 11
Pléstico 44 35 13 10
42 21 16 15

Calcular los limites de confianza aproximados para los efectos de los factores del problema 6-10. {Los resul-
tados de este andlisis concuerdan con el andlisis de varianza realizado en ¢l problema 6-10?

En un articulo de AT&T Technical Journal (vol. 65, pp. 39-50) se describe la aplicacion de disefios factoriales
de dos niveles en la fabricacién de circuitos integrados. Un paso basico del procesamiento es hacer crecer
una capa epitaxial sobre obleas de silicio pulidas. Las obleas se montan en un susceptor, se colocan en el inte-
rior de una campana de cristal y se introducen vapores quimicos. El susceptor se hace girar y se aplica calor
hasta que la capa epitaxial tiene el espesor suficiente. Se corri6 un experimento utilizando dos factores: rapi-
dez de flujo de arsénico (A4) y tiempo de deposicion (B). Se corrieron cuatro réplicas y se midi6 el espesor de
la capa epitaxial (en #m). Los datos se muestran a continuacién:

b

Réplica Niveles de factores
B I I m v Bajo (-) Alro (+)

+ 141

- 14.037 16.165 13.972 13.907 A 55% 59%
- 13.880 13.860 14.032 13.914

14.821 14.757 14.843 14.878 B Corto Largo
14.888 14.921 14.415 14.932 (10 min) (15 min)

+ +

6-13.

6-14.

6-15.

a) Estimar los efectos de los factores,

b) Conducir un anilisis de varianza. (Qué factores son importantes?

¢) Escribir una ecuacién de regresion que podria usarse para predecir el espesor de la capa epitaxial en la
region de la velocidad de flujo del arsénicoy el tiempo de deposicion utilizado en este experimento.

d) Analizar los residuales, (Se observa algin residual que debiera causar preocupacién?

¢) Comentar la forma en que se podria resolver el punto atipico potencial encontrado en el inciso d.

Continuacién del problema 6-12. Usar el modelo de regresién del inciso ¢ del problema 6-12 para generar una

gréfica de contorno de la superficie de respuesta para el espesor epitaxial. Suponga que es de importancia

critica obtener un espesor de la capa de 14.5 um. {Qué ajustes de la velocidad de flujo del arsénico y del tiem-

po de deposicién se recomendarian? .

Continuaciin del problema 6-13. (En qué forma cambiaria la respuesta dada en el problema 6-13 si la veloci-

dad de flujo del arsénico fuera mds dificil de controlar en el proceso que el tiempo de deposicién?

Se utiliza una aleacién de niquel y titanio para fabricar componentes de los motores de turbina de aviones.

Laformacion de fisuras es un problema potencialmente serio de las piezas terminadas, ya que pueden provo-

car fallas irreversibles. Se realiza una prueba de las piezas para determinar el efecto de cuatro factores sobre

las fisuras. Los cnatro factores son la temperatura de vaciado (4), el contenido de titanio (B), el método de

tratamiento térmico (C)y la cantidad de refinador de grano usada (D). Se hacen dos réplicas de un disefio 2*

y se mide la longitud de las fisuras (en mm x 10-?) inducidas en un ¢jemplar de prueba de muestra sometido a

una prueba estdndar. Los datos se muestran en la siguiente tabla:
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6-16.

6-17.

- d) :
Un experimentador corre una sola réplica de un disefio 2*. Se calcularon las siguientes estimaciones de los

a)
b)
¢)

d)
€)
b))
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Combinacién de Réplica

A B C D tratamientos I II

- - - 1) 7.037 6.376
+ - - - a 14.707 15.219
- + - - b 11.635 12,089
+ + - ab 17.273 17.815
- - 4+ - c 10.403 10,151
+ -+ - ac 4368 4.098
- +  + - be 9.360 9.253
+ + + - abc 13.440 12.923
- - - + d 8.561 8.951
+ - - + ad 16.867 17.052
- + - + bd 13.876 13.658
+ + - + abd 19.824 - 19.639
- -+ + cd 11.846 12.337
+ - + + acd 6.125 5.904
- + + + bed 11.190 10.935
+ + + + abcd 15.653 15.053

Estimar los efectos de los factores. {Qué efectos de los factores parecen ser grandes?

Conducir un andlisis de varianza. {Alguno de los factores afecta la formacién de fisuras? Utilizar a =
0.05.

Escribir un modelo de regresién que pueda usarse para predecir la longitud de las fisuras como una fun-
cién de los efectos principalesy las interacciones significativas que se han identificado en elinciso b.
Analizar los residuales de este experimento.

(Hay algiin indicio de que alguno de los factores afecte la variabilidad de la formacién de fisuras?
¢Qué recomendaciones se harfan respecto de las operaciones del proceso? Utilizar graficas de las inte-
racciones y/o de los efectos principales como ayuda para sacar conclusiones.

Continuacion del problema 6-15. Una de las variables de] experimento descrito en el problema 6-15, el método
de tratamiento térmico (C), es una variable categérica. Suponga que los demas factores son continuos.

a)

b)

€)

Escribir dos modelos de regresion para predecir la Jongitud de las fisuras, uno para cada nivel de la varia-
ble método de tratamiento térmico. {Qué diferencias, en caso de haberlas, se observan en estas dos
ecuaciones?

Generar las grificas de contorno apropiadas de la superficie de respuesta para los dos modelos de regre-
sion del inciso a.

¢Qué conjunto de condiciones se recomendaria para los factores A, By D si se utiliza el método de trata-
miento térmico C = +7

Repetir el inciso ¢ suponiendo que quiere usarse el método de tratamiento térmico C = —,

efectos:

A= 7695
B = —67.52
C= 784

= -18.73

AB = —51.32

AC = 11.69
AD = 978
BC = 20.78
BD = 1474
ch= 127

ABC =-2.82
ABD = -6.50
ACD =10.20
BCD = -798
ABCD = —6.25

a) Construir una grafica de probabilidad normal de estos efectos.

b) Identificar un modelo tentativo, con base en la gréfica de los efectos del inciso a.
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En un articulo de Solid State Technology (“Disefio ortogonal para optimizacién de procesos y su aplicacion en
el grabado quimico con plasma”) se describe la aplicaci6n de disefios factoriales en el desarrollo de un proce-
so de grabado quimico con nitruros-en un dispositivo de grabado quimico con plasma para una sola oblea. El
proceso usa C,F, como gas de reaccién. Cuatro factores son de interés: el entrehierro 4nodo-catodo (4), la
presién en la cdmara del reactor (B), el flujo del gas C,F; (C) y 1a potencia aplicada al citodo (D). La respues-
ta de interés es la rapidez de grabado para el nitruro de silicio. Se corre una sola réplica de un disefio 2% los
datos se muestran enseguida:

Niveles de los factores

Nimero de Orden real de Rapidez de grabado
corrida la corrida A B C D (A/min) Bajo (-) Alto (+)
1 13 - - - - 550 A (cm) 0.80 1.20
2 8 + - - - 669 B (mTorr) 450 550
3 12 - + - - 604 C (SCCM) 125 200
4 9 + + - - 650 D (W) 275 325
5 4 - - + - 633
6 15 + - + - 642
7 16 -+ + - 601
8 3 + + + - 635
9 1 - - - + 1037
10 14 + - - + 749
11 5 - + - + 1052
12 10 + + - + 868
13 11 - - + + 1075
14 2 + - + + 860
15 7 - + + + 1063
16 6 + + + + 729

a) Estimar los efectos de los factores. Considere una grafica de probabilidad normal de los efectos de los
factores. {Qué efectos parecen ser grandes?

b) Efectuar un analisis de varianza para confirmar los resultados obtenidos en el inciso a.

¢) &Cudl es el modelo de regresién que relaciona la rapidez de grabado con las variables significativas del
proceso?

d) Analizar los residuales de este experimento. Comentar la adecuacién del modelo.

e) Sino todos los factores son importantes, hacer la proyeccion del disefio 24 en un disefio 2 conk < 4y
conducir el anlisis de varianza.

) Trazar gréficas para interpretar cualquier interaccin significativa.

g) Graficar los residuales contra el orden real de las corridas. ;Qué problemas podrian ponerse de mani-
fiesto en esta gréfica?

Continuacion del problema 6-18. Considere el modelo de regresion obtenido en el inciso ¢ del problema 6-18.

a) Construir las gréficas de contorno de la rapidez de grabado utilizando este modelo.

" b) Suponga que fuera necesario operar este proceso con una rapidez de 800 A/min. {Cuéles serfan los ajus-

tes de las variables del proceso que se recomendarian?

Considere la réplica tnica del disefio 2¢ del ejemplo 6-2. Suponga que se decidié arbitrariamente analizar los
datos suponiendo que las interacciones de tres y cuatro factores eran insignificantes. Conducir este andlisisy
comparar los resultados con los que se obtuvieron en el ejemplo. ¢ Piensa el lector que es una buena idea su-
poner de manera arbitraria que las interacciones son insignificantes incluso cuando sean de orden relativa-
mente alto?

Se realiz6 un experimento en una fbrica de semiconductores en un esfuerzo para incrementar el rendimien-
to. Se estudiaron cinco factores, cada uno con dos niveles. Los factores (y los niveles) fueron: 4 = ajuste de
apertura (pequeiia, grande), B = tiempo de exposicion (20% abajo del nominal, 20% arriba del nominal),
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C = tiempo de desarrollo (30s, 45 s), D = tamaro de la méscara (pequeiia, grande) y E = tiempo de grabado
(14.5 min, 15.5 min). Se corri6 el disefio 2° no replicado que se muestra a continuacién.

a)

b)
c)
d)
e)

H
g)
h)

=7 d=8 e=8 de=6
a=9 ad =10 ae =12 ade = 10
b=34 bd =32 be =35 bde = 30
ab =55 abd = 50 abe = 52 abde = 53
¢c=16 cd =18 ce =15 cde = 15
ac =20 acd =21 ace = 22 acde = 20
bc = 40 bed = 44 bece =45 bede = 41
abc =60 abed = 61 abce =65 - abcde= 63

Construir una grafica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos. {Qué efectos parecen
ser grandes?

Efectuar un andlisis de varianza para confirmar los resultados obtenidos en el inciso a.

Escribir el modelo de regresién que relacione el rendimiento con las variables significativas del proceso.
Graficar los residuales en papel probabilidad normal. {La grafica es satisfactoria?

Graficar los residuales contra los rendimientos predichos y contra cada uno de los cinco factores. Co-
mentar las gréficas. :

Interpretar cualquier interacci6n significativa,

¢Qué recomendaciones se harfan respecto de las condiciones de operacién del proceso?

Hacer la proyecci6n del diseio 2° de este problema en un disefio 2¢ en los factores importantes. Esque-
matizar el disefio e indicar el promedio y el rango de los rendimientos en cada corrida. iEs de ayuda este
esquema para interpretar los resultados de este experimento?

Continuacion del problema 6-21, Suponga que el experimentador corri6 cuatro puntos centrales ademas de los
32 ensayos del experimento original. Los rendimientos obtenidos en las corridas de los puntos centrales fue-
ron 68, 74, 76 y 70.

a)
b)

Analizar de nuevo el experimento, incluyendo una prueba para la curvatura cuadratica pura.
Comentar cuél serfa el siguiente paso.

Se estudiaron cuatro factores, cada uno con dos niveles, en un estudio del rendimiento de un proceso: el
tiempo (4), la concentracion (B), la presion (C) y la temperatura (D). Se corri6 una sola réplica de un disefio
2%y los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Niveles de los factores

Nimero de Orden real de Rendimiento
corrida la corrida A B C D (Tbs) Bajo(-) = Alto(+)
1 5 - - - 12 A (h) 2.5 3
2 9 + -~ - - - 18 B (%) 14 18
3 8 - + - - 13 C (psi) 60 80
4 13 + + - 16 D (°C) 225 250
5 3 - - + - 17 }
6 7 + — + - 15
7 14 - B + - 20
8 1 + - + + - 15
9 6 - - - + 10
10 11 + - - + 25
11 2 - + - + 13
12 15 + + - + 24
13 4 - - + + 19
14 16 + - + + 21
15 10 - + + + 17
16 12 + + + + 23




6-24.

6-25.

6-7 PROBLEMAS 283

a) Construir una grafica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos. {Qué factores parecen
tener efectos grandes? -
b) Efectuar un anlisis de varianza utilizando la grifica de probabilidad normal del inciso @ como guia para
formar el término del error. {A qué conclusiones se llega?
¢) Escribir un modelo de regresién que relacione el rendimiento con las variables importantes del proceso.
d) Analizar los residuales de este experimento. ¢El anlisis indica algin problema potencial?
€) (Es posible plegar este diseio a un disefio 2° con dos réplicas? De ser asi, esquematizar el disefio con el
promedio y ¢l rango del rendimiento indicados en cada punto del cubo. Interpretar los resultados.
Continuacitn del problema 6-23. Usar el modelo de regresion del inciso ¢ del problema 6-23 para generar una
gréfica de contorno de la superficie de respuesta del rendimiento. Analizar el valor prictico de esta grafica
de superficie de respuesta.
El experimento del brownie (pastelito) exquisito. El autor es un ingeniero hecho en la préictica y un firme creyen-
te de aprender haciendo las cosas. Durante muchos afios ha impartido el curso de diseiic experimental a una
amplia variedad de audiencias y siempre asigna la planeacion, realizaci6n y analisis de un expérimento real a
los participantes de la clase. Los participantes parecen disfrutar esta experiencia prictica y siempre
aprenden mucho de ella. En este problema se utilizan los resultados de un experimento realizado por Gret-
chen Krueger en la Universidad Estatal de Arizona.
Existen muchas formas diferentes de hornear brownies. El propésito de este experimento fue determinar
la forma en que el material del molde, la marca de la harina para brownies y el método de batido afectan la
exquisitez de los brownies. Los niveles de los factores fueron:

Factor Bajo (-) Alto (+)
A = material del molde Vidrio Aluminio
B = método de batido Cuchara Batidora
C = marca de la harina Cara Barata

La variable de respuesta fue la exquisitez, una medida subjetiva derivada de un cuestionario aplicado a los
sujetos que hicieron el muestreo de cada lote de brownies. (Este cuestionario incluia aspectos como el sabor,
la apariencia, 1a consistencia, el aroma, etc.) Un panel de prueba integrado por ocho personas hizo el mues-
treo de cada lote y llen6 el cuestionario. La matriz del disefio y los datos de la respuesta se presentan a conti-
nuacion:

Lote de Resultados del panel de prueba
brownies A B C 1 2 3 4 5 6 7 8
1 - - - 11 9 10 10 1 10 8 9
2 + - - 15 10 16 14 12 9 6 15
3 - + - 9 12 11 11 1 1 11 12
4 + + - 16 17 15 12 13 13 11 11
5 - - + 10 11 15 8 6 8 9 14
6 + - + 12 13 14 13 9 13 14 9
7 - + + 10 12 13 10 7 7 17 13
8 + + + 15 12 15 13 12 12 9 14

a) Analizar los datos de este experimento como si se tratara de ocho réplicas de un disefio 23. Comentar los
resultados,
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+Fl anélisis del inciso a es el enfoque correcto? Hay unicamente ocho lotes; ése tienen en realidad ocho
réplicas de un disefio factorial 23?

Analizar el promedio y la desviacién estdndar del puntaje de la exquisitez. Comentar los resultados.
¢Este andlisis es m4s apropiado que el del inciso a? iPor qué sf o no?

Se condujo un experimento en un proceso quimico para producir un polimero, Los cuatro factores estudia-
dos fueron la temperatura (4), la concentracién del catalizador (B), el tiempo (C) y la presién (D). Se obser-
varon dos respuestas, el peso molecular y la viscosidad. La matriz del disefio y los datos de la respuesta se
presentan a continuacién:

Niveles de los factores

Nimero Ordenreal de Peso
decorrida lascorridas A B C D  molecular Viscosidad Bajo (-) Alto (+)

1 18 - - - - 2400 1400 A4 (°C) 100 120
2 9 + - - - 2410 1500 B (%) 4 8
3 13 - + - - 2315 1520 C (min) 20 30
4 8 + + - - 2510 1630 D (psi) 60 75
5 3 - - + - 2615 1380
6 11 + - + - 2625 1525
7 14 - + + - 2400 1500
8 17 + + + - 2750 1620
9 6 - - - + 2400 1400

10 7 + - - + 2390 1525

11 2 - + - + 2300 1500

12 10 + + - 4+ 2520 1500

13 4 - - + + 2625 1420

14 19 + - + + 2630 1490

15 15 - + + + 2500 1500

16 20 + + + + 2710 1600

17 1 0 0 0 O 2515 1500

18 5 0 0 0 0 2500 1460

19 16 0 0 0 O 2400 1525

20 12 0 0 0 0

a)
b)
&)
d)
)

2475 1500

Considere tnicamente la respuesta del peso molecular. Graficar las estimaciones de los efectos en una
escala de probabilidad normal. {Qué efectos parecen ser importantes?

Usar un anélisis de varianza para confirmar los resultados del inciso a. ;Hay algiin indicio de curvatura?
Escribir un modelo de regresién para predecir el peso molecular como una funcién de las variables im-
portantes.

Analizar los residuos y comentar la adecuacién del modelo.

Repetir los incisos a-d utilizando la respuesta de la viscosidad.

Continuacion del problema 6-26. Utilizar los modelos de regresién del peso molecular y la viscosidad para res-
ponder las preguntas siguientes.

a)

b)

Construir una gréfica de contorno de la superficie de respuesta para el peso molecular. ¢En qué direc-
cién se ajustarfan las variables del proceso a fin de incrementar el peso molecular?

Construir una gréfica de contorno de la superficie de respuesta para la viscosidad. ¢En qué direcci6n se
ajustarfan las variables del proceso para disminuir la viscosidad?
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¢) &Qué condiciones de operacion se recomendarian si fuera necesario producir un producto con peso mo-
lecular entre 2400 y 2500, y con la viscosidad més baja posible?
Considere una sola réplica del disefio 24 del ejemplo 6-2. Suponga que se hicieron cinco corridas de puntos en
el centro (0, 0, 0, 0) y que se observaron las respuestas siguientes: 73, 75, 71, 69 y 76. Probar la curvatura en
este experimento. Interpretar los resultados. '
Un valor faltante en un disefio factorial 2t. No es raro encontrar que falta una de las observaciones de un disefio
2% debido a un equipo de medicién defectuoso, una prueba fallida, o alguna otra razén. Si el disefio se hace
conn réplicas (n > 1), puede emplearse alguna de las técnicas estudiadas en el capftulo 5. Sin embargo, para
un disefio factorial sin réplicas (n = 1) debe usarse otro método. Un enfoque l6gico es estimar el valor faltan-
te con un ndmero que haga cero el contraste de la interaccion de orden més alto. Aplicar esta técnica al expe-
rimento del ejemplo 6-2, suponiendo que falta la corrida ab. Compare los resultados obtenidos con los del
ejemplo 6-2.
Un ingeniero realizé un experimento para estudiar el efecto de cuatro factores sobre la aspereza superficial
de una pieza maquinada. Los factores (y sus niveles) son.A = dngulo de la herramienta (12, 15°), B = viscosi-
dad del fluido de corte (300, 400), C = velocidad de alimentacién (10, 15 pulg/min) y D = enfriador del fluido
de corte usado (no, si). Los datos de este experimento (con los factores codificados en los niveles usuales -1,
+1) se muestran a continuacion.

Corrida A B C D Rugosidad superficial
1 - - - - 0.00340
2 + - - - 0.00362
3 - + - - 0.00301
4 + o+ - - 0.00182
5 - - + - 0.00280
6 + - + - 0.00290
7 - + + - 0.00252
8 + + + - 0.00160
9 - - - + 0.00336
10 + - -+ 0.00344
1 - + - + 0.00308
12 + o+ - + 0.00184
13 - - 4+ o+ 0.00269
14 + - + + 0.00284
15 - + + + 0.00253
16 + + + + 0.00163

a) Estimar los efectos de los factores, Representar las efectos de los factores en una grafica de probabilidad
normal y seleccionar un modelo tentativo.

b) Ajustar el modelo identificado en el inciso a y analizar los residuales. {Hay algin indicio de que el mode-
lo no sea adecuado?

¢) Repetir el andlisis de los incisos a y b utilizando 1/y como la variable de respuesta. {Hay algin indicio de
que la transformacién ha sido wtil?

d) Ajustar un modelo en términos de las variables codificadas que pueda usarse para predecir la rugosidad
superficial. Convertir esta ecuacién de prediccion en un modelo en las variables naturales.

La resistividad de una oblea de silicio est4 influida por varios factores. Los resultados de un experimento fac-

torial 24 realizado durante un paso critico del procesamiento se muestran en la tabla siguiente:
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Corrida A B C D Resistividad
1 - - - 1.92
2 + - - - 11.28
3 - + - - 1.09
4 + + - - 5.75
5 - - + - 213
6 + - + - 9.53
7 - + + - 1.03
8 + + + - 5.35
9 - - -+ 1.60
10 + - -+ 11.73
11 - + -+ 1.16
12 + + -+ 4.68
13 - - +  + 2.16
14 + - + + 9.11
15 - + + + 1.07
16 + + +  + 530

a) Estimar los efectos de los factores. Representar las efectos de los factores en una grafica de probabilidad
normal y seleccionar un modelo tentativo.

b) Ajustar el modelo identificado en el inciso a y analizar los residuales. {Hay algin indicio de que el mode-
lo no sea adecuado?

c) Repetir ¢l analisis de los incisos a y b utilizando In (y) como la variable de respuesta. {Hay algin indicio
de que la transformaci6n haya sido 1til?

d) Ajustar un modelo en términos de las variables codificadas que pueda usarse para predecir la resistivi-
dad.

Continuacién del problema 6-31. Suponga que el experimentador corrié también cuatro puntos centrales jun-

to con las 16 corridas del problema 6-31. Las mediciones de la resistividad en los puntos centrales son: 8.15,

7.63, 8.95 y 6.48. Analizar de nuevo el expenmento incorporando los puntos centrales. {Qué conclusiones

pueden sacarse ahora?

Es frecuente usar el modelo de regresion ajustado de un disefio factorial 2% para hacer predicciones en pun-

tos de interés del espacio del disefio.

a) Encontrar la varianza de la respuesta predicha § en un puntox;, x;, ..., x; del espacio del disefio. Sugeren-
cia: recuerde que las x estdn codificadas, y suponga un disefio 2 con el mismo nimero de réplicas n en
cada punto del disefio, de tal modo que la varianza de un coeficiente de regresién A sea 0% (n2¥)y quela

covarianza entre cualquier par de coeficientes de regresion sea cero,
b) Usar el resultado del inciso a para encontrar la ecuacién de un intervalo de confianza de 100(1 — ) por
ciento para la verdadera respuesta media en el punto x,, x,, ..., x;, del espacio del disefio.
Modelos jerdrquicos. Se ha usado varias veces el principio de jerarquia para seleccionar un modelo; es decir,
se han incluido términos de orden inferior no significativos en un modelo porque eran factores que estaban
incluidos en términos de orden superior significativos. Ciertamente, la jerarquia no es un principio absoluto
que deba seguirse en todos los casos. Para ilustrar esto, considere el modelo que resulté en el problema 6-1,
el cual requiri6 que se incluyera un efecto principal no significativo para respetar la jerarquia. Utilizar los da-
tos del problema 6-1,
a) Ajustar el modelo jerirquico y el modelo no jerarquico.
b) Calcular ¢] estadistico PRESS, la R? ajustada y el cuadrado medio del error para ambos modelos.
¢) Encontrar un intervalo de confianza de 95% para la estimacion de la respuesta media en el vértice de un
cubo (x;, = x;, = x; = =1). Sugerencia: usar los resultados del problema 6-33.
d) Con base en los analisis que se han realizado, iqué modelo preferiria el lector?
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7.1 INTRODUCCION

Hay maltiples situaciones en las que es imposible efectuar todas las corridas de un experimento factorial
2*bajo condiciones homogéneas. Por ejemplo, un lote de materia prima podria no ser suficiente para ha-
cer todas las corridas requeridas. En otros casos, podria ser conveniente modificar deliberadamente las
condiciones experimentales para asegurar que los tratamientos tengan la misma efectividad (es decir, que
sean robustos) en diversas situaciones que es posible encontrar en la practica. Por ejemplo, un ingeniero
quimico puede correr un experimento en una planta piloto con varios lotes de materia prima porque sabe
que en el proceso real a gran escala posiblemente se usaran diferentes lotes de materia prima con diversos
grados de calidad. 4

La técnica de disefio utilizada en estas situaciones es la formacién de bloques. Este capitulo se enfoca
en algunas técnicas especiales para separar en bloques un disefio factorial 2%,

7-2 FORMACION DE BLOQUES DE UN DISENO FACTORIAL 2 CON REPLICAS

Suponga que se han corrido 7 réplicas del disefio factorial 2*. Esta situaci6n es idéntica a la que se estudié
en el capitulo 5, donde se indicé c6mo correr un disefio factorial general en bloques. Si hay # réplicas, en-
tonces cada conjunto de condiciones no homogéneas define un bloque, y cada réplica se corre en uno de
los bloques. Las corridas de cada bloque (o réplica) se harian de manera aleatoria. El anélisis del disefio

Tabla 7-1 Experimento del proceso quimico en tres bloques
Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3
(1)=28 (1)=25 (1) =27

a=236 a =32 a=32
b=18 b=19 b=23
ab =31 ab =30 ab =29

Totales de los bloques B, =113 B, =106 B, =111

287
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Tabla 7-2  Andlisis de varianza del experimento del proceso qufmico en tres bloques

Suma de Grados de Cuadrado

Fuente de variacion cuadrados libertad medio Fy Valor P
Bloques 6.50 2 3.25

A (concentraci6n) 208.33 1 208.33 50.32 0.0004
B (catalizador) 75.00 1 75.00 18.12 0.0053
AB 8.33 1 8.33 2.01 0.2060
Error 24.84 6 4,14

Total 323.00 ' 11

es similar al de cualquier experimento factorial separado en bloques; por ejemplo, véase la revisién de la
seccién 5-6. '

EJEMPLO 7-1 socveceeroannnnns Chetsesesssaeataananans Ceeseereaatasasananas
Considere el experimento del proceso quimico que se describi6 en la seccién 6-2. Suponga que s6lo pue-
den hacerse cuatro ensayos experimentales con un solo lote de materia prima. Por lo tanto, se necesitaran
tres lotes de materia prima para correr las tres réplicas de este disefio. En la tabla 7-1 se muestra el disefio
donde cada lote de materia prima corresponde a un bloque.

En la tabla 7-2 se muestra el anélisis de varianza de este disefio separado en bloques. Todas las sumas
de cuadrados se calculan exactamente igual que en un disefio 2 estandar sin formacién de bloques. La
suma de cuadrados de los bloques se calcula a partir de los totales de los bloques. Sea que B,, B,y B; re-
presenten los totales de los bloques (ver la tabla 7-1). Entonces

- 3 2 y2
SSBloques = g T—E

_ (113)* +(106)* +(111)*  (330)°
B 4 - 12

=6.50

Hay dos grados de libertad entre los tres bloques. La tabla 7-2 indica que las conclusiones de este analisis,
si el disefio se hubiera corrido en bloques, son idénticas a las de la seccién 6-2 y que el efecto de los blo-
ques es relativamente pequeiio.

7-3 CONFUSION DEL DISENO FACTORIAL 2*

Hay muchos problemas en los que es imposible realizar una réplica completa de un diseno factorial en un
bloque. La confusién (0 mezclado) es una técnica de disefio mediante la cual un experimento factorial
completo se distribuye en bloques, donde el tamaiio del bloque es menor que el nimero de combinacio-
nes de los tratamientos de una réplica. La técnica hace que la informacién acerca de ciertos efectos de los
tratamientos (por lo general las interacciones de orden superior) sea indistinguible de los bloques o esté
confundida con los bloques. En este capitulo la atencién se centra en los sistemas de confusién (o mezcla-
do) para el disefio factorial 2*. Observe que aun cuando los disefios que se presentan son diseiios de blo-
ques incompletos, ya que cada bloque no contiene todos los tratamientos o las combinaciones de los
tratamientos, la estructura especial del sistema factorial 2* permite un método de anélisis simplificado.

Se considera la construccion y el analisis del disefio factorial 2 en 27 bloques incompletos, donde
p < k. Por consiguiente, estos disefios pueden correrse en dos bloques, en cuatro bloques, en ocho blo-
ques, etcétera.
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7-4 CONFUSION DEL DISENO FACTORIAL 2 EN DOS BLOQUES

Suponga que quiere correrse una sola réplica del disefio 2%, Cada una de las 22 = 4 combinaciones de los
tratamientos requicre una cantidad de materia prima, por ejemplo, y cada lote de materia prima s6lo al-
canza para probar dos combinaciones de tratamientos. Por lo tanto, se necesitan dos lotes de materia pri-
me. Si los lotes de materia prima se consideran como bloques, entonces deben asignarse a cada bloque
dos de las cuatro combinaciones de tratamientos.

Enlafigura 7-1 se muestra uno de los disefios posibles para este problema. La vista geométrica, figu-
ra 7-1a, indica que las combinaciones de tratamientos localizadas en diagonales opuestas se asignan a blo-
ques diferentes. Observe, por la figura 7-1b, que el bloque 1 contiene las combinaciones de los
tratamientos (1) y ab y que el bloque 2 contiene a y b. Desde luego, el orden en que se corren las combina-
ciones de los tratamientos dentro de un bloque se determina aleatoriamente. También se decidira aleato-
riamente cual de los bloques se correra primero. Suponga que los efectos principales de A y B se estiman
como si no se hubiera hecho la formacién de bloques. Por las ecuaciones 6-1 y 6-2 se obtiene

A=i[ab+a—b—(1)]
B=1[ab+b—a—(1)]

Observe que ni A ni B son afectados por la formacion de bloques, debido a que en cada estimaci6én hay
una combinaci6én de un tratamiento positivo y uno negativo de cada bloque. Es decir, cualquier diferencia
entre el bloque 1y el bloque 2 se cancela.

Considere ahora la interaccién AB

AB=1[ab+(1)=-a—b]

Puesto que las dos combinaciones de tratamientos con signo positivo [ab y (1)] est4n en el bloque 1y las
dos con signo negativo (a y b) estin en el bloque 2, el efecto de los bloques y la interaccién 4B son idénti-
cos. Es decir, AB esti confundido (0 mezclado) con los bloques.

La razén de esto es evidente en la tabla de signos positivos y negativos del disefio 22 Se present6 origi-
nalmente en la tabla 6-2, pero por conveniencia se repite como la tabla 7-3. A partir de esta tabla se observa
que todas las combinaciones de tratamientos que tienen signo positivo para AB se asignan al bloque 1,

@ = Corrida en el bloque 1
O = Carrida en el bloque 2

- +

A
a) Vista geomnétrica

Bloque 1 Blogque 2

1
ab - b

b) Asignacién de las cuatro
corridas en dos blogues

Figura 7-1 Disefio 22 en dos bloques.
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Tabla 7-3 Tabla de signos positivos y negativos para el disefio 22

Combinaci6n de Efecto factorial
tratamientos I A B AB
M ¥ - . "
a + + - -
b + ~ + -
ab + + + +

mientras que todas las combinaciones de tratamientos que tienen signo negativo para AB se asignan al
bloque 2. Este enfoque puede usarse para confundir o mezclar cualquier efecto (4, B o AB) con los blo-
ques. Por ejemplo, si (1) y b se hubieran asignado al bloque 1y a y ab al bloque 2, el efecto principal de 4
se habria confundido con los bloques. La prictica usual es confundir la interaccién de orden mais alto con
los blogues. _

Este esquema puede usarse para confundir o mezclar cualquier disefio 2* en dos bloques. Como un
segundo ejemplo, considere un disefio 2° que se corre en dos bloques. Suponga que se quiere confundir la
interaccidn de los tres factores ABC con los bloques. Por la formacion de signos positivos y negativos de 1a
tabla 7-4, 1as combinaciones de tratamientos que son negativas para ABC se asignan al bloque 1y las que
son positivas para ABC al bloque 2. El disefio resultante se muestra en la figura 7-2. De nueva cuenta se
resalta que las combinaciones de tratamientos dentro de un bloque se corren de manera aleatoria.

Otros métodos para construir bloques
Se cuenta con otro método para construir estos disefios. El método utiliza la combinacion lineal

L=qgx +a,x, +...+a,x, (7-1)

donde x; es el nivel del factor i-€simo que aparece en una combinacion de tratamientos particulary o; es el
exponente que aparece en el factor i-ésimo para el efecto que va a confundirse. Para el sistema 2%, se tiene
a; = 001yx; = 0 (nivel bajo) ox; = 1 (nivel alto). A la ecuacién 7-1 se le llama la definicién de contrastes.
Las combinaciones de tratamientos que producen €l mismo valor de L (mod 2) se colocaran en el mismo
bloque. Puesto que los dnicos valores posibles de L (mod 2) son Oy 1, con esto las 2 combinaciones de tra-
tamientos se asignarin a exactamente dos bloques.

Tabla 7-4 Tabla de signos positivos y negativos para el disefio 2*

Combinacién de Efecto factorial
tratamientos I A B AB C AC BC ABC
1) + - + - + + -

a + + - - - + +

b + - + - - + - +
ab + + + + - - - -

c + - - + + - - +
ac + + - - + + - -
be + - + - + - + -

abc + + + + + + + +
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® = Corrida en el blogue 1
© = Corrida en el blogque 2

a} Vista geométrica

Bloque 1 Bloque 2
(1)}
ah b
ac ¢
be abe

b) Asignacion de las ocho
corridas en dos bloques

Figura7-2 Eldisefio 2° en dos bloques con ABC confun-
dido.

Para ilustrar este enfoque, considere un disefio 2* con ABC confundido con los bloques. En este caso,
x, corresponde a4, x,aB,x;aCya, = a, = a; = 1. Por lo tanto, la definicion del contraste correspondien-
te a ABC es
L=x+x, +x,

La combinacién de tratamientos (1) se escribe 000 en la notacion (0, 1); por lo tanto,
L=1(0)+1(0)+1(0)= 0= 0 (mod 2)

De manera similar, la combinacién de tratamientos a es 100, obteniéndose
L=11)+1(0)+1(0)=1=1 (mod 2)

Por lo tanto, (1) y 4 se correrian en bloques diferentes. Para el resto de las combinaciones de tratamientos

se tiene
b: L=1(0)+1(1)+1(0)=1=1 (mod 2)

ab: L=1(1)+1(1)+1(0)=2= 0 (mod 2)
¢ L=1(0)+1(0)+1(1)=1=1 (mod 2)
ac.  L=1(1)+1(0)+1(1)=2=0 (mod 2)
be:  L=1(0)+1(1)+1(1)=2=0 (mod 2)
abc:  L=1(1)+1(1)+1(1)=3= 1 (mod 2)

Por lo tanto, (1), ab, ac'y be se corren en el bloque 1y 4, b, ¢ yabc se corren en el bloque 2. Se trata del mis-
mo disefio que se ilustré en la figura 7-2, el cual se gener6 con la tabla de signos positivos y negativos.
Puede usarse otro método para construir estos disefios. Al bloque que contiene la combinacion de
tratamientos (1) se le llama el bloque principal. Las combinaciones de los tratamientos incluidas en este
bloque poseen una ttil propiedad de la teorfa de grupos; a saber, forman un grupo con respecto a la multi-
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plicacién mddulo 2. Esto implica que cualquier elemento [con excepcién de (1)) del bloque principal pue-
de generarse multiplicando otros dos elementos del bloque principal médulo 2. Por ejemplo, considere el
bloque principal del disefio 2° con ABC confundido, como se muestra en la figura 7-2. Observe que
ab-ac=a*bc = bc
ab-bc=ab*c=ac

ac+bc=abc® = ab

Las combinaciones de tratamientos del otro bloque (o bloques) pueden generarse multiplicando uno de
los elementos del nuevo bloque por cada uno de los elementos del bloque principal médulo 2. Para el di-
sefio 2° con ABC confundido, puesto que el bloque principal es (1),ab, acy bc, se sabe que b estd en el otro
bloque. Por lo tanto, los elementos de este segundo bloque son

b-1)  =b
b-ab=ab* =a
b-ac =abc
b-bc=bc=c

Estos resultados concuerdan con los que se obtuvieron anteriormente.

Estimaci6n del error .

Cuando el ntimero de variables es pequefio, por ejemplo k = 2 0 3, por lo general es necesario hacer répli-
cas del experimento a fin de obtener una estimacién del error. Por ejemplo, suponga que un disefo facto-
rial 2° debe correrse en dos bloques con ABC confundido, y €l experimentador decide hacer cuatro
réplicas del disefio. El disefio resultante podria verse como el de la figura 7-3. Observe que ABC esté con-
fundido en cada réplica.

En la tabla 7-5 se muestra el andlisis de varianza de este diseno. Hay 32 observaciones y 31 grados de
libertad. Ademas, puesto que hay ocho bloques, siete grados de libertad deben asociarse con estos blo-
ques. En la tabla 7-5 se presenta la descomposicion de esos siete grados de libertad. La suma de cuadra-
dos del error se compone en realidad de las interacciones de dos factores entre las réplicas, y cada uno de
los efectos (4, B, C, AB, AC, BC). Por lo general es seguro considerar que las interacciones son ceroy tra-
tar el cuadrado medio resultante como una estimacién del error. Los efectos principales y las interaccio-
nes de dos factores se prueban contra el cuadrado medio del error. Cochran y Cox [25b] hacen notar que
el cuadrado medio del bloque 0 ABC podria compararse con el error del cuadrado medio ABC, que esen
realidad réplicas X bloques. Esta prueba suele tener una sensibilidad muy baja.

Si se cuenta con recursos suficientes para hacer réplicas de un disefio confundido, por lo general es
mejor usar un método ligeramente diferente para disefiar los bloques en cada réplica. Este enfoque con-
siste en confundir un efecto diferente en cada réplica para obtener cierta informacién sobre todos los

Réplica [ Réplica I " Réplica 1T Réplica IV
Bloque 1 Blogue 2 Bloque 1 Blogue 2 Blogue 1 Blogue 2 Bloque 1 Bloque 2
(1 abe m abe (1 abc N abc

ac a ac a ac a ac
ab b ab b ab b ab b
bc c be c be ¢ be ¢

Figura 7-3 Cuatro réplicas del disefio 2° con ABC confundido.



7.4 . CONFUSION DEL DISENO FACTORIAL 2+ EN DOS BLOQUES 293

Tabla 7-5 Anélisis de varianza de cuatro réplicas de un
disefio 23 con ABC confundido

Grados de
Fuente de variacién libertad
Réplicas 3
Bloques (ABC) 1
Error de ABC (réplicas X bloques) 3
A 1
B 1
C 1
AB 1
AC 1
BC 1
Error (o réplicas x efectos) 18
Total 31

efectos. A este procedimiento se le llama confusién (o mezclado) parcial, y se estudia en la seccion 7-7. Si
k es moderadamente grande, por ejemplo k = 4, con frecuencia s6lo es posible hacer una réplica. El expe-
rimentador suele suponer que las interacciones de 6rdenes superiores son insignificantes y combina sus
sumas de cuadrados como el error. La grafica de probabilidad normal de los efectos de los factores puede
ser muy ttil a este respecto.

EJEMPLO 7.2 + =+ -+ Ceerbeeraaene. Ceraeeaeas Cereaeeeeaas Ceeeaniaeana.

Considere la situacién descrita en el ejemplo 6-2. Recuerde que se estudian cuatro factores—la tempera-
tura (A), la presién (B), la concentracién de formaldehido (C) y la velocidad de agitacion (D)— en una
planta piloto para determinar su efecto sobre el indice de filtracion del producto. Se usara este experi-
mento para ilustrar las ideas de la formacion de bloques y la confusién en un disefio no replicado. Se in-
troduciran dos modificaciones al experimento original. Primera, suponga que no es posible correr las
2 = 16 combinaciones de tratamientos utilizando un solo lote de materia prima. El experimentador
puede correr ocho combinaciones de los tratamientos con un solo lote de material, por lo que un disefio
2* confundido en dos bloques parece apropiado. Es 16gico confundir la interaccién de orden mas alto
ABCD con los bloques. La definicién del contraste es

L=x+x,+x;+x,

y es sencillo verificar que el disefio es como el que se ilustra en la figura 7-4. De manera alternativa, puede
examinarse la tabla 6-12 y observar que las combinaciones de los tratamientos que son + en la columna
ABCD se asignan al bloque 1y que las que son — en la columna ABCD, estén en el bloque 2.

La segunda modificacién que se har4 es introducir un efecto de los bloques para que pueda demos-
trarse la utilidad de la formaci6én de bloques. Suponga que cuando se seleccionan los dos lotes de materia
prima que se necesitan para corter el experimento, uno de ellos es de calidad mucho mas bajay, como re-
sultado, todas las respuestas seran 20 unidades menores en este lote de material que en el otro. El lote de
calidad menor se convierte en el bloque 1y el lote de buena calidad se convierte en el bloque 2 (no es rele-
vante a cuél de los dos lotes se le llama bloque 1 o bloque 2). Entonces todas las pruebas del bloque 1 se
realizan primero (las ocho corridas del bloque s¢ hacen, desde luego, de manera aleatoria), pero las res-
puestas son 20 unidades mas bajas que las que se habrian obtenido si se hubiera usado el material de bue-
na calidad. En la figura 7-4b se muestran las respuestas resultantes; observe que éstas se han encontrado
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D
- +

B
e = Corridas en el bloque 1 C
o = Corridas en el bloque 2 -

a) Vista geométrica

Blogque 1 ' Blogue 2
M=25 a=71
ab =45 b=48
ac=40 c=68
be = 60 d=43
ad = 80 abc = 65
bd = 25 bed =70
cd =55 acd = 86
abed = 76 abd = 104

b) Asignacidn de las 16 corridas
en los dos blogques

Figura 7-4 El disefio 2* en dos blogues para el ejemplo 7-2.

restando el efecto del bloque de las observaciones originales dadas en el ejemplo 6-2. Es decir, la respues-
ta original de la combinacién de tratamientos (1) fue 45, y en la figura 7-4b se consigna como 1 =25(=
45 - 20). Las dema4s respuestas de este bloque se obtienen de manera similar. Después de que se realizan
las pruebas del bloque 1, se prosigue con las ocho pruebas del bloque 2. No hay ningin problema con la
materia prima de este lote, por lo que las respuestas son exactamente como fueron originalmente en el
ejemplo 6-2.

En la tabla 7-6 se muestran las estimaciones de los efectos para esta versién “modificada” del ejemplo
6-2. Observe que las estimaciones de los cuatro efectos principales, de las seis interacciones de dos facto-
res y de las cuatro interacciones de tres factores son idénticas a las estimaciones de los efectos obtenidas
en ¢l ejemplo 6-2, donde no hubo ningiin efecto de bloques. Cuando se construye una grafica de probabili-
dad normal de estas estimaciones de los efectos, los factores 4, C, D ylas interacciones AC y AD aparecen
como los efectos importantes, justo como en el experimento original. (El lector deber4 verificar esto.)

¢Qu¢ puede decirse del efecto de la interaccién ABCD? La estimacion de este efecto en el €Xperi-
mento original (ejemplo 6-2) fue ABCD = 1.375. En el presente ejemplo, la estimacién del efecto de la in-
teraccion ABCD es ABCD = —18.625. Puesto que ABCD esté confundido con los bloques, la interaccion
ABCD estima el efecto de la interaccion original (1.375) més el efecto de bloque (-20), de donde ABCD =
1.375 + (-20) = -18.625. ({Puede el lector ver por qué el efecto del bloque es -20?) El efecto del bloque
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Tabla 7-6 Estimaciones de los efectos para el disefio 24 separado en bloques del

ejemplo 7-2
Término del  Coeficiente Estimacion  Sumade  Contribucién
modelo de regresion - del efecto  cuadrados  porcentual
A 10.81 21.625 1870.5625 26.30
B 1.56 3.125 39.0625 0.55
C 4.94 9.875 390.0625 5.49
D 7.31 14.625 855.5625 12.03
AB 0.062 0.125 0.0625 <0.01
AC -9.06 -18.125 1314.0625 18.48
AD -8.31 16.625 1105.5625 15.55
BC 1.19 2.375 22.5625 0.32
BD -0.19 -0.375 0.5625 <0.01
cD —-0.56 -1.125 5.0625 0.07
ABC 0.94 1.875 14.0625 0.20
ABD 2.06 4.125 68.0625 0.96
ACD -0.81 -1.625 10.5625 0.15
BCD -1.31 -2.625 27.5625 0.39
Bloques (ABCD) -18.625 1387.5625 19.51

295

también puede calcularse directamente como la diferencia en la respuesta promedio entre los dos blo-

ques, 0

Efecto del bloque = YBioque 1~ VBlogue 2

Desde luego, este efecto es en realidad la estimacién de Bloques + ABCD.
En la tabla 7-7 se resume el andlisis de varianza de este experimento. Los efectos que tienen estima-

ciones grandes estén incluidos en ¢l modelo, y la suma de cuadrados de los bloques es

_ (406)° +(555)* _ (961)*

AN = = 1387.5625
Blogues .8 16

Tabla 7-7 Anilisis de varianza del ejemplo 7-2

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
Bloques (4BCD) 1387.5625 1
A 1870.5625 1 1870.5625 89.76 <0.0001
C 390.0625 1 390.0625 18.72 0.0019
D 855.5625 1 855.5625 41,05 0.0001
AC 1314.0625 1 1314,0625 63.05 <0.0001
AD 1105.5625 1 1105.5625 53.05 <(0.0001
Error 187.5625 9 20.8403
Total 7111.4375 15
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Las conclusiones de este experimento coinciden exactamente con las del ejemplo 6-2, donde no estuvo
presente ningiin efecto de bloques. Observe que si el experimento no se hubiera corrido en bloques, y si
un efecto de magnitud -20 hubiera afectado los 8 primeros ensayos (los cuales se habrian seleccionado de
manera aleatoria, ya que los 16 ensayos se habrian corrido en orden aleatorio en un disefio sin formacién
de bloques), los resultados pudieron haber sido muy diferentes.

R N I L I T I L R I R O I R R L R R R A R R A BN R I A A B I I L]

7-5 CONFUSION DEL DISENO FACTORIAL 2 EN CUATRO BLOQUES

Es posible construir disefios factoriales 2¢ confundidos en cuatro bloques con 2* -2 observaciones cada
uno. Estos disefios son particularmente ttiles en situaciones en las que el mimero de factores es modera-
damente grande, por ejemplo k = 4, y el tamafio de los bloques es relativamente pequefio.

Como un ejemplo, considere el disefio 2°. Si cada bloque incluird dnicamente ocho corridas, entonces
deberdn usarse cuatro bloques. La construccién de este disefio es relativamente directa. Se seleccionan
dos efectos para confundirlos con los bloques, por ejemplo ADE y BCE. Estos efectos tienen las dos defi-
niciones de contrastes

' L =x +x, +x,
Ly=x,+x, +x;

asociadas con ellos. Entonces cada combinacién de tratamientos producira un par particular de valores
de L, (mod 2)y L, (mod 2), es decir, cualquiera de (L,, L,) = (0, 0), (0, 1), (1,0) o bien (1, 1). Las combina-
.ciones de tratamientos que producen los mismos valores de (L,, L,) se asignan al mismo bloque. En ¢l
ejemplo tratado aqui se encuentra '

L=0,L,=0 vpara (1),ad, bc, abcd, abe, ace, cde, bde
L=1L,=0 para a,d, abc, bed, be, abde, ce, acde
L=0,L,=1 . para b,abd,c, acd, ae, de, abce, bcde
L=1 L, =1 para e, ade, bce, abede, ab, bd, ac, cd

Estas combinaciones de tratamientos se asignarian a bloques diferentes. En la figura 7-5 se muestra el di-
seflo completo. '

Con un poco de reflexién, nos damos cuenta de que otro efecto ademés de ADE y BCE debe confun-
dirse con los bloques. Puesto que hay cuatro bloques con tres grados de libertad entre ellos, y puesto que
ADE y BCE tienen un solo grado de libertad cada una, es evidente la necesidad de confundir un efecto
adicional con un grado de libertad. Este efecto es la interaccién generalizada de ADE y BCE, la cual se

|

’

Bloque 1 Biogque 2 Bloque 3 Blogue 4
L,=0 L,=1 L,=0 L,=1
L,=0 L,=0 L,=1 Ly=1
(1) abe a be b abce ¢ abede
ad ace d abde abd ae |ade bd
be  cde abe  ce ¢ bede bee ac
abed bde bed acde|  |acd de ab ecd

Figura 7-5 El disefio 2° en cuatro bloques con ADE,
BCE y ABCD confundidos.
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define como el producto de ADE y BCE mdédulo 2, Por lo tanto, en-el ejemplo tratado aqui la interaccion
generalizada (4DE)(BCE) = ABCDE* = ABCD también estd confundido con los bloques. Es sencillo ve-
rificar esto refiriéndose a la tabla de signos positivos y negativos del disefio 2°, como en Davies [36]. La
inspeccion de esta tabla revela que las combinaciones de los tratamientos se asignan a los bloques de la si-
guiente manera:

Combinaciones de los
tratamientos en el Signo de ADE  Signo de BCE  Signo de ABCD

Bloque 1 - - +
Bloque 2 + - -
Bloque 3 - + -
Bloque 4 ) + + +

Observe que el producto de los signos de dos efectos cualesquiera de un bloque particular (por ejemplo
ADE y BCE) produce el signo del otro efecto de ese bloque (en este caso, ABCD). Por lo tanto, ADE,
BCE y ABCD estén confundidos con los bloques.

Las propiedades de la teoria de grupos del bloque principal mencionadas en la seccién 7-4 siguen
siendo vilidas. Por ejemplo, se observa que el producto de dos combinaciones de tratamientos del bloque
principal produce otro elemento del bloque principal. Es decir,

ad-bc=abcd y abe-bde=ab’de’ =ad

etcétera. Para construir otro bloque se selecciona una combinacién de tratamientos que no esté en el blo-
que principal (por ejemplo b), y b se multiplica por todas las combinaciones de tratamientos del bloque
principal. Se obtiene asi

b-(1)=b  b-ad=abd  b-bc=b’c=c  b-abed=ab’cd=acd

etcétera, lo que producira las ocho combinaciones de tratamientos del bloque 3. En la préctica, el bloque
principal puede obtenerse a partir de la definicion de contrastes y de la propiedad de la teoria de grupos, y
los demas bloques pueden determinarse a partir de estas combinaciones de los tratamientos aplicando el
método que se presenté anteriormente.

El procedimiento general para construir un disefio 2¢ confundido en cuatro bloques consiste en elegir
dos efectos para generar los bloques, confundiéndose automaticamente un tercer efecto que es la interac-
cién generalizada de las dos primeras. Después se construye ¢l disefio utilizando las dos definiciones de
contrastes (L, L,)y las propiedades de la teoria de grupos del bloque principal. Al seleccionar los efectos
que van a confundirse con los bloques, debe tenerse cuidado de obtener un disefio en el que no estén con-
fundidos efectos que pueden ser de interés. Por ejemplo, en un disefio 2° podria elegirse confundir -
ABCDE y ABD, con lo cual se confunde automiticamente CE, un efecto que es de posible interés. Una
mejor eleccion es confundir ADE y BCE, con lo cual se confunde automaticamente ABCD. Es preferible
sacrificar informacién en las interacciones de tres factores ADE y BCE en lugar de la interaccion de dos
factores CE.

7.6 CONFUSION DEL DISENO FACTORIAL 2+ EN 2* BLOQUES

Los métodos descritos antes pueden extenderse a la construccién de un disefio factorial 2% confundido (o
mezclado) en 2” bloques (p < k), donde cada bloque contiene exactamente 2% corridas. Se seleccionan p
efectos independientes que van a confundirse, donde por “independientes” se entiende que ninguno de
los efectos elegidos es la interaccion generalizada de los demas. Los bloques pueden generarse mediante
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el uso de las p definiciones de contrastes L;, L, ..., L, asociadas con estos efectos. Asimismo, se confundi-
ran otros 2 — p — 1 efectos con los bloques, siendo éstos las interacciones generalizadas de los p efectos in-
dependientes elegidos inicialmente. Deberé4 tenerse cuidado al seleccionar los efectos que van a
confundirse para que no se sacrifique informacién sobre los efectos que pueden ser de interés potencial.

El anélisis estadistico de estos disefios es directo. Las sumas de cuadrados de todos los efectos se
calculan como si no se hubiera hecho la formacién de bloques. Después, la suma de cuadrados de los blo-
ques se encuentra sumando las sumas de cuadrados de todos los efectos confundidos con los bloques.

Obviamente, la eleccion de los p efectos usados para generar el bloque es critica, ya que la estructura
de la confusion (0 mezclado) del disefio depende directamente de ellos. En la tabla 7-8 se presenta una
lista de disefios ttiles. Para ilustrar el uso de esta tabla, suponga que quiere construirse un disefio 2° con-
fundido en 2° = 8 bloques con 2° = 8 corridas cada uno. La tabla 7-8 indica que se¢ elegirian ABEE, ABCD
yACE como los p = 3 efectos independientes para generar los bloques. Los 2 —p—1 =2 -3 -1 = 4 efec-
tos restantes que estdn confundidos son las interacciones generalizadas de estos tres; es decir,

(ABEF)(ABCD) = A* B*CDEF = CDEF
(ABEF)(ACE) = A*BCE*F = BCF
(ABCD)(ACE) = A*BC*ED= BDE

(ABEF)(ABCD)(ACE) = A’B*C*DE*F = ADF

En el problema 7-11 se le pide al lector que genere los ocho bloques de este disefio.

7-7 CONFUSION PARCIAL

En la seccion 7-4 se subray6 que, a menos que los experimentadores cuenten con una estimacion previa
del error o que estén dispuestos a suponer que ciertas interacciones son insignificantes, deben hacer ré-
plicas del disefio para obtener una estimacién del error. En la figura 7-3 se muestra un disefio factorial 2
en dos bloques con ABC confundido, con cuatro réplicas. Por el analisis de varianza de este disefio, el cual
se presenta en la tabla 7-5, se observa que no puede sacarse informacion acerca de la interaccién ABC de-
bido a que ABC esta confundido con los bloques en todas las réplicas. Se dice que este disefio estd comple-
tamente confundido (0 mezclado).

Considere la alternativa que se presenta en la figura 7-6. De nueva cuenta hay cuatro réplicas del di-
sefio 2°, pero en cada réplica se ha confundido una interaccién diferente. Es decir, ABC esta confundido en
la réplica I, AB esta confundido en la réplica II, BC est4 confundido en la réplica III y AC est4 confundido
en la réplica IV. Como resultado puede obtenerse informacién de ABC a partir de los datos de las réplicas
IT, Il y IV; informaci6én de AB puede obtenerse de las réplicas I, III'y IV; informacién de AC puede obte-

Réptlica | Réplica Réplica I Réplica IV
ARBC Confundido AB Confundido BC Confundido AC Confundido
N a (1) a (1) b 1) a
ab b ¢ b a ¢ b c
ac c ab ac be ab ac ab
be abe abe be abe ac abe be

Figura 7-6 Confusién parcial en el disefio 22.
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Tabla 7-9 An4lisis de varianza de un disefio 2° parcialmente confundido

_ Grados de
Fuente de variacién libertad

Réplicas 3
Bloques dentro de réplicas [0.ABC (rép. I) + AB (rép. IT)

+ BC (tép. III) + AC (rép. IV))] 4
A 1
B . 1
c 1
AB (de las réplicas I, ITT y IV) 1
AC (de las réplicas I, IT y III) 1
BC (de las réplicas I, IT y IV) 1
ABC (de las réplicas I, IIL y IV) 1
Error 17
Total 31

nerse de las réplicas I, Il y IIT; ¢ informaci6n de BC puede obtenerse de las réplicas I, ITy IV, Se dice que
pueden obtenerse tres cuartas partes de la informacion de las interacciones porque no estan confundidas
en s6lo tres réplicas. Yates [113b] llama a la relacion 3/4 la informacién relativa de los efectos confundi-
dos. Se dice que este disefio estd parcialmente confundido (0 mezclado).

En la tabla 7-9 se muestra el analisis de varianza de este disefio. Para calcular las sumas de cuadrados
de las interacciones, s6lo se usan los datos de las réplicas en las que no est confundida una interaccion.
La suma de cuadrados del error consta de las sumas de cuadrados de réplicas X sumas de cuadrados de
efecto principal, més las sumas de cuadrados de réplicas X sumas de cuadrados de interaccion para cada
réplica en la que esa interaccién no estd confundida (por ejemplo, réplicas x ABC para las réplicas I, I1I
y IV). Ademis, hay siete grados de libertad entre los ocho bloques. Es comtn hacer la particion de tres
grados de libertad para las réplicas y cuatro grados de libertad para los bloques dentro de las réplicas. La
_ composicién de la suma de cuadrados de los bloques se muestra en la tabla 7-9y se sigue directamente de
la eleccion del efecto confundido en cada réplica.

EJEMPLO 7.3 coceonnceceres seeessssrracanaas sevessesaresancassuas
Un diseiio 2° con confusién parcial

Considere el ejemplo 6-1, en el que se realiz6 un estudio para determinar el efecto del porcentaje de car-
bonataci6n (4), la presién de operacion (B) y la velocidad de linea (C) sobre la altura de llenado de una
bebida carbonatada. Suponga que cada lote de jarabe alcanza s6lo para probar cuatro combinaciones de
tratamientos. Por lo tanto, cada réplica del disefio 2% debe correrse en dos bloques, Se corren dos réplicas,
con ABC confundido en la réplica I y AB confundido en la réplica II. Los datos son los siguientes:

Réplica I Réplica IT
ABC confundido AB confundido
MH=-3 a= 0 1 =-1 a=1
ab= 2 b= -1 c= 0 b=0
ac= 2 c= -1 ab= 3 ac =1
bc= 1 abc = 6 abc= 5 bc=1




7-8 PROBLEMAS 301
Tabla 7-10 Analisis de varianza del ejemplo 7-3

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
Réplicas 1.00 1 1.00 . -
Bloques dentro de las réplicas 2.50 2 1.25 -
A -36.00 1 36.00 48.00 0.0001
B 20.25 1 20.25 27.00 0.0035
C : 12.25 1 12.25 16.33 0.0099
AB (s6lo en la réplica I) 0.50 1 0.50 0.67 0.4503
AC 0.25 1 0.25 033 . 0.5905
BC 1.00 1 1.00 1.33 0.3009
ABC (s6lo en la réplica IT) 0.50 1 0.50 0.67 0.4503
Error 3.75 5 0.75 -
Total 78.00 15 - -

Las sumas de cuadrados de 4, B, C, ACy BC pueden calcularse de la manera usual, utilizando las 16
observaciones. Sin embargo, SS 5 debe encontrarse utilizando Gnicamente los datos de la répllca IIy
$S s utilizando dnicamente los datos de la réplica I de la siguiente manera:

[a+b+c+abc—ab—ac—bc— (1)}

88 5c =
8¢ n2*
+0+5-3—-1—-1—(~ 2
_[1+0+0+5-3-1-1 (1] ~0.50
(1)(®)
[(1)+abc—ac+c—a—b+ab-bc]’
Sp= T
n2
— — 1Y e O — (— —112
_[=3+6-2+(-1) 0—-(-1)+2-1] =0.50
(1X®)
La suma de cuadrados de las réplicas es, en general,
n RZ yZ
SSeer = —_
Rep g zk N
(6) +(10)? (16)
=1
8 16 0

donde R, es el total de las observaciones en la réplica h-€sima. La suma de cuadrados de los bloques es la
suma de SS 4. de la réplica Iy 5S,; de la réplica II, 0 SSpiogues = 2.50.
En la tabla 7-10 se resume el anilisis de varianza. Los tres efectos principales son importantes.

R T R N N N N R N N S R I I I R R A A I R R A R A A I RO B S N AT B B A B R B A B A A A A A L LRI B ]

7.8 PROBLEMAS

7-1. Considere el experimento descrito en el problema 6-1. Analizar este experimento suponiendo que cada ré-
plica representa un bloque de un solo turno de produccién.

7-2. Considere el experimento descrito en el problema 6-5. Analizar este experimento suponiendo que cada una
de las cuatro réplicas representa un bloque.

7-3. Coasidere el experimento de la formaci6n de fisuras en la aleacién de niquel y titanio descrito en el problema
6-15. Suponga que s6lo pudieron hacerse 16 corridas en un solo dia, por lo que cada réplica se traté como un
bloque. Analizar ¢l experimento y sacar conclusiones.
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7-4.

7-5.

7-6.

7-7.

7-8.

7-9.

7-10.

7-11,

7-12.

7-13.

7-14.

7-15.
7-16.

7-17.
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Considere los datos de la primera réplica del problema 6-1. Suponga que no fue posible correr todas estas ob-
servaciones utilizando barras del mismo lote. Establecer un disefio para correr estas observaciones en dos
bloques de cuatro observaciones cada uno con ABC confundido. Analizar los datos.

Considere los datos de la primera réplica del problema 6-7. Construir un disefio con dos bloques de ocho ob-
servaciones cada uno con ABCD confundido. Analizar los datos.

Repetir el problema 7-5 suponiendo que se requieren cuatro bloques. Confundir 4BD y ABC (y por consi-
guiente CD) con los bloques.

Utilizando los datos del disefio 2° del problema 6-21, construir y analizar un disefio en dos blogques con
ABCDE confundido con los bloques.

Repetir el problema 7-7 suponiendo que se necesitan cuatro bloques. Sugerir un esquema de confusi6n (o
mezclado) razonable,

Considere los datos del disefio 25 del problema 6-21. Suponga que fue necesario correr este disefio en cuatro
bloques con ACDE y BCD (y por consiguiente ABE) confundidos. Analizar los datos de este disefio.
Disefiar un experimento para confundir un disefio factorial 26 en cuatro bloques. Sugerir un esquema de con-
fusién apropiado, diferente del que se ilustr6 en la tabla 7-8.

Considere el disefio 2 en ocho bloques con ocho corridas cada uno con ABCD, ACE y ABEF como los efec-
tos independientes elegidos para confundirlos con los bloques. Generar el disefio. Encontrar los demis efec-
tos confundidos con los bloques.

Considere el disefio 22 en dos bloques con AB confundldo Hacer la demostracién algebraica de que §§,; =
SS Bloques

Conosqidere los datos del ejemplo 7-2. Suponga que todas las observaciones del bloque 2 se incrementan en 20,
Analizar los datos que resultarian. Estimar el efecto de bloque. {Puede el lector explicar su magnitud? ¢Los
bloques parecen ser ahora un factor importante? {Hay otras estimaciones de los efectos que sufran el impac-
to de este cambio hecho en los datos? _

Suponga que en el problema 6-1 se confundi6 ABC en la réplica I, AB en la réplica I1 y BC en la réplica IIL
Calcular las estimaciones de los efectos. Construir la tabla del andlisis de varianza.

Repetir el problema 6-1 suponiendo que ABC se confundié con los bloques en todas las réplicas.
Suponga que en el problema 6-7ABCD se confundié en laréplica Iy 4BC se confundio en la réplica II. Reali-
zar el anélisis estadistico de este disefo. _

Construir un disefio 2% con ABC confundido en las dos primeras réplicas y BC confundido en la tercera répli-
ca. Delinear el anélisis de varianza y comentar la informacién obtenida.



Disefnos factoriales

fraccionados de dos niveles

8-1 INTRODUCCION

Cuando el nimero de factores de un diseio factorial 2* se incrementa, el nimero de corridas necesarias
para realizar una réplica completa del disefio rebasa con rapidez los recursos de la mayorfa de los experi-
mentadores. Por ejemplo, una réplica completa de un disefio 2° requiere 64 corridas. En este disefio, s6lo
6 de los 63 grados de libertad corresponden a los efectos principales, y s6lo 15 a las interacciones de dos
factores. Los 42 grados de libertad restantes se asocian con las interacciones de tres o més factores.

Si el experimentador puede suponer razonablemente que ciertas interacciones de orden superior son
insignificantes, es posible obtener informacion de los efectos principales y las interacciones de orden infe-
rior corriendo nicamente una fraccién del experimento factorial completo. Estos disefios factoriales
fraccionados se encuentran entre los tipos de disefios de uso més generalizado en el disefio de productos y
procesos y en el mejoramiento de procesos.

Una de las principales aplicaciones de los disefios factoriales fraccionados es en los experimentos de
tamizado o exploracién. Se trata de experimentos en los que se consideran muchos factores y el objetivo
es identificar aquellos factores (en caso de haberlos) que tienen efectos grandes. Los experimentos de ta-
mizado suelen realizarse en las etapas iniciales de un proyecto, cuando es posible que muchos de los fac-
tores considerados en un principio tengan un efecto reducido o nulo sobre la respuesta. Entonces los
factores que se identifican como importantes se investigan con mayor detalle en experimentos subsecuentes.

El uso exitoso de los disefios factoriales fraccionados se basa en tres ideas clave:

L, Elprincipio de efectos esparcidos o escasez de efectos. Cuando hay varias variables, es posible que el
sistema o proceso esté dominado principalmente por algunos de los efectos principales y las in-
teracciones de orden inferior.

2. La propiedad de proyeccién. Los disefios factoriales fraccionados pueden proyectarse en disefios
més fuertes (més grandes) en el subconjunto de los factores significativos.

3. Experimentacién secuencial. Es posible combinar las corridas de dos (o m4s) disefios factoriales
fraccionados para ensamblar secuencialmente un disefio més grande para estimar los efectos de
los factores y las interacciones de interés.

303
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Este capitulo se enfoca en estos principios, los cuales se ilustran con varios ejemplos.
8.2 LA FRACCION UN MEDIO DEL DISENO 2¢

Considere una situacién en la que tres factores, cada uno con dos niveles, son de interés, pero los experi-
mentadores no estan en posicién de correr las 2° = 8 combinaciones de tratamientos. Sin embargo, pue-
den llevar a cabo cuatro corridas. Esto sugiere una fraccién un medio de un disefio 23, Puesto que el
disefio contiene 2*! = 4 combinaciones de tratamientos, es comtn llamar disefio 2°~* a una fraccién un
medio del disefio 2°.

En la tabla 8-1 se muestra la agrupacién de signos positivos y negativos del disefio 2%, Suponga que se
seleccionan las cuatro combinaciones de tratamientos a, b, ¢ yabc como la fraccién un medio con la que se
trabajara. Estas corridas se muestran en la parte superior de la tabla 8-1y en la figura 8-1a.

Observe que el disefio 2> se forma seleccionando s6lo las combinaciones de tratamientos que tienen
signo positivo en la columna ABC. Por lo tanto, a ABC se le llama el generador de esta fraccién particular,
En ocasiones se har4 referencia a un generador, por ejemplo ABC, como una palabra. Ademas, la colum-
na identidad I también es siempre positiva, por lo que a

I= ABC
se le llama 1a relacién de definicién del disefio. En general, la relacién de definicién de un disefio factorial
fraccionado ser4 siempre el conjunto de todas las columnas que soniguales ala columna identidad 1.
Las combinaciones de tratamientos del disefio 2* producen tres grados de libertad que pueden usar-

se para estimar los efectos principales. Con referencia a la tabla 8-1, se observa que las combinaciones li-
neales de las observaciones usadas para estimar los efectos principales de 4, By C son

¢, =%(a=b—c+abc)
£, =5(—a+b—c+abc)
£, =%(-a—b+c+abc)

También es sencillo verificar que las combinaciones lineales de las observaciones usadas para estimar las
interacciones de dos factores son

£, =3 (a—b—c+abc)
£ o =5 (—a+b—c+abc)
£ 5 =%(—a—b+c+abc)

Tabla 8-1 Signos positivos y negativos del disefio factorial 2°

Efecto factorial
C AB AC BC ABC

Combinaci6n de
tratamientos

kN
[~

+

a
b
[+
abc

ab
ac
bc

M)

|
+ + )
+ 1 41

[
++ ++

I+ +1+!
U+ 4+

++++++++ |~
I 4+ 4+ |

L+ 1 4|41 41
+

+ I 41

++ !

11
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(1)
b) La fraccion alterna, I = -ABC

Figura 8-1 Las dos fracciones un medio del di-
sefio 22.

Porlo tanto, £, = 4y¢, 4= £,¢ Y £c = £,5; poOr consiguiente, es imposible diferenciar entre 4 y BC, entre By
ACYyentre CyAB. De hecho, cuando se estiman A4, By C, se estan estimando en realidad A + BC,B + AC
y C + AB. A dos 0 més efectos que tienen esta propiedad se les llama alias. En el ejemplo tratado aqui, 4 y
BC son alias, By AC son alias y C 'y AB son alias. Esto se indica con la notacién ¢, +A4 + BC, {; + B + ACy
{-—» C + AB.

La estructura de los alias para este disefio puede determinarse con facilidad utilizando la relacién de
definicién I = ABC. Al multiplicar cualquier columna (o efecto) por la relacién de definicién se obtienen
los alias de esa columna (o efecto). En el ejemplo tratado aqui se encuentra que el alias de 4 es

A-1=A-ABC= A*BC
0, puesto que el cuadrado de cualquier columna es la identidad J,

A= BC

De manera similar, se encuentra que los alias de B y C son
B-1=B-ABC
B= AB*C= AC

C-1=C-ABC
C= ABC*= AB
A esta fraccion un medio, con I = +ABC, suele llamérsele 1a fraccién principal.

Suponga ahora que se eligi6 la otra fraccién un medio, es decir, las combinaciones de tratamientos de
la tabla 8-1 asociadas con los signos negativos de la columna ABC. Esta fraccién un medio alterna o com-
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plementaria (la cual se compone de las corridas (1), ab, ac y bc) se ilustra en la figura 8-1b. La relacion de
definicion de este disefio es

—ABC

De la combinacién lineal de las observaciones, por ejemplo ¢, £'5y ', de la fraccion alterna se obtiene
¢, » A~ BC
¢, » B—AC
. »C—AB

Por lo tanto, cuando se estiman 4, B y C con esta fraccién particular, en realidad se estin estimando
A-BC, B-AC y C-AB.

En la prictica, no importa cuél de las fracciones se usa. Ambas fracciones pertenecen a la misma fa-
milia; es decir, las dos fracciones un medio forman un disefio 2° completo. Esto puede observarse con fa-
cilidad con referencia a los incisos @ y b de la figura 8-1.

Suponga que después de correr una de las fracciones un medio del diseiio 2°, también se corri6 la
otra. Por lo tanto, se cuenta ahora con las ocho corridas asociadas con el diseiio 2° completo. Pueden ob-
tenerse entonces las estimaciones sin alias de todos los efectos analizando las ocho corridas como un dise-
fio 2° completo en dos bloques de cuatro corridas cada uno. Esto también podria hacerse sumando y
restando la combinacién lineal de los efectos de las dos fracciones individuales. Por e]cmplo, considere

+ A+ BCy/{,~> A - BC. Esto implica que

1(£,+0,)=4(A+BC+A~BC)~> 4

y que
1(¢,—1',)=1(A+BC- A+BC)-> BC

Por lo tanto, para los tres pares de combinaciones lineales se obtendria lo siguiente:

De 5(¢; + £7) De 3(¢, —£))

i

A A BC
B B AC
C C AB

Resolucién del disefio

Al disefio 2*! precedente se le llama disefio de resolucién IIL. En este disefio, los efectos principales son
alias de las interacciones de dos factores. Un disefo es de resolucién R cuando ningin efecto del factor p
es alias de otro efecto que contiene menos de R —p factores. Por lo general se emplea un subindice con un
numeral romano para denotar la resoluci6n del disefio; por lo tanto, la fraccién un medio del disefio 2
con la relacién de definicién 7 = ABC (o I = -ABC) es un disefio 23"

Los disefios de resolucion IIT, IV y V son particularmente importantes. A continuacion se presentan

las definiciones de estos disefios y un ejemplo de cada uno:

1. Disefios de resolucién III. Se trata de disefos en los que ninguno de los efectos principales es alias
de ningiin otro efecto principal, pero los efectos principales son alias de las interacciones de dos
factores, y algunas de las interacciones de dos factores pueden ser alias entre si. El disefio 2> de
la tabla 8-1 es un disefio de resolucién III (23;).

2. Diserios de resolucién IV, Se trata de disefios en los que ninguno de los efectos principales es alias
de ningfin otro efecto principal ni de las interacciones de dos factores, pero las interacciones de
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dos factores son alias entre si. Un disefio 2*" con I = ABCD es un diseiio de resolucién IV
)

3. Disenios de resolucion V. Se trata de disefios en los que ninguno de los efectos principales ni de las
interacciones de dos factores son alias de otro efecto principal o interaccién de dos factores, pero
las interacciones de dos factores son alias de las interacciones de tres factores. Un diseiio 2° con
I = ABCDE es un disefio de resolucién V (257).

En general, la resolucién de un diseno factorial fraccionado de dos niveles es igual al menor namero
de letras en cualquier palabra de la relacién de definicién. Por consiguiente, los disefios precedentes po-
drian denominarse disefios de tres, cuatroy cinco letras, respectivamente. Por lo comtin, es preferible em-
plear disefios fraccionados que tengan la resolucién més alta posible que sea consistente con el grado de
fraccionamiento requerido. Entre més alta sea la resolucién, menos restrictivos serdn los supuestos que
se requieren respecto de cudles de las interacciones son insignificantes para obtener una interpretacién
inica de los datos.

Construccién de fracciones un medio

Una fraccién un medio del diseiio 2* de la resolucién més alta puede construirse apuntando el disefio bé-
sico, que consta de las corridas de un disefio factorial 2 complero, y agregandole después el factor k-ési-
mo identificando sus niveles positivo y negativo con los signos positivo y negativo de la interaccion ABC -
(K~ 1) del orden més alto. Por lo tanto, el disefio factorial fraccionado 23" se obtiene apuntando el dise-
fio 2? completo como disefio basico e igualando después el factor C con la interaccién AB. La fraccién al-
terna se obtendria igualando el factor C con la interaccién -4B. Este enfoque se ilustra en la tabla 8-2.
Observe que el disefio basico siempre tiene el nimero correcto de corridas (renglones), pero le falta una
columna. El generador I = ABC - K se resuelve entonces para la columna faltante (K), de tal modo que K
=ABC - (K-1) define el producto de los signos positivos y negativos que deber4 usarse en cada renglén
para producir los niveles del factor k-ésimo.

Observe que podria usarse cualquier efecto de interaccién para generar la columna del factor k-ési-
mo. Sin embargo, al utilizarse cualquier efecto que no seaABC - (K ~ 1), no se produciré el disefio con la
resolucién més alta posible,

Otra forma de visualizar la construcci6n de una fraccién un medio es mediante la particién de las co-
rridas en dos bloques con la interaccion de orden m4s alto ABC - K confundida. Cada bloque es un dise-
fio factorial fraccionado 2*! con la resolucién mis alta.

Proyeccién de fracciones en disefios factoriales

Cualquier disefio factorial fraccionado de resolucién R contiene disefios factoriales completos (posible-
mente disefios factoriales con réplicas) en cualquier subconjunto de R — 1 factores. Este es un concepto
importante y Gtil. Por ejemplo, si un experimentador tiene varios factores de interés potencial pero piensa

Tabla 8-2 Las dos fracciones un medio de] disefio 23

Disefio factorial
22 completo

(disefio 3_1 -t

bsico) 2m,I=ABC 2y, I=—ABC
Corrida A B A B C=AB A B C=-4B
1 - - - - + - - -
2 + - + - - + - +
3 - + - + - - + +
4 + + + + + + + -
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Figura 8-2 Proyeccién de un disefio
23 en tres disenos 22,

que s6lo R -1 de ellos tienen efectos importantes, entonces un disefo factorial fraccionado de resolucién
R es la eleccion de diseiio apropiada. Si el experimentador estd en lo correcto, ¢ diseiio factorial fraccio-
nado de resolucién R se proyectar4 en un disefio factorial completo en los R — 1 factores significativos.
Este proceso se ilustra en la figura 8-2 para el disefio 23, el cual se proyecta en un disefio 2> en cada sub-
conjunto de dos factores.

Puesto que la méxima resoluci6n posible de una fraccién un medio del disefio 2¥es R = k, todos los di-
sefios 2% se proyectaran en un factorial completo en (k — 1) cualquiera de los & factores originales. Ademds,
un disefio 2! puede proyectarse en dos réplicas de un factorial completo en cualquier subconjunto dek-2
factores, cuatro réplicas de un factorial completo en cualquier subconjunto de k -3 factores, etcétera.

EJEMPLO 8.1 - -veevseneees tesaresreseiersannan ceeseananes Creareenaan
Considere el experimento del indice de filtracién del ejemplo 6-2. El disefio original, ilustrado en la tabla
6-10, es una sola réplica del disefio 2*. En ese ejemplo se encontrd que los efectos principales de4, Cy Dy
las interacciones AC y AD eran diferentes de cero. Se retoma ahora este experimento y se simula lo que
habria ocurrido si se hubiera corrido una fraccién un medio del disefio 2* en vez del disefio factorial com-
pleto.

Se usar4 el disefio 2+ con I = ABCD, ya que esta eleccion del generador dard como resultado un di-
sefio con la resolucion més alta posible (IV). Para construir el diseiio, primero se apunta el disefio bésico,
el cual es un disefio 2°, como se muestra en las tres primeras columnas de la tabla 8-3. Este diseiio bésico
tiene el nimero necesario de corridas (ocho) pero sélo tres columnas (factores). Para encontrar los nive-
les del cuarto factor, se resuelve I = ABCD para D, 0 D = ABC. Por lo tanto, el nivel de D de cada corrida

Tabla 8.3 El disefio 2%, ' con la relacién de definicién I=ABCD

Disefio basico Combinacién de indice de
Corrida A B C D =ABC tratamientos filtracién
1 - - - - 1) _ 45
2 + - + ad 100
3 - + - + bd 45
4 + + - - ab 65
5 - - + + cd 75
6 + - + - ac 60
7 - + + - be 80
8 + + + + abced 96
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Figura 8-3 Eldisefio 2}’ para el experimento del indice de filtracién del ¢jemplo 8-1.

es el producto de los signos positivos y negativos de las columnas 4, By C. El proceso se ilustra en la tabla
8-3. Puesto que el generador ABCD es positivo, este disefio 25, es la fraccién principal. El disefio se ilus-
tra graficamente en la figura 8-3.

Utilizando la relacién de definicién, se observa que cada uno de los efectos principales es alias de una
interaccin de tres factores; es decir, 4 = A°’BCD = BCD, B = AB*CD = ACD,C = ABC?D =ABDyD =
ABCD? = ABC. Ademés, cada interaccién de dos factores es alias de otra interaccién de dos factores.
Estas relaciones de los alias son AB = CD, AC = BD y BC = AD. Los cuatro efectos principales més los
tres pares de alias de interacciones de dos factores representan los siete grados de libertad del disefio.

En este punto, normalmente se aleatorizarian las ocho corridas y se llevaria a cabo €l experimento.
Puesto que se ha corrido ya el disefio 2* completo, simplemente se seleccionan los ocho indices de filtra-
cién observados del ejemplo 6-2 que corresponden a las corridas del disefio 2};". Estas observaciones se
muestran en la Gltima columna de la tabla 8-3, asi como en la figura 8-3.

En la tabla 8-4 se muestran las estimaciones de los efectos obtenidas de este disefio 21;". Para ilustrar
los célculos, la combinacién lineal de las observaciones asociadas con el efecto de A4 es

£, =3(—45+100— 45+ 65— 75+ 60— 80+ 96)=19.00 -+ A+ BCD
mientras que para el efecto AB se obtendria
£ 5 = $(45-100— 45+ 65+ 75— 60— 80+96)=—1.00 » AB+CD

Por la inspeccion de la informacién de la tabla 8-4, no es irrazonable concluir que los efectos principales
de 4, Cy D son grandes. Ademas, si A, Cy D son los efectos principales importantes, entonces es 1dgico
concluir que las dos cadenas de alias de interacciones AC + BD yAD + BC tienen efectos grandes, ya que

Tabla 8-4 Estimaciones de los efectos
y los alias del ejemplo 8-14

Estimacién  Estructura de los alias

¢, = 1900 £,-A+BCD
£, = 150  f,-B+ACD
£, = 1400  f.+C+ ABD
£, = 1650 ¢, D+ ABC
£ = -100 £, AB+CD
£, =~1850 ¢, - AC+BD

£ .0 19.00 £, > AD+ BC
“Los efectos significativos se indican en negritas,
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Fignra 8-4 Proyecci6n del disenio 25" en un disefio 2’ en 4, C
y D para el ejemplo 8-1. .

las interacciones AC y AD también son significativas. En otras palabras, si4, Cy D son significativos, en-
tonces lo mas posible s que las interacciones significativas sean AC y AD. Se trata de una aplicacién de la
navaja de Ockham (en honor de Guillermo de Ockham), un principio cientifico que establece que cuan-
do uno se confronta con varias interpretaciones posibles de un fenémeno, la interpretacién mas simple
suele ser la correcta. Observe que esta interpretacion concuerda con las conclusiones del anélisis del dise-
fio 2* completo del ejemplo 6-2. )

Puesto que el factor B no es significativo, puede sacarse de consideracion. Por consiguiente, este dise-
fio 2}, puede proyectarse en una sola réplica del disefio 2° en los factores 4, C'y D, como se muestra en la
figura 8-4. El examen visual de esta gréfica de cubo nos hace sentirnos mas cémodos con las conclusiones
a las que se llegd antes. Observe que sila temperatura (A4) estd en el nivel bajo, 1a concentracién (C) tiene
un efecto positivo grande, mientras que si la temperatura esté en el nivel alto, la concentracién tiene un
efecto muy pequeno. Esto se debe probablemente a una interaccién AC, Ademas, si la temperatura esté
en el nivel bajo, el efecto de la velocidad de agitacién (D) es insignificante, mientras que si la temperatura
esti en el nivel alto, la velocidad de agitacién tiene un efecto positivo grande. Esto se debe probablemente
a la interaccién AD que se identific6 de manera tentativa unos pérrafos antes.

Con base en el anélisis anterior, puede obtenerse ahora un modelo para predecir el indice de filtra-
cién en la regién experimental. Este modelo es

y=Bo +B.x, +B3x; +B,x, +xx, + %%,

donde x,, x, y x, son variables codificadas (-1 = x, < +1) que representan a4, CyD,ylas f?son coeficien-
tes de regresiéon que pueden obtenerse a partir de las estimaciones de los efectos como se hizo anterior-
mente. Por lo tanto, la ecuacién de prediccion es :

o (19.00 14.00) - (16.50 —18.50 19.00
y="70.75+ > x, + 2 x;+ ) x, + — x,x, + | %

Recuerde que la ordenada al origen /?3 o ©s el promedio de todas las respuestas en las ocho corridas del di-
sefio. Este modelo es muy similar al que resulté del disefio factorial 2° completo del ejemplo 6-2.
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E]EMPLOS-ZI.IIII... IIIII LR B L B B N I R Y A ) L I I I ) L I I I I I I I I T T R N R N )
Un disefio 2%! usado para mejorar un proceso '

Se investigaron cinco factores en un proceso de manufactura de un circuito integrado en un disefio 2°-!
con ¢l objetivo de mejorar el rendimiento del proceso. Los cinco factores fueron 4 = ajuste de apertura
(pequena, grande), B = tiempo de exposicion (20% abajo del nominal, 20% arriba del nominal), C =
tiempo de desarrollo (305, 45 5), D = tamafio de la méscara (pequena, grande) y E = tiempo de grabado
(14.5 min, 15.5 min). En la tabla 8-5 s¢ muestra la construcci6n del diseio 2>, Observe que el disefio se
construy6 apuntando el disefio basico que tiene 16 corridas (un diseiio 2* en 4, B, C y D), seleccionando
ABCDE como generador, y ajustando después los niveles del quinto factor E = ABCD. En la figura 8-5 se
presenta una representacion geométrica del disefio.

La relacion de definicion del disefio es I = ABCDE. Por consiguiente, todos los efectos principales
son alias de una interaccion de cuatro factores (por ejemplo, 4, > A + BCDE), y cada una de las interac-
ciones de dos factores son alias de una interaccién de tres factores (por ejemplo, £,5 » AB + CDE). Por lo
tanto, el disefio es de resolucién V. Se esperaria que este disefio 2> proporcionara excelente informacién
respecto de los efectos principales y las interacciones de dos factores.

La tabla 8-6 contiene las estimaciones de los efectos, las sumas de cuadrados y los coeficientes del
modelo de regresi6n para los 15 efectos de este experimento. En la figura 8-6 se presenta la gréfica de
probabilidad normal de las estimaciones de los efectos de este experimento. Los efectos principales de 4,
By Cylainteraccion AB son grandes. Recuerde que, debido a los alias, estos efectos son en realidad 4 +
BCDE, B + ACDE, C + ABDE y AB + CDE. Sin embargo, puesto que parece plausible que las interac-
ciones de tres factores y de 6rdenes superiores sean insignificantes, uno siente seguridad en concluir que
s6lo 4, B, C y AB son los efectos importantes. ,

En la tabla 8-7 se resume el analisis de varianza de este experimento. La suma de cuadrados del
modelo s SSyeqeio = SS4 + S5 + SSc + $S,5 = 5747.25, y esto explica mas de 99% de la variabilidad
total del rendimiento. En la figura 8-7 se presenta la grafica de probabilidad normal de los residuales

Tabla 8.5 Un disefio 25! para el ejemplo 8-2

Disefio bisico Combinacién de
Corrida A B C D E =ABCD tratamientos Rendimiento
1 - - - - + e 8
2 + - - - - a 9
3 - + - - - b 34
4 + + - - + abe 52
5 - - + - - c 16
6 + - + - + ace 22
7 - + + — + bee 45
8 + + + - - abc 60
9 - - - + - d ' 6
10 + - - + + ade 10
11 - +- - + + bde 30
12 + + - + - abd 50
13 - - + + + cde 15
14 + - + + - acd 21
15 - + + + - bed 44
16 + + + + abcde 63
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Figura 8-5 El disefio 2" del ejemplo 8-2.

abede = 63

Tabla 8-6 Efectos, coeficientes de regresién y sumas de cuadrados del ejemplo 8-2

Variable Nombre Nivel -1 Nivel +1

A Apertura -1.000 1.000

B Tiempo de desarrollo -1.000 1.000

o Tiempo de exposicién ~1.000 1.000

D Tamafio de la méscara -1.000 1.000

E Tiempo de grabado ~1.000 1.000

Variable Coeficiente de regresion Efecto estimado Suma de cuadrados

Promedio global 30.3125 ’
A 5.5625 11.1250 495.062
B 16.9375 33.8750 4590.062
C 5.4375 10.8750 473.062
D -0.4375 —-0.8750 3.063
E 0.3125 0.6250 1.563
AB 3.4375 6.8750 189.063
AC 0.1875 0.3750 0.563
AD 0.5625 1.1250 5.063
AE 0.5625 1.1250 5.063
BC 0.3125 0.6250 1.563
BD -0.0625 —-0.1250 0.063
BE -0.0625 -0.1250 0.063
CD 0.4375 0.8750 3.063
CE 0.1875 0.3750 0.563
DE -0.6875 -1.3750 7.563
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Figura 8-6 Grifica de probabilidad normal de los efectos del ejemplo 8-2.

Tabla 8-7 Andlisis de varianza del ejemplo 8-2

Suma de Grados de Cuadrado

Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
A (Apertura) 4950625 1 495.0625 19320 <0.0001
B (Tiempo de exposicién) 4590.0625 1 4590.0625 1791.24 <0.0001
C (Tiempo de desarrollo) 473.0625 1 473.0625 184.61 <0.0001
AB 189.0625 1 189.0625 73.78 <0.0001
Error 28.1875 11 2.5625

Total 57754375 15
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Figura 8-7 Grifica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 8-2.
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Figura 8-8 Grifica de los residuales contra el rendimiento predicho
para el ejemplo 8-2.

y la figura 8-8 es una grafica de los residuales contra los valores predichos. Ambas graficas son satis-
factorias.

Los tres factores 4, By C tienen efectos positivos grandes. La interaccion apertura-tiempo de exposi-
¢ioén 0 AB se grafica en la figura 8-9. Esta gréfica confirma que el rendimiento es mas alto cuando tanto.A4 -
como B estin en el nivel alto.

63—

B+

Rendimiento
=]
+

B—/ ”

Bajo Alto

A

Figura 8-9 Interaccion apertura-tiempo de exposicién del ejemplo 8-2.
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Figura 8-10 Proyeccién del disefio 25" del
ejemplo 8-2 en dos réplicas de un disefio 2° en
los factores 4, By C.

El disefio 2° se reducira a dos réplicas de un disefio 2° en tres cualesquiera de los cinco factores origi-
nales. (Observar la figura 8-5 ayuda a visualizar esto.) La figura 8-10 es una gréfica de cubo en los factores
A, By C con los rendimientos promedio superpuestos en los ocho vértices. Es evidente por la inspeccién
de la gréifica de cubo que los rendimientos més altos se consiguen con 4, By C en el nivel alto. Los factores
Dy E tienen un efecto pequefio sobre el rendimiento promedio del proceso y pueden ajustarse en los va-
lores que optimicen otros objetivos (como el costo).

Secuencias de disefios factoriales fraccionados

El uso de los disefios factoriales fraccionados lleva con frecuencia a una gran economia y eficiencia en la
experimentacion, en particular si las corridas pueden hacerse secuencialmente. Por ejemplo, suponga
que se est4n investigando k = 4 factores (2* = 16 corridas). Casi siempre es preferible correr un disefio
fraccionado 2};" (ocho corridas), analizar los resultados y después decidir cul es la mejor serie de corri-
das que deber4 correrse después. Si es necesario resolver ambigiiedades, siempre puede correrse la frac-
cién alterna y completar el diseio 2*. Cuando se usa este método para completar el disefio, ambas
fracciones un medio representan blogques del disefio completo con las interacciones de orden superior
confundidas con los bloques (en este caso. ABCD estaria confundida). Por lo tanto, 1a experimentacién se-
cuencial tiene como resultado la pérdida de informacion sélo en la interaccion de orden mas alto. Su ven-
taja es que en muchos casos se saca informacion suficiente de la fraccién un medio para proceder a la
siguiente etapa de la experimentacion, lo cual podria implicar la incorporacion o eliminacion de factores,
el cambio de las respuestas, o la variacion de algunos de los factores en nuevos rangos. Algunas de estas
posibilidades se ilustran gréficamente en la figura 8-11.

EJEMPLO 8.3 »+++vvrreecnrannnnn Phesssreacacessncans eaenne

Considere nuevamente ¢l experimento del ejemplo 8-1. Se ha usado un disefio 2, y se ha hecho la identi-
ficacion tentativa de los tres efectos principales grandes: 4, C y D. Hay dos efectos grandes asociados con
interacciones de dos factores, AC + BD yAD + BC. En el ejemplo 8-2 se utiliz6 el hecho de que el efecto
principal de B era insignificante para concluir de manera tentativa que las interacciones importantes eran




316 CAPITULO 8 DISENOS FACTORIALES FRACCIONADOS DE DOS NIVELES

\ \
N\
'a) l\l/_lmgse auna n:leva b) Ag;;grﬂar s%tl?afr'laac:ién
ocali n para explorar Disefio inicial !
una tendencla ambigledades de la
aparente a la respuesta fraccién original
|
i
|
! 1‘ [ P }
' | | [ .
J P ju— _
| & // .
}— JY SIS Qe T S /
/ amperatura —-
4 3?@ ¢) Reescalar algunos factores
[y porque puaden haberse
. hecho variar en los
£) Hacer un aumento para rangos inapropiados
maodelar la curvatura
aparente
!
| t
t )
| ‘g : .
I L X ]
| -3 [ S
)_ —_—— e g // e
’ &f
Temperatura —a=

€) Hacer una réplica para mejorar
las estimaciones de los efectos o
porque algunas corridas se
hicieron incorrectamente

d) Eliminar y agregar
factores porque el factor
original correspondiente

a la velocidad de alimentacién
del catalizador es insignificante

Figura 8-11 Posibilidades para el seguimiento de la experimentacién después de un
experimento factorial fraccionado [adaptado de Box (“Sequential Experimentation and
Sequential Assembly of Designs”) con permiso del editor).

ACyAD. En ocasiones ¢l experimentador tendr4 que procesar conocimientos que puedan ayudarle a dis-
criminar entre las interacciones que probablemente sean importantes. Sin embargo, siempre es posible
ajslar la interaccién significativa corriendo la fracci6n alterna, dada por I = -ABCD. Es dlrecta la demos-
tracién de que el disefio y las respuestas son los siguientes:

_ Diseiio bésico ‘ Combinacién de fndice de
Corrida A B C D =-ABC tratamientos filtracién
1 - - - + d 43
2 + _ - - a 71
3 - + - - b 48
4 + + - + abd 104
5 - - + - c 68
6 + - + + acd 86
7 - + + + bed 70
8 + + + - abc 65
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Las combinaciones lineales de las observaciones obtenidas a partir de esta fraccién alterna son
£y = 2425+ A-BCD
= 475> B—-ACD
575-+C— ABD
12.75 - D—- ABC
125+ AB-CD
-17.75 - AC—BD
= 1425+ AD-BC

SESFSENNE
Il

L T T T R

Estas estimaciones pueden combinarse con las que se obtuvieron de la fraccién un medio original para
obtener las siguientes estimaciones de los efectos:

i Dei(¢,+¢) De (¢, -£)
A 2163+ A -263 = BCD
B 313-+B -1.63 + ACD
C 9.88+C 4,13 ~ ABD
D 1463+ D 1.88 - ABC
AB 0.13+AB -113+CD
AC -18.13 = AC -038 + BD
AD 16.63 » AD 2.38 + BC

Estas estimaciones concuerdan exactamente con las del analisis original de los datos como una sola répli-
ca de un disefio factorial 2*, como se consigna en ¢l ejemplo 6-2. Evidentemente, son las interacciones AC
y AD las que son grandes.

Agregar la fracci6n alterna a la fracci6n principal puede considerarse como un tipo de experimento
de confirmacién, por cuanto proporciona informacién que permitiré fortalecer las conclusiones iniciales
acerca de los efectos de la interaccién de dos factores. En la seccién 8-5 se investigarén otros aspectos de
la combinacién de disefios factoriales fraccionados para aislar las interacciones. En ocasiones un experi-
mento de confirmaci6n no es tan elaborado como éste. Por ejemplo, podria usarse la ecuacién del modelo
para predecir la respuesta en un punto de interés dentro del espacio del disefio (no uno de los puntos del
disefio actual), correr después realmente ese ensayo (quizé varias veces) y usar la comparacion entre la
respuesta predicha y la observada para confirmar los resultados.

8.3 LA FRACCION UN CUARTO DEL DISENO 2+

Para un niimero moderadamente grande de factores, con frecuencia son ttiles fracciones menores del di-
sefio 2%, Considere una fraccién un cuarto del disefio 2, Este disefio contiene 22 corridas y es comiin lla-
marlo disefio factorial fraccionado 22

El disefio 2 puede construirse apuntando primero un disefio bésico compuesto por las corridas aso-
ciadas con un disefio factorial completo en k — 2 factores y asociando después las dos columnas adiciona-
les con las interacciones elegidas apropiadamente que incluyan los primeros k - 2 factores. Por lo tanto,




318 CAPITULO 8 DISENOS FACTORIALES FRACCIONADOS DE DOS NIVELES

una fraccién un cuarto del disefio 2* tiene dos generadores. Si Py Q representan los generadores escogi-
dos, entonces al = P eI = ( se les llama las relaciones generadoras del disefio. Los signos de Py Q (+
0 -) determinan cudl de las fracciones un cuarto se produce. Las cuatro fracciones asociadas con la elec-
ci6n de los generadores =Py +( pertenecen a la misma familia. La fraccién para la que tanto P como Q
son positivas es la fraccién principal.

La relacién de definicién completa del disefio esta compuesta por todas las columnas que son iguales
ala columna identidad I. Estas constarén de P, Q y su interaccién generalizada PQ; es decir, la relacion de
definicion es/ = P = Q = PQ. A los elementos P, O y PQ de la relacién de definicion se les denomina pa-
labras. Los alias de cualquier efecto se obtienen mediante la multiplicacién de la columna de ese efecto
por cada palabra de la relacion de definicion. Evidentemente, cada efecto tiene res alias. El experimenta-
dor deberd estar atento al elegir los generadores para que los efectos potencialmente importantes no
sean alias entre si,

Como un ejemplo, considere el disefio 2*2. Suponga que se escogen I = ABCE ¢ I = BCDF como los
generadores del disefio. Entonces la interaccién generalizada de los generadores ABCE y BCDF es
ADEF; por lo tanto, la relacién de definicién completa de este disefio es

I'= ABCE = BCDF = ADEF

Por consiguiente, se trata de un disefio de resolucién IV. Para encontrar los alias de cualquier efecto (por
ejemplo de A4), se multiplica ese efecto por cada palabra de la relacién de definicién. Para A, esto produce

A= BCE= ABCDF = DEF

Es sencillo verificar que todos los efectos principales son alias de interacciones de tres y cinco factores,
mientras que las interacciones de dos factores son alias entre sy de interacciones de érdenes superiores.
Porlo tanto, cuando se estima A, por ¢jemplo, en realidad se esta estimando A + BCE + DEF + ABCDF.
En la tabla 8-8 se muestra la estructura completa de los alias de este disefio. Si las interacciones de tres
factores y de 6rdenes superiores son insignificantes, este disefio produce estimaciones claras de los efec-
tos principales. :

Para construir este disefio se anota primero el diseiio bdsico, ¢l cual consiste en las 16 corridas para
un disefio completo 2°2 = 2*en A, B, C'y D. Después se afiaden los dos factores E y F, asociando sus nive-
les més y menos con los sighos més y menos de la interaccién ABC 'y BCD, respectivamente. Este procedi-
miento se muestra en la tabla 8-9.

Otra forma de construir este disefio es deduciendo los cuatro bloques del disefio 2° con ABCE y
BCDF confundidas y eligiendo después el bloque con las combinaciones de tratamientos que son positi-
vas para ABCE y BCDF. Se trataria de un disefio factorial fraccionado 252 con relaciones generadoras I =
ABCE eI = BCDF,y puesto que los dos generadores ABCE y BCDF son positivos, se trata de la fraccién
principal.

Tabla 8-8 Estructura de los alias del disefio 25,
con I = ABCE = BCDF = ADEF

A = BCE = DEF = ABCDF
B = ACE = CDF = ABDEF
C = ABE = BDF = ACDEF
D = BCF = AEF = ABCDE
E =ABC = ADF = BCDEF
F =BCD = ADE = ABCEF

- ABD = CDE = ACF = BEF
ACD = BDE = ABF = CEF

AB = CE = ACDF = BDEF
AC = BE = ABDF = CDEF
AD = EF = BCDE = ABCF
AE = BC = DF = ABCDEF
AF = DE = BCEF = ABCD
BD= CF = ACDE = ABEF
BF = CD = ACEF = ABDE
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Tabla 8-9 Construccién del disefio 25, con los generadores I = ABCE e I = BCDF
Disefio bésico
B C D E

F =BCD

é

Corrida

hN

—

b+ 4+
1
1
L+ 1+ 4+
L+ +++

P+ 4+ 4+
!

IF++1 1 +4+
|
L+ +1

S I S S T S R U U
4+ 4

A+
L+t

+ 4
++

Hay, desde luego, tres fracciones alternas de este diseiio 2%, particular. Se trata de las fracciones
con las relaciones generadoras I = ABCE e [ = -BCDF; I = -ABCE eI = BCDF; eI = -ABCE el =
—-BCDF. Es sencillo construir estas fracciones con el método que se muestra en la tabla 8-9. Por ejemplo,
si quiere encontrarse la fraccion parala que I = ABCE e I = -BCDF, entonces en la tiltima columna de la
tabla 8-9 se hace F = —-BCD, y la columna de los niveles del factor F queda como

dh— bt

La relacién de definicién completa de esta fraccién alterna es I = ABCE = -BCDF = -ADEF. Ahora
ciertos signos en la estructura de los alias de la tabla 8-9 se han cambiado; por ejemplo, los alias de A son
A = BCE = -DEF = -ABCDF. Por lo tanto, 1a combinacion lineal de las observaciones £, estima en reali-
dad A + BCE — DEF — ABCDF.

Por tltimo, observe que el disefio factorial fraccionado 2§, se proyectara en una sola réplica de un
disefio 2* en cualquier subconjunto de cuatro factores que no sea una palabra de la relacién de definicién.
También se pliega en una fraccién un medio con una réplica de un disefio 2* en cualquier subconjunto de
cuatro factores que sea una palabra de la relacién de definicién. Por lo tanto, el disefio de la tabla 8-9 se
convierte en dos réplicas de un diseiio 2** en los factores ABCE, BCDF y ADEF, porque éstas son las pa-
labras de la relacién de definicién. Hay otras 12 combinaciones de los seis factores, como ABCD, ABCF,
etc., para las que el disefio se proyecta en una sola réplica del disefio 2°. Este disefio también se pliega en
dos réplicas de un disefio 2° en cualquier subconjunto de tres de los seis factores o en cuatro réplicas de un
disefio 2? en cualquier subconjunto de dos factores.

En general, cualquier disefio factorial fraccionado 2~ puede plegarse en un disefio factorial comple-
to o bien en un disefio factorial fraccionado en algiin subconjunto de r < k — 2 de los factores originales.
Estos subconjuntos de variables que forman disefios factoriales completos no son palabras de la relacién
de definicién completa.

Las piezas fabricadas en un proceso de moldeo por inyeccién estan presentando una contraccién excesi-
va. Esto estd ocasionando problemas en las operaciones de ensamblaje que se realizan después del mol-
deo por inyeccidn. Un equipo de mejoramiento de calidad ha decidido llevar a cabo un experimento
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disefiado para estudiar el proceso de moldeo por inyeccién a fin de poder reducir la contraccion. El equi-
po decide investigar seis factores —la temperatura de moldeo (4), la velocidad del enroscado (B), el
tiempo de retencién (C), la duracién del ciclo (D), el tamafio del vaciadero (E) y la presién de la retencion
(F)— con dos niveles cada uno, con el fin de saber como se afecta la contraccién debido a cada factor, asi
como para obtener informacién preliminar acerca de la forma en que los factores interactaan.

El equipo decide usar el disefio factorial fraccionado de 16 corridas con dos niveles de la tabla 8-9. El
disefio se muestra de nuevo en la tabla 8-10, junto con la contraccién observada (X 10) en la pieza de
prueba producida en cada una de las 16 corridas del disefio. En la tabla 8-11 se muestran las estimaciones
de los efectos, las sumas de cuadrados y los coeficientes de regresién de este experimento.

En la figura 8-12 se presenta la gréfica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos de
este experimento. Los iinicos efectos grandes son 4 (temperatura de moldeo), B (velocidad del enrosca-
do)y la interaccién AB. A la luz de las relaciones de los alias de la tabla 8-8, parece razonable adoptar es-
tas conclusiones de manera tentativa. La grafica de la interaccién AB de la figura 8-13 indica que el
proceso muestra una alta insensibilidad a la temperatura si la velocidad del enroscado est4 en el nivel
bajo, pero que es muy sensible a la temperatura si la velocidad del enroscado esté en el nivel alto. Conla,
velocidad del enroscado en el nivel bajo, el proceso debera producir una contraccién promedio de alrede-
dor de 10%, independientemente del nivel de temperatura elegido.

Con base en este analisis inicial, el equipo decide hacer el ajuste de la temperatura de moldeoy la ve-
locidad del enroscado en el nivel bajo. Este conjunto de condiciones reducira la contraccion media de las
piezas en alrededor de 10%. Sin embargo, la variabilidad de la contraccién de una pieza a otra sigue sien-
do un problema potencial. De hecho, la contraccién media puede reducirse adecuadamente mediante las
modificaciones anteriores; sin embargo, la variabilidad de 1a contraccién de una pieza a otra en una corri-
da de produccién podria seguir causando problemas en el ensamblaje. Una manera de abordar esta cues-
tién es investigando si alguno de los factores del proceso afecta la variabilidad de la contraccion de las
piezas.

En la figura 8-14 se presenta la grafica de probabilidad normal de los residuales. Esta grafica parece
ser satisfactoria. Se construyeron después las gréficas de los residuales contra cada factor. En la figura

Tabla 8-10 Un disefio 257 para el experimento del moldeo por inyeccién del ejemplo 8-4

Disefio basico Contraccién
Corrida A B C D E =ABC F=BCD observada (x 10)
1 - - - - - - 6
2 + - - - + - 10
3 _ + - - + + 32
4 + + - - - + 60
5 - - + - + + 4
6 + - + - - + 15
7 - + + - - - 26
8 + + + - + - 60
9 - - - + - + 8
10 + - - + + +
1 - + - + + - 34
12 + + - + - - 60
13 - - + + + - 16
14 + - + + - - 5
15 - + + + - 37
16 + + + + + 52
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Tabla 8-11 Efectos, sumas de cuadrados y coeficientes de regresion del ejemplo 8-4

Estimaciones de los efectos

Figura 8-12 Grifica de probabilidad normal de los efectos del ejemplo 8-4.

Variable Nombre Nivel -1 Nivel +1
A temperatura_moldeo -1.000 1.000
B velocidad_enroscado -1.000 1.000
C duracién_retencién -1.000 1.000
D duraci6én_ciclo -1.000 1.000
E tamafio_vaciadero -1.000 1.000
F presién_retencion -1,000 1.000
Variables Coeficiente de regresién Efecto estimado Suma de cuadrados
. Promedio global 273125
A 6.9375 13.8750 770.062
B 17.8125 35.6250 5076.562
C -0.4375 -0.8750 3.063
D 0.6875 1.3750 7.563
E 0.1875 0.3750 0.563
F 0.1875 0.3750 0.563
AB + CE 5.9375 11.8750 564.063
AC + BE -0.8125 ~1.6250 10.562
AD + EF ~2.6875 -5.3750 115.562
AE + BC + DF ~0.9375 -1.8750 14.063
AF + DE 0.3125 0.6250 1.563
BD + CF —0.0625 ~0.1250 0.063
BF + CD —0.0625 <0.1250 0.063
ABD 0.0625 0.1250 0.063
ABF -2.4375 -4.8750 95.063
“S6lo los efectos principales y las interacciones de dos factores.
T T T T T T T
1 —-199
B
.
5 A -19%
% 10 a8 . %0
ar- 20 — 80
- 30 —70 .
® =4
50 —s0
: 2
270 -130
= 80 20
£
.E 90 —410
95 15
99 -1
I i ] I | 1 ] ] I
0 10 1% 20 25 30 35 40
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B+

Contraccién {x 10}
-]
+

el B~

Baja Alta
Temperatura de maldeo, A

Figura 8-13 Grifica de la interaccién AB (temperatura de mol-
deo-velocidad del enroscado) para el ejemplo 8-4.

8-15 se muestra una de estas graficas, la de los residuales contra el factor C (tiempo de retencion). La gra-
fica revela que hay una dispersion sensiblemente menor en los residuales con €l tiempo de retencién bajo
que con el tiempo de retencién alto. Estos residuales se obtuvieron de la manera usual a partir del modelo
de la contraccién predicha:

y= Bo +I§1x1 +32x2 "'Bllexz
= 27.3125+ 6.9375x, +17.8125x, +59375x,x,

T ! 1 T [
1 . —99

—195

Prababitidad normal, {1 - P) x 100

1 1 |
-6 . -3 0 3 (]
Residuales

Figura 8-14 Grifica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 8-4.
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Figura 8-15 Residuales contra ei tiempo de retencién (C) para el
ejemplo 8-4.

donde x;, %, y x4, son las variables codificadas que corresponden a los factores.4 y By a la interaccion AB.
Entonces los residuales son
e=y-jy

Elmodelo de regresion usado para producir los residuales elimina, en esencia, los efectos de localizacién
de A, By AB de los datos; por lo tanto, los residuales contienen informacién acerca de la variabilidad no
explicada. La figura 8-15 indica que existe un patrén en la variabilidad y que la variabilidad de la contrac-
cion de las piezas puede ser menor cuando el tiempo de retencién esta en el nivel bajo (recuerde que en el
capitulo 6 se sefial6 que los residuales sélo transmiten informacién acerca de los efectos de dispersion
cuando es correcto el modelo de localizacién o la media). '

Lo anterior se observa con mayor claridad en el analisis de los residuales que se presenta en la tabla
8-12. En esta tabla, los residuales se ordenan en los niveles bajo () y alto (+) de cada factor, y se ha calcu-
lado la desviacion estindar de los residuales en los niveles bajo y alto de cada factor. Observe que la des-
viacion estdndar de los residuales con C en el nivel bajo [S(C™) = 1.63] es considerablemente menor que la
desviacién estindar de los residuales con C en el nivel alto [S(C*) = 5.70].

En el dltimo renglén de la tabla 8-12 se presenta el estadistico

274

e 526

i S 2 (i - ) .

Recuerde que si las varianzas de los residuales en los niveles alto (+) y bajo (-) del factor i son iguales, en-
tonces este cociénte sigue una distribucion aproximadamente normal con media cero, y puede usarse
para evaluar la diferencia en la variabilidad de la respuesta en los dos niveles del factor i. Puesto que el
cociente F{ es relativamente grande, se concluiria que la aparente dispersién o efecto de variabilidad ob-
servado en la figura 8-15 es real. Por lo tanto, ajustar el tiempo de retencién en su nivel bajo contribuiria a
reducir la variabilidad de una pieza a otra durante una corrida de producci6én. En la figura 8-16 se presen-




L0 180 €20 1s0 650 61’0~ o IS0 v0'0— €70 =0 08T IT0 610880~ .4

1) 8 A S A 2 £9'¢ Ise |87 §LT 65¢ STV 127 380 €91 otdy Wy 09 ()5

L8F BRE 0S¢ Ly oy oy 6ce v LTV S8t 89t 0L'S £eey 0y 08c (2§
00°9~ + + 4+ + + + + + o+ + + + + + + 91
SLY - + - + - + - + - + - + - + - Sl
0SS - -+ + - - + + - - + + - -+ ¥l
0S'L + - - + + - - + o+ - - + + - - gl
00T - - - - + + + + - - - - + + + U
LT + -+ - - + - + o+ - + - - + - 1
0S'T + + - - - - + + o+ + - - - -+ 0
050~ - + 4+ - + - - + - + + - + - - 6
007 - - - - - - - -+ + + + + + + 8
ST9- + -+ - + - + - - + - + - + - L
0S¥ + + - - + + - - - - + + - - + 9
oS- - + o+ - - + + -+ - - + + - - S
007 + + o+ 4 - - - - - - - - + + + ¥
STO- - + - + + = + -+ - + - - + - €
0S'0- - -+ + + + - -+ + - - - i
05~ + - - + - + + - - + + - + - - 1

[enpisay] FA =4V 4 QIV dO =49 dgyV HO=d4 d9=dvV d d d4q=0d=3V 3g§=23V O HO=8V H ¥ epuion

-8 ojdwia(s [ap ugisiadsip ap $0103)3 $0] 9p ONED  ZI-8 E[qEL

324



8.3 LA FRACCION UN CUARTO DELDISENO 2+ 325

01_|llll|llll|ll|l|llll| TT T T T T T T T ]ggq
1 — 99
Ce
2 5 95
x
n"'ﬁ
120 — 80
= o
— =1
® =
ESD —50 x
] 8,
k-
2 80 —20
=
2
£ 95 —5
99 - —11
99'9_1111411|||l||1111111l|1;lll111_-’m
0.4 0.1 0.8 1.1 1.6 21 26

|

Figura 8-16 Grafica de probabilidad normal de los efectos de dispersion £ del ejemplo 8-4.

ta una grafica de probabilidad normal de los valores F;” de la tabla 8-12; ésta también indica que el factor
C tiene un efecto de dispersion grande.

En la figura 8-17 se muestran los datos de este experimento proyectados en un cubo en los factores 4,
By C.La contraccién promedio observaday el rango de la contraccién observada se indican en cada vérti-
ce del cubo. Por la inspeccion de la figura se observa que correr el proceso con la velocidad del enroscado
(B) en el nivel bajo es la clave para reducir la contraccién promedio de las piezas. Si B estd en el nivel bajo,
virtualmente cualquier combinaci6n de la temperatura (4) y el tiempo de retencién (C) resultard en valo-
res bajos de la contraccién promedio de las piezas. Sin embargo, al examinar los rangos de los valores de
la contraccién en cada vértice del cubo, es claro de inmediato que ajustar el tiempo de retencion (C) en el
nivel bajo es la tnica eleccién razonable si se quiere mantener baja la variabilidad de la contraccion de
una pieza a otra en una corrida de produccion.
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Figura 8-17 Contraccién promedio y rango de la contraccion en los
factores A, B y C para el ejemplo 8-4,
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8-4 EL DISENO FACTORIAL FRACCIONADO 2* GENERAL

A un disefio factorial fraccionado 2* que contiene 2 corridas se le llama fraccién 1/2” del disefio 2¢ o, de
manera mas simple, disefio factorial fraccionado 2**. En estos disefios deben seleccionarse p generadores
independientes. La relacién de definicién de este disefio se compone de los p generadores elegidos ini-
cialmente y sus 27 —p — 1 interacciones generalizadas. En la presente seccién se estudia la construccién y el
andlisis de estos disefios.

La estructura de los alias puede encontrarse multiplicando la columna de cada efecto por la relacién
de definicion. Deberd prestarse atencion al elegir los generadores para que los efectos de interés poten-
cial no sean alias entre si. Cada efecto tiene 2 — 1 alias. Para valores moderadamente grandes dek, es co-
min suponer que las interacciones de 6rdenes superiores (por ejemplo, de tercero y cuarto orden y
superiores) son insignificantes, con lo cual se simplifica en gran medida la estructura de los alias.

Es importante seleccionar los p generadores de un disefio factorial fraccionado 2¢* de tal modo que
se obtengan las mejores relaciones de los alias posibles. Un criterio razonable es seleccionar los genera-
dores para que el disefio 27 resultante tenga la resolucién m4s alta posible. Para ilustrar, considere el di-
sefio 27, de la tabla 8-9, donde se usaron los generadores E = ABC'y F = BCD, con lo cual se produce un
disefio de resolucion IV. Este es el disefio con la resolucién més alta. Si se hubieran seleccionado E =
ABCYyF = ABCD,larelacién de definicion completa hubiera sido I = ABCE = ABCDF = DEF, y el dise-
1io habria sido de resolucion I11. Se trata, evidentemente, de una eleccién inferior porque sacrifica de ma-
nera innecesaria informacién acerca de las interacciones.

En ocasiones la resolucién por si sola no es suficiente para distinguir entre los disefios. Por ejemplo,
considere los tres disefios 21;* de la tabla 8-13. Todos estos disefios son de resoluci6n IV, pero tienen es-
tructuras de los alias muy diferentes (se ha supuesto que las interacciones de tres factores y las de érdenes
superiores son insignificantes) con respecto a las interacciones de dos factores. Evidentemente, el disefio
A esel que tiene més aliasy el disefio C el que tiene menos, por lo que el disefio C seria una buena eleccién
para un disefio 2],

Las tres palabras del disefio 4 tienen longitud 4; es decir, el patrén de la longitud de las palabras es
{4, 4, 4}. Para el disefio B es {4, 4, 6} y para el disefio C es {4, 5, 5}. Observe que la relacion de definicién
del disefio C tiene una sola palabra de cuatro letras, mientras que los demds disefios tienen dos o tres. Por
lo tanto, el disefio C minimiza el namero de palabras de la relacién de definicién que son de longitud mi-
nima. A un disefio como éste se le llama disefio de aberracién minima. Minimizar la aberracién en un di-
sefio de resolucion R asegura que el disefio tiene el niimero minimo de efectos principales que son alias de

Tabla 8-13 Tres elecciones de generadores para el disefio 27,2

Generadores del disefio 4: Generadores del disefio B: Generadores del disedo C:
F =ABC, G = BCD F=ABC, G =ADE F = ABCD, G = ABDE
I'=ABCF = BCDG = ADFG I =ABCF = ADEG = BCDEFG I = ABCDF = ABDEG = CEFG
Alias (interacciones de dos factores)  Alias (interacciones de dos factores)  Alias (interacciones de dos factores)

AB=CF AB=CF CE=FG
AC = BF AC = BF CF =EG
AD = FG AD =EG CG =EF
AG =DF AE = DG

BD=CG AF = BC

BG=CD AG =DE

AF = BC = DG
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interacciones de orden R - 1, el ndmero minimo de interacciones de dos factores que son alias de interac-
ciones de orden R - 2, etcétera. Referirse a Fries y Hunter [46] para mayores detalles.

En ]a tabla 8-14 se presenta una seleccion de disenios factoriales fraccionados 2¢? para k < 15 factores
y hasta n < 128 corridas. Los generadores sugeridos en esta tabla resultaran en un disefio con la resolu-
cién mas alta posible. Son también los disefios con aberracién minima.

Las relaciones de los alias para todos los disefios de la tabla 8-14 para los que n < 64 se presentan en
la tabla XTII(a-w) del apéndice. Las relaciones de los alias incluidas en esta tabla se enfocan en los efectos
principalesy las interacciones de dos y tres factores. Se da la relacion de definicién completa para cada di-
sefio. Esta tabla del apéndice hace muy sencillo seleccionar un disefio con la resolucién suficiente para
asegurar que cualesquiera interacciones de interés potencial puedan estimarse.

EJEMPLO 8.5 ++ccvvcreeacnes ttectsteeeresenraaaans ettt eereenesanenean

Para ilustrar el uso de la tabla 8-14, suponga que se tienen siete factores y que el interés se encuentra en
estimar los siete efectos principales y hacerse una idea aproximada de las interacciones de dos factores.
Estamos dispuestos a suponer que las interacciones de tres factores y de 6rdenes superiores son insignifi-
cantes. Esta informacién sugiere que un disefio de resolucién IV seria apropiado.

La tabla 8-14 muestra que se cuenta con dos fracciones de resolucién IV:1a 2]5? con 32 corridas y la
275? con 16 corridas. La tabla XII del apéndice contiene las relaciones de los alias completas para estos
dos disefios. Los alias para el diseiio 2[;° de 16 corridas se encuentran en la tabla XII(i) del apéndice.
Observe que los siete efectos principales son alias de interacciones de tres factores. Las interacciones
de dos factores son alias en grupos de tres. Por lo tanto, este disefio satisfara los objetivos del problema;
es decir, permitird la estimacién de los efectos principales y dara cierta idea respecto de las interacciones
de dos factores. No es necesario correr el disefio 21, el cual requeriria 32 corridas. La tabla XII(j) del
apéndice indica que este disefio permitiria la estimacion de los siete efectos principales y que 15 de las 21
interacciones de dos factores también podrian estimarse de manera nica. (Recuerde que las interaccio-
nes de tres factores y de 6rdenes superiores son insignificantes.) Esta es mas de la informaci6n necesaria
acerca de las interacciones. El disefio completo se muestra en la tabla 8-15. Observe que se construy6 em-
pezando con la corrida 16 del disefio 2* en 4, B, Cy D como el disefio bésico y agregando después las tres
columnas E = ABC,F = BCDy G = ACD. Los generadores son I = ABCE, I = BCDFe I = ACDG (tabla
8-14). La relacion de definicién completa es I = ABCE = BCDF = ADEF = ACDG = BDEG = CEFG =
ABFG.

Anilisis de los disefios factoriales fraccionados 2%
Hay varios programas de computadora que pueden usarse para analizar el disefio factorial fraccionado
2, Por ejemplo, el programa Design-Expert ilustrado en el capitulo 6 tiene esta capacidad,

El disefio también puede analizarse recurriendo a los principios basicos; el efecto i-€simo se estima con

_ 2Contraste; )  Contraste,

g N (N/2)

donde el Contraste; se encuertra utilizando los signos positivos y negativos de la columna i y donde
N = 2" es el nimero total de observaciones. El disefio 2 s6lo permite la estimacion de 27 - 1 efectos (y
sus alias).




Tabla 8-14 Disefios factoriales fraccionados 2+ seleccionados

Numero de Niimero de Generadores
factores, k Fraccién corridas del diseiio
3 2t 4 C = *A4B
4 25! 8 D = +ABC
5 257 16 E = +ABCD
252 8 D =+AB
E=+AC
6 2% 32 F = +tABCDE
257 16 E = +ABC
F==+BCD
287 8 D =+AB
E = +xA4AC
. F = *BC
7 24 64 G = *ABCDEF
27-2 32 F = *ABCD
G = +ABDE
273 16 E = +4BC
F=+*BCD
G = +£ACD
2 8 D =+AB
E=xAC
F=*BC
G = x4BC
8 257 64 G = z4ABCD
H = +*ABEF
257 32 F = *A4BC
G = +ABD
H = +BCDE
284 16 E = =BCD
F = xACD
G = xABC
H = +*ABD
9 252 128 H = +ACDFG
J = *BCEFG
237 64 G = *4BCD
' H = xACEF
J = +*CDEF
25¢ 32 F = =BCDE
G = xACDE
H = +ABDE
J = *ABCE
2 16 E = *4ABC
F = *BCD
G = £ACD
H = *+ABD
J =+ ABCD
10 203 128 H = +*A4ABCG
J = *ACDE
K = +ACDF
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Tabla 8-14 (continuacién)

Nuamero de Nimero de Generadores
factores, k Fraccién corridas del disefio

2104 64 G = +BCDF
H = *ACDF
J = *ABDE
K = +ABCE
205 32 F = *ABCD
G = *4BCE
H = +*ABDE
J = +ACDE
K = +BCDE
210-6 16 E = +ABC
F = *BCD
G = +ACD
H = *ABD
J = +ABCD
K = +AB
1 245 64 G = +CDE
H = +ABCD
J = ~ABF
K = +BDEF
L = +ADEF
216 32 F = +ABC
G = +BCD
H = +CDE
J = *ACD
K = *ADE
L = +BDE
287 16 E = +4BC
F = +BCD
G = +ACD
H = +ABD
J = +4ABCD
K= +AB
L =+A4C
12 2128 16 E = £ABC
F = +4BD
G = £ACD
H = =BCD
J = *ABCD
K= *AB
L = +AC
M= =AD
13 289 16 E = +ABC
F = +ABD
G = +ACD
H = +BCD
J = *ABCD
K=+AB
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Tabla 8-14 (continuacién)

Numero de Nimero de Generadores
factores, k Fraccién corridas del disefio
L =+AC
M= +A4D
' N = *BC
14 Qu-10 16 E = +A4BC
F = *A4BD
G = +4ACD
H=+BCD
J=*ABCD
K= +AB
L==x4C
M= *AD
N=+*BC
O=+BD
15 251 16 E = £ABC
F = *ABD
G =+ACD
H = +BCD
J = +ABCD
K= =+A4B
L ==+AC
M = *A4AD
N = *BC
O = *BD
P==CD
Tabla 8-15 Un disefio factorial fraccionado 27°
Diseno basico
Corrida A B C D E =ABC F=BCD G =ACD
1 - - - - - - _
2 + - - - + - +
3 - + - - + + -
4 + + - - - + +
5 - - + - + + +
6 + - + - - + -
7 - + + - - - +
8 + + + - + - -
9 - - - + - + +
10 + - - + + + -
11 - + - + + - +
12 + + - + - -
13 - - + + + - -
14 + - + + - - +
15 - + + + - + -
16 + + + o+ + +
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Proyecci6n del disefio factorial fraccionado 24+

El diseio 27 se reduce a un factorial completo o bien a un factorial fraccionado en cualquier subconjunto
de r = k — p de los factores originales. Esos subconjuntos de factores que producen disefios factoriales
fraccionados son subconjuntos que aparecen como palabras en la relacién de definicién completa. Esto
resulta de particular utilidad en los experimentos de tamizado cuando se sospecha desde el principio del
experimento que la mayoria de los factores originales tendrén efectos pequeiios. El disefio factorial frac-
cionado 2** puede proyectarse entonces en un factorial completo, por ejemplo, en los factores de mayor
interés. Las conclusiones a que se llegue con disefios de este tipo deberan considerarse tentativas y some-
terse a andlisis adicional. Por lo general es posible encontrar explicaciones alternativas de los datos que
intervienen en interacciones de 6rdenes superiores.

Como un ejemplo, considere el disefio 27.* del ejemplo 8-5. Se trata de un disefio con 16 corridas en
el que intervienen siete factores. Se proyectara en un factorial completo en cuatro cualesquiera de los sie-
te factores originales que no sean una palabra de la relacion de definicién. Hay 35 subconjuntos de cuatro
factores, siete de los cuales aparecen en la relacién de definicién completa (ver la tabla 8-15). Por lo tanto,
hay 28 subconjuntos de cuatro factores que formarian disefios 2°. Una combinacion que es obvia al ins-
peccionar la tabla 8-15 es 4, B, Cy D.

Para ilustrar apropiadamente la utilidad de esta proyeccién, suponga que se realiza un experimento
para mejorar la eficiencia de un molino de bolas y los siete factores son los siguientes:

Velocidad del motor

Muesca

Modo de alimentacién
Tamaio de la alimentacion
Tipo de material

Angulo de la criba

Nivel de vibracion de la criba:

AR A ol ol L

Se tiene una certeza razonable de que la velocidad del motor, el tamaiio de la alimentacién y el tipo de
material afectarén la eficiencia y que ademas estos factores pueden interactuar. Se sabe menos del papel
de los otros tres factores, pero es probable que sean insignificantes. Una estrategia razonable seria asig-
nar la velocidad del motor, €l modo de alimentacién, el tamafio de la alimentaci6n y el tipo de material a
las columnas 4, B, C'y D, respectivamente, de la tabla 8-15. La muesca, el 4ngulo de la criba y el nivel de
vibracion de la criba se asignarian a las columnas E, Fy G, respectivamente. Si se estd en lo correcto y las
“variables menores” E, Fy G son insignificantes, quedara un disefio 2* completo en las variables clave del
proceso.

Separaci6n en bloques de disefios factoriales fraccionados

Ocasionalmente, un disefio factorial fraccionado requiere tantas corridas que no s posible realizarlas to-
das bajo condiciones homogéneas. En estas situaciones, los disefios factoriales fraccionados pueden con-
fundirse o mezclarse en bloques. La tabla XII del apéndice contiene los arreglos recomendados para la
separacién en bloques de varios de los disefios factoriales fraccionados de la tabla 8-14. El tamafio mini-
mo de los bloques para estos disefios es de ocho corridas.

Para ilustrar el procedimiento general, considere el disefio factorial fraccionado 2}‘;2 con la relacion
de definicién I = ABCE = BCDF = ADEF que se muestra en la tabla 8-10. Este disefio fraccionado con-
tiene 16 combinaciones de tratamientos. Suponga que quiere correrse este disefio en dos bloques con
ocho combinaciones de tratamientos cada uno. Al seleccionar una interaccién para confundirla con los
bloques, se observa por el examen de la estructura de los alias de la tabla XII(f) del apéndice que hay dos
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Bloque 1 Bloque 2
1 ae
abf acf
cef bef

abce be
abef df
bde abd
acd cde
bedf abedef

Figura 8-18  El disefio 2§,
en dos bloques con ABD con-
fundida.

series de alias que incluyen tinicamente interacciones de tres factores. La tabla sugiere seleccionar ABD
(v sus alias) para confundirla con los blogues. Se obtendrian as los dos bloques que se muestran en la fi-
gura 8-18. Observe que el bloque principal contiene las combinaciones de tratamientos que tienen un ni-
mero igual de letras en comiin con ABD. Son también las combinaciones de tratamientos para las que
L =x +x, + x, = 0 (mod 2).

EJEMPLO 8.6 ==+ vvevvsvcense sesesranaaas teersaaiaas vesraasaan cheersacanas .

Se usa una maquina CNC de cinco ejes para maquinar un propulsor utilizado en un motor de turbina. Los
perfiles de los 4labes son una caracteristica importante de la calidad. Especificamente, es de interés la
desviacién del perfil del 4labe del perfil especificado en el plano de ingenierfa. Se corre un experimento
para determinar cudles son los pardmetros de la maquina que afectan la desviacion del perfil. Los ocho
factores seleccionados en el disefio son los siguientes:

Factor Nivel bajo (-)  Nivel alto (+)
A = desviacién en el eje x (0.001 pulg) 0 15
B = desviacién en el eje y (0.001 pulg) 0 15
C = desviaci6n en el gje z (0.001 pulg) 0 15
D = fabricante de la herramienta 1 2
E = desviacion del eje a (0.001 grados) 0 30
F = velocidad del areémetro (%) 90 110
G = altura de 1a plantilla sujetadora (0.001 pulg) 0 15
H = velocidad de alimentacién (%) 90 110

Se selecciona un 4labe de prueba en cada pieza para inspeccionarlo. La desviaci6n del perfil se mide utili-
zando una maquina de medicién coordenada, y la desviacién estandar de la diferencia entre el perfil realy
el perfil especificado se usa como la variable de respuesta.

La méquina tiene cuatro areémetros. Puesto que puede haber diferencias en los areémetros, los in-
genieros del proceso piensan que €stos deberdn tratarse como bloques.

Los ingenieros se sienten confiados de que las interacciones de tres o més factores no son muy impor-
tantes, pero est4n renuentes a ignorar las interacciones de dos factores. Por 1a tabla 8-14, inicialmente dos
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disefios parecen ser apropiados: el disefio 25, con 16 corridas y el disefio 23> con 32 corridas. La tabla
XII(1) del apéndice indica que si s¢ usa el disefio con 16 corridas, habra un nimero considerable de alias
con interacciones de dos factores. Ademas, este disefio no puede correrse en cuatro bloques sin confundir
cuatro interacciones de dos factores con los bloques. Por lo tanto, los experimentadores deciden usar el
disefio 23;° en cuatro bloques. En este disefio se confunden con los bloques una cadena de alias de in-
teracciones de tres factores y una interaccién de dos factores (EH) y sus alias de interacciones de tres fac-
tores. La interaccién EH es la interacci6n entre la desviacion del eje a y la velocidad de alimentaci6n, y los
ingenieros consideran que una interaccién entre estas dos variables es altamente improbable.

La tabla 8-16 contiene ¢l disefio y las respuestas resultantes en términos de desviacion estindar x 10°
pulg. Puesto que la variable de respuesta es una desviacion estdndar, con frecuencia es mejor efectuar el
analisis después de una transformacioén logaritmica. En la tabla 8-17 se muestran las estimaciones de los
efectos. La figura 8-19 es una grafica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos, utilizando
In (desviaci6n estdndar X 10%) como la variable de respuesta. Los inicos efectos grandes son A = desvia-
cién del eje x, B = desviacion del eje y, y la cadena de alias que incluye AD + BG. Ahorabien, AD esla in-

Tabla 8-16 El disefio 2% en cuatro bloques del ejemplo 8-6

Disefio bésico Ordenreal Desviacion estandar
Corridla A B C D E F=ABCG=ABD H=BCDE Bloque delascorridas  (x 10° pulg)

1 - - - - - - - + 3 18 _ 2.76

2 + - - - - + + + 2 16 6.18

3 -+ - - - + + - 4 29 243

4 + + - - - - - 1 4 4.01

5 - - + - - + - - 1 6 2.48

6 + - + - - - + - 4 26 591

7 - + o+ - - - + + 2 14 2.39

8 + + + - - + - + 3 2 335

9 - - -+ - - + - 1 8 4.40
0 o+ - - o+ - + - - 4 32 4.10
n -+ - o+ - + - + 2 15 322
12 o+ + - 4+ - + + 3 19 378
13 - - + + + + + 3 24 532
4+ - o+ o+ - - - + 2 11 3.87
15 - + + + - - - - 4 27 3.03
16 + + + + - + + - 1 3 2.95
17 - - - - o+ - - - 2 10 2.64
18 + - - - + + + - 3 21 5.50
19 - + - - + + + + 1 7 2.24
20 + + - + - - + 4 28 428
21 - - + - + + - + 4 30 2.57
22 + - + - + - + + 1 2 5.37
23 -+ + - + - + - 3 17 2.11
24 + + + - + + - - 2 13 4,18
25 - - - 4+ + - + + 4 25 3.96
26 + - - + + + - + 1 1 3.27
27 -+ - + + + - - 3 23 341
28 + + - + + - + 2 12 4.30
29 - - + + 4+ + + - 2 9 4.44
30 + - + + + - - - 3 20 3.65
31 - + + + + - - + 1 5 4.41
32 + + + + + + + 4 31 3.40




334 CAPITULO 8 DISENOS FACTORIALES FRACCIONADOS DE DOS NIVELES

Tabla 8-17 Estimaciones de los efectos, coeficientes de regresién y sumas de cuadrados del ejemplo 8-6

Variable Nombre Nivel -1 Nivel +1
A Desviacién del ejex 0 15
B Desviacién del ejey 0 15
C Desviaci6én del eje z 0 15
D Fabricante de la herramienta 1 2
E Desviacion del eje a 0 30
F Velocidad del are6metro 90 110
G Altura de la plantilla sujetadora 0 15
H Velocidad de alimentacion 90 110
Variable® Coeficiente de regresion Efecto estimado Suma de cuadrados
Promedio global 1.28007
A 0.14513 0.29026 0.674020
B -0.10027 —0.20054 0.321729
C -0.01288 —0.02576 0.005310
D 0.05407 0.10813 0.093540
E -2.531E-04 -5.063E-04 2.050E-06
F -0.01936 -0.03871 0.011988
G 0.05804 0.11608 0.107799
H 0.00708 0.01417 0.001606
AB + CF + DG -0.00294 -0.00588 2.767E-04
AC + BF -0.03103 -0.06206 0.030815
AD + BG -0.18706 -0.37412 1.119705
AE 0.00402 0.00804 5.170E-04
AF + BC -0.02251 -0.04502 0.016214
AG + BD 0.02644 0.05288 0.022370
AH -0.02521 —0.05042 0.020339
BE 0.04925 0.09851 0.077627
BH 0.00654 0.01309 0.001371
CD + FG 0.01726 0.03452 0.009535
CE 0.01991 0.03982 0.012685
CG + DF -0.00733 -0.01467 0.001721
CH 0.03040 0.06080 0.029568
DE 0.00854 0.01708 0.002334
DH 0.00784 0.01569 0.001969
EF -0.00904 -0.01808 0.002616
EG -0.02685 -0.05371 0.023078
EH -0.01767 -0.03534 0.009993
FH -0.01404 -0.02808 0.006308
GH 0.00245 0.00489 1.914E-04
ABE 0.01665 0.03331 -0.008874
ABH —-0.00631 -0.01261 0.001273
ACD -0.02717 —0.05433 0.023617

*86lo los efectos principales y las interacciones de dos factores.
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Figura 8-19 Grifica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos
del ejemplo 8-6.

teraccién desviacion del eje x-fabricante de la herramienta, y BG es la interaccién desviacién del eje
y-altura de la plantilla sujetadora, y como estas dos interacciones son alias es imposible separarlas con
base en los datos del experimento en curso. Puesto que ambas interacciones incluyen un efecto principal
grande, también es dificil aplicar cualquier simplificacién I6gica “obvia” en esta situacion. Si se contara
con algin conocimiento de ingenieria o del proceso que arrojara luz sobre la situacién, entonces quiza po-
dria hacerse una eleccién entre las dos interacciones; en caso contrario, se necesitaran mas datos para se-
parar estos dos efectos (el problema de agregar corridas en un diseiio factorial fraccionado para separar
los alias de las interacciones, se estudia en 1a seccion 8-5 y en ¢l material suplementario de este capitulo).

Suponga que el conocimiento del proceso sugiere que posiblemente la interaccién apropiadaseaAdD. .
La tabla 8-18 es el anlisis de varianza resultante para el modelo con los factores 4, B, D yAD (el factor D
se incluy6 para preservar el principio de jerarquia). Observe que el efecto del bloque es pequeiio, lo cual
sugiere que los aremetros de la méquina no son muy diferentes.

La figura 8-20 es una grafica de probabilidad normal de los residuales de este experimento. Esta gra-
fica sugiere la presencia de colas ligeramente més gruesas que las normales, por lo que posiblemente de-

Tabla 8-18  Anailisis de varianza del ejemplo 8-6

Suma de Grados de Cuadrado :

Fuente de variacién cuadrados libertad medio F, Valor P
A 0.6740 1 0.6740 3942 <0.0001
B 0.3217 1 - 0.3217 18.81 - 0.0002
D : 0.0935 - 1 0.0935 5.47 0.0280
AD 1.1197 1 1.1197 : 65.48 <0.0001
Bloques 0.0201 3 0.0067

Etrror 0.4099 24 0.0171

Total 2.6389 31
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_ Figura 8-20 Grifica de probabilidad normal de los residuales del ejemplo 8-6.

1.825
Ir
E=Y
=
g D
E
3 >
5
o
i
S
2
5
D
075
Baja ) Alta

Desviacion del eje x {(A)

Figura 8-21 Grifica de la interaccién AD para el ejemplo 8-6.



8.5 DISENOS DERESOLUCIONTI 337

1.247 1.273
|
|
0.8280 |
s ; 1370
|
| .
1504 1.310
Desviacién del eje y, B ‘ P Rt
/s 2
e
’ 7 Fabricante de
70.9585 1.745 la herramienta, D
1 -
L ™~
o +15

Desviacion del eje x. A

Figura 8-22 El disefio 2%,° del ejemplo 8-6 proyectado en cuatro
réplicas de un disefio 2* en los factores 4, By D.

ban considerarse otras transformaciones. La gréfica de la interaccién 4D se presenta en la figura 8-21.
Observe que el fabricante de la herramienta (D) y la magnitud de la desviacion del eje x (4) tienen un im-
pacto profundo en la variabilidad, del perfil del 4labe, de las especificaciones de disefio. Correr 4 en el ni-
vel bajo (0 desviacion) y comprar las herramientas al fabricante 1 produce los mejores resultados. En la
figura 8-22 se muestra la proyeccién de este disefio 2}, en cuatro réplicas de un disefio 2° en los factores
A, By D.Lamejor combinaci6n de las condiciones de operacién esA en el nivel bajo (0 desviacién), B en
el nivel alto (0.015 en desviacién) y D en el nivel bajo (fabricante de herramientas 1).

--------- L I I I I I I I O I R I I A A R R I A A A N )

8.5 DISENOS DE RESOLUCION 111

Como se sefialé anteriormente, el uso secuencial de los diseiios factoriales fraccionados es muy til, lle-
vando con frecuencia a una gran economia y eficiencia de la experimentacion. Se ilustran ahora estas
ideas utilizando la clase de los disefios de resolucién IIL

Es posible construir disefios de resolucién II para investigar hasta k = N — 1 factores en s6lo N corri-
das, donde N es un muiltiplo de 4. Con frecuencia estos disefios son utiles en la experimentacién indus-
trial. Los disefios en los que N es una potencia de 2 pueden construirse con los métodos presentados
anteriormente en este capitulo, y éstos se presentan primero. De particular importancia son los disefios
que requieren 4 corridas para hasta 3 factores, 8 corridas para hasta 7 factores y 16 corridas para hasta 15
factores. Si k = N - 1, se dice que el disefio factorial fraccionado estd saturado.

Un disefio para analizar hasta tres factores en cuatro corridas es el disefio 277", el cual se present6 en
la seccién 8-2. Otro diseiio factorial fraccionado saturado muy 1itil es el disefio para estudiar siete factores
en ocho corridas, es decir, el disefio 2] * . Este disefio es una fraccién un dieciseisavo del disefio 2'. Puede
construirse apuntando primero los niveles positivos y negativos de un disefio 2’ completo en 4, By C
como el disefo basico, y asociando después los niveles de cuatro factores adicionales con las interacciones
de los tres factores originales de la siguiente manera: D = AB,E = AC,F = BCy G = ABC. Por lo tanto,
los generadores de este disefio son/ = ABD,I = ACE,I = BCF e I = ABCG. El diseno se muestra en la ta-
bla 8-19.
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Tabla 8-19 El disefio 217 con los generadores I = ABD, I = ACE, I = BCF e I = ABCG

Disefio bésico
Corrida A B C D=A4B E=A4C F=BC G =ABC
1 - - + + + - def
2 + - -~ - - + + afg
3 - + - - -+ - + beg
4 + + - + - - - -abd
5 - - + + - - + cdg
6 + - + -~ + - - ace
7 - + + - - + - bef
8 + + + + + + + abcdefg

La relacion de definicién completa de este disefio se obtiene multiplicando entre si los cuatro genera-
dores ABD, ACE, BCFy ABCG de dos en dos, de tres en tres y los cuatro ala vez, de donde se obtiene
I= ABD= ACE= BCF = ABCG= BCDE= ACDF = CDG
= ABEF = BEG= AFG= DEF = ADEG= CEFG= BDFG= ABCDEFG

Para encontrar los alias de cualquier efecto, simplemente se multiplica el efecto por cada palabra de la re-
lacién de definici6n. Por ejemplo, los alias de B son
B= AD= ABCE= CF = ACG= CDE= ABCDF = BCDG= AEF EG
= ABFG= BDEF = ABDEG= BCEFG= DFG= ACDEFG

Este disefio es una fraccion un dieciseisavo, y como los signos elegidos para los generadores son posi-
tivos, se trata de la fraccion principal. Es también de resolucion III porque €l nimero menor de letras de
cualquier palabra de la definicion de contraste es tres. Cualquiera de los 16 diferentes disefios 2;;* de esta
familia podria construirse utilizando los generadores con 1 de los 16 arreglos posibles de los signos en
I = *A4BD,I = *ACE, I = *BCF, I = *ABCG. '

Los siete grados de libertad de este disefio pueden usarse para estimar los siete efectos principales.
Cada uno de estos efectos tiene 15 alias; sin embargo, si se supone que las interacciones de tres o més fac-
tores son insignificantes, se consigue entonces una simplificacién considerable en la estructura de los alias.
Estableciendo este supuesto, cada una de las combinaciones lineales asociadas con los siete efectos
principales de este disefio es en realidad una estimacién del efecto principal y las tres interacciones de dos
factores:

{,~A+BD+CE+FG
£, » B+ AD+CF+EG
£, = C+AE+BF+DG
¢, +» D+ AB+CG+EF (8-1)
£y =+ E+ AC+BG+DF
£, »F+BC+AG+DE
£; = G+CD+BE+AF

Estos alias se encuentran en la tabla XII(h) del apéndice, ignorando las interacciones de tres factores y de
6rdenes superiores.
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El disefio saturado 27;* de la tabla 8-19 puede usarse para obtener disefios de resolucion 111 para es-
tudiar menos de siete factores en ocho corridas. Por ejemplo, para generar un disefio para seis factores en
ocho corridas, simplemente se elimina cualquiera de las columnas de la tabla 8-19, digamos la G. Se obtie-
ne asi el diseflo que se muestra en la tabla 8-20.

Es sencillo verificar que este disefio es tambi€n de resolucién I1T; de hecho es un disefio 2;;°, 0 una
fraccién un octavo, del disefio 28, La relacién de definicion del diseio 25> es igual a la relacion de defini-
ci6n del disefio 2/ original, con las palabras que incluyen la letra G eliminadas. Por lo tanto, la relacién
de definicion del nuevo disefo es

I= ABD= ACE = BCF = BCDE = ACDF = ABEF = DEF

En general, cuando se eliminan d factores para producir un nuevo disefio, la nueva relacion de definicion
se obtiene de las palabras de la relacion de definici6n original que no contienen ninguna de las letras eli-
minadas. Cuando se construyen disefios con este método, debera prestarse atencién para obtener el me-
jor arreglo posible. Si se eliminan las columnas B, D, F y G de la tabla 8-19, se obtiene un disefio para tres
factores en ocho corridas, no obstante que las combinaciones de tratamientos corresponden a dos répli-
cas de un disefio 2. Probablemente el experimentador preferirfa correr un disefio 2° completo en4, Cy E.

También es posible obtener un disefio de resolucién I1I para estudiar hasta 15 factores en 16 corridas.
Este disefio 25 saturado puede generarse apuntando primero las 16 combinaciones de tratamientos
asociadas con un disefio 2* en 4, B, C y D e igualando después 11 nuevos factores con las interacciones de
dos, tres y cuatro factores de los cuatro factores originales. En este disefio, cada uno de los 15 efectos prin-
cipales es alias de siete interacciones de dos factores. Puede usarse un procedimiento similar para el dise-
fio 2%, lo cual permite el estudio de hasta 31 factores en 32 corridas.

Ensamblaje secuencial de fracciones para separar efectos

Mediante la combinacién de disefios factoriales fraccionados en los que se han intercambiado ciertos sig-
nos, es posible aislar de manera sistematica los efectos de interés potencial. A este tipo de experimento
secuencial se le llama doblez o plegado (fold over) del diseno original. La estructura de los alias de cual-
quier fracci6n con los signos de uno o mas de los factores invertidos se obtiene haciendo el cambio de sig-
no apropiado en los factores de la estructura de los alias de la fraccién original.

Tabla 8.20 El disefio Zm con los generadores I = ABD, I = ACE e[ = BCF

Disefno basico
Corrida A B C D=AB E=AC F=BC

1 - - - + + + def

2 + - - - - + af

3 - + - ~ + - be

4 + + - + - - abd

5 - - + + - - cd

6 + - + - + - ace

7 - + + - - + bef

8 + + + + + + abcdef
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Considere el disefio 2/;* de 1a tabla 8-19. Suponga que junto con esta fraccién principal se corre tam-
bién un segundo disefio fracc1onado con los signos invertidos en la columna del factor D. Es decir, la co-
lumna de D de la segunda fraccion es

—++——++—
Los efectos que pueden estimarse a partir de la primera fraccién se muestran en la ecuacion 8-1, y a partir
de la segunda fraccién se obtiene
¢y » A— BD+CE+FG
Ly »B— AD+CF+EG
L. »C+AE+BF—-DG
¢, » D— AB— CG—- EF
{_, >—D+AB+CG+EF
¢, = E+ AC+BG— DF
¢, - F+BC+AG—-DE
¢ »G—CD+BE+ AF

es decir, (8-2)

suponiendo que no son significativas las interacciones de tres factores y de 6rdenes superiores. Ahora
bien, a partir de las dos combinaciones lineales de los efectos (4 + £,) y 3(4 — £';) se obtiene

i De }(4,+£)) De 5(¢, = 4,)
A A+ CE+ FG BD
B B+CF+EG AD
C C + AE + BF DG
D D AB + CG +EF
E E + AC + BG DF
F F+ BC + AG DE
G G + BE + AF CcD

Por lo tanto, se ha aislado el efecto principal de Dy todas sus interacciones de dos factores. En gene-
ral, si a un disefio fraccionado de resolucion IIT o mayor se le agrega una fraccién adicional con los signos
de un solo factor invertidos, entonces ¢l disefio combinado producir4 las estimaciones del efecto principal
de ese factor y sus interacciones de dos factores.

Suponga ahora que a un disefio fraccionado de resolucién III se le agrega una segunda fraccién en la
que los signos de todos los factores estdn invertidos. Este tipo de doblez (llamado en ocasiones doblez com-
pleto o reflexion) rompe los vinculos de alias entre los efectos principales y las interacciones de dos facto-
res. Es decir, puede usarse el diseiio combinado para estimar todos los efectos principales quitados de
todas las interacciones de dos factores. En el siguiente ejemplo se ilustra la técnica.

EJEMPLO 8.7 «+++vv--- S e s s ees e tes st asesa s et an e nn

Un analista de desempefio humano conduce un experimento para estudiar el tiempo de enfoque del ojoy
ha construido un aparato en el que pueden controlarse varios factores durante la prueba. Los factores
que considera importantes inicialmente son la agudeza o claridad visual (A4), 1a distancia del objetivo al
0jo (B), la forma del objetivo (C), el nivel de iluminaci6n (D), el tamaiio del objetivo (E), la densidad del
objetivo (F) y el sujeto (7). Se consideran dos niveles de cada factor. El analista sospecha que solo algu-
nos de estos siete factores son de importancia principal y que pueden omitirse las interacciones de érde-
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Tabla 8-21 Disefio 27* para el experimento del tiempo de enfoque del ojo

Disefio bésico
Corrida A B C D=AB E=AC F=BC G =ABC Tiempo
1 - - - + + + - def 85.5
2 + - - - - + + afg 75.1
3 - + - - + - + beg 93.2
4 + + - + - - - abd 1454
5 - - + + - - + cdg 83.7
6 + + - + - - ace 71.6
7 - + + - + - bef 95.0
8 + + + + + abcdefe 1418

nes superiores entre los factores. Con base en este supuesto, el analista decide correr un experimento de
tamizado para identificar los factores més importantes para después enfocar el estudio en los mismos.
Para explorar estos siete factores, el experimentador corre las combinaciones de tratamientos del disefio
277" de la tabla 8-19 de manera aleatoria, obteniendo los tiempos de enfoque en milisegundos, como se
muestra en la tabla 8-21.

A partir de estos datos pueden estimarse siete efectos principales y sus alias. Por la ecuacion 8-1 se
observa que los efectos y sus alias son

= 20.63 » A+ BD+CE+FG

38.38 = B+ AD+CF+EG
= -028 - C+ AE+BF+ DG
28.88 = D+ AB+CG+ EF
-0.28 - E+ AC+BG+ DF
= =063+ F+BC+AG+DE
= =243 » G+CD+ BE+ AF

Y

-]

o

[~]
Il

bxy

™

£
4
L
£
£
£
£

G
Por ejemplo,
£, =%4(—855+751-932+1454—83.7+77.6- 95.0+141.8) = 20.63

Los tres efectos mas grandes son £, £, 4,. La interpretacién mas simple de los datos es que los efectos
principales de 4, By D son todos significativos. Sin embargo, esta interpretacién no es inica, ya que otra
conclusion légica seria que A4, By la interaccién AB, o quizd B, Dy la interaccion BD, o talvezA, Dylain-
teraccion AD son los verdaderos efectos. .

Observe que ABD es una palabra en la relacion de definicion de este disefio. Por lo tanto, este disefio
27-* no se proyecta en un factorial 2° en ABD; en cambio, se proyecta en dos réplicas de un disefio 2*7,
como se ilustra en la figura 8-23. Puesto que el disefio 2> es de resolucién III, A4 serd alias de BD, B sera
alias de AD y D ser4 alias de AB, por lo que no es posible separar las interacciones de los efectos principa-
les. En este caso, quiz4 el analista haya tenido mala suerte. Si hubiera asignado el nivel de iluminacién a C
en lugar de a D, el disefio se habria proyectado en un disefio 2° completo, y la interpretacién podria haber
sido mas sencilla.

Para separar los efectos principales y las interacciones de dos factores, se corre una segunda fraccion
con todos los signos invertidos. Este doblez del disefio se muestra en la tabla 8-22, junto con las respuestas
observadas. Note que cuando se hace el doblez de un disefio de resolucién III de esta manera, de hecho se
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Figura 8-23 El diseio 27;* proyectado en
dos réplicas de un disefo 27" enAd,ByD.

CAPITULO 8 DISENOS FACTORIALES FRACCIONADOS DE DOS NIVELES

cambian los signos de los generadores que tienen un ndmero impar de letras, Los efectos estimados por
esta fraccién son '

BmTET N

L
14
4
i4
i4
14
£

' =-17.68 > A— BD— CE— FG
"= 3773 > B- AD-CF-EG
"= =333+ C— AE— BF— DG
29.88 » D~ AB— CG— EF

0.53 -» E—- AC— BG— DF
' = 163 ->F—BC—AG-DE
"= 268 »G-CD—BE— AF

Al combinar esta segunda fraccién con la original se obtienen las siguientes estimaciones de los efectos:

De 3(Z, — )

QEEmoaw e~

De (¢, +£))
A= 148
B = 3805
C= -180
D= 2938
E= 013
F= 050
G= 013

BD + CE + FG = 19.15
AD + CF+ EG= 033
AE + BF + DG = 1.53
AB + CG +EF = —0.50
AC + BG + DF = 0.40
BC + AG + DE =-1.53
CD + BE + AF = -2.55

Tabla 8-22 Un doblez del disefio 27 * en el experimento del tiempo de enfoque del ojo

Disefio bésico

Corrida .4 B C D=- E=-4C F=-BC G =ABC Tiempo
1 + + + - - - + abcg 91.3
2 - +- + + + - - bede 136.7
3 + - + + - + - acdf 824
4 - - + - + + + cefg 73.4
5 + + - - + + - abef 941
6 - + - + - + + bdfg 143.8
7 + - - + + - + adeg 87.3
8 - - - - - - - (1) 71.9
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Los dos efectos mas grandes son By D. Ademas, el tercer efecto mas grande es BD + CE + FG, porlo
que parece razonable atribuir esto a la interaccién BD. El analista us6 los dos factores, distancia (B) y ni-
vel de iluminacion (D), en experimentos subsecuentes con los demis factores 4, C, E'y F en ajustes estdn-
dar, y verificd los resultados obtenidos aqui. Decidi6 usar los sujetos como bloques en estos nuevos
experimentos en lugar de ignorar el efecto potencial del sujeto debido a que fue necesario utilizar varios
sujetos diferentes para completar €l experimento.

La relacién de definicién para un disefio de doblez
La combinacién de disefios factoriales fraccionados por medio de un doblez, como la que se hizo en el
ejemplo 8-7, es una técnica muy util. Con frecuencia es de interés conocer la relacién de definicién del di-
sefio combinado. Puede determinarse con facilidad. Cada fraccion separada tendrd L + U palabras usa-
das como generadores: L palabras con el mismo signo y U palabras con signos diferentes. En el disefio
combinado se usardn L + U - 1 palabras como generadores. Estas serén las L palabras con el mismo signo
ylas U ~ 1 palabras que constan de productos pares independientes de las palabras que tienen signos dife-
rentes. (Los productos pares son las palabras tomadas de dos en dos, de cuatro en cuatro, etcétera.)

Para ilustrar este procedimiento, considere el disefio del ejemplo 8-7. Para la primera fraccién, los ge-
neradores son

I=ABD, I=ACE, I=BCF ¢ I=ABCG
y para la segunda fracci6n son
I=—ABD, I=-~ACE, I=—-BCF e I=ABCG

Observe que en la segunda fraccion se han intercambiado los signos de los generadores con un nimero
impar de letras. Asimismo, observe que L + U =1 + 3 = 4. El disefio combinado tendrd/ = ABCG (la pa-
labra con el mismo signo) como generador y dos palabras que son productos pares independientes de las
palabras con signos diferentes. Por ejemplo, témese I = ABD e I = ACE; entonces I = (ABD)(ACE) =
BCDE es un generador del diseio combinado. Asimismo, témese I = ABD e I = BCF; entonces
I = (ABD)(BCF) = ACDF es un generador del disefio combinado. La relacion de definicion completa
para el disefio combinado es

I= ABCG= BCDE= ACDF = ADEG= BDFG= ABEF = CEFG

Diseios de Plackett-Burman

Estos disefios, atribuidos a Plackett y Burman, son disefios factoriales fraccionados de dos niveles para es-
tudiar k = N -1 variables en N corridas, donde N es un miltiplo de 4. $i N es una potencia de 2, estos dise-
fios son idénticos a los que se presentaron anteriormente en esta seccién. Sin embargo, para N = 12, 20,
24,28y 36, los diseiios de Plackett-Burman en ocasiones son de interés. Puesto que estos disefios no pue-
den representarse como cubos, en ocasiones se les llama diseiios no geométricos.

En la mitad superior de la tabla 8-23 se presentan los renglones de signos positivos y negativos que se
usan para construir los disefios de Plackett-Burman para N = 12, 20, 24 y 36, mientras que en la mitad in-
ferior de la tabla se presentan los bloques de signos positivos y negativos para construir el disefio para N =
28. Los disefios para N = 12, 20, 24 y 36 se obtienen escribiendo el renglén apropiado de la tabla 8-23
como una columna (o rengl6n). Entonces se genera una segunda columna (o renglon) a partir de la pri-
' mera moviendo los elementos de la columna (o renglén) hacia abajo (o hacia la derecha) una posicion y
colocando el dltimo elemento en la primera posicion. Una tercera columna (o renglén) se produce a par-
tir de la segunda de manera similar, y el proceso se continiia hasta que se genera la columna (o renglon) k.
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Tabla 8-23  Signos positivos y negativos para los disefios de Plackett-Burman
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k=11, N=12++—4++———+—

k=19, N =204+ ——++++—-+—+————++-

k=23 N=24+++++—+—+F++—-——F++——+—F————

k=35 N=36—"+—-+++———+++++—+++—--+~—~——F+—+—++——+ -

k=27, N=128

+ =ttt ——— -t ———t—— +4+ =+ —++—+
+4+—+++——= ——tt——t—- =ttt -t —
—+++++—-—- tm——t =t +—+—++—++
———+—++++ ——t -t +—+++-+—+
———t++—t+++ +————tt—— S e
————+++++ —t =t ===t — —+++—-+—-++
e st o ——+——+—+- +—++—F+++-
+++———++— +——+————+ ++—++—-—++
e Rt 2 5 —t - —++—+++-+

Después se agrega un renglén de signos negativos, completandose asi el disefio. Para N = 28, los tres blo-

ques X, Yy Z se apuntan en el orden

XY Z
Z XY
YZ X

y se agrega un renglon de signos negativos a estos 27 renglones. El disefio para N = 12 corridasy k = 11

factores se muestra en la tabla 8-24.

Los disefios no geométricos de Plackett-Burman para N = 12, 20, 24, 28 y 36 tienen estructuras de los
alias muy intrincadas. Por ejemplo, en el disefio de 12 corridas, todos los efectos principales son alias par-
ciales de cada una de las interacciones de dos factores en los que no estan incluidos. Por ejemplo, la in-
teraccién AB es alias de los nueve efectos principales C, D, ..., K. Ademas, cada uno de los efectos
principales son alias parciales de 45 interacciones de dos factores. En disefios mas grandes, la situacion es

todavia mis compleja. Se recomienda al experimentador usar estos disefios con mucho cuidado.

Tabla 8-24 Disefio de Plackett-Burman para N = 12,k = 11

Corrida A B C D E F G H I J K
1 + - + - - + + + - +
2 + + - + - - - + + + -
3 - + + - + - - - + + +
4 + - + + - + - - - + +
5 + + - + + - + - - - +
6 + + + - + + - + - - -
7 - + + + - + + - + - -
8 - - + + + - + + S = + -
9 - - - + + + - + + - +

10 - - - + + + - + + -
11 - - - + + + - + +

12
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a) Proyeccion en tres factores
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b) Proyeccién en cuatro factores

Figura 8-24 Proyeccion del disefio de Plackett-Burman de 12 corridas
en disefios de tres y cuatro factores.

Las propiedades proyectivas de los disefios no geométricos de Plackett-Burman no son avasalladora-
mente atractivas, Por ejemplo, considere el disefio de 12 corridas de la tabla 8-24. Este disefio se proyecta-
r4 en tres réplicas de un disefio 2% completo en dos cualesquiera de los 11 factores originales. Sin embargo,
en tres factores, el disefio proyectado es un disefio 2° completo mas un factorial fraccionado 234 (verlafi-
gura 8-24a). Por lo tanto, el disefio de Plackett-Burman de resolucién III tiene proyectividad 3, lo cual sig-
nifica que se plegard en un diseiio factorial completo en cualquier subconjunto de tres factores. El disefio
257 s6lo tiene proyectividad 2. Las proyecciones de cuatro dimensiones se muestran en la figura 8-24b.

Observe que estas proyecciones de tres y cuatro factores no son disefios balanceados.

EJEMPLO 8.8 ++coevravvrossaannans Cesresaerenaaenan Chtesheasseatarasnanann
Se ilustraran algunas de las dificultades potenciales asociadas con los disefios de Plackett-Burman utili-
zando el disefio de 11 variables con 12 corridas y un conjunto de datos simulados. Se supondra que el pro-

ceso tiene tres efectos principales significativos (4, B, D) y dos interacciones significativas de dos factores
(4B y AD). El modelo es

y=200+8x, +10x, +12x, -~ 12x,x, +9x,x, +¢

donde cada x; es una variable codificada definida en el intervalo -1, +1y ¢ es un término NID(0, 9) del
error aleatorio. Por lo tanto, tres de los k = 11 factores son grandes, y hay dos interacciones grandes; la si-
tuacion no estd fuera de razon.

En la tabla 8-25 se presenta el disefio de Plackett-Burman con 12 corridas y las respuestas simuladas.
Este disefio luce diferente al disefio de 12 corridas de la tabla 8-24 porque se construy6 utilizando el ren-
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Tabla 8-25 Disefio de Plackett-Burman para el ejemplo 8-8

Corrida A B C D E F- G H J K L  Respuesta
1 + + - + + + - - - + - 231
2 - + + - + + + - - - + 207
3 + - + + - + + + - - - 230
4 - + - + + - + + + - - 217
5 . - - + - + + - + + + - 175
6 - - - + - + + - + + + 176
7 + - - - + - + + - + + 183
8 + + - - - + - + + - + 185
9 + + + -~ - - + - + + - 181

10 - + + + - - - + - + + 220
11 + - + + + - - + - + 229
12 - - - - - - - - - - - 168

glén de signos parak = 11, N = 12 de la tabla 8-23 como renglén. En la tabla 8-26 se muestran las estima-
ciones de los efectos. Observe que hay siete efectos grandes: A, B, C, D, E, Jy K (y, desde luego, sus alias).
No es evidente de inmediato que algunos de estos efectos podrian ser interacciones. Parte de esta ambi-
giiedad podria resolverse haciendo el doblez del disefio. Con esto por lo general se resolveran los efectos
principales, pero con frecuencia sigue dejando al experimentador con la incertidumbre acerca de los efec-
tos de las interacciones.

La dificultad para interpretar un disefio de Plackett-Burman, ilustrada en el ejemplo anterior, ocurre
con mucha frecuencia en la practica. Sila eleccién est4 entre un disefio geométrico 211~ con 16 corridas o
un disefio de Plackett-Burman con 12 corridas que quizé tenga que doblarse (para lo cual se requeririan
24 corridas), el disefio geométrico puede resultar una mejor eleccion. Para mayores detalles ver Montgo-

mery, Borror y Stanley [81]. Bajo ciertas condiciones, los alias de un disefio no geométrico de Plac-

Tabla 8-26  Estimaciones de los efectos, coeficientes de regresién y sumas de cuadrados del ejemplo 8-8

Variable? Coeficiente de regresion Ffecto estimado Suma de cuadrados
Promedio global 200.167 :
A 6.333 12.667 481.333
B 6.667 . 13333 533.333
C 6.833 ' 12.667 560.333
D 17.000 34.000 3468.000
E 6.833 13.667 560.333
F 0.500 1.000 3.000
G -1.167 -2.333° : 16.333
H 1.500 3.000 27.000
J —6.333 -12.667 481.333
K -5.833 -11.667 408.333
L —0.167 -0.333 0.333

“Todos los efectos principales son alias parciales de 45 interacciones de dos factores.
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kett-Burman pueden desenredarse utilizando técnicas de construccién de modelos de regresion. Esto se
analiza en Hamada y Wu [53].

8.6 DISENOS DE RESOLUCIONIVY YV

Un disefio factorial fraccionado 2“7 es de resolucién IV si los efectos principales estédn separados de las
interacciones de dos factores y algunas interacciones de dos factores son alias entre si. Por lo tanto, si se
suprimen las interacciones de tres factores y de 6rdenes superiores, los efectos principales pueden esti-
marse directamente en un disefio 2;,”. Un ejemplo es el disefio 2%;* de la tabla 8-10. Ademas, las dos
fracciones combinadas del disefio 27;* del ejemplo 8-7 producen un disefio 2];°.

Cualquier disefio 25,7 debe incluir al menos 2k corridas. A los disefios de resolucién IV que contie-
nen exactamente 2k corridas se les llama disefios minimos. Los disefios de resolucién IV pueden obte-
nerse a partir de disefios de resolucién Il por el proceso de doblado. Recuerde que para hacer el doblez
de un disefio 2’{;” , simplemente se agrega a la fraccidn original una segunda fraccién con todos los sig-
nos invertidos. Entonces los signos positivos en la columna identidad I de la primera fraccién podrian
intercambiarse en la segunda fraccidn, y el factor (k + 1)-ésimo podria asociarse con esta columna. El
resultado es un disefio factorial fraccionado 2% 7. El proceso se muestra en la tabla 8-27 para el disefio
237, Es sencillo verificar que el disefio resultante es un disefio 23," con la relacién de definicién
I = ABCD.

También es posible hacer el doblez de disefios de resolucién IV para separar las interacciones de dos
factores que son alias entre si. Montgomery y Runger [83c] hacen notar que un experimentador puede te-
ner varios objetivos al hacer el doblez de un diseiio de resolucién IV, como 1) romper tantas cadenas de
alias de interacciones de dos factores como sea posible, 2) romper las interacciones de dos factores en una
cadena de alias especifica, o 3) romper las interacciones de dos factores que incluyen un factor especifico.
Una manera de hacer el doblez de un disefo de resolucién IV es corriendo una segunda fraccion en la que
se invierte el signo de todos los generadores del disefio que tienen un niimero impar de letras. Para ilus-
trar, considere el diseio 25,7 usado en el experimento del moldeo por inyeccién del ejemplo 8-4. Los ge-
neradores del disefio de la tabla 8-10 son I = ABCE e I = BCDF, La segunda fraccién usaria los

Tabla 8-27 Disefio 2" obtenido por doblez

D
I A B C
Disefio 2%, orginal con I = ABC

+ - - +
+ + - -
+ - + -
+ + + +
Segundo disefio 227" con los signos intercambiados
- - + +
- + - +
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generadores I = -ABCE e I = -BCDF, y el generador tnico para el disefio combinado seria I = ADEF.
Por lo tanto, el disefio combinado sigue siendo un disefio factorial fraccionado de resolucién IV. Sin em-
bargo, las relaciones de los alias seron mucho més sencillas que en el disefio 25> original. De hecho, las
unicas interacciones de dos factores que tendran alias son AD = EF, AE = DFy AF = DE. Todas las de-
m4s interacciones de dos factores pueden estimarse a partir del disefio combinado.

Como otro ejemplo, considere €l diseiio 25,° con 32 corridas. La tabla 8-14 indica que el mejor con-
junto de generadores para este disefio es [ = ABCF, I = ABDG e I = BCDEH. En la tabla XII(m) del
apéndice se muestran los alias para este disefio. Observe que hay seis pares de interacciones de dos facto-
res y un grupo de tres interacciones de dos factores que son alias. Si se hace el doblez de este disefio, 1a se-
gunda fracci6n tendria los generadores I = -ABCF, I = -ABDG eI = BCDEH. El disefio combinado tiene
los generadores I = CDFG e I = BCDEH, y la relacién de definicion completa es

I=CDFG= BCDEH = BEFGH

El disefio combinado es de resolucion IV, pero las unicas interacciones de dos factores que siguen tenien-
do alias son CD = FG, CF = DGy CG = DF. Se trata de una simplificacién considerable de los alias de la
fraccion original.

Observe que cuando se empicza con un disefio de resolucién I11, el procedimiento de doblez garanti-
za que el disefio combinado sera de resolucidn IV, con lo cual se asegura que todos los efectos principales
pueden separarse de sus alias en interacciones de dos factores. Cuando se hace ¢l doblez de un disefio de
resolucién IV, no necesariamente se separarin fodas las interacciones de dos factores. De hecho, si la
fraccion original tiene una estructura de los alias con mas de dos interacciones de dos factores en cual-
quier cadena de alias, el doblez no separard completamente todas las interacciones de dos factores.
Ambos ejemplos anteriores, el 25, y el 2% ° | tienen al menos una de tales cadenas de alias de interaccio-
nes de dos factores. Montgomery y Runger [83¢] dan una tabla de disefios hechos doblez recomendados
para fracciones de resolucién IV con 6 < k < 10 factores.

Los disefios de resolucién V son factoriales fraccionados en los que los efectos principales y las in-
teracciones de dos factores no tienen como alias otros efectos principales u otras interacciones de dos fac-
tores. Estos diseiios son muy poderosos, permitiendo la estimacion tinica de todos los efectos principales
y las interacciones de dos factores, siempre que todas las interacciones de tres factores y de ¢rdenes supe-
riores sean insignificantes. La palabra més pequeiia de la relacion de definicion de tal disefio debe tener
cinco letras. El disefio 2° con la relacién de definicién I = ABCDE es de resolucién V. Otro ejemplo es el
diseiio 25 > con las relaciones de definicién I = ABCDG e I = ABEFH. Ejemplos adicionales de estos di-
sefios se presentan en Box y Hunter [17¢].

Debido a que los disefios estdndar de resolucién V son disefios grandes cuando el niimero de factores
es moderadamente grande, existe cierto interés practico en los disefios factoriales fraccionados irregula-
res de resolucién V. Se cuenta con disefios dtiles para 4 < & < 9 factores. El disefio de 24 corridas para
k = 5 factores se muestra en la tabla 8-28. Puesto que se trata de un disefio de resolucién V, es posible esti-
mar los cinco efectos principales y las 10 interacciones de dos factores, suponiendo que las interacciones
de tres factores y 6rdenes superiores son insignificantes. El disefio para k = 4 factores tiene 12 corridas y
~ se comenta en el problema 8-22. Para k = 6, 7y 8, estos disefios tienen 48 corridas, y el disefio de nueve
factores tiene 96 corridas. El paquete de software Design-Expert contiene todos estos disefios.

Por ultimo, cabe sefalar que un doblez completo de un diseno de resolucion IV o V suele ser innece-
sario. En general, s6lo hay una o dos (o muy pocas) interacciones con alias que son de interés potencial.
Los alias de estas interacciones pueden por lo general separarse agregando un niimero pequefio de corri-
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Tabla 8-28 La fraccién irregular de
resolucién V para cinco factores
en 24 corridas

A B C D E
- + - - -
+ + - - -
- - + - -
+ + - -
- + — -
- — + -
+ - - + -
+ + - + -
+ - + + -
- + + + -
+ + + + ~
- - - - +
+ - - - +
+ + - - +
+ - + - +
- + + - +
+ + + - +
- - - + +
- + - + +
+ + - + +
- - + + +
+ - + + +
- + + + +

3

das a la fraccion original. Esta técnica se denomina en ocasiones doblez parcial. Para formarse una idea
de cdmo se hace esto, referirse al ejemplo 10-5y al material suplementario del texto de este capitulo.

8-7 RESUMEN

En este capitulo se introdujo el disefio factorial fraccionado 2. Se ha hecho hincapié en el uso de estos
disefios en experimentos de tamizado para identificar de manera rapida y eficaz el subconjunto de facto-
res que estdn activos, asi como para proporcionar cierta informacion sobre las interacciones. La propie-
dad de proyeccion de estos disefios hace posible en muchos casos examinar los factores activos con mayor
detalle. El ensamblaje secuencial de estos disefios por medio de un doblez es una manera muy eficaz de
obtener informacién adicional acerca de las interacciones que pueden identificarse como de posible im-
portancia en un experimento inicial.

En la practica, los disefios factoriales fraccionados 2°¥ con N = 4, 8, 16 y 32 corridas son muy utiles.
En la tabla 8-29 se resumen estos disefios, identificando cuéntos factores pueden usarse con cada diseiio
para obtener diferentes tipos de experimentos de tamizado. Por ejemplo, el disefio de 16 corridas es un
factorial completo para 4 factores, una fraccién un medio para 5 factores, una fraccién de resolucién IV
para 6 u 8 factores y una fraccién de resolucién III para 9 a 15 factores. Todos estos disefios pueden cons-
truirse utilizando los métodos explicados en este capitulo, y muchas de sus estructuras de los alias se
muestran en la tabla XII del apéndice.
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Tabla 8-29 Disefios factoriales y factoriales fraccionados driles del
sistema 2. Los niimeros en las celdas son el ntimero
de factores del experimento

Nimero de corridas

Tipo de disefio 4 8 16 32
Factorial completo 2 3 4 5
Fraccién un medio 3 4 5 6
Fracci6n de resolucién IV - 4 68 7-16
Fraccion de resolucion IIL 3 5-7 9-15 17-31

PROBLEMAS

Suponga que en el experimento del desarrollo del proceso quimico descrito en el problema 6-7 s6lo pudo co-
rrerse una fraceién un medio del disefio 24, Construir el disefio y llevar a cabo el anélisis estadistico utilizando
los datos de la réplica L.

Suponga que en el problema 6-15 s6lo pudo correrse una fraccién un medio del disefio 2*. Construir el disefio
y llevar a cabo el andlisis utilizando los datos de la réplica I.

Considere el experimento del grabado con plasma del problema 6-18. Suponga que s6lo pudo correrse una
fraccién un medio del disefio. Establecer el disefio y analizar los datos.

En el problema 6-21 se describe el estudio para mejorar un proceso durante la manufactura de un circuito in-
tegrado. Suponga que s6lo pudieron hacerse ocho corridas de este proceso. Establecer un disefio 25-2 apro-
piadoy encontrar la estructura de los alias. Utilizar las observaciones apropiadas del problema 6-21 como las
observaciones de este disefio y estimar los efectos de los factores. {Qué conclusiones pueden sacarse?
Continuacién del problema 8-4. Suponga que ha hecho las ocho corridas del disefio 252 del problema 8-4.
{Qué corridas adicionales se necesitarian para identificar los efectos de los factores que son de interés?
{Cuiles son las relaciones de los alias en el disefio combinado?

R.D. Snce (“Experimentacién con un nimero grande de variables”, en Experiments in Industry: Design,
Analysis and Interpretation of Results, de R.D. Snee¢, L.B. Hare y J.B. Trout, editores, ASQC) describe un ex-
perimento en el que se us6 un disefio 25-1 con I = ABCDE para investigar los efectos de cinco factores sobre
el color de un producto quimico. Los factores son A = solvente/reactivo, B = catalizador/reactivo, C = tem-
peratura, D = pureza del reactivo y E = pH del reactivo. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

e=—0.63 d =679
a= 251 ade = 547
b=-268 bde = 3.45
abe = 1.66 abd = 5.68
c= 206 cde =522
ace = 1.22 acd = 4.38
bce =-2.09 bed = 430
abc= 193 abcde = 4.05

a) Construir una grafica de probabilidad normal de los efectos. ;Qué efectos parecen estar activos?

b) Calcular los residuales. Construir una grafica de probabilidad normal de los residuales y graficar los resi-
duales contra los valores ajustados. Comentar las graficas.

¢) Si algunos de los factores son insignificantes, plegar el disefio 2*-! a un disefio factorial completo en los
factores activos. Comentar el disefio resultante e interpretar los resultados.

En un articulo de J.J. Pignatiello, Jr. y J.S. Ramberg del Journal of Quality Technology (vol. 17, pp. 198-206) se

describe el uso de un disefio factorial fraccionado con réplicas para investigar el efecto de cinco factores so-

bre la altura libre de los resortes de hojas utilizados en una aplicacién automotriz. Los factores son4 = tem-
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peratura del horno, B = tiempo de calentamiento, C = tiempo de transferencia, D = tiempo de retencién y
E = temperatura del aceite de templado. Los datos se presentan a continuacion:

A B C D E Altura libre

- - - - - 7.78 7.78 7.81
+ . - + - 8.15 8.18 7.88
_ + - + - 7.50 7.56 7.50
+ + - - - 7.59 7.56 7.75
_ - + + - 7.54 8.00 7.88
+ - + - - 7.69 3.09 8.06
- + + - - 7.56 7.52 _ 7.44
+ + + + - 7.56 7.81 7.69
- - - - + 7.50 7.25 712
+ - - + + 7.88 7.88 7.44
- + - + + 7.50 7.56 7.50
+ + - - + 7.63 7.75 7.56
_ - + + + 732 744 7.44
+ - + - + 7.56 7.69 7.62
- + + - + 7.18 7.18 7.25
+ + + + + 7.81 7.50 7.59

a) Escribir la estructura de los alias de este disefo. ¢Qué resolucidn tiene este disefio?

b) Analizar los datos. {Qué factores influyen en la altura libre promedio?

¢) Calcular el rangoy la desviacion estdndar de la altura libre para cada corrida. {Hay algtin indicio de que
cualquiera de estos factores afecta la variabilidad de la altura libre?

d) Analizar los residuales de este experimento y comentar los resultados.

e) (Este diseiio es el mejor posible para cinco factores en 16 corridas? Especificamente, ies posible encon-
trar un disefio fraccionado para cinco factores en 16 corridas con una resolucién més alta que la de este
disefio?

En un articulo de Industrial and Engineering Chemistry (“Informacién adicional acerca de la planeacién de

experimentos para aumentar la eficiencia de la investigacion”) se utiliza un disefio 252 para investigar el efec-

to de 4 = temperatura de condensacion, B = cantidad del material 1, C = volumen del solvente, D = tiempo
de condensacién y E = cantidad del material 2 sobre el rendimiento. Los resultados obtenidos son los si-
guientes:

e=232 ad =16.9 cd=238 bde =16.8
ab=155 = bc=16.2 ace =234  abede =18.1

a) Verificar que los generadores que se utilizaron en el disefio fueron I = ACE e I = BDE.

b) Apuntar la relacién de definicién completa y los alias de este disefio.

c) Estimar los efectos principales.

d) Elaborar la tabla del analisis de varianza. Verificar que las interacciones AB y AD estdn disponibles para
usarlas como error,

e) Graficar los residuales contra los valores ajustados. Construir también la grafica de probabilidad normal
de los residuales. Comentar los resultados. . .

Considere el experimento con ¢l resorte de hojas del problema 8-7. Suponga que el factor E (temperatura del

aceite de templado) es muy dificil de controlar durante la manufactura. ;Cuél seria el ajuste de los factores

A, B, Cy D para reducir la variabilidad de 1a altura libre tanto como sea posible, independientemente de la

temperatura del aceite de templado usada?

Construir un disefio 2™-2 seleccionando dos interacciones de dos factores como los generadores independien-

tes. Apuntar la estructura de los alias completa de este disefio. Delinear la tabla del anilisis de varianza.

¢Cudl es la resolucién de este disefio?



352

8-11.

8-12.

8-13.

8-14.

8-15.

8-16.

8-17.

8-18.

8-19.

8-20.

8-21.

8-22.

8-23.

CAPITULO 8 DISENOS FACTORIALES FRACCIONADOS DE DOS NIVELES

Considere el disefio 25 del problema 6-21. Suponga que s6lo pudo correrse una fraccién un medio. Ademds
se requirieron dos dias para hacer las 16 observaciones, y fue necesario confundir el disefio 25-1 en dos blo-
ques. Construir el disefio y analizar los datos.

Analizar los datos del problema 6-23 como si provinieran de un disefio 2" con] = ABCD. Proyectar el dise-

fio en un factorial completo en el subconjunto de los cuatro factores originales que parecen ser significativos.

Repetir el problema 8-12 utilizando I = ~4BCD. {El uso de la fraccién alterna modifica la interpretacién de

los datos? '

Proyectar el disefio 24! del ejemplo 8-1 en dos réplicas de un disefio 22 en los factores A y B. Analizar los da-

tos y sacar conclusiones. :

Construir un disefio 25>, Determinar los efectos que pueden estimarse si se corre una segunda fraccion de

este disefio con todos los signos invertidos. '

Considere el diseiio 25.* del problema 8-15. Determinar los efectos que pueden estimarse si se corre una se-

gunda fraccién de este disefio con los signos del factor A invertidos.

Hacer el doblez del disefio 2];* de la tabla 8-19 para producir un disefio de ocho factores. Verificar que el di-

sefio resultante sea 25, (Se trata de un disefio minimo?

Hacer el doblez de un disefio 23;? para producir un disefio de seis factores. Verificar que el disefio resultante

sea 252, Comparar este disefio con el disefio 25,% de la tabla 8-10.

Un ingeniero industrial realiza un experimento utilizando un modelo de simulacién Montecarlo de un siste-

ma de inventario, Las variables independientes de su modelo son la cantidad del pedido (4), el punto de un

nuevo pedido (B), el costo de organizacién (C), el costo del refrendo de pedidos (D) y 1a tarifa de transporta-
cién (E). La variable de respuesta es el costo anual promedio. Para ahorrar tiempo de computadora, el inge-
niero decide investigar estos factores utilizando un disefio 23, con I = ABD e I = BCE. Los resultados que

obtiene son de = 95, ae = 134, b = 158, abd = 190, ¢d = 92, ac = 187, bce = 155 y abcde = 185.

a) Verificar que las combinaciones de tratamientos dadas sean correctas. Estimar los efectos suponiendo
que las interacciones de tres factores y de 6rdenes superiores son insignificantes.

b) Suponga que se agrega una segunda fraccion ala primera, por ejemplo, ade = 136,e = 93,ab = 187,bd =
153, acd = 139, ¢ = 99, abce = 191y bede = 150. {Como se obtuvo esta segunda fraccién? Incorporar es-
tos datos a la fraccién original y estimar los efectos.

¢) Suponga que se corrié la fraccion abc = 189, ce = 96, bed = 154, acde = 135, abe = 193, bde = 152,ad =
137y (1) = 98. {C6mo se obtuvo esta fraccién? Incorporar estos datos en la fraccion original y estimar
los efectos. '

Construir un disefio 251, Indicar cémo puede correrse el disefio en dos bloques de ocho observaciones cada
uno. ;Alguno de los efectos principales o de las interacciones de dos factores estan confundidos con los blo-
ques?
Construir un disefio 272, Indicar c6mo puede correrse el disefio en cuatro bloques de ocho observaciones
cada uno. {Alguno de los efectos principales o de las interacciones de dos factores estdn confundidos con los
bloques?
Fracciones irregulares del disefio 2¢ (John [61d]). Considere un disefio 2*. Tienen que estimarse los cuatro efec-
tos principales y las seis interacciones de dos factores, pero no puede correrse el factorial 2° completo. El ta-
mafio del bloque més grande posible contiene 12 corridas. Estas 12 corridas pueden obtenerse de las cuatro
réplicas un cuarto definidas por I = *4B = £ACD = +BCD omitiendo la fracci6n principal. Indicar c6mo
pueden combinarse las tres fracciones 2% restantes para estimar los efectos requeridos, suponiendo que las
interacciones de tres factores y de 6rdenes superiores son insignificantes. Este disefio podria considerarse
como una fraccién tres cuartos.

Los 4nodos de carbono utilizados en un proceso de fundicion se fabrican en un horno anular. Se corre un ex-

perimento en el horno para determinar cuéles son los factores que influyen en el peso del material de empa-

que que se adhiere a los 4nodos después de la coccién. Seis variables son de interés, cada una con dos niveles:

A = relacién paso/finos (0.45, 0.55), B = tipo de material de empaque (1, 2), C = temperatura del material de

empaque (ambiente, 325°C), D = localizaci6n de la chimenea (adentro, afuera), E = temperatura del foso

(ambiente, 195°C) y F = tiempo de retraso antes del empaque (cero, 24 horas). Se corre un disefio 253 y se
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obtienen tres réplicas en cada uno de los puntos del disefio. El peso del material de empaque adherido a los
dnodos se mide en gramos. Los datos en el orden de las corridas son los siguientes: abd = (984, 8§26, 936);
abcdef = (1275, 976, 1457); be = (1217, 1201, 890); af = (1474, 1164, 1541); def = (1320, 1156, 913); cd =
(765, 705, 821); ace = (1338, 1254, 1294) y bef = (1325, 1299, 1253). Se desea minimizar la cantidad de mate-
rial de empaque adherido.

a) Verificar que las ocho corridas correspondan a un disefio 2};°. éCudl es la estructura de los alias?

b) Usar el peso promedio como respuesta. {Qué factores parecen tener influencia?

¢) Usar el rango de los pesos como respuesta. ({Qué factores parecen tener influencia?

d) (Qué recomendaciones podrian hacerse a los ingenieros del proceso?

Se corrié un experimento de 16 corridas en una planta de manufactura de semiconductores para estudiar los
efectos de seis factores sobre la curvatura o combadura de los dispositivos del sustrato producidos. Las seis
variables y sus niveles se presentan a continuacién:

Duracién Punto de
Temperaturade  Tiempo de Presionde  Temperatura  del ciclo de rocio de
laminacién laminacién laminacién de cocci6én coccién la coccién
Corrida &) ®) (tn) ) (h) )
1 55 10 5 1580 17.5 20
2 75 10 5 1580 29 26
3 55 25 5 1580 29 20
4 75 25 5 1580 175 26
5 55 10 10 1580 29 26
6 75 10 10 1580 175 20
7 55 25 10 1580 17.5 26
8 75 25 10 1580 29 20
9 55 10 5 1620 17.5 26
10 75 10 5 1620 29 20
1 55 25 5 1620 29 26
12 75 25 5 1620 17.5 20
13 55 10 10 1620 29 20
14 75 10 10 1620 17.5 26
15 55 25 10 1620 17.5 20
16 75 25 10 1620 29 26

Se hicieron cuatro réplicas de cada corrida, y se hizo una medicién de la combadura del sustrato. Los datos se
presentan enseguida:

Combadura por réplica (pulg/pulg) Total Media Desviacién
Corrida 1 2 3 4 (10~ pulg/pulg) (10~ pulg/pulg)  estdndar

1 0.0167 0.0128 0.0149 0.0185 629 157.25 24.418

2 0.0062 0.0066 0.0044 0.0020 192 48.00 20.976

3 0.0041 0.0043 0.0042 0.0050 176 44.00 4,083

4 0.0073 0.0081 0.0039 0.0030 223 55.75 25.025

5 0.0047 0.0047 0.0040 0.0089 223 55.75 22410

6 0.0219 0.0258 0.0147 0.0296 920 230.00 63.639

7 0.0121 0.0090 0.0092 0.0086 389 97.25 16.029

8 0.0255 0.0250 0.0226 0.0169 900 225.00 3942

9 0.0032 0.0023 0.0077 0.0069 201 50.25 26.725
10 0.0078 0.0158 0.0060 0.0045 341 85.25 50.341
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Combadura por réplica (pulg/pulg) Total Media Desviacién
Corrida 1 2 3 4 (10~ pulg/pulg) (10~ pulg/pulg)  estdndar
11 0.0043 0.0027 0.0028 0.0028 126 31.50 7.681
12 0.0186 0.0137 0.0158 0.0159 640 160.00 20.083
13 0.0110 0.0086 0.0101 0.0158 455 113.75 31.12
14 0.0065 0.0109 0.0126 0.0071 371 92.75 29.51
15 0.0155 0.0158 0.0145 0.0145 603 150.75 6.75
16 0.0093 0.0124 0.0110 0.0133 460 115.00 -17.45

a) &Queé tipo de disefio utilizaron los experimentadores?

b) ¢Cuiles son las relaciones de los alias en este disefio?

¢) G(Alguna de las variables del proceso afecta la combadura promedio?

d) (Alguna de las variables del proceso afecta la variabilidad de las mediciones de la combadura?

Tabla 8-30 Datos para el problema 8-25

A B C D E F Espesor del recubrimiento protector

Corrida Volumen Lote Tiempo,s Velocidad Aceleracion Cubierta Izg. Centto Der. Prom. Rango
1 5 Lote 2 14 7350 5 Sin 4531 4531 4515 45257 16
2 5 Lotel 6 7350 5 Sin 4446 4464 4428 4446 36
3 3 Lote 1 6 6650 5 Sin 4452 4490 4452 4464.7 38
4 3 Lote 2 14 7350 20 Sin 4316 4328 4308 43173 20
5 3 Lote 1 14 7350 5 Sin 4307 4295 4289 4297 18
6 5 Lote 1 6 6650 20 Sin 4470 4492 4495 44857 25
7 3 Lote 1 6 7350 5 Con 4496 4502 4482 44933 20
8 5 Lote 2 14 6650 20 Sin 4542 4547 4538 45423 9
9 5 Lote 1 14 6650 5 Sin 4621 4643 4613 46257 30
10 3 Lote 1 14 6650 5 Con 4653 4670 4645 4656 25
11 3 Lote 2 14 6650 20 Con 4480 4486 4470 44787 16
12 3 Lote 1 6 7350 20 Sin 4221 4233 4217 42237 16
13 5 Lote 1 6 6650 5 Con 4620 4641 4619 46267 22
14 3 Lote 1 6 6650 20 Con 4455 4480 4466 4467 25
15 5 Lote 2 14 7350 20 Con 4255 4288 4243 4262 45
16 5 Lote 2 6 7350 5 Con 4490 4534 4523 45157 44
17 3 Lote 2 14 7350 5 Con 4514 4551 4540 4535 37
18 3 Lote 1 14 6650 20 Sin 4494 4503 4496 44977 9
19 5 Lote 2 6 7350 20 Sin = 4293 4306 4302 43003 13
20 3 Lote 2 6 7350 -5 Sin 4534 4545 4512 45303 33
21 5 Lote 1 14 6650 20 Con 4460 4457 4436 4451 24
22 3 Lote 2 6 6650 5 Con 4650 4688 4656 4664.7 38
23 5 Lote 1 14 7350 20 Sin 4231 4244 4230 4235 14
24 3 Lote 2 6 7350 20 Con 4225 4228 4208 42203 20
25 5 Lote 1 14 7350 5 Con 4381 4391 4376 43827 15
26 3 Lote 2 6 6650. 20 Sin 4533 4521 4511 45217 22
27 3 Lotel 14 7350 20 Con 4194 4230 4172 41987 58
28 5 Lote 2 6 6650 5 Sin 4666 4695 4672 46777 29
29 5 Lote 1 6 7350 20 Con 4180 4213 4197 4196.7 33
30 5 Lote 2 6 6650 20 Con 4465 4496 4463 44747 33
31 5 Lote 2 14 6650 5 Con 4653 4685 4665 46677 32
32 3 Lote2 14 6650 5 Sin 4683 4712 4677 4690.7 35
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€) Si es importante reducir la combadura tanto como sea posible, (qué recomendaciones se harian?
Se usa un revestimiento por centrifugado para aplicar un recubrimiento fotoprotector en una oblea de silicio
natural. Esta operacion suele hacerse en las fases iniciales del proceso de fabricacién de semiconductores, y
el espesor promedio del recubrimiento protector y la variabilidad del espesor del mismo tienen un impacto
importante en los pasos subsecuentes de manufactura. Seis variables se usan en el experimento. Las varia-
bles y sus niveles alto y bajo se presentan a continuacién:

Factor Nivel bajo Nivel alto
Velocidad de centrifugado final 7350 rpm 6650 rpm
Indice de aceleracién 5 20
Volumen de recubrimiento protector aplicado Jee Scc
Tiempo del centrifugado 145 6s
Variacion del lote del recubrimiento protector Lote 1 Lote 2
Presion de descarga Sin cubierta Con cubierta

El experimentador decide usar un disefio 261y hacer tres lecturas del espesor del recubrimiento protector en

cada oblea de prueba. Los datos se muestran en la tabla 8-30.

a) Verificar que se trata de un disefio 26!, Discutir las relaciones de los alias de este dlseno

b) {Qué factores parecen afectar el espesor promedio del recubrimiento protector?

¢) Considerando que ¢l volumen del recubrimiento protector aplicado tiene un efecto reducido sobre el es-
pesor promedio, {tiene esto alguna implicacion practica importante para los ingenieros del proceso?

d) Proyectar este disefio en un disefio menor que incluya inicamente los factores significativos. Presentar
los resultados graficamente. {Ayuda esto en la interpretacién?

¢) Usar elrango del espesor del recubrimiento protector como variable de respuesta. { Hay algin indicio de
que alguno de estos factores afecte la variabilidad del espesor del recubrimiento protector?

f) &Dénde se recomendaria que corrieran el proceso los ingenieros?

Harry y Judy Peterson-Nedry (dos amigos del autor) son propietarios de un vifiedo y una fébrica vinicola en

Newberg, Oregon, Cultivan varias variedades de uvas y fabrican vino. Harry y Judy han usado disefios facto-

riales para el desarrollo de procesos y productos en el segmento de fabricacién vinicola de su negocio. Este

problema describe el experimento realizado para su Pinot Noir 1985. Originalmente se estudiaron ocho va-

riables, las cuales se muestran en este experimento:

Variable Nivel bajo (-) Nivel alto (+)
A = Clon de Pinot Noir Pommard Wadenswil

B = Tipo de roble Allier Trongais

C = Edad de la barrica Vieja Nueva

D = Levadura/contacto con la piel Champagne Montrachet

E = Vapores Ninguno Todos

F = Tostado de las barricas Ligero Medio

G = Racimos completos Ninguno ' 10%

H = Temperatura de fermentacién Baja (75°F max.) Alta (92°F méx.)

Harry y Judy decidieron usar un disefio 25, con 16 corridas. El vino fue catado por un panel de expertos el 8

de marzo de 1986. Cada experto califico las 16 muestras de vino catadas, siendo la calificacién 1 1a mejor. El

disefio y los resultados del panel de catadores se muestra en la tabla 8-31,

a) (Cuiles son las relaciones de los alias en el disefio seleccionado por Harry y Judy?

b) Usar las calificaciones promedio (y) como variable de respuesta. Analizar los datos y sacar conclusiones.
Se encontrara util examinar una grafica de probabilidad normal de las estimaciones de los efectos.
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d)
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Usar la desviacion estdndar de las calificaciones (o alguna transformacién apropiada tal como log s)
como variable de respuesta. ¢Qué conclusiones pueden sacarse acerca de los efectos de las ocho varia-
bles sobre la variabilidad de la calidad del vino?

Después de mirar los resultados, Harry y Judy coincidieron en que uno de los miembros del panel
(DCM) sabia més de cerveza que de vino, por lo que decidieron eliminar su calificacion. ¢Qué efecto
tendria esto en los resultados y las conclusiones de los incisos b y ¢?

Suponga que justo antes de empezar el experimento, Harry y Judy se enteraron de que las ocho nuevas
barricas que ordenaron de Francia para usarlas en el experimento no llegarian a tiempo, y que las 16 co-
rridas tendrfan que hacerse con las barricas viejas. Si Harry y Judy simplemente eliminan la columna C
de su disefio, {qué ocurre con las relaciones de los alias? ¢Es necesario que empiecen de nuevo y cons-
truyan otro disefio?

Harryy Judy saben por experiencia que es improbable que algunas de las combinaciones de tratamientos
produzcan buenos resultados. Por ejemplo, la corrida con las ocho variables en el nivel alto generalmen-
te resulta en un vino con una calificacién baja. Esto se confirmé el 8 de marzo de 1986 en la prueba del
vino. Quieren establecer un nuevo diseio para su Pinot Noir 1986 utilizando estas mismas ocho varia-
bles, pero no quieren correr el experimento con los ocho factores en el nivel alto. {Qué diseno sugeriria
el lector? '

En un articulo de Quality Engineering (“Una aplicacion de los disefios experimentales factoriales fracciona-
dos”, vol. 1, pp. 19-23) M.B. Kilgo describe un experimento para determinar el efecto de la presion del CO,
(4), la temperatura del CO, (B), la humedad del cacahuate (C), la velocidad de flujo del CO, (D) y el tamafio
de las particulas de cacahuate (E) sobre el rendimiento total del aceite por lote de cacahuates (y). Los niveles
que us6 para estos factores son los siguientes:

4, B, G, D, E,
Nivel presioén temperatura humedad flujo tamario de las
codificado (bar) (°C) (% por peso) (litros/min) particulas (mm)
-1 415 25 5 40 1.28
1 550 95 15 60 4.05

Kilgo realizé el experimento factorial fraccionado con 16 corridas que se muestra a continuacion.

A B C D E y
415 25 5 40 1.28 63
550 25 5 40 4.05 21
415 95 5 40 4.05 36
550 95 5 40 1.28 99
415 25 15 40 4.05 24
550 25 15 40 1.28 66
415 95 15 40 1.28 71
550 95 15 40 4,05 54
415 25 5 60 4.05 23
550 25 5 60 1.28 74
415 95 5 60 1.28 80
550 95 5 60 4.05 33
415 25 15 60 1.28 63
550 25 15 60 4.05 21
415 95 15 60 4,05 44

550 95 15 60 1.28 96
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a)
b)

€)

'd)

€)

CAPITULO 8 DISENOS FACTORIALES FRACCIONADOS DE DOS NIVELES

¢Qué tipo de disefio se ha utilizado? Identificar la relaci6n de definici6n ylas relaciones de los alias.
Estimar los efectos de los factores y usar una gréfica de probabilidad normal para hacer la identificacién
tentativa de los factores importantes. .

Efectuar el andlisis estadistico apropiado para probar las hip6tesis de que los factores identificados en el
inciso b anterior tienen un efecto significativo sobre el rendimiento del aceite de cacahuate.
Ajustar un modelo que pueda usarse para predecir el rendimiento del aceite de cacahuate en términos
de los factores que se han identificado como importantes.

Analizar los residuales de este experimento y comentar la adecuacién del modelo,

Los ingenieros de la planta Essex Aluminum de Ford Motor Company llevaron a cabo un experimento facto-
rial fraccionado en 10 factores con 16 corridas para el vaciado en arena de tubos miltiples para motor, el cual
se describe en el articulo “Estudio del proceso de vaciado evaporativo para miltiples de admisi6n de 3.0 li-
tros ‘Poor Sandfill’”, de D. Becknell (Fourth Symposium on Taguchi Methods, American Supplier Institute,
Dearborn, MI, pp. 120-130). El objetivo fue determinar cudles de los 10 factores tienen un efecto sobre la
proporcién de vaciados defectuosos. El disefio y la proporci6n resultante de vaciados no defectuosos p que
se observaron en cada corrida se presentan enseguida. Se trata de una fracci6n de resolucién I1I con genera-
dores E = CD,F = BD, G = BC, H=AC,J] = ABy K = ABC. Suponga que el niimero de vaciados hechos en
cada corrida del disefio es 1000.

Modificacién

Comida A B C D E F G H K b awsenyh g F&T
1 - - - - + + + 4+ + - 0958 1.364 1.363
2 + - - -+ + + - - + 1.000 1571 1.555
3 -+ - -+ - -+ -  + 0977 1.419 1417
4 + + - - + - - -+ - 0775 1.077 1.076
5 - -+ - -+ - - + + 0958 1.364 . 1.363
6 + -  + - -+ -  + - -~ 0.958 1.364 1.363 -
7 -+ + - - e - - 0813 1.124 1.123
8 + + o+ - - -+ + + + 0906 1.259 1.259
9 - - -+ - - 4+ + + - 0679 0.969 0.968
10 + - - + - S -+ 0781 1.081 1.083
11 -+ - + - + - + - + 1000 1571 1.556
12 + + -+ - 4+ - - 4+ - 086 1241 1.242
13 - - + + o+ - - + + 0958 1.364 1.363
14 + - + + o+ - + - - 0818 1.130 1.130
15 -+ + + + 4+ 4+ - - 0.841 1.161 1.160
16 + + + + + + + + + + 0955 1.357 1.356
a) Encontrar la relacién de definicién y las relaciones de los alias de este disefio.
b) Estimar los efectos de los factores y usar una grafica de probabilidad normal para hacer la identificacién

tentativa de los factores importantes.

c) Ajustar el modelo apropiado utilizando los factores identificados en el inciso b anterior.

.d) Graficar los residuales de este modelo contra la proporcién predicha de vaciados no defectuosos. Cons-
truir tambi€n una grafica de probabilidad normal de los residuales. Comentar la adecuacién de estas gré-
ficds. :

e) Ellector habré notado en el inciso 4 un indicio de que la varianza de la respuesta no es constante (consi-

derando que la respuesta es una proporcién, esto deberia haberse anticipado). La tabla anterior también
muestra una transformacién de p, arcsen de la rafz cuadrada de p, que es de uso generalizado como
transformacioén para estabilizar la varianza de los datos de la proporci6n (referirse a la discusi6n de las
transformaciones para estabilizar 1a varianza del capitulo 3). Repetir los incisos a al d anteriores utilizan-
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do la respuesta transformada y comentar los resultados. Especificamente, ison mejores ahora las gréfi-

cas de los residuales?

Hay una modificacion de la transformacion arcsen de la raiz cunadrada, propuesta por Freeman y Tukey
(“Transformaciones relacionadas con 4ngulos y la raiz cuadrada”, Annals of Mathematical Statistics, vol.

21, pp. 607-611) que mejora su desempefio en las colas. La modificacién de F&T es:

[arcseny/np / (n+1) + arcseny(np+1)/(n+1)]/2

Resolver de nuevo los incisos a al 4 utilizando esta transformacion y comentar los resultados. (Para una
interesante discusion y analisis de este experimento, referirse a “Andlisis de experimentos factoriales con
defectos o partes defectnosas como respuesta”, de S. Bisgaard y H.T. Fuller, Quality Engineering, vol. 7,

pp. 429-443)

8-29. Un experimento factorial fraccionado en nueve factores y 16 corridas fue conducido por el departamento
Chrysler Motors Engineering y se describe en el articulo “Mejoramiento del proceso compuesto de moldeo
de planchas”, de PI. Hsieh y D.E. Goodwin (Fourth Symposium on Taguchi Methods, American Supplier
Institute, Dearborn, MI, pp. 13-21). El objetivo era reducir el nimero de defectos en el acabado de rejillas de
planchas moldeadas de recuadros abiertos. El disefio y el nimero resultante de defectos, ¢, observados en
cada corrida se muestran a continuacién. Se trata de una fraccién de resolucién Il con generadores E = BD,

F =BCD, G =AC, H = ACD yJ = AB.
Modificacion
Corrida A B C D E F G H J ¢ Je de F&T
1 - - - -+ - + - + 56 7.48 7.52
) + - - -+ - - + - 17 4.12 4,18
3 - + - - - 4+ + - - 2 1.41 1.57
4 + o+ - - e T S 4 2.00 212
5 - - + e S e S 3 1.73 1.87
6 + - + - 4+ + 4+ - - 4 2.00 212
7 - + 4+ - - - -+ - 50 7.07 7.12
8 + + o+ - - -+ - 4+ 2 1.41 1.57
9 - - - + - + + + + 1 1.00 1.21
10 + - - + - + - - - 0 0.00 0.50
1 -+ -+ o+ -+ o+ - 1.73 1.87
12 + o+ - + + - - - + 12 3.46 3.54
13 - - + o+ - - - - + 3 173 1.87
14 + - + + - -+ + - 4 2.00 212
15 - + + + + + - - - 0 0.00 0.50
16 + + + + 4+ + 4+ + 4+ 0 0.00 0.50
a) Encontrar la relacién de definicion y las relaciones de los alias de este disefio.
b) Estimar los efectos de los factores y usar una grifica de probabilidad normal para hacer la identificacién
tentativa de los factores importantes.
c) Ajustar un modelo apropiado utilizando los factores identificados en el inciso b anterior.
d) Graficar los residuales de este modelo contra el niimero predicho de defectos. Asimismo, construir una

gréfica de probabilidad normal de los residuales. Comentar la adecuacién de estas gréficas.
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Ellector habra notado en el inciso 4 un indicio de que la varianza de la respuesta no es constante (consi-
derando que la respuesta es un conteo, esto deberia haberse anticipado). La tabla anterior también in-
cluye una transformacién de ¢, la raiz cuadrada, que es una transformacién para estabilizar la varianza de
uso generalizado con datos de conteos (referirse a la exposicion de las transformaciones para estabilizar
la varianza del capitulo 3). Repetir los incisos a al d utilizando la respuesta transformada y comentar los
resultados. Especificamente, ¢han mejorado ahora las graficas de los residuales?

Hay una modificacion de la transformacion de la raiz cuadrada, propuesta por Freeman y Tukey
(“Transformaciones relacionadas con dngulos y raiz cuadrada”, Annals of Mathematical Statistics, vol.
21, pp. 607-611) que mejora su desempefio. La modificacién de F&T de la transformacién de la raiz
cuadrada es:

[Ve+4f(c+1)]/2

Resolver de nuevo los incisos @ al 4 utilizando esta transformacién y comentar los resultados. (Para una
interesante discusidn y andlisis de este experimento, referirse a “Andlisis de experimentos factoriales con
defectos o partes defectuosas como respuesta”, de S. Bisgaard y H.T. Fuller, Quality Engineering, vol. 7,
pp. 429-443.)

8-30. Secorre un experimento en una fibrica de semiconductores para investigar el efecto de seis factores sobre la
amplificacién del transistor, El disefio seleccionado es el 257 que se muestra a continuaci6n:

8-31.

a)
b)
c)
d)

Orden  Orden de

estdndar lascorridas A B C D E F Amplificacion
1 2 - = = = = = 1455
2 8 + - - - +-- 1511
3 5 -+ - - + + 1487
4 9 + + - - - + 1596
5 3 - -+ - + + 1430
6 14 + -+ - - + 1481
7 11 -+ + - - - 1458
8 10 + + + - + - 1549
9 15 - - -+ - 4+ 1454
10 13 + - - + + + 1517
11 1 - + + + - 1487
12 6 + + - + - 1596
13 12 - -+ + + - 1446
14 4 + -+ + - - 1473
15 7 -+ + + - 1461
16 16 + + + 4+ + 1563

Usar una grifica normal de los efectos para identificar los factores significativos.

Conducir las pruebas estadisticas apropiadas para el modelo identificado en el inciso a.

Analizar los residuales y comentar los resultados.

¢Es posible encontrar un conjunto de condiciones de operacioén que produzca una amplificacién de 1500
* 257

El tratamiento térmico es de uso comin para carbonizar piezas metilicas, como engranes. El espesor de la
capa carbonizada es una variable de salida critica de este proceso, y suele medirse realizando un anélisis de
carbono del paso del engrane (la cara superior del diente del engrane). Se estudiaron seis factores en un dise-
fi0 2{5%: A = temperatura del horno, B = duracién del ciclo, C = concentracién de carbono, D = duraci6n del
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ciclo de carbonizacién, E = concentracién de carbono del ciclo difuso y F = duraci6n del ciclo difuso. El ex-
perimento se presenta a continuacion:

Orden Orden de

estandar lascorridas A B C D E F Paso
1 5 - - = = - - 74
2 7 + - - - + - 190
3 8 - 4+ - - 4+ + 133
4 2 + + - - + 127
5 10 - - 4+ - + + 115
6 12 + - + - - + 101
7 16 -+ + - - - 54
8 1 +++ + - + - 144
9 6 - - - 4+ - 4+ 121
10 9 + - - + + + 188
11 14 -+ - + + - 135
12 13 + + - + - - 170
13 11 - -+ + + - 126
14 3 + - 4+ 4+ - = 175
15 15 -+ + + - + 126
16 4 + + + + + 193

a) Estimar los efectos de los factores y representarlos en una gréfica de probabilidad normal, Seleccionar
un modelo tentativo,
b) Efectuar las pruebas estadisticas apropiadas en el modelo.
¢) Analizar los residuales y comentar la adecuaci6n del modelo.
d) Interpretar los resultados de este experimento. Suponer que es deseable un espesor de la capa de entre
140 y 160.
8.32. Se estudian cinco factores en el disefio factorial fraccionado irregular de resolucion V mostrado enseguida:

Orden Ordende

estandar las corridas A B C D E y
1 1 - - - - - 1633
2 10 - + . - - - 1843
3 5 + '+ - - - 2107
4 4 - - + - - 1695
5 15 + - + - - 1458
6 19 - + + - - 1912
7 16 - - - + - 1896
8 7 + - - + - 2356
9 8 + + - + - 2915
10 3 + - + + - 1574
11 13 - + + + - 2073
12 11 + + + + - 2152
13 12 - - - - + 15.58
14 20 + - - - +  21.03
15 9 + + - - + 26.78
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Orden Ordende

estindar las corridas A B cC D E y
16 22 + - + - + 13.39
17 21 - + + - + 18.63
18 6 + + + - +  19.01
19 23 - - - + + 17.96
20 18 - + - + + 2049 -
21 24 + + - + + 2931
22 17 - - + + + 17.62
237 2 + - + + + 16.03
24 14 - + + + + 2142

a) Analizar los datos de este experimento. {Qué factores influyen en la respuesta y?
b) Analizar los residuales. Comentar la adecuacién del modelo. -



Disefios factoriales y

factoriales fraccionados

con tres niveles y con

niveles mixtos

Las series con dos niveles de los disenos factoriales y factoriales fraccionados que se comentaron en los
capitulos 6, 7y 8 son de uso generalizado en la investigacion y el desarrollo industrial. Hay algunas exten-
siones y variantes de estos disefios que en ocasiones son 1itiles, como los disefios para los casos en que to-
dos los factores estdn presentes con tres niveles. Estos disefios 3* se analizan en este capitulo. Se
consideran también los casos en que algunos de los factores tienen dos niveles y otros factores tienen ya
sea tres o cuatro niveles.

9.1 DISENO FACTORIAL 3*

9-1.1 Notacién y motivacién del disefio 3*

Se estudia ahora el diseiio factorial 3% es decir, un arreglo factorial de k factores que tienen tres niveles
cada uno. Se usarén letras mayusculas para denotar los factores y las interacciones. Se har4 referencia a
los tres niveles de los factores como bajo, intermedio y alto. Hay varias notaciones diferentes que se usan
para representar estos niveles de los factores; una posibilidad es representar los niveles de los factores
con los digitos 0 (bajo), 1 (intermedio) y 2 (alto). Cada combinacién de tratamientos del disefio 3* se de-
notard por k digitos, donde el primer digito indica el nivel del factor A, el segundo digito indica el nivel del
factor B, ...,y €l digito k-ésimo indica el nivel del factor K. Por ejemplo, en un disefio 3%, 00 denota la com-
binacién de tratamientos correspondiente a4 y B ambos en ¢l nivel bajo, y 01 denota la combinacion de
tratamientos correspondiente a A en el nivel bajo y B en el nivel intermedio. En las figuras 9-1y 9-2 se
muestra la representacién geométrica de los disenios 3%y 3°, respectivamente, utilizando esta notacién.

Este sistema de notacion pudo haberse usado en los diseiios 2* presentados anteriormente, utilizando
Oy 1 enlugar del 1 negativoy el 1 positivo, respectivamente. En el disefio 2* se prefiri6 la notacién +1 por-
que facilita la vista geométrica del disefio y porque puede aplicarse directamente al modelado de regre-
sion, la separacion en bloques y la construccién de factoriales fraccionados.

En el sistema de los disefios 3%, cuando los factores son cuantitatives, es comin denotar los niveles
bajo, intermedio y alto con -1, 0y +1, respectivamente. Con esto se facilita el ajuste de un modelo de re-

363
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Figura 9-1 Combinaciones de tratamientos en un
disefio 32,

gresion que relaciona la respuesta con los niveles de los factores. Por ejemplo, considere el diseiio 3_2 dela
figura 9-1,y sea que x, represente al factor A y que x, represente al factor B. Un modelo de regresién que
relaciona la respuesta y con x; y x, que s¢ basa en este disefio es

y=Bo+Bx, +B,x, + B, %%, +.B11x12 +ﬂzzx§ te (9-1)

Observe que la adicién de un tercer nivel de los factores permite que la relacion entre la respuesta y los
factores del diseiio se modele como un modelo cuadratico.
El diseiio 3* es ciertamente una eleccién posible para un experimentador que se preocupa por la cur-
vatura en la funcién de respuesta. Sin embargo, es necesario tomar en consideracién dos puntos:
1. El disefio 3* no es la forma més eficiente de modelar una relacién cuadratica; los disefios de su-
perficie de respuesta que se exponen en el capitulo 11 son alternativas superiores.

022 122 222
012 *112 212
2 002 102 202
21
021 121
o on
g .111 211
3 101
(19 1 -
001 201 220
® 2 020 120
o 010 !
1
@d" «110 210
o 0
000 100 200
I i |
0 1 2
Factor A

Figura 9-2 Combinaciones de tratamientos en un disefio 33,
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2. El disefio 2¥ aumentado con los puntos centrales, como se analizé en el capitulo 6, es una forma
excelente de obtener una indicaci6n de la curvatura. Permite conservar reducido el tamafio y la
complejidad del disefio y al mismo tiempo permite obtener cierta proteccion contra la curvatura.
Entonces, si la curvatura es importante, el diseiio de dos niveles puede aumentarse con corridas
axiales para obtener un disefio central compuesto, como se ilustra en la figura 6-36. Esta estrate-
gia secuencial de experimentacion es més eficiente, por mucho, que correr un disefio factorial 3
con factores cuantitativos.

9.1.2 El disefio 32

El disefio més simple del sistema 3 es el diseiio 3% el cual tiene dos factores, cada uno con tres niveles. Las
combinaciones de tratamientos de este disefio se mostraron en la figura 9-1. Puesto que est4n presentes
3? = 9 combinaciones de tratamientos, hay ocho grados de libertad entre estas combinaciones de trata-
mientos. Los efectos principales de A y B tienen dos grados de libertad cada uno, y la interaccion 4B tiene
cuatro grados de libertad. Si hay n réplicas, habra n3% - 1 grados de libertad totales y 3*(n — 1) grados de li-
bertad del error.

Las sumas de cuadrados de 4, B y AB pueden calcularse mediante los métodos usuales para los dise-
fios factoriales analizados en el capitulo 5. Cada efecto principal puede representarse con un componente
lineal y uno cuadrético, cada uno con un solo grado de libertad, como se observa en la ecuacion 9-1. Desde
luego, esto s6lo tiene sentido si el factor es cuantitativo. '

La partici6n de la interacci6n de dos factores AB puede hacerse de dos maneras. El primer método
consiste en subdividir 4B en los cuatro componentes con un solo grado de libertad que corresponden a
AB; , 1,AB; 0, ABy x . YABy « o. Esto puede hacerse ajustando los términos gxx,, Buxixl, Buskix, y
Bunx! x;, respectivamente, como se indicé en el ejemplo 5-5. Para los datos de la vida de la herramienta
de ese ejemplo se obtiene S5, , , = 8.00,88,5, , , = 42.67,85,48,,, = 2.67ySS sy, o = 8.00. Puesto que
se t6rilt§4de una particién ortogonal de AB, observe que S5 = SS45;  ; + SSap; 4 o + SSang 1 + SSungyg

El segundo método se basa en los cuadrados latinos ortogonales. Considere los totales de las combi-
naciones de los tratamientos para los datos del ejemplo 5-5. Estos totales se muestran en la figura 9-3
como los nimeros encerrados en circulos dentro de los cuadrados. Los dos factores A y B corresponden a
los renglones y las columnas, respectivamente, de un cuadrado latino 3 x 3. En la figura 9-3 se muestran
dos cuadrados latinos 3 X 3 particulares, superpuestos en los totales de las celdas.

Estos dos cuadrados latinos son ortogonales; es decir, si uno de los cuadrados se superpone en el otro,
cada letra del primer cuadrado aparecera exactamente una vez con cada letra del segundo cuadrado. Los
totales de las letras en el cuadradoa son Q = 18, R = -2y § = 8,y la suma de cuadrados entre estos totales

Factor B
1

@O o
©@

Q@ Qé),, ®
@ @ ®

S 8
=< <
fi‘ S®Q §1 Q R
JHOINOINCOIEEEINOINOINC)
a) b)

Figura 9-3 Totales de las combinaciones de los tratamientos del ejemplo 5-5
con dos cuadrados latinos superpuestos. ’
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es [182 + (-2)* + 8%/(3)(2) — [24%/(9)(2)] = 33.34, con dos grados de libertad. De manera similar, los tota-
les delas letras en el cuadradobson Q = 0,R = 6y S = 18,y la suma de cuadrados entre estos totales es [0?
+ 6% + 18%)/(3)(2) — [24°/(9)(2)] = 28.00, con dos grados de libertad. Observe que la suma de estos dos
componentes es

33.34+28.00= 61.34= SS ,

con 2 + 2 = 4 grados de libertad.

En general, ala suma de cuadrados calculada con el cuadrado a se le lama el componente AB de la in-
teraccion, y a la suma de cuadrados calculada con el cuadrado b se le llama el componente 4B de la inte-
racciéon. Cada uno de los componentes AB y AB? tiene dos grados de libertad. Se usa esta terminologia
porque si los niveles (0, 1, 2) de A y B se denotan por x, y x,, respectivamente, entonces se encuentra que
las letras ocupan celdas de acuerdo con el siguiente patrén:

Cuadrado a Cuadrado b
Q: x,+x, =0(mod 3) Q:x,+ 2x, = 0(mod 3)
R:x,+x, =1(mod 3) §: x4+ 2x, =1 (mod 3)
S: %+ x, =2 (mod 3) R:x; + 2x, =2 (mod 3)

Por ejemplo, en el cuadrado b se observa que la celda de en medio corresponde ax, = 1yx, = 1; porlo
tanto,x; + 2x, = 1 + (2)(1) = 3 = 0 (mod 3), y Q ocuparia la celda de en medio. Cuando se consideran ex-
presiones de la forma 4?B?, se establece la convencion de que el tinico exponente permitido en la primera
letra es 1. Si el exponente de la primera letra no es 1, la expresion completa se eleva al cuadrado y los ex-
ponentes se reducen al médulo 3. Por ejemplo, A”B es lo mismo que AB* porque

A’B=(A’B)’ = A*B> = AB’

Los componentes. AB y AB> de la interaccién AB no tienen significado real y por lo general no se in-
cluyen en la tabla del analisis de varianza. Sin embargo, esta particion en gran medida arbitraria de la
interaccién AB en dos componentes ortogonales con dos grados de libertad es muy til para construir di-
sefios més complicados. Ademas, no hay relacién entre los componentes AB y AB? de la interaccién y las
sumas de cuadrados de AB; , ;, AB; g, ABy « 1 Y ABy « -

Los componentes AB y AB* de la interaccién pueden calcularse de otra manera. Considere los totales
de las combinaciones de los tratamientos en cualquiera de los cuadrados de la figura 9-3. Si se hace la
suma de los datos en las diagonales hacia abajo de izquierda a derecha, se obtienen los totales-3 + 4 -1 =
0,-3+10-1=6y5 + 11 + 2 = 18. La suma de cuadrados entre estos totales es 28.00 (4B%). En forma si-
milar, los totales de la diagonal hacia abajo de derecha a izquierda son 5 + 4-1 =8§,~3 + 2-1 =-2y-3 +
11 + 10 = 18. La suma de cuadrados entre estos totales es 33.34 (4AB). Yates llamd a estos componentes
de la interaccion los componentes 7'y J de la interaccion, respectivamente. Se usaran aqui indistintamente
las dos notaciones; es decir,

I(AB)= AB?
J(AB)= 4B
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9-1.3 El disefio 3°

Suponga ahora que hay tres factores (4, By C) bajo estudio, y que cada factor tiene tres niveles dispuestos
en un experimento factorial. Se trata de un disefio factorial 3, y la disposicién experimental y la notacién
de las combinaciones de los tratamientos se presentaron anteriormente en la figura 9-2. Las 27 combina-
ciones de tratamientos tienen 26 grados de libertad. Cada efecto principal tiene 2 grados de libertad, cada
interaccién de dos factores tiene 4 grados de libertad y la interacci6n de tres factores tiene 8 grados de li-
bertad. Si se hacen n réplicas, hay n3’ - 1 grados de libertad totales y 3*(n — 1) grados de libertad del error.

Las sumas de cuadrados pueden calcularse utilizando los métodos estdndares para los disefios facto-
riales. Ademads, si los factores son cuantitativos, es posible hacer la particion de los efectos principales en
un componente lineal y uno cuadratico, cada uno con un solo grado de libertad. Las interacciones de dos
factores pueden descomponerse en efectos lineal X lineal, lineal x cuadratico, cuadratico X lineal y cua-
dréatico X cuadratico. Por 1ltimo, puede hacerse la particién de la interaccion de tres factores ABC en
ocho componentes con un solo grado de libertad que corresponden a lineal x lineal X lineal, lineal x li-
neal X cuadratico, etcétera. Esta descomposicién de la interaccion de tres factores no es por lo general de
gran utilidad. .

También es posible hacer la particién de las interacciones de dos factores en sus componentes Iy J.
Estos se designarian 4B, AB% AC, AC%, BC y BC? y cada componente tendria dos grados de libertad.
Como en ¢l disefio 3% estos componentes no tienen significacién fisica.

Es posible hacer la particién de la interaccion de tres factores 4BC en cuatro componentes ortogona-
les con dos grados de libertad, a los que suele denominarse los componentes W, X, Yy Z de la interaccion.
‘También se hace referencia a ellos como los componentes AB*C?, AB*C, ABC? y ABC de la interaccién
ABC, respectivamente. Las dos notaciones se usan indistintamente; es decir,

W(ABC)= AB*C’
X(ABC)= AB*C
Y(ABC)= ABC?
Z(ABC)= ABC

Observe que ninguna de las primeras letras puede tener un exponente diferente de 1. Al igual que los
componentes /'y J, los componentes W, X, Yy Z no tienen ninguna interpretacion practica. Sin embargo,
son utiles para construir disefios més complejos.

EJEMPLO 9.1 ++-rveeeeoccnnns Ceeessanensaannanans Cevesseturaaans
Se usa una maquina para llenar contenedores metalicos de 5 galones con jarabe para una bebida gaseosa,
La variable de interés es la cantidad de jarabe perdida debido al espumeo. Se piensa que tres factores in-
fluyen en el espumeo: el disefio de la boquilla (4), la velocidad del llenado (B) y 1a presién de operacién
(C). Se seleccionan tres boquillas, tres velocidades de llenado y tres presiones, y se corren dos réplicas de
un experimento factorial 3°. En la tabla 9-1 se muestran los datos codificados.

El analisis de varianza de los datos de la pérdida de jarabe se muestra en la tabla 9-2: Las sumas de
cuadrados se calcularon con los métodos usuales. Se observa que la velocidad de llenado y la presién de
operacion son estadisticamente significativas. Las tres interacciones de dos factores también son signifi-
cativas. En la figura 9-4 se analizan graficamente las interacciones de dos factores. El nivel intermedio de
lavelocidad produce el mejor desempefio, mientras que las boquillas tipo 2y 3, y la presién baja (10 psi) o
bien alta (20 psi) parecen ser las més efectivas para reducir la pérdida de jarabe.
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Tabla 9-1 Datos de la pérdida de jarabe del ejemplo 9-1 (las unidades son centimetros ctibicos — 70)

Tipo de boquilla (4)
1 2 3
Velocidad (en rpm) (B)

Presi6n (en psi) (C) 100 120 140 100 120 140 100 120 140
10 -35 45 40 17 65 20 -39 55 15
=25 60 15 24 58 4 -35 -67 =30

15 110 -10 80 55 =55 110 ' 90 -28 110
75 30 54 120 44 4 113 26 135

20 4 40 31 =23 -64 -20 -30 -61 54

5 30 36 -5 -62 -31 -55 52 4

El ejemplo 9-1 ilustra una situacion en la que el disefio de tres niveles suele encontrar cierta aplica-
ci6n; uno o més de los factores es cualitativo, asumiendo desde luego tres niveles, y los demds factores son
cuantitativos. En este ejemplo, suponga que s6lo hay tres disefios de la boquilla que son de interés. Se tra-
ta evidentemente, entonces, de un factor cualitativo que requiere tres niveles. La velocidad de llenado y la
presién de operacién son factores cuantitativos. Por lo tanto, podria ajustarse un modelo cuadrético
como el de la ecuacién 9-1 en los dos factores, velocidad y presién, con cada nivel del factor boquilla.

En la tabla 9-3 se muestran estos modelos de regresion cuadraticos. Las § de estos modelos se estima-
ron usando un programa de computadora de regresion lineal estandar. (En el capitulo 10 se analizara con
mayor detalle la regresién de minimos cuadrados.) En estos modelos, las variablesx, yx, estin codificadas
en los niveles -1, 0, +1, como se estudié anteriormente, y se supusieron los siguientes niveles naturales
para la presion y la velocidad:

Nivel codificado  Velocidad (rpm) Presion (psi)

-1 100 10
0 120 15
+1 140 20

En la tabla 9-3 se presentan estos modelos tanto en términos de estas variables codificadas como en tér-
minos de los niveles naturales de la velocidad y la presién. '

Tabla 9-2  Anilisis de varianza de los datos de la pérdida de jarabe

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variacién cuadrados libertad medio Fy Valor P
A, boquilla 993.77 2 496.89 1.17 0.3256
B, velocidad 61,190.33 2 30,595.17 71.74 <0.0001
C, presién 69,105.33 2 34,552.67 81.01 «(0.0001
AB 6,300.90 4 1,575.22 3.69 0.0383
CAC 7,513.90 4 1,878.47 4.40 0.0222
BC 12,854.34 4 3,213.58 7.53 0.0025
ABC 4,628.76 8 578.60 1.36 0.2737
Error 11,515.50 27 426.50
Total 174,102.83 53
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Figura 9-4 Interacciones de dos factores del ejemplo 9-1.

Tabla 9-3 Modelos de regresién para el ejemplo 9-1

Tipo de boquilla x, = velocidad (S), x, = Presién (P) en unidades codificadas
9 =221+ 3.5, +16.3x, + 51.7x7 — 71.8x% + 2.9x,x,
1 9 =1217.3 -31.2565+ 86.017P + 0129175 — 2.8733 P* + 0.028755P
§ =25.6—22.8x, —12.3x,+ 14.1x% — 56.9x2 — 0.7x,x,
2 9 =180.1 —9.4755+ 66.75P+ 00355 — 2.2767P* - 0.00755P
3 $ =151+ 20.3x, + 5.9x, + 75.8x] ~94.9x} + 10.5x,x,

9 =19401 — 40,0585 + 102.48 P + 0.189585° — 3.7967P* + 0.1055P
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En la figura 9-5 se muestran las graficas de contorno de las superficies de respuesta de la pérdida de
jarabe constante, como una funcién de la velocidad y la presién para cada tipo de boquilla. Estas graficas
revelan informacion de considerable utilidad acerca del desempeiio de este sistema de llenado, Puesto
que el objetivo es minimizar la pérdida de jarabe, se preferiria la boquilla tipo 3, ya que los contornos ob-
servados mas pequeifios (—60) s6lo aparecen en esta grafica. Deberén usarse la velocidad de llenado cerca
del nivel intermedio de 120 rpm y el nivel de presién ya sea bajo o alto. '

Cuando se construyen graficas de contorno para un experimento que tiene una mezcla de factores
cuantitativos y cualitativos, no €s raro encontrar que las formas de las superficies de respuesta de los fac-
tores cuantitativos son muy diferentes en cada nivel de los factores cualitativos. Esto puede observarse en
ciertamedida en la figura 9-5, donde la forma de la superficie para la boquilla tipo 2 es considerablemente
alargada en comparacién con las superficies de las boquillas tipo 1y 3. Cuando esto ocurre, implica que
las condiciones de operacion Optimas (y otras conclusiones importantes) en términos de los factores
cuantitativos son muy diferentes en cada nivel de los factores cualitativos.

Es sencillo mostrar la particién numeérica de la interaccién ABC en sus cuatro componentes ortogo-
nales con dos grados de libertad utilizando los datos del ejemplo 9-1. El procedimiento general ha sido
descrito por Cochran y Cox[26] y Davies [36]. Primero se seleccionan dos cualesquiera de los tres facto-
res, por ejemplo AB, y se calculan los totales I yJ de la interaccién 4B en cada nivel del tercer factor C.
Estos céleulos se presentan a continuacién:

A Totales
C B 1 2 3 I J
100 -60 41 =74 -198 -222
10 120 -105 -123 -122 ' -106 -79°
140 =25 24 -15 =155 -158
100 185 175 203 331 238
15 120 20 -99 .54 255 440
140 134 154 245 377 285
100 9 -28 -85 ~-59 -144
20 120 =70 -126 -113 74 40
140 67 -51 58 -206 -155

Después, los totales I(4B) y J(AB) se arreglan en una tabla de dos vias con el factor C, y se calculan los to-
tales de las diagonales I y J de esta nueva disposicién:

Totales Totales
C I(AB) I J C J(AB) I T
10 -198 106 -155 -149 41 10 222 79 —158 63 138
15 331 255 377 212 19 15 238 440 285 62 4

20 =59 74 —206 102 105 20 -144 40 -155 40 23

Los totales de las diagonales I yJ calculados arriba son enrealidad los totales que representan las cantida-
des I[I(AB) x C] = AB*C? J[I(AB) x C]|=AB’C,I[J(AB) x C] =ABC*yJ[J(AB) x C]=ABC,0los
componentes W X, Yy Z de ABC. Las sumas de cuadrados se encuentran de la manera usual; es decir,
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I[I(AB)xC]= AB*C* =W(ABC)
_ (£149)" +(212)* +(102)° _ (165)°

= 3804.11
18 54
_ (41)* +(19)* +(105)° _ (165)° _
_ 8 . 221.77
I[J(AB)C]= ABC* = Y(ABC)
_ (63 +(62) +(40)* _ (165" _
_ = i 18.77
_ (B8P +(4) +(23)" (165" _ o,

18 54

Aun cuando se trata de una particién ortogonal de SS ., se sefiala de nuevo que no se acostumbra pre-
sentarla en la tabla del anilisis de varianza. En secciones subsecuentes se analiza la necesidad ocasional
de calcular uno o més de estos componentes.

9.1.4 El disefio general 3*

Los conceptos utilizados en los disefios 37y 3° pueden extenderse de inmediato al caso de k factores, cada
uno con tres niveles, es decir, a un disefio factorial 3*. Se emplea la notaci6n digital usual para las combi-
naciones de tratamientos, por lo que 0120 representa una combinacién de tratamientos en un disefio 3*
conA yD enlos niveles bajos, B en el nivel intermedio y C en el nivel alto. Hay 3* combinaciones de trata-
mientos, con 3“— 1 grados de libertad entre ellas. Estas combinaciones de tratamientos permiten deter-
minar las sumas de cuadrados de k efectos principales, cada uno con dos grados de libertad; (})
interacciones de dos factores, cada una con cuatro grados de libertad; ...; y una interaccion de k factores
con 2% grados de libertad. En general, una interaccion de & factores tiene 2* grados de libertad. Si se ha-
- cen n réplicas, hay n3* - 1 grados de libertad totales y 3%(n — 1) grados de libertad del error.

Las sumas de cuadrados de los efectos y las interacciones se calculan con los métodos usuales para los
disefios factoriales. De manera tipica, no se hace ninguna descomposicion adicional de las interacciones
de tres factores y de 6rdenes superiores. Sin embargo, cualquier interaccién de # factores tiene 2! com-
ponentes ortogonales con dos grados de libertad. Por ejemplo, la interaccién de cuatro factores ABCD
tiene 2** = 8 componentes ortogonales con dos grados de libertad, denotados por ABCD? ABC?D,
AB*CD, ABCD, ABC’D* AB*C"D, AB*CD* y AB*C’D?. Al escribirse estos componentes, observe que el
unico exponente permitido en la primera letra es 1. Si el exponente de la primera letra no es 1, entonces la
expresion completa debe elevarse al cuadrado y los exponentes deben reducirse al médulo 3. Para ilustrar -
lo anterior, considere

A*BCD=(A*BCD)* = A*B*C*D* = AB*C’D?

Estos componentes de la interaccién no tienen ninguna interpretacion fisica, pero son ttiles para cons-
truir disefios mas complejos.

El tamaiio del disefio se incrementa rapidamente con k. Por ejemplo, un disefio 3’ tiene 27 combina-
ciones de tratamientos por réplica, un disefio 3* tiene 81, un disefio 3° tiene 243, etcétera. Por lo tanto, con
frecuencia sélo se considera una sola réplica del disefio 3%, y las interacciones de 6rdenes superiores se
combinan para proporcionar una estimacion del error. Como una ilustracion, si las interacciones de tres
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factores y de 6rdenes superiores son insignificantes, entonces una sola réplica del disefio 3° proporciona 8
grados de libertad del error, y una sola réplica del disefio 3* proporciona 48 grados de libertad del error.
Estos disefios siguen siendo grandes para k = 3 y, por consiguiente, son de escasa utilidad.

9.2 CONFUSION EN EL DISENO FACTORIAL 3¢

Incluso cuando se considera una sola réplica del disefio 3%, ésta requiere tantas corridas que es improba-
ble que puedan hacerse las 3* corridas bajo condiciones uniformes. Por lo tanto, con frecuencia es necesa-
rio hacer la confusién (0 mezclado) en blogues. El disefio 3 puede confundirse en 3 bloques
incompletos, donde p < k. Por lo tanto, estos disefios pueden confundirse en tres bloques, nueve blogues,
etcétera.

9.2,1 El disefio factorial 3* en tres bloques

Suponga que se quiere confundir el disefio 3* en tres bloques incompletos. Estos tres bloques tienen dos
grados de libertad entre ellos; por lo tanto, debe haber dos grados de libertad confundidos con los blo-
ques. Recuerde que en la serie factorial 3* cada efecto principal tiene dos grados de libertad. Ademas,
cada interaccién de dos factores tiene cuatro grados de libertad y puede descomponerse en dos compo-
nentes de la interaccién (por ejemplo, AB y AB?), cada uno con dos grados de libertad; cada interaccion
de tres factores tiene ocho grados de libertad y puede descomponerse en cuatro componentes de la in-
teraccién (por ejemplo, ABC, ABC?, AB'C'y AB*C?), cada uno con dos grados de libertad; y asi sucesiva-
mente. Por lo tanto, es conveniente confundir un componente de interaccién con los bloques.
El procedimiento general consiste en construir una definicién de contrastes

L=ax +a,x,+ - +a,x, (9-2)

donde a, representa el exponente del factor i-€simo en el efecto que vaa confundirse yx; es el nivel del fac-
tor i-6simo en una combinacién de tratamientos particular. Para la serie 3* se tiene @ = 0,1 0 2, donde la
primera q; diferente de cero es la unidad, y x. = 0 (nivel bajo), 1 (nivel intermedio) o 2 (nivel alto). Las
combinaciones de tratamientos del disefio 3* se asignan a los blogues con base en el valor de L (mod 3).
Puesto que L (mod 3) sélo puede asumir los valores 0, 1 0 2, tres bloques estén definidos de manera Gnica.
Las combinaciones de tratamientos que satisfacen L = 0 (mod 3) constituyen €l blogue principal. Este
bloque incluird siempre la combinacién de tratamientos 00 ...0.

Por ejemplo, suponga que quiere construirse un disefo factorial 32 en tres bloques. Cualquiera de los
componentes de lainteraccion 4B, AB 0AB?, puede confundirse con los bloques. Al elegir arbitrariamen-
te AB?, se obtiene la definicion de contrastes ‘

L=x,+2x,
Elvalor de L (mod 3) de cada combinacién de tratamientos puede encontrarse de la siguiente manera:

00: L=1(0)+2(0)=0=0 (mod3) 11: L=1(1)+2(1)=3=0(mod 3)

01: L=1(0)+2(1)=2=2(mod3) 2L: L=1(2)+2(1)=4=1(mod3)

02 L=1(0)+2(2)=4=1(mod3) 12 L=1(1)+2(2)=5=2(mod3)

10: L=1(1)+20)=1=1(mod3) 22 L=1(2)+2(2)=6=0(mod 3)
20: L=1(2)+2(0)=2=2(mod 3)

En la figura 9-6 se muestran los blogues.
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Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3
00 10 01
11 21 12
22 02 20

a) Asignacion de las combinaciones
de tratamiento a los bloques

L I 12 22
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| { |
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Factor A

b) Vista geométrica

Figura9-6 El disefio 3? en tres bloques con 4582 con-
fundida,

Los elementos del bloque principal forman un grupo con respecto a la adicién médulo 3. Con refe-
rencia a la figura 9-6, se observa que 11 + 11 = 22y 11 + 22 = 00. Las combinaciones de tratamientos de
los otros dos bloques pueden generarse sumando, en médulo 3, cualquier elemento del nuevo bloque con
los elementos del bloque principal. Por lo tanto, para el bloque 2 se usa 10 para obtener

10+00=10 10+11=21 y 10+22=02

Para generar el bloque 3, al utilizar 01, se encuentra

01+00=01 01+411=12 y 01+22=20

EJEMPLO 9.2 -+« -~ teeesieanaaan theesesaaanan thetaeaaa tetereenenas

El anélisis estadistico del disefio 3* confundido en tres bloques se ilustra empleando los datos siguientes,
los cuales provienen de la réplica tnica del disefio 3* que se muestra en la figura 9-6.

Bloquel Bloque2 Bloque 3

0= 4| [10=-2 01= 5
11=-4] 21= 1| |12=-5
22= 0y (02= 8| [20= 0
Totales de los bloques = 0 7 0

Al aplicar los métodos convencionales para el anélisis de factoriales, se encuentra que $S, = 131.56 y
§8, = 0.22.
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Tabla 9-4 Anélisis de varianza de los datos del

ejemplo 9-2

Fuente de Suma de Grados de

variacion cuadrados libertad
Bloques (45?) 10.89 2

A 131.56 2

B 022 2

AB 2.89 2
Total 145.56 8

Se encuentra también que
0)* +(7)* +(0)* _(7)

SsBloques = ( ) (73) ( ) - ( ) =10.89

Sin embargo, $Sy,,.; €8 exactamente igual al componente AB? de la interaccion. Para ver esto, las obser-
vaciones se escriben de la siguiente manera:

Factor B
0 1 2
0o 4 5 8
Factor A 1 -2 —4 -5
2 0 1 0

Recuerde, por la seccién 9-1.2, que el componente I 0. AB* de la interaccion AB puede encontrarse calcu-
lando la suma de cuadrados entre los totales de la diagonal de izquierda a derecha de la representacion
anterior. Se obtiene asi

_O 0+ (1) _
S8 o = . o =1089

valor que es idéntico a SSpipques:

Fl analisis de varianza se presenta en la tabla 9-4. Puesto que hay una sola réplica, no puede hacerse
una prueba formal. No es una buena idea utilizar €l componente AB de la interaccién como una estima-
cién del error.

RN A I A R A BN N LR BN R PRI RN N B S R R ] PRI I I B R B R N ] LR B N A N A N

Se considera ahora un disefio un poco m4s complicado; un disefio factorial 3° confundido en tres blo-
ques con nueve corridas cada uno. El componente AB*C* de la interaccidn de tres factores se confundira
con los bloques. La definicién de contrastes es

L=x,+2x, +2x,
Es sencillo verificar que las combinaciones de tratamientos 000, 012 y 101 se encuentran en el bloque
principal. Las corridas restantes del bloque principal se generan de la siguiente manera:

(1) 000 (4)101+101=202  (7) 101+021 =122
(2) 012 (5) 012+012=021  (8) 012+202= 211
(3)101 (6) 101+012=110  (9) 021+202= 220
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Para encontrar las corridas de otro bloque se observa que la combinacién de tratamientos 200 no estd en
el blogue principal. Por lo tanto, los elementos del bloque 2 son

(1) 200+000=200  (4) 200+202=102  (7) 200+122=022

(2) 200+012=212  (5) 200+021=221  (8) 200+211=111

(3) 200+101 = 001 (6) 200+110=010  (9) 200+220=120

Observe que todas estas corridas satisfacen L = 2 (mod 3). El1iltimo bloque se encuentra observando que

100 no pertenece al bloque 1 ni al bloque 2. Al usar 100 como airiba, se obtiene

(1) 100+000=100  (4) 100+202=002  (7) 100+122= 222
(2) 100+012=112  (5) 100+021=121  (8) 100+211= 011
(3) 100+101=201  (6) 100+110=210  (9) 100+220= 020

Los bloques se ilustran en la figura 9-7.

Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3
000 200 100
012 212 112
101 001 201
202 102 } 002
021 221 121
110 010 210
122 022 222
21 111 011
220 ' 120 020

a) Asignacién de las combinaciones de
tratamientos & los bloques

® = Blogue 1 0z2 122 222
© = Bloque 2
@ = Bloque 3 012 112 512
2 002 = 02: 202
P 221
021 121
© 011
8 0111 211
E 101 )
HE 001 201 220
9 2 020 120
© 010
1
?d§ *110 210
o 0 >
000 100 200
| ] |
0 1 2
Factor A

&) Vista geométrica

Figura 9-7 El disedio 3° en tres bloques con AB2C? confundida.
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Tabla 9.5 Andlisis de varianza de un disefio 3

con ABXC? confundida
Grados de
Fuente de variacion libertad
Bloques (4B%C?) 2
A 2
B 2
(o} 2
AB 4
AC 4
BC 4
Error (ABC + AB*C +ABC?) 6
Total : 26

Enla tabla 9-5 se presenta el anlisis de varianza de este disefio. Al utilizar este esquema de confusion
(o mezclado), se cuenta con informacidn acerca de todos los efectos principales y las interacciones de dos
factores. Los componentes restantes de la interaccion de tres factores (ABC, AB?C y ABC?) se combinan
como una estimacion del error. La suma de cuadrados de esos tres componentes podria obtenerse por
sustraccién. En general, para el disefio 3* en tres bloques se seleccionaria siempre un componente de la
intéraccién de orden més alto para confundirlo con los bloques. Los demés componentes de esta interac-
cién que no estdn confundidos pueden obtenerse calculando la interaccion de k factores de la manera
usual y restando de esta cantidad la suma de cuadrados de los blogues.

9.2.2 El diseio factorial 3* en nueve bloques

En algunas situaciones experimentales puede ser necesario confundir el diseiio 3* en nueve bloques. Por
lo tanto, ocho grados de libertad se confundiran con los bloques. Para construir estos disefios se eligen dos
componentes de interaccién y, como resultado, dos mas se confundiran autométicamente, produciendo
los ocho grados de libertad requeridos. Estos dos son las interacciones generalizadas de los dos efectos
elegidos originalmente. En el sistema 3%, las interacciones generalizadas de dos efectos (es decir, Py Q) se
definen como PQ y PQ? (o P°Q).

Los dos componentes de interaccién elegidos inicialmente producen dos definiciones de contrastes

L =ax +a,x,+ - +a,x, =u(mod3) u=0,1,2 (9-3)
L,=Bx+B,x,+--+p,x, =h(mod3) h=0,1,2

donde {o;} y {B;} son los exponentes de la primera y la segunda interacciones generalizadas, respectiva-
mente, con la convencién de que las primeras a; y §; diferentes de cero son la unidad. Las definiciones de
contrastes de la ecuaci6n 9-3 implican nueve ecuaciones simultaneas especificadas por el par de valores
para L, y L,. Las combinaciones de tratamientos que tienen el mismo par de valores para (L,, L,) se asig-
nan al mismo bloque.

El blogue principal consta de las combinaciones de tratamientos que satisfacen L, = L, =0 (mod 3).
Los elementos de este bloque forman un grupo con respecto a la adicién médulo 3; por lo tanto, el esque-
ma presentado en la seccién 9-2.1 puede usarse para generar los bloques.
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Como un ejemplo, considere el disefio factorial 3* confundido en nueve bloques con nueve corridas
cada uno. Suponga que se elige confundir ABC y AB’D?. Sus interacciones generalizadas

(ABC)(AB*D*)= A’B*CD* = (A*B*CD*)* = AC*D
ABC)(AB*D?)* = A° B°CD* = B*CD = (B*CD)* = BC*D?
(

también estdn confundidas con los bloques. Las definiciones de contrastes de ABC y AB*D? son

Li=x+x,+x, (9-4)
L, =x +2x, +2x,

Los nueve bloques pueden construirse utilizando las definiciones de contrastes (ecuacién 9-4) y la propie-

dad de la teorfa de grupos del bloque principal. El disefio se muestra en la figura 9-8.

Para el disefio 3* en nueve bloques habra cuatro componentes de interaccién confundidos. Los demés
componentes de estas interacciones que no estan confundidos pueden determinarse restando la suma de
cuadrados del componente confundido de la suma de cuadrados de la interaccién completa, El método
descrito en la seccién 9-1.3 puede ser 1til para calcular los componentes de interaccién.

9.2.3 Eldisefio factorial 3* en 3¢ bloques

El disefio factorial 3 puede confundirse en 3 bloques con 3** observaciones cada uno, donde p <k El
procedimiento consiste en seleccionar p efectos independientes que habran de confundirse con los blo-
ques. Como resultado, exactamente otros (3” — 2p — 1)/2 efectos se confunden de manera automética.
Estos efectos son las interacciones generalizadas de los efectos elegidos originalmente,

Como una ilustracién, considere un disefio 3’ que va a confundirse en 27 bloques. Puesto quep = 3, se
seleccionarfan tres componentes de interaccion independientes y se confundirian autométicamente otros
[3°~2(3) - 1)/2 = 10. Suponga que se eligen ABC’DG, BCE*F*G y BDEFG. A partir de estos efectos pue-

Bloque 1 -Bloque2 Bloque3 Bloque4 Bloque5 Bloque6 Bloque7 Blogue8 Bloque®

0000 0001 2000 0200 0020 0010 1000 0100 0002
0122 0120 2122 0022 0112 0102 1122 0222 0121
0211 0212 2211 0111 0201 0221 121 0011 0210
1021 1022 0021 0221 1011 1001 2021 121 1020
1110 1111 0110 1010 1100 1120 2110 1210 1112
1202 1200 0202 1102 1222 1212 2202 1002 1201
2012 2010 1012 2212 2002 2022 0012 2112 201
2101 2012 1101 2001 2121 2111 0101 2201 2100
2220 2221 1220 2120 2210 2200 0220 2020 2222
(L,, L,) = (0,0} 0.7 (2,2 (2.0 2,1) (1,2) 1.1} (1.0 0,2)

12

Figura 9-8 El disefio 3* en nueve bloques con ABC, AB2D?, AC:D y BC2D? confundidas.
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den construirse tres definiciones de contrastes, y los 27 bloques pueden generarse con los métodos descri-
tos anteriormente. Los otros 10 efectos confundidos con los bloques son

(ABC*DG)(BCE*F*G)= AB*DE’F*G*
(ABC*DG)(BCE*F*G)* = AB’C*DE*F*G® = ACDEF

(ABC* DG)(BDEFG)= AB*C*D?EFG* :
(ABC*DG)(BDEFG)* = AB*C*D*E*F*G® = AC*E*F?
(BCE*F*G)(BDEFG)= B*CDE*F°G’ = BC*D*G
(BCE*F*G)(BDEFG)* = B*CD*E*F*G® = CD*EF

(ABC? DG)(BCE® F*G)(BDEFG)= AB*C*D’E*F*G® = AD?
(ABC?DG)*(BCE® F*G)(BDEFG)= A*B*C*D*G* = AB*CG*
(ABC*DG)(BCE* F*G)*(BDEFG)= ABCD*E*F*G
(ABC?DG)(BCE* F*G)(BDEFG)? = ABC*D’E*F*G* = ABEFG

Se trata de un disefio enorme que requiere 3’ = 2187 observaciones dispuestas en 27 bloques con 81 ob-
servaciones cada uno.

9.3 REPLICAS FRACCIONADAS DEL DISENO FACTORIAL 3*

El concepto de réplica fraccionada puede extenderse a los disefios factoriales 3*. Debido a que una réplica
completa del disefio 3* puede requerir un nimero bastante grande de corridas incluso para valores mode-
rados de k, las réplicas fraccionadas de estos disefios son de interés. Sin embargo, como se vera mas ade-
lante, algunos de estos disefios tienen estructuras de alias complicadas.

9.3.1 La fraccién un tercio del disefio factorial 3*

La fraccién m4s grande del disefio 3* es la fraccion un tercio que contiene 3* corridas. Por consiguiente,
se hace referencia a él como el disefio factorial fraccionado 3. Para construir un disefio factorial fraccio-
nado 3*! se selecciona un componente de interaccién con dos grados de libertad (generalmente, la in-
teraccién de orden més alto) y se hace la particién del diseiio 3* completo en tres bloques. Cada uno de los
tres bloques resultantes es un diseiio fraccionado 3*! y puede seleccionarse cualquiera de los bloques
para usarlo. Si AB® C*®---K** es el componente de interaccién utilizado para definir los bloques, enton-
cesal= AB®(C®...K* sele llama la relacién de definicién del disefio factorial fraccionado. Cada efec-
to principal o componente de interaccién estimado a partir del diseiio 3! tiene dos allas, los cuales
pueden encontrarse multiplicando el efecto tanto por I como por I? médulo 3.

Como un ejemplo, considere una fraccién un tercio del disefio 3°, Puede seleccionarse cualquiera de
los componentes de la interaccién ABC para construir el disefio, es decir, ABC, AB*C, ABC? 0 AB*C*. Por
lo tanto, hay en realidad 12 fracciones un tercio diferentes del diseiio 3* definidas por

X, +a,x, +a,x, =u (mod 3)

dondea = 102yu = 0,1 0 2. Suponga que se¢ selecciona el componente de AB*C?. Cada fraccién del dise-
fio 3* ! resultante contendra exactamente 3° = 9 combinaciones de tratamientos que deben satisfacer

X, +2x, +2x, = u (mod 3)
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donde u = 0, 1 0 2. Es sencillo verificar que las tres fracciones un tercio son las que se muestran en la figu-
ra 9-9.

Sise corre cualquiera de los disefios 3* de la figura 9-9, la estructura de los alias resultante es

A= A(AB*C?*)= A*B*C* = ABC
A= A(AB’C*)* = A*B*C* =BC
B= B(AB*C*)= AB*C* = AC?
B=B(AB*C?)* = A’B°C* = ABC?
C= C(AB*C*)= AB*C® = AB*
C=C(AB*C*)* = A*B*C° = AB’C

AB= AB(AB*C*)= A’B’C* = AC

AB= AB(AB*C?*)* = AB°C* = BC*

Por consiguiente, los cuatro efectos que en realidad se estiman a partir de los ocho grados de libertad
del disefio sonA4 + BC + ABC, B + AC* + ABC% C + AB* + AB*C y AB + AC + BCZ Este diseiio sélo
tendria valor practico si todas las interacciones fueran pequefias en comparacién con los efectos principa-
les. Puesto que los efectos principales son alias de las interacciones de dos factores, se trata de un disefio
de resolucidn III. Observe lo complejas que son las relaciones de los alias en este disefio. Cada efecto
principal es alias de un componente de interaccién. Si, por ejemplo, la interaccién de dos factores BC es
grande, esto distorsionara potencialmente la estimacion del efecto principal de A y hard que sea muy

complicada la interpretacion del efecto de AB + AC + BC% Es muy dificil ver c6mo este disefio podria ser
de utilidad, a menos que se suponga que todas las interacciones son insignificantes.

Disafio 1 Disefio 1 Diseno 1
z=0 u=1 um=2
000 100 200
012 112 212
101 201 001
202 002 102
021 | 121 2
110 210 010
122 222 022
211 011 111
220 020 120

a) Combinaciones de tratamientos

I
B //'T______ . G I A

! 1
| |
. ! !
A P e F Qo pam— G-

- . - -

u=0 u=1 u=2
b) Vista geométrica

Figura9-9 Las tres fracciones un tercio del disefio 3% con la relacién de definicién I = AB*C2.
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Antes de dejar el disefio 3}, , observe que para el disefio conu = 0 (ver la figura 9-9), si se hace que 4
denote el renglén y B la columna, entonces el disefio puede escribirse como

000 012 021
101 110 122
202 211 220

que es un cuadrado latino 3 X 3. El supuesto de las interacciones insignificantes requerido para la inter-
pretacién inica del diseiio 33;" tiene su paralelo en el disefio del cuadrado latino. Sin embargo, los dos di-
sefios surgen por motivos diferentes, uno como consecuencia de la réplica fraccionada y el otro de las
restricciones sobre la aleatorizacién. Por la tabla 4-13 se observa que s6lo hay 3 x 3 cuadrados latinos y
que cada uno corresponde a uno de los doce diferentes disefios factoriales fraccionados 3*.

Las combinaciones de tratamientos en un diseio 3 con la relacibn de definicion
I= AB*C*...K* pueden construirse utilizando un método similar al que se empled en la serie 2k,
Primero se escriben las 3! corridas para un disefio factorial de tres niveles completo en k - 1 factores, con
la notacién comin 0, 1, 2. Este es el diseio bésico en la terminologia del capitulo 8. Después se introduce
el factor k-ésimo igualando sus x, niveles con el componente apropiado de la interaccién de orden mas
alto, por ejemplo AB*C*---(K—1)*', mediante la relacion

X, = px,+B,x, + ...+ B %, - (95)

dondef; = (3-a,)a; (mod 3) paral < i < k- 1. Se obtiene asi un disefio con la resolucién mas alta posible.

Como una ilustraci6n, se usa este método para generar el disefio 33;" con la relacién de definicién
I = AB*CD que se muestra en la tabla 9-6. Es sencillo verificar que los tres primeros digitos de cada com-
hinacién de tratamientos de esta tabla son las 27 corridas de un disefio 3’ completo. Se trata del disefio ba-
sico. Para AB’CD se tiene a, = @; = a, = 1ya, = 2. Esto implica que 8, = (3—-1)a, (mod 3) = (3-1)(1) =
2,8, = (3-1)a, (mod 3) = (3-1)(2) = 4 = 1 (mod 3) y §; = (3 - 1)a; (mod 3) = (3-1)(1) = 2. Por lo tan-
to, la ecuacioén 9-5 queda como

X, = 2x, +x, +2x, (9-6)

Los niveles del cuarto factor satisfacen la ecuacién 9-6. Por ejemplo, se tiene 2(0) + 1(0) + 2(0) = 0,2(0)
+ 1(1) + 2(0) = 1, 2(1) + 1(1) + 2(0) = 3 = 0, etcétera.

El disefio 3}, resultante tiene 26 grados de libertad que pueden usarse para calcular las sumas de
cuadrados de los 13 efectos principales y los componentes de las interacciones (y sus alias). Los alias

Tabla 9-6 Un disefio 35 con

1=AB'CD
0000 0012 - 2221
0101 0110 0021
1100 0211 0122
1002 1011 0220
0202 1112 1020
1201 1210 1121
2001 2010 1222
2102 2111 2022

2200 2212 2120
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de cualquier efecto se encuentran de la manera usual; por ejemplo, los alias de 4 son A(AB*CD) =
ABC*D*y A(AB*CD)* = BC*D”. Puede verificarse que los cuatro efectos principales estan separados de
cualquier componente de interacciones de dos factores, pero que algunos componentes de interacciones
de dos factores son alias entre si. Una vez mds se observa la complejidad de la estructura de los alias. Si
cualquiera de las interacciones de dos factores es grande, probablemente sera muy dificil aislarla con este
disefio. :

El analisis estadistico de un disefio 3 se lleva a cabo con los procedimientos usuales del anélisis de
varianza para experimentos factoriales. Las sumas de cuadrados de los componentes de interacciones
pueden calcularse como en la seccién 9-1. Cuando interprete los resultados, recuerde que los componen-
tes de las interacciones no tienen ninguna interpretacion practica.

9.3.2 Otros disefios factoriales fraccionados 3%

Para moderar los valores grandes de k, es deseable un fraccionamiento todavia mayor del disefio 3*. En
general, puede construirse una fraccion (Y del disefio 3¢ parap < k, donde la fraccién contiene 3** corri-
das. A este disefio se le llama el disefio factorial fraccionado 3*?. Por lo tanto, un disefio 32 es una frac-
¢cién un noveno, un disefio 3 es una fraccién un veintisieteavo, et