CAPiTULO |
ECUACION DE ONDA ACUSTICA




1.1 - INTRODUCCION

Se usaran los siguientes simbolos

r : Posicion de equilibrio de una particula de fluido en (x, V, z).
Fr=xt+yp+z2 (1.1)
2 : Desplazamiento de la particula de su posicién de equilibrio.
E=¢+L 9482 (1.2)
u : Velocidad de particula
-
ﬁ:—gzuxx+uvj>+u22 (1.3)
ot ’
p : Densidad instantanea en cualquier punto del fluido.
Lo : Densidad de equilibrio constante del fluido.
S : Condensacion en cualquier punto del fluido.
s=P~Po (1.4)
Po
P : Presion instantanea en cualquier punto del fluido.
P, : Presion de equilibrio constante en el fluido.
p : Presion sonora.
p=P-F (1.5)
c : Velocidad de fase de la onda.
() ; Potencial de velocidad.
i=vVo (1.6)
Ty Temperatura en grados Kelvin (OK).
T Temperatura en grados Celcius (OC)
T+273.15=T, (1.7)

Particula de Fluido: Elemento de volumen lo suficientemente grande para contener millones de
moléculas y pensar ene el fluido como un elemento continuo, y sin embargo tan pequefio que se
puede considerar que todas las variables acusticas son casi constantes en todo el elemento de
volumen.



Ondas de Amplitud Pequena: cambios de densidad seran casi despreciables comparados con su
valor de equilibrio.

‘s‘ <<1 (1.8)

1.2 - ECUACION DE ESTADO

Ecuacion de Estado de un fluido relaciona las fuerzas restauradoras internas con las
deformaciones correspondientes.

Ecuacion de Estado de un Gas Perfecto
P=pT, (1.9)
La cantidad r es una constante que depende del gas

Ecuacion de Estado Isotérmica

P _p

Z_F (1.10)
P, Py

Ecuacioén de Estado Adiabatica
Ve
P
o (PJ (1.11)
P, Lo

Donde y es la razén de calores especificos. Expandiendo en serie de Taylor, la presion en funcién
de la densidad queda

oP o°P o°P
P=P +| — (p—p0)+ 5 (p—p0)2+ 5 (p—p0)3+... (1.12)
ap Po ap Po ap Po

Pero como las variaciones son pequefias los términos de orden superior se desprecian

o0°P

(a 2] (p=py) =0 (1.13)
'O Po

o°P

(a 3j (p—p,) =0 (1.14)
'O Po

Re ordenando

oP
P=P0+(a] (p-p,) (1.15)
P P

0



oP
P_Poz(ﬁpj (,0—/00) (1.16)
Po

Multiplicando y dividiendo por p, en el segundo miembro

P—P0 :po(apj M (1.17)
op . Po

Si las fluctuaciones son pequefias, se necesitan solamente los términos de mas bajo orden y la
relacion que se obtiene es lineal

P—PO=BM (1.18)

Po

Donde B es el Médulo Adiabdtico de Volumen

oP
B= po(apj (1.19)
Po

En términos de la presion acustica y la condensacion la ecuacion de estado adiabatica se puede
expresar como

Ecuacioén de Estado Linealizada

p = Bs (1.20)

1.2 - ECUACION DE CONTINUIDAD

Ecuacién de Continuidad: Relaciona el movimiento de un fluido con su compresion y dilatacion.
Relacion funcional entre la velocidad de particula i7, y la densidad instantdnea p .

Elemento de Volumen paralelepipedo rectangular de volumen dV = dxdydz fijo en el espacio
donde viajan las particulas de fluido.

La rapidez neta con que la masa fluye a través de la superficie debe ser igual a la rapidez con que
aumenta la masa dentro del volumen.

{pux —[pux +a(gu*’)dx}}dydz=—a('gu*’)dV (1.21)

X X



Rapidez Neta con que la Masa Fluye a través de la Superficie

dy E
! 0
pu, - i > pu,+ (g:‘x)dx
dZ ’/’/J- B e
B -
[ y dx
X
Figura 1.1 Flujo de Masa a través de una particula de fluido
Similarmente para las componentes y, z de la velocidad del fluido
0 0
puy—{puydr ( y)dy} dde:_(puy)dV (1.22)
oy qy
pu.—| pu. , o) dxdy:—MdV (1.23)
0z Oz
Resumiendo
0 olpu,) o
Ox oy oz
donde V ( ) es el operador Divergencia
Rapidez Neta con que la Masa Aumenta en el Volumen
0
@ av (1.25)

ot



Igualamos

Lay =-{v-(p wlv

Simplificamos dV pasamos todo hacia un lado y obtenemos
Ecuacion de Continuidad

Lifve(p w)-0

Si consideramos el hecho que
P = Po (l + S)

Reemplazando

MJF[V(IOO(HS)H)FO

ot

Desarrollando

o)Wl o, A0 (o, =0

Como

a[po]

ot

ol(t+s)] os

ot ot
Ademas ‘S‘ << 1, entonces (s + 1) ~ 1, por lo tanto

[V : (po (1 +S)ﬁ)] ~ [V : (po (l)ﬂ)] = [V : (poﬁ)] =pV-u

Obtenemos
Os
—+p,V-ui=0
Lo or Po

Simplificamos p, para llegar a

Ecuacioén de Continuidad Linealizada

§+V-ﬁ:0
Ot

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)



1.3 — ECUACION DE FUERZA SIMPLE: ECUACION DE EULER

Considérese un elemento de fluido dV = dxdydz que se mueve con el fluido con una velocidad U
y que contiene una masa dm = pdV .

Entonces aplicando la Segunda Ley de Newton

df =adm (1.36)

df :  Fuerza Neta
a: Aceleracion

Fuerza Neta

Recordemos que de modo genérico

= (1.37)
dy i
d - i > P+6—de
: ox
dz I s
z .-
y dx
X

Figura 2.2. Fuerza Neta sobre la particula de fluido
En ausencia de viscosidad la componente x de la fuerza neta es
oP OP
df . =|P—| P+—_—dx ||dydz=——dV (1.38)
’ ox ox

Usando igual razonamiento las otras componentes de la fuerza neta son



oP

df ——dv (1.39)
oy

dfz—aidV (1.40)
0z

Como

df =df 2 +df ,p+df.2 (1.41)

Obtenemos

df:—a—Px+a—Pj>+a—P2 dv (1.42)

ox oy oz

En notacion compacta

df =VPdV (1.43)
Donde V( ) es el operador Gradiente

Aceleracion

La velocidad de particula del elemento de fluido en un punto (x, ¥, z) en el tiempo ¢ es
ti(x,y,z,t) (1.44)

Cuando transcurre un instante de tiempo ¢+dt el elemento de fluido se ha desplazado a una
posicion (x +dx,y+dy,z+ dz) y la velocidad es

ﬁ(x+dx,y+dy,z+dz,t+dt) (1.45)

Por lo tanto la aceleracion es

ﬁ(x+ dx,y+dy,z+dz,t +dt)—ﬁ(x,y,z,t)
dt

a=lim, (1.46)

Pero podemos relacionar los incrementos de posicion con el tiempo y las componentes de
velocidad

dx=u_ dt (1.47)
dy =u dt (1.48)
dz =u_dt (1.49)

Lo anterior corresponde a una linealizacién de la trayectoria de la particula.



H(x,y,z,t)s
\

dz=u_dt

B el

Figura 1.3. Linealizacion de la trayectoria de la velocidad de particulas

Como se esta suponiendo que los incrementos son muy pequefios podemos expandir en serie de
Taylor

ﬁ(x+dx,y+dy,z+dz,t+dt):ﬁ(x+uxdt,y+uydt,z+uzdt,t+dt) (1.50)
ﬁ(x+dx,y+dy,z+dz,t+dt):ﬁ(x,y,z,t)+a—ﬁuxdt+a—ﬁu dt+a—ﬁuzdt+a—ﬁdt (1.51)
ox oy T oz ot

Reemplazamos

ﬁ(x,y,z,t)+ a—ﬁuxdt + a—ﬁu dt + a—ﬁuzaft + a—ﬁdt —ﬁ(x,y,z,t)
: ox oy 0z ot
a=lim, 7 (1.52)

Restamos términos semejantes y simplificamos dt y obtenemos



ou ou  on ou

a=—u +—u,+—u, +—
ox oy = oz ot

Se define el operador vectorial

Como
dm = pdV
Usando la Segunda Ley de Newton

df =ddm

~ VPV = p{aat; +(u- V)ﬁ}dV
Ecuacion de Euler

ou
~VP=p| —+(u-V)i

ot
Podemos considerar las siguientes simplificaciones
s <<1—> p=~p,

ou

-V
0y << 2

Considerando que la componente estatica (atsmosférica) de la presion desaparece

VP =Vp

Obtenemos

Ecuacioén de Fuerza no Viscosa Linealizada

ou

Cev
Po o =VP

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)



1.4 — ECUACION DE ONDA LINEALIZADA

Combinaremos la Ecuacion de Estado, la Ecuacién de Continuidad Linealizada y la Ecuacion de
Fuerza no Viscosa Linealizada

p=Bs (1.64)

Zj+v-n:0 (1.65)
ou

Py o, =P (1.66)

Tomamos la divergencia en la ecuacion de fuerza linealizada
ou
V-(po azj =V-(-Vp) (1.67)

Intercambiamos divergencia y derivada temporal, debido a que ambos operadores son lineales y
como la divergencia del gradiente es el operador Laplaciano

0
2o 5(V-ni): -V’p (1.68)

Tomemos la derivada temporal de la ecuacion de continuidad linealizada

5(55j+a(v.ﬁ):0 (1.69)
ot\ot) ot
Obtenemos
0 0’s
—(V-i)=—— 1.70
az( ) o’ (.79
- : 0 )
Igualamos los términos que tienen a(V-ﬁ) entre si
2
_if:_ivzp (1.71)
ot Po
Usando la ecuacion de estado linealizada
p
s=L 1.72
B (1.72)
o(p
Vip=p, | — 1.73
P=0 at(Bj ( )



vzp — &@

1.74
B ot (.74)

Ecuacién de Onda Linealizada

1 0°p
Vip=——1 1.75
¢’ ot (.79)

Velocidad de Propagaciéon del Sonido
c=_|— (1.76)

La ecuacion de estado linealizada se puede escribir en forma mas conveniente como
2
p=p,c’s (1.77)

Como la presion p y la condensacién s son proporcionales esta ultima satisface la ecuacion de
onda

_iazs

Vis -
c? ot?

(1.78)

Por otra parte como la condensacion y la densidad instantanea o estan relacionadas linealmente

1 0%p
vig— L 1.79
Y JERPE (1.79)

En virtud de que el rotacional del gradiente de una funcion es igual a cero
VxVf =0 (1.80)

Ademas supondremos que no existen capas de frontera, vortices ondas cortante y turbulencia,
para los procesos acusticos de amplitud infinitesimal, entonces

Vxta=0 (1.81)
Por lo tanto existe una funcion escalar @ llamada Potencial de Velocidad que satisface
VxV® =0 (1.82)
Potencial de Velocidad

i=Vo (1.83)

Si substituimos esta ultima ecuacion en la ecuacion de fuerza linealizada



0
Lo 5(V<I>) =-Vp (1.84)

Como podemos intercambiar la derivada temporal por el gradiente, ya que son funciones lineales

op

Podemos reunir ambos términos en una sola ecuacion
oD

En ausencia de excitacion acustica la cantidad entre paréntesis se puede hacer cero, entonces

__ @ (1.87)
Y Po or :

Si la substituimos en la ecuacion de onda con respecto a la presion sonora

oD
o) 1 " ot
v2| _ Lo\ o) 1.88
( P atj c? or* 1.88)
oD 1 ‘92(6;)
o V| | =ep, N 1.89
Po (étj Po 2™ (1.89)

Simplificamos la densidad de equilibrio y los signos negativos

N

oD 182(66(1)j
Vz( j: ¢ (1.90)

Intercambiamos operadores

0 o1 o*®
Lvie)=2] -7 (1.91)
ot ot\ c¢” ot
Integrando con respecto al tiempo observamos que el potencial de velocidad satisface la ecuacion
de onda

2
van 00
c” Ot

(1.92)



1.5 -VELOCIDAD DEL SONIDO EN FLUIDOS

Combinando las ecuaciones anteriores veiamos que

oP
c=_|| — (1.93)
ap Adiabatico
Para ondas acusticas ordinarias
OP P0
- =yt (1.94)
ap Adiabdtico P 0
I
c=_|ly— (1.95)
Lo

Considerando los valores normales del aire para 0°C y presion atsmosférica normal
P, =1.103x10° N/m2 , densidad de equilibrio p, =1.293kg/m3 y 7 =1.402 obtenemos la
velocidad del sonido

5
¢, = \/1 402 11O3XI0T 53 6 (1.96)
1.293

Considerando la dependencia de la temperatura

L (1.97)
C=Cy+| 2 :
273
T
c=cy |1+ —273 (1.98)

1.6 —-ONDAS ARMONICAS PLANAS

Si todas las variables acusticas son funciones de una Unica coordenada espacial, la fase de
cualquier es constante en cualquier superficie perpendicular a esta coordenada. A tal onda se le
llama Onda Plana. Si se elige el sistema de coordenadas de tal forma que esta onda se propague
por el eje x la ecuacion de onda se reduce a

o’p 1 0°p

o 199
donde

p=p(x.t) (1.100)

La forma compleja de la solucién armdnica para la presion acustica de una onda plana es



p(x,1) = Ae/@ ) 1 Beilor+k)
La velocidad de particula se puede obtener de

8ﬁ

-V
az P

Que para una coordenada es

ou_ 0p
Po ot oOx
Luego

. j P 4
Entonces

X

e e
X Jjo

Finalmente considerando que

Po€ Po
Si se escribe considerando la direccion de propagacion
p. = Ae’ (or—ke) Direccién de Propagacion Positiva
p_=Be’ (ot k) Direccién de Propagacion Negativa

Las velocidades de particula

u, _—
Po€
W P

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

101)

102)

.103)

104)

.105)

.1086)

107)

.108)

.109)

.110)



La condensacion

s —+ p+2
Po€
s =-— p,z
Po€

El potencial de velocidad

(I)+ = _‘p7+
Jap,
D =+_pi+
J PP,

(1.111)

(1.112)

(1.113)

(1.114)

Para una onda plana que viaja en una cierta direccién arbitraria, es plausible intentar la solucién

wt—kxx—k}.y—kzz)

p(x, V,Z, t) = Aej(
Si es substituida en

Vip = 1 azp

I

Se demuestra que la solucion es valida si y solo si

O vk +k2

c

Se define Vector de Propagacion
k=ks+k p+k.z2

Tiene magnitud a)/c y vector posiciéon
Fr=xt+yp+z2

Entonces

p(f,t) = Aej(rut_g.f)

(1.115)

(1.116)

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)



Compresion s >0 Rarefaccion s <0

¢ll¢'

. A

Figura 1.4. Onda Plana viajando en la direccién x
ky
v
A
k,

Figura 1.5. Onda Plana viajando en direccion arbitraria

»




1.7 -DENSIDAD DE ENERGIA ACUSTICA E INTENSIDAD ACUSTICA DE ONDAS PLANAS

Energia Cinética

Energia cinética basicamente se define en términos de la masa y la velocidad, en nuestro caso,
para ondas acusticas que se desplazan por un volumen pequefio V

1
E, =5p0Vo\ﬁ\2 (1.121)

Energia Potencial

Que corresponde al trabajo realizado por la presién sonora para modificar el volumende V; a I

4
EP:_jpdV (1.122)
Vo
v
EP:jp Vozdp (1.123)
Vo pOC
1 p’
E,=— V. 1.124
g 2/0002 ’ ( :

Energia Total

1 > 1 p?
E=E +E,=_pVlu +_-—=V,
2 2 p,c

(1.125)

1 2 p2
E= po(ﬁ +—— jVO (1.126)
2 £oC

0

Densidad de Energia Instantanea

E _1 ’
Di:szpo(ﬁ2+,OpC2j (1.127)
0 0

Densidad de Energia Promedio

T
D=lJ'D,.dz (1.128)
T 0

2
D:;PU:; i : :;poczlﬁ (1.129)
c £oC




Donde

P : Amplitud Maxima de Presién Sonora
U : Amplitud Maxima de Velocidad de Particulas

Intensidad de Energia Acustica de Ondas Planas

Se define como el flujo de energia acustica, por unidad de area y de tiempo

AE
= (1.130)
ASAt
En forma mas especifica
1 T
I=_|pudt (1.131)
rl?
Para una onda sonora plana que viaja en la direccion positiva
1 1P’
I=_PUx=—""% (1.132)
2 2 p,c
Para una onda sonora plana que viaja en la direccidén negativa
1 1 P2
I=— PU $=——"% (1.133)
2 2 p,c

Considerando la definicion de Amplitud Efectiva o Amplitud RMS para una funcion periddica,
£(¢) de periodo T definida por

1 T
Foys = /?J-fz(t)dt (1.134)
0

Entonces para ondas armonicas

Py = o (1.135)
RMS \/5 "
U
U.  =—" (1.136)
RMS ﬁ
Finalmente
P2
I, =P, Ut =""% (1.137)



1.8 -IMPEDANCIA ACUSTICA ESPECIFICA

Se define como la razén de la presion sonora en un medio a la velocidad de particulas

Impedancia Acustica Especifica

zZ= (1.138)

p

u

Para ondas planas propagandose en sentido positivo esta razén es
Z=+p,C (1.139)
Para ondas planas propagandose en sentido negativo esta razén es

Z=—p,C (1.140)

La cantidad p,c es conocida como Impedancia Caracteristica

Para ondas estacionarias u ondas divergentes la impedancia acustica especifica es una cantidad
compleja

Z=r+jx (1.141)
r : Resistencia Acustica Especifica
X : Reactancia Acustica Especifica

1.9 —-ONDAS ESFERICAS

La ecuaciéon de onda es

1 0°p
Vip=——%+ 1.142
c? ot ( )

El operador Laplaciano en coordenadas esféricas es

, 07 20 1 o( . .0 1 0’
\Y% :72‘{‘*74‘ 7 . — Sll’lgi +ﬁ 2 (1143)
or~ ror r-sinf 00 r-sin“@ o0¢

Donde

x=rsinfcos¢@
y=rsinfsing
z=rcosl

Entonces si reemplazamos en la ecuacién de onda



or* ror r’sin@ oo

00

— (1.144)

@+g@+ 1 a(singap}r 1 op_10%p
r’sin®@ 0¢> c* o

En el caso de que las ondas tengan simetria radial, esto es no dependen de los angulos 6, ¢, el
Laplaciano es

0° 20
Vie S +=— (1.145)
or r or
La ecuacién de onda para campos de presion radialmente simétricos es
0° 20 1 o°
p _-op_10P (1.146)

ol ror o

La conservacion de la energia lleva a esperar que la amplitud de presion decaiga con una razon
l/r, de tal manera que la cantidad rp pueda tener una amplitud independiente de . Si se trata a
rp como la variable dependiente, se puede re escribir la ecuacion de onda como

o*(rp) :%az(rp)

1.147
or’ > ot ( )
Lo demostraremos a continuacion
B 2
o[aow))_1 () (1.148)
or| or c” ot
o or o 1 %
Zlp_ 4B = 1.149
or _p or 6}"} ¢’ o ( )
ol op| 1 o’
—|p+r—|=—r—— 1.150
or _p 67/} > ot ( )
2 2
‘lpjﬁip”ailz’ 1 0 P (1.151)
or or or- ¢ t
Sumando términos semejantes y dividiendo por r
2 2
ap 200 _10p (1.152)

or* ror ot
Si se considera rp como una sola variable la solucién de una armonica compleja

mp(r,t)= Ae/ @) (1.153)



Finalmente

A (Ar + jA) (cos(wt -kr) + jsen(wt -kr) )
p(r,t) ==/ H) = e (1.154)
r r
para propositos practicos

A

C R — cos(wt -kr)
r

Figura 1.6. Onda Esférica

La relacion entre presién sonora y potencial de velocidad

oo

=—py—— 1.155
P==p0 (1.185)

Despejamos e integramos respecto al tiempo

Q:—ijpdt (1.156)
Po
Luego

®-= _;j‘:ef(“”"")dt (1.157)
0


Eddie
Cuadro de texto
   (AR + jAI) ( cos(wt -kr) + jsen(wt -kr) ) 

= ------------                                              

        r



para propósitos prácticos



        A      

= ------------  cos(wt -kr)                                            

        r






1 A o)

O=——
JOpy
Finalmente
1
®=-——""p
J Py

Para calcular la velocidad de particulas usamos el potencial de velocidad
ui=VvVo
El operador gradiente en coordenadas esféricas es

V=£f+li9+ L
or rob rsin@ O0¢

En nuestro caso al contar con simetria radial es

veOs
or

Aplicandolo al potencial de velocidad

or

ﬂ:g _ 1 éej(a)t—kr) 7

or| Jjwp, r

; . ik .

ﬁ:|:'1ée./(wtkl)+ ] Aej(wtkr):|f

JWp, r jwp, r
Factorizamos
= L_ﬁ.l Lée/(‘w*k")f

e lep, r
Como

CcC=

@
k

(1.159)

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

(1

158)

.160)

161)

162)

163)

164)

.165)

.166)

167)



Obtenemos

:[ _J}lAe./(wrkr)f (1.168)
kr | p,c r

Finalmente denotando adecuadamente

=[1—‘]}pf (1.169)
kr | p,c

Las variables acusticas observadas se obtienen si se consideran las partes reales.

En contraste de las ondas planas, la velocidad de particulas no estan en fase con la presion. La
impedancia acustica especifica noes p,c, sino

Z= P (1.170)
u
éej((ut—kr)
Z= _a (1.171)
LA e
kr | p,c r
Simplificando obtenemos
7= _ (1.172)
_J
kr
ki
z=pc—t— (1.173)
kr—j
Separamos parte real e imaginaria
Z=p,C ( ) +jp,c N (1.174)
"1 (k) "1 (k)
Recordando que
Z=r+ jx (1.175)

(r)’

— Resistencia Acustica Especifica
1+ (kr)

r=p,C



1
X=pPyC—— : Reactancia Acustica Especifica

1+ (kr)2

Al observar la impedancia como un nimero complejo este puede denotarse en términos de médulo
y fase

1+ (kr)?

kr

Figura 1.7. Relacién de Fase Impedancia Acustica Especifica

z=p0ck(r)2ef“’ (1.176)
1+ (kr

z = p,ccosbe’’ (1.177)
Donde

cotd = kr (1.178)

Si observamos los valores limites a grandes distancias de la fuente para la parte real de la
impedancia acustica especifica

. kr)
lzm(,{r)ﬁm,ooch_((’2]/)2 = p,C (1.179)

Si observamos los valores limites a grandes distancias de la fuente para la parte real de la
impedancia acustica especifica

lim, . p e Lo (1.180)
(kr)»o 0 l+(k}")2 '

De esto podemos concluir que a grandes distancias la presiéon sonora y la velocidad de particulas
estan casi en fase, en consecuencia, la onda esférica asume las caracteristicas de una onda plana.

Si consideramos la magnitud absoluta de la impedancia acustica especifica esta es

P
z:—:pocL:poccosH (1.181)

U L+ (k)



Donde

P : Amplitud Maxima de Presién Sonora
U : Amplitud Maxima de Velocidad de Particulas

Considerando la parte real, sin perder generalidad la presion y la velocidad de particulas

p(x,t)= écos(a)t —kr) (1.182)
r

u(x,t)= 14 cos(wt —kr—0) (1.183)
poC F cosl

Calculando la intensidad sonora en términos de las amplitudes

2

6’)dt=PUCOSH P

T
I=;chos(wt—kr)U cos(or —kr — (1.184)
0

2 2p,c
La potencia de la fuente es

W =4m] (1.185)

1.8 — NIVEL DE PRESION SONORA, NIVEL DE INTENSIDAD SONORA Y NIVEL DE POTENCIA
SONORA

Nivel de Presion Sonora

0

2
P
L, :1010g(5”5j (1.186)

P
L, =20 log(l’*j’sj (1.187)

0
P, =2x10" N/m’

Nivel de Intensidad Sonora

L, =1010g([[j (1.188)

0

I, =1x10"2 W/m?



Nivel de Potencia Sonora

w
L, = IOIOg[WJ (1.189)

0

W, =1x10"*Ww





