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NUESTRO OBJETIVO

Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera esta disefiado para cubrir
las necesidades de un curso de uno o dos semestres de teoria bdsica, asi como de aplicacio-
nes de las ecuaciones diferenciales. Con este fin, aumentamos nuestro breve texto anterior,
incluyendo capitulos relativos a problemas de valores propios y ecuaciones de Sturm-Liou-
ville. Hemos tratado de crear un texto flexible que proporcione al instructor un amplio pano-
rama para disefiar un temario del curso (en este prefacio damos ejemplos de tales temarios),
para el énfasis del curso (teorfa, metodologia, aplicaciones y métodos numéricos) y para usar
el software comercial.

INNOVACIONES PARA ESTA EDICION

En respuesta a las solicitudes de usuarios y revisores, y en reconocimiento de los recientes
desarrollos en ensefianza y aprendizaje, ofrecemos lo siguiente:

El capitulo 4, Ecuaciones lineales de segundo orden, se centra ahora en las ecuaciones con
coeficientes constantes. Esta situacion predomina en las aplicaciones. Al restringir la prime-
ra exposicion al lector a una situacién en que las soluciones se pueden construir facilmente,
podemos exhibir de manera explicita casi todos los aspectos de la teoria lineal. La vision ge-
neral de esta teoria, que aparece en el capitulo 6 para quienes quieran aprenderla, es mucho
mds facil de comprender cuando el lector ha logrado dominar los cdlculos concretos en el ca-
so de coeficientes constantes. En el capitulo 4 hemos mantenido una seccion cualitativa, la
cual gufa al lector para especular de manera inteligente sobre el comportamiento aproxima-
do de tipos mds generales de ecuaciones (con coeficientes variables y no lineales).

vii
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Ahora se introduce el método de coeficientes indeterminados en la seccién 4.4 para no-ho-
mogeneidades con un solo término, lo cual motiva mejor el método y simplifica el procedi-
miento. Los coeficientes indeterminados se revisan en la seccidn 4.5, donde se amplian a la
suma de términos no homogéneos por medio del principio de superposicion. En la guarda
posterior de este texto se reproduce un bosquejo simplificado del procedimiento.

Las ecuaciones diferenciales que describen a circuitos RL y RC sencillos son de primer or-
den, de modo que esta aplicacion se introduce ahora en el capitulo 3. El andlisis de circuitos
RLC mds complejos permanece en el capitulo 5. Un nuevo proyecto al final del capitulo 3
describe el amplificador operacional ideal y muestra cémo un pequefio razonamiento fisico
permite a los ingenieros tratar un comportamiento no lineal sin dolor.

Al final de los capitulos adecuados aparecen nuevos proyectos que modelan la oferta y la de-
manda, el crecimiento de tumores y los amplificadores operacionales (ya mencionados).

Este capitulo ha sido reorganizado para dotar rdpidamente al lector de la capacidad para re-
solver sistemas de ecuaciones diferenciales mediante el método de eliminacién. Los méto-
dos numéricos se introducen antes de las descripciones del plano fase y los sistemas
dindmicos, lo que facilita la comprension y anima a realizar experimentos computacionales
relativos a estos temas.

Para conveniencia de los profesores, algunos de los ejercicios bdsicos para “construir habili-
dades” han sido modificados (para cambiar las respuestas anteriores obsoletas) y se ha agre-
gado una seleccion de ejercicios con un grado mayor de desafio.

PRERREQUISITOS

Aunque en algunas universidades el curso de dlgebra lineal es un prerrequisito para el curso
de ecuaciones diferenciales, muchas escuelas (en especial las de Ingenieria) s6lo usan el
cdlculo. Con esto en mente, hemos disefiado el texto de modo que sélo el capitulo 6 (Teoria
de ecuaciones diferenciales lineales de orden superior) y el capitulo 9 (Métodos matriciales
para sistemas lineales) requieran algo mds que el dlgebra lineal de bachillerato. Ademas, el
capitulo 9 contiene secciones de repaso sobre matrices y vectores, asi como referencias espe-
cificas para los resultados mds profundos de la teorfa del dlgebra lineal que se utilizan en
esta obra. También escribimos el capitulo 5 para dar una introduccion a los sistemas de ecua-
ciones diferenciales, incluyendo los métodos de solucion, andlisis de plano fase, aplicaciones,
procedimientos numéricos y transformaciones de Poincaré, que no requieren fundamentos de
dlgebra lineal.

EJEMPLOS DE TEMARIOS

Como una gufa “en bruto” para el disefio de un curso en dos semestres que estd relacionado
con este texto, damos dos ejemplos que pueden servir para una serie de dos cursos de 15 se-
manas cada uno, con tres horas de clase por semana: el primero enfatiza las aplicaciones y
los cdlculos junto con el andlisis del plano fase; el segundo estd disefiado para cursos que en-
fatizan la teorfa. Como en el texto mds breve, los capitulos 1, 2 y 4 son el nicleo del curso
del primer semestre. El resto de los capitulos es, en su mayor parte, independiente de lo de-
mads. Para los estudiantes que tienen conocimientos de dlgebra lineal, el instructor podria
reemplazar el capitulo 7 (Transformadas de Laplace) o el capitulo 8 (Soluciones de ecuacio-
nes diferenciales mediante series) por secciones del capitulo 9 (Métodos matriciales para sis-
temas lineales).
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Métodos,
Primer calculos Teoria de Segundo Ambos
semestre y aplicaciones métodos semestre cursos
Semana Secciones Secciones Semana Secciones
1 1.1,1.2,1.3 1.1,1.2,1.3 1 1.1, 1.2, 1.3
2 1.4,2.2 1.4,2.2,2.3 2 1.4,2.2
3 2.3,2.4,32 24,25 3 2.3,2.4
4 3.4,3.5,3.6 2.6,3.2,34 4 32,34
5 3.7,4.1 42,43 5 42,43
6 42,43 4.4,45,4.6 6 4.4,45,4.6
7 4.4,45,4.6 47,5.1,5.2 7 47,5.1,5.2
8 4.7,4.8,4.9 53,54 8 7.1,7.2,7.3
9 5.1,5.2,5.3 5.5,6.1 9 7.4,7.5
10 54,5.5,5.6 6.2,6.3,64 10 7.6,7.7
11 6.1,6.2 7.2,7.3,7.4 11 7.8,8.2
12 6.3,7.2,7.3 7.5,7.6 12 8.3,8.5,8.6
13 7.4,75,7.6 7.7, 8.1 13 10.2, 10.3
14 7.7,8.1,8.2 8.2,8.3,84 14 10.4, 10.5
15 8.3,8.4 8.5, 8.6 15 10.6, 10.7

CARACTERISTICAS UNICAS DE ESTA OBRA

La mayor parte del material tiene una naturaleza modular que permite diversas configuracio-
nes y énfasis en el curso (teorfa, aplicaciones, técnicas o conceptos).

La disponibilidad de paquetes de cémputo como MATHCAD®, MATHEMATICA®, MAT-
LAB® y MAPLE® proporciona una oportunidad para que el estudiante realice experimentos
numéricos y enfrente aplicaciones realistas que proporcionen una mejor idea de la materia. En
consecuencia, hemos insertado varios ejercicios y proyectos en todo el texto, disefiados para
que el estudiante utilice el software disponible en el andlisis del plano fase, el cdlculo de valo-
res propios y las soluciones numéricas de varias ecuaciones.

Debido a las restricciones de tiempo, es posible que en ciertos cursos no se aborden las sec-
ciones que tratan casi exclusivamente de aplicaciones (como las de los capitulos 3 y 5). Por
tanto, hemos logrado que las secciones de estos capitulos sean casi completamente indepen-
dientes entre si. Para que el profesor tenga mds flexibilidad, hemos incorporado varias aplicacio-
nes en los ejercicios de las secciones tedricas. Ademds, hemos incluido muchos proyectos
que trabajan con tales aplicaciones.

Al final de cada capitulo aparecen los proyectos de grupo que estdn relacionados con el ma-
terial del capitulo. Un proyecto puede implicar una aplicacién mds desafiante, profundizar en
la teorfa, o presentar temas mds avanzados de ecuaciones diferenciales. Aunque estos pro-
yectos pueden ser enfrentados por los estudiantes en forma individual, su utilizacion en el sa-
I6n de clase ha mostrado que el trabajo en grupo le otorga una mayor dimension a la
experiencia de aprendizaje. De hecho, simula la interaccién que tendrd lugar en el terreno
profesional.
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La habilidad de comunicacion es, por supuesto, un aspecto esencial de las actividades profe-
sionales. Atn asf, pocos textos proporcionan la oportunidad para que el lector desarrolle tal
habilidad. Es por ello que hemos agregado al final de la mayor parte de los capitulos un con-
junto de ejercicios de escritura técnica, claramente identificados, que invitan al estudiante a
crear respuestas documentadas a preguntas que estdn relacionadas con los conceptos del ca-
pitulo. Al hacer esto, se pide a los estudiantes que comparen varios métodos y presenten ejem-
plos que apoyen su andlisis.

En todo el texto aparecen notas histdricas que se identifican con dagas (). Estas notas al pie
proporcionan por lo general el nombre de la persona que desarroll6 la técnica, la fecha y el con-
texto de la investigacion original.

La mayor parte de los capitulos inicia con el andlisis de un problema de la fisica o la ingenie-
ria que motiva al tema que se presenta, se incluye ademds la metodologia.

Todos los capitulos principales contienen un conjunto de problemas de repaso, junto con un
resumen de los principales conceptos que se presentan.

La mayor parte de las figuras del texto fueron generadas mediante una computadora. Los
graficos por computadora no sélo garantizan una mayor precision en las ilustraciones, sino
que demuestran el uso de la experimentacién numérica en el estudio del comportamiento de
las soluciones.

Aunque los estudiantes mds pragmaticos podrian eludir las demostraciones, la mayoria de los
profesores consideran a estas justificaciones como un ingrediente esencial en un libro de texto
de ecuaciones diferenciales. Como en cualquier otro texto de este nivel, hay que omitir algu-
nos detalles de las demostraciones. Cuando esto ocurre, sefialamos el hecho y hacemos referen-
cia a un problema en los ejercicios o a otro texto. Por conveniencia, el final de una demostracién
se seflala mediante el simbolo m.

Hemos desarrollado la teorfa de ecuaciones diferenciales lineales en forma gradual. En el ca-
pitulo 4 (Ecuaciones lineales de segundo orden) presentamos la teoria bdsica para las ecuacio-
nes lineales de segundo orden y analizamos varias técnicas para resolver tales ecuaciones. Las
ecuaciones de orden superior se mencionan brevemente en este capitulo. En el capitulo 6
(Teorfa de ecuaciones diferenciales lineales de orden superior) se da un andlisis mds detallado
de las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior. Para un primer curso que enfatice
los métodos de solucidn, basta la presentacion del capitulo 4 y se puede omitir el capitulo 6.

Se presentan varios métodos numéricos para aproximar las soluciones de ecuaciones dife-
renciales, junto con bosquejos de programas que se pueden ejecutar con facilidad en una
computadora. Estos métodos se presentan de manera temprana en el texto, de modo que los
maestros y los estudiantes puedan usarlos para la experimentacién numérica y para enfrentar
aplicaciones complejas. La mayor parte de los algoritmos analizados se implantan en el sitio
en Internet para este texto.

Los ejercicios son abundantes, con diferentes grados de dificultad, desde los problemas ruti-
narios mds directos, hasta los mds desafiantes. Algunas preguntas tedricas mds profundas,
junto con aplicaciones aparecen por lo general en la parte final de los conjuntos de ejercicios.
En todo el texto hemos incluido problemas y proyectos que requieren una calculadora o una
computadora. Estos ejercicios se indican mediante el simbolo . El software del sitio en
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Internet especialmente disefiado para su uso con este texto facilita la solucion de estos pro-
blemas numéricos.

Estas secciones se pueden omitir sin afectar el desarrollo 16gico del material. Estdn sefiala-
das con un asterisco en la tabla de contenido. Como hemos dicho, las secciones de los capi-
tulos 3 y 5 son completamente independientes entre si.

Proporcionamos un capitulo detallado sobre transformadas de Laplace (capitulo 7), pues és-
te es un tema recurrente para los ingenieros. Nuestro tratamiento enfatiza los términos de for-
zamiento discontinuo e incluye una seccién sobre la funcion delta de Dirac.

Las soluciones en serie de potencias son un tema que en ciertas ocasiones causa ansiedad a
los estudiantes. Es probable que esto se deba a una preparacion inadecuada en el cdlculo,
donde el sutil tema de las series convergentes se estudia (con frecuencia) rapidamente. Nues-
tra solucién consiste en proporcionar una introduccién suave y atractiva a la teoria de solu-
ciones en serie de potencias, con una exposicion de las aproximaciones a las soluciones
mediante polinomios de Taylor, posponiendo los aspectos sofisticados de la convergencia pa-
ra secciones posteriores. A diferencia de muchos textos, el nuestro proporciona una amplia
seccion sobre el método de Frobenius (Seccion 8.6), asi como una seccidn sobre la determi-
nacion de una solucion linealmente independiente.

Aunque hemos dedicado un espacio considerable a las soluciones mediante series de
potencias, también hemos tenido cuidado en adecuarnos al profesor que sélo desea dar una
introduccion bdsica del tema. Puede lograrse una introduccion al tema de solucién de ecua-
ciones diferenciales mediante series de potencias y el método de Frobenius abarcado los ma-
teriales de las secciones 8.1, 8.2, 8.3 y 8.6.

Se proporciona una introduccion a este tema en el capitulo 10, abarcando el método de sepa-
racion de variables, series de Fourier, la ecuacion del calor, la ecuacién de onda y la ecuacién
de Laplace. Se incluyen ejemplos en dos y tres dimensiones.

El capitulo 5 describe la forma en que puede obtenerse informacion cualitativa para las solu-
ciones a sistemas de dos dimensiones con ecuaciones auténomas intratables, observando sus
campos de direcciones y los puntos criticos en el plano fase. Con la ayuda del software ade-
cuado, este punto de vista proporciona una alternativa refrescante, casi recreativa, a la meto-
dologfa tradicional analitica al analizar las aplicaciones a la mecdnica no lineal, las
ecuaciones no lineales y la epidemiologia.

Se proporciona una motivacién para el capitulo 4, sobre ecuaciones diferenciales lineales,
mediante una seccién introductoria que describe el oscilador masa-resorte. Aprovechamos la
familiaridad del lector con los movimientos vibratorios comunes para anticipar la exposicién
de los aspectos tedricos y analiticos de las ecuaciones lineales. Este modelo no sé6lo propor-
ciona una base para el discurso sobre las ecuaciones con coeficientes constantes, sino que
también una interpretacion libre de sus caracteristicas nos permite predecir el comporta-
miento cualitativo de las ecuaciones con coeficientes variables o no lineales.

El capitulo sobre métodos matriciales para los sistemas lineales (capitulo 9) comienza con
dos secciones introductorias (opcionales) que repasan la teorfa de los sistemas algebraicos li-
neales y el dlgebra matricial.



Xii Prefacio

Guia de recursos
para el instructor
(para la edicion
en inglés

de esta obra)
CD-ROM
interactivo de
ecuaciones
diferenciales
(para esta edicion
en espaiiol)

Guia del
instructor basada
en MAPLE (para la
edicion en inglés
de esta obra)

CourseCompass

SUPLEMENTOS

Contiene respuestas cortas de todos los ejercicios y proyectos de grupo adicionales.
ISBN 0-321-17318-X

Por Beverly West (Universidad de Cornell), Steven Strogatz (Universidad de Cornell), Jean
Marie McDill (California State Polytechnic University-San Luis Obispo), John Cantwell (Uni-
versidad de San Luis) y Hubert Hohn (Massachussetts College of Art). Version revisada de un
popular software directamente ligado al texto. Se centra en la ayuda a los estudiantes para vi-
sualizar conceptos. Se extraen aplicaciones de ingenieria, fisica, quimica y biologfa. Se puede
utilizar en ambientes Windows o Macintosh y se incluye gratuitamente en cada ejemplar.
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Introduccion

T FUNDAMENTOS

En las ciencias y la ingenieria se desarrollan modelos matemadticos para comprender mejor
los fenémenos fisicos. Con frecuencia, estos modelos producen una ecuacién que contiene
algunas derivadas de una funcién incégnita. Esta ecuacion es una ecuacion diferencial. Dos
ejemplos de modelos que se desarrollan en célculo son la caida libre de un cuerpo y el de-
caimiento de una sustancia radiactiva.

En el caso de la caida libre, un objeto se libera desde una altura determinada (por en-
cima del nivel del suelo) y cae bajo la fuerza de la gravedad.” Podemos aplicar al objeto que
cae la segunda ley de Newton, la cual establece que la masa de un objeto por su aceleracion
es igual a la fuerza total que actia sobre €l. Esto lleva a la ecuacion (véase la figura 1.1)

mi =-—mg
d? ’
donde m es la masa del objeto, % es la altura sobre el suelo, d*h/d? es su aceleracién, gesla
aceleracion gravitacional (constante) y —mg es la fuerza debida a la gravedad. Esta es una
ecuacion diferencial que contiene la segunda derivada de la altura desconocida # como fun-
cion del tiempo.

Figura 1.1 Manzana en caida libre

En este caso suponemos que la gravedad es la uinica fuerza que actida sobre el objeto, y que esta fuerza es cons-
tante. Otros modelos mds generales considerardn otras fuerzas, como la resistencia del aire.
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Por fortuna, es fécil resolver la ecuacion anterior en términos de 4. Basta dividir entre m
e integrar dos veces con respecto de ¢. Es decir,
d*h

ar &

de modo que

dh
& gt + ¢
y
2
—gt
h=hir) = § +et+ e

2

Veremos que las constantes de integracion c; y ¢, quedan determinadas si conocemos la altu-
ra inicial y la velocidad inicial del objeto. As{, tenemos una férmula para la altura del objeto
en el instante ¢.

En el caso del decaimiento radiactivo (figura 1.2), partimos de la siguiente premisa: la
razon de decaimiento es proporcional a la cantidad de sustancia radiactiva presente. Esto con-
duce a la ecuacion

dA

E:_kA’ k>0,

donde A (>0) es la cantidad desconocida de sustancia radiactiva que estd presente en el
instante ¢ y k es la constante de proporcionalidad. Para resolver esta ecuacidn diferencial, la
escribimos en la forma

1
ZdA = —kdt
e integramos para obtener
Lia= [ ta
1 ‘
IHA+C|=—kl+C2.

Al despejar A obtenemos

A= A(I) — glnA — e—RrgC}—C, — Ce,—iu‘

)

Figura 1.2 Decaimiento radiactivo
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donde C es la combinacién de constantes de integracién ¢“2~€1. El valor de C, como vere-
mos mds adelante, queda determinado si se tiene la cantidad inicial de sustancia radiactiva.
Entonces tenemos una férmula para la cantidad de sustancia radiactiva en cualquier instante
futuro «.

Aunque los ejemplos anteriores se resolvieron facilmente mediante métodos del célcu-
lo, nos dan poca idea del estudio de las ecuaciones diferenciales en general. En primer lugar,
obsérvese que la solucion de una ecuacién diferencial es una funcion, como h(t) o A(f), no
s6lo un nimero. En segundo lugar, la integracién es una herramienta importante para resol-
ver ecuaciones diferenciales (jlo cual no es sorprendente!). En tercer lugar, no podemos
esperar obtener una Unica solucién a una ecuacién diferencial pues hay unas “constantes de
integracion” arbitrarias. La segunda derivada d*h/df* en la ecuacién de caida libre da lugar
a dos constantes, ¢; y ¢, y la primera derivada en la ecuacion de decaimiento da lugar, en ul-
tima instancia, a una constante C.

Siempre que un modelo matemdtico implique la razén de cambio de una variable con
respecto de otra, es probable que aparezca una ecuacion diferencial. Por desgracia, en contraste
con los ejemplos de la caida libre y el decaimiento radiactivo, la ecuacion diferencial puede ser
muy compleja y dificil de analizar.

Las ecuaciones diferenciales surgen en una amplia gama de dreas, no sélo en las ciencias
fisicas, sino también en campos tan diversos como la economia, la medicina, la psicologia y
la investigacion de operaciones. Ahora enumeraremos unos cuantos ejemplos especificos.

1. Una aplicacidn cldsica de las ecuaciones diferenciales aparece en el estudio de un
circuito eléctrico formado por un resistor, un inductor y un capacitor que son exci-
tados por una fuerza electromotriz (véase la figura 1.3). En este caso, al aplicar las
leyes de Kirchhoff " obtenemos la ecuacién

d? dg 1
—q+R—q+Eq:E(r},

D de’ di

donde L es la inductancia, R es la resistencia, C es la capacitancia, E(?) es la fuerza
electromotriz, g(f) es la carga en el capacitor y ¢ es el tiempo.

emf C

Figura 1.3 Diagrama de un circuito RLC en serie

2. En el estudio del equilibrio gravitacional de una estrella, una aplicacién de la ley
de gravitacion de Newton y la ley de Stefan-Boltzmann para los gases conduce a la
ecuacién de equilibrio

| d (# dP

—— 11— = —4wpG .
@ v dr 2 dr) K

donde P es la suma de la presion cinética del gas y la presidn por radiacion, r es la

T Analizaremos las leyes de Kirchhoff en la seccién 3.5.
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distancia desde el centro de la estrella, p es la densidad de la materia y G es la cons-
tante de gravitacion.

3. En psicologia, un modelo del aprendizaje de una tarea implica la ecuacién

dy/dt 2p
3 R e
@ R va
En este caso, la variable y representa el nivel de habilidad del estudiante como fun-
cion del tiempo ¢. Las constantes p y n dependen del individuo y la naturaleza de la
tarea.

4. En el estudio de las cuerdas vibrantes y la propagacion de ondas, encontramos la
ecuacién diferencial parcial
Pu

cc— =0 n
) Py%) P

donde ¢ representa el tiempo, x la posicién a lo largo de la cuerda, c la rapidez de
la onda y u el desplazamiento de la cuerda, que es una funcion del tiempo y la
posicion.

Para comenzar nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales necesitamos cierta termi-
nologfa comun. Si una ecuacién implica la derivada de una variable con respecto de otra,
entonces la primera se llama una variable dependiente y la segunda una variable indepen-
diente. Asi, en la ecuacidn

5 d—w';+a£+kx=0,
dr dt

t es la variable independiente y x es la variable dependiente. Nos referimos a a y k como coe-
ficientes en la ecuacion (5). En la ecuacion
dn du

® gy Y.

Xy y son variables independientes y u es una variable dependiente.

Una ecuacion diferencial que s6lo implica derivadas ordinarias con respecto de una sola
variable independiente es una ecuacion diferencial ordinaria. Una ecuacion diferencial que
implica derivadas parciales con respecto de mds de una variable independiente es una ecua-
cion diferencial parcial. La ecuacion (5) es una ecuacion diferencial ordinaria y la ecuacién
(6) es una ecuacidn diferencial parcial.

El orden de una ecuacidn diferencial es el orden de las derivadas de orden mdximo que
aparecen en la ecuacién. La ecuacién (5) es una ecuacién de segundo orden, pues d*x/df* es
la derivada de médximo orden que aparece en la ecuacién. La ecuacion (6) es una ecuacion de
primer orden, pues solo contiene derivadas parciales de primer orden.

Serd util clasificar las ecuaciones diferenciales ordinarias como lineales y no lineales.
Recuerde que las rectas (en dos dimensiones) y los planos (en tres dimensiones) son parti-
cularmente féciles de visualizar, en comparacion con objetos no lineales como las curvas
cubicas o las superficies cuddricas. Por ejemplo, podemos determinar todos los puntos de
una recta si s6lo conocemos dos de ellos. En correspondencia, las ecuaciones diferenciales /i-

"Nota histérica: Jean le Rond d’ Alembert (1717-1783) descubri6 por primera vez esta ecuacién diferencial parcial
en 1747.
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neales son mds susceptibles de resolverse que las no lineales. Las ecuaciones para las rectas
ax + by = cy los planos ax + by + ¢z = d tienen la caracteristica de que las variables apa-
recen s6lo en combinaciones aditivas de sus primeras potencias. Por analogia, una ecuaciéon
diferencial lineal es aquella en que la variable dependiente y y sus derivadas sélo aparecen
en combinaciones aditivas de sus primeras potencias.

Una ecuacion diferencial es lineal si tiene el siguiente formato

dny dn‘wly dy
n +d, qlx)—=+ o +alx) = +aylxly=Flx),
I R e i0) 5+ aulely = Fx)
donde a,(x), a,— (%), . . ., ay(x) y F(x) dependen s6lo de la variable independiente x. Las com-

binaciones aditivas pueden tener multiplicadores (coeficientes) que dependen de x, sin que
haya restricciones sobre la naturaleza de esta dependencia de x. Si una ecuacién diferencial
ordinaria no es lineal, entonces se conoce con el nombre de no lineal. Por ejemplo,

es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden no lineal, debido a la presencia del
término y*, mientras que
d?y
de

3

+y=x

es lineal (a pesar del término x°). La ecuacién

dy  dy
—5 Ty =Cosx
dx dx
es no lineal debido al término y dy/dx.

Aunque la mayor parte de las ecuaciones que probablemente aparezcan en la préctica
estdn en la categoria no lineal, un primer paso importante consiste en trabajar con las ecua-
ciones lineales, mds sencillas (asi como las rectas tangentes ayudan en la comprensién de
curvas complicadas al proporcionar aproximaciones locales).

En los problemas 1 a 12, damos una ecuacion diferencial
junto con el campo o drea donde surge. Clasifiquelas
como una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) o una
ecuacion diferencial parcial (EDP), proporcione el or-
den e indique las variables independientes y dependien-
tes. Si la ecuacion es una ecuacion diferencial ordinaria,
indique si la ecuacion es lineal o no lineal.

2
1. 3d—§+ 4é + 9y =2cos 3t
dt dr

(vibraciones mecdnicas, circuitos eléctricos, sismolo-
gfa).

d? d
LA i A N

Tt dx

(ecuacion de Hermite, mecdnica cudntica, oscilador
armonico).

dy _ _y(2 - Bx)

Tdx x(1 - 3y)

(competencia entre dos especies, ecologia).

Fu, Fu_

taxt @yt

(ecuacion de Laplace, teoria de potencial, electrici-
dad, calor, aerodinamica).
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5. %: kp(P — p) , donde k y P son constantes 12. jx}z - 0.1{1 — ,Vz)% + 9 =0
(curva logistica, epidemiologia, economia). (ecuacion de van der Pol, vdlvula triodo).
6. ax _ @ —-x1-x
dt En los problemas 13 a 16, escriba una ecuacion diferen-
(velocidad de reaccién quimica). cial que se ajuste a la descripcion fisica.
dv\? 13. Larazén de cambio de la poblacion p de bacterias en
7. [1 + (E) ] = €, donde C es una constante el instante ¢ es proporcional a la poblacidn en el ins-
tante 7.
(problema de la braquistocrona,” cdlculo de variaciones). 14, La velocidad en el instante ¢ de una particula que se
d?y dy mueve a lo largo de una linea recta es proporcional a

8. VI —y—=+2x—=0
dax*©

la cuarta potencia de su posicion x.

dx
15. La razén de cambio en la temperatura T del café en
(ecuacion de Kidder, flujo de un gas a través de un me- el instante ¢ es proporcional a la diferencia entre la
dio poroso). temperatura M del aire en el instante ¢ y la tempera-
2 .
dy dy tura del café en el instante ¢.
91—2+—+xy={] ) ) )

dx x 16. Larazon de cambio de la masa A de sal en el instante

t es proporcional al cuadrado de la masa de sal pre-

(aerodindmica, analisis de tensién mecdnica). .
sente en el instante 7.

d*y . . .

10. Sd_;‘ =x(l —x) 17. Carrera de autos. Dos pilotos, Alison y Kevin,
* participan en una carrera de “arrancones”. Parten
(deflexién de vigas). desde el reposo y luego aceleran a una razén cons-
.2 tante. Kevin cubre la dltima cuarta parte de la dis-

oN _ N | 1N . . .
11. a2 + S ar + kN, donde k es una constante tancia en 3 segundos, mientras que Alison cubre la
dltima tercera parte de la distancia en 4 segundos.

(fision nuclear). (Quién gana y por cudnto tiempo?

W12 SOLUCIONES Y PROBLEMAS CON VALORES INICIALES

Una ecuacioén diferencial ordinaria de orden n es una igualdad que relaciona la variable inde-
pendiente con la n-ésima derivada de la variable dependiente (y usualmente también derivadas
de orden menor). Algunos ejemplos son

dX dy
Izd_i + xa +y=x (segundo orden, x independiente, y dependiente)
X
| d 2};
\f l=|—=]-»v=0 (segundo orden, ¢ independiente, y dependiente)
i I'l . . .
i = ki (cuarto orden, ¢ independiente, x dependiente).

"Nota histdrica: En 1630, Galileo formuld el problema de la braquistocrona (Bpoiy{otoc = mids corto, xpdvog = tiem-
po), es decir, determinar una trayectoria hacia abajo, por la cual debe caer una particula desde un punto dado hasta otro en
el menor tiempo posible. Fue propuesto de nuevo por John Bernoulli en 1696 y resuelto por éste al afio siguiente.
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SOLUCION

EJEMPLO 2

SOLUCION

Seccién 1.2 Soluciones y problemas con valores iniciales 7

Asf, una forma general para una ecuacion de orden n con x independiente, y dependiente, se
puede expresar como

dy dny
1) F(x,), ,...,dxn)—ﬂ,

donde F es una funcion que depende de x, y, y de las derivadas de y hasta de orden n; es de-
cir, depende de x, y, . . ., d"y/dx". Suponemos que la ecuacion es vélida para toda x en un
intervalo abierto / (a < x < b, donde a o b pueden ser infinitos). En muchos casos, podemos
despejar el término de orden médximo d"y/dx" y escribir la ecuacién (1) como

" 4y j( dy d”_ly)
() dxn x’y’dx""’dxu—l ’

que con frecuencia se prefiere sobre (1) por razones tedricas y de cdlculo.

SOLUCION EXPLICITA

Definicion 1. Una funcidn ¢(x) tal que al sustituirla en vez de y en la ecuacién (1)
[0 (2)] satisface la ecuacién para toda x en el intervalo I es una solucion explicita
de la ecuacion en 1.

1

Mostrar que ¢(x) = x> — x~ ! es una solucién explicita de la ecuacién lineal

3)

Las funciones ¢(x) = x> — x 1, ¢'(x) = 2x + x 2y ¢"(x) = 2 — 2x ? estdn definidas para
toda x # 0. Al sustituir ¢(x) en vez de y en la ecuacion (3) se tiene

{2 —2x7% — x%(xz —xN=2-2)-02-2=0.

Como esto es vélido para cualquier x # 0, la funcién ¢(x) = x> — x~! es una solucién expli-
cita de (3) en (—oo, 0) y también en (0, co). =

Mostrar que para cualquier eleccion de las constantes ¢; y ¢, la funcién

Blx) = ¢ + ™
es una solucion explicita de la ecuacion lineal
@) v—yv —2y=0.
Calculamos ¢'(x) = —cie™ + 2c,* y ¢"(x) = cje™™ + 4ce™. Al sustituir ¢, ¢’ y ¢ en
vez dey, y' yy” en la ecuacion (4) se tiene
(cre™ + 4ee™) — (—cle ™ + 2e0™) — 2{cie™ + ce™)
=, + ¢, — 2cp0e™ + (4¢; — 2, — ECQJeh =0.

Como la igualdad es vdlida para toda x en (—oo, 00), entonces ¢(x) = cje * + c,¢** es una
solucién explicita de (4) en el intervalo (—oo, o) para cualquier eleccién de las constantes
C1ycp m



Capitulo 1

EJEMPLO 3

SOLUCION

EJEMPLO 4

SOLUCION

Introduccién

Como veremos en el capitulo 2, los métodos para resolver las ecuaciones diferenciales
no siempre proporcionan una solucién explicita de la ecuacion. A veces tendremos que plan-
tear una solucion definida en forma implicita. Consideremos el siguiente ejemplo.

Mostrar que la relacién

(5) Fox+8=10

define de manera implicita una solucién de la ecuacion no lineal

{{y _ A
(6) de ™ 2y

en el intervalo (2, 00).

Al despejar y en (5), obtenemos y = =V 3 — 8. Veamos si ¢p(x) = Vx3 — 8 es una solucion
explicita. Como d¢p/dx = 3x*/(2V x3 — 8 ), tanto ¢ como d¢p/dx estdn definidas en (2, c0).
Al sustituirlas en (6) se tiene

3x? ax?

2Vii-s 2(Vat-s) ]

que es vdlida para toda x en (2, 00). [Usted puede verificar que (x) = —Vx3 — 8 también
es una solucion explicita de (6)]. =

SOLUCION IMPLICITA

Definicion 2. Se dice que una relacion G(x, y) = 0 es una solucién implicita de la
ecuacion (1) en el intervalo 7 si define una o mds soluciones explicitas en /.

Mostrar que
7 xt+y+er=0

es una solucion implicita de la ecuacién no lineal

Ly
Ly &
8) (1 + xe ](bc

+1+vwe™=0,

Primero observamos que no podemos despejar a y en (7) en términos de x. Sin embargo,
para que se cumpla (7), observamos que cualquier cambio en x requiere un cambio en y, de
modo que esperamos que la relacion defina de manera implicita al menos una funcién y(x).
Esto es dificil de mostrar directamente, pero puede verificarse con rigor mediante el teore-
ma de la funcién impll'citaT del cdlculo avanzado, el cual garantiza la existencia de tal fun-
cidén y(x) y que ademds es diferenciable (véase el problema 30).

tVéase Vector calculus, J. E. Marsden y A. J. Tromba, quinta edicién (San Francisco: Freeman, 2004).
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SOLUCION
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Una vez que sabemos que y es una funcién diferenciable de x, podemos usar la técnica
de derivacién implicita. De hecho, si en (7) derivamos con respecto de x y aplicamos las
reglas del producto y de la cadena,

d dy < dy)
—x+y+e?)=1+—+ey+x—]=0
dx(x y T e?) dx “\7 xdx

d
{1+ xexv“)ay + 14 e =0,

que es idéntica a la ecuacion diferencial (8). Asi, la relacion (7) es una solucién implicita en
algun intervalo garantizado por el teorema de la funcion implicita. m

Verificar que para cada constante C la relacién 4x*> — y* = C es una solucién implicita de

Y=
© v =0,

Graficar las curvas solucion para C = 0, =1, *=4. (Llamamos a la coleccién de tales solucio-
nes una familia a un pardmetro de soluciones).

Al derivar de manera implicita la ecuacién 4x> — y*> = C con respecto de x, tenemos
8x — 22 = 0
x—2y—=0,
Y dx

que es equivalente a (9). En la figura 1.4 bosquejamos las soluciones implicitas para C = 0,
*1, =4. Las curvas son hipérbolas con asintotas comunes y = *2x. Observe que las curvas
solucién implicitas (con C arbitrario) cubren todo el plano y no se cortan para C # 0. Para
C = 0, la solucién implicita produce las dos soluciones explicitas y = 2x y y = —2x, ambas
pasan por el origen. =

Figura 1.4 Soluciones implicitas de 4x> — y* = C
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Para abreviar, a partir de este momento usaremos el término solucion para indicar una
solucion explicita o implicita.

Al inicio de la seccién 1.1 vimos que la solucién de la ecuacion de caida libre de se-
gundo orden implicaba dos constantes arbitrarias de integracion cy, ¢;:

k(0 = S tarta.

mientras que la solucidn de la ecuacion de decaimiento radiactivo de primer orden contenia
una sola constante C:

Al)) = ce ™™ .
Es claro que al integrar la sencilla ecuacion de cuarto orden
d4
g
dx

se producen cuatro constantes indeterminadas:
yix) =t + eax® + e + oy
Mais adelante mostraremos que, en general, los métodos para resolver ecuaciones diferencia-

les de orden n necesitan n constantes arbitrarias. En la mayor parte de los casos, podremos
evaluar estas constantes si conocemos n valores iniciales y(xo), y'(x), - - ., Y P(xo).

r PROBLEMAS CON VALORES INICIALES

Definicion 3. Por un problema con valores iniciales para una ecuacion diferen-
cial de orden n

F(x,y,ay,...,dx),j) -0,

se debe entender: Hallar una solucion de la ecuacidn diferencial en un intervalo /
que satisfaga en x las n condiciones iniciales

ylxg) = vy,
dy
d;é(x(’) =¥
dr:* ly
F(»"o) = Yu-1 -
donde xg € 1y yg, Y15 - - - » Yu—1 SON constantes dadas.

En el caso de una ecuacién de primer orden, las condiciones iniciales se reducen a un tinico
requisito

Y(x0) = ¥o »



EJEMPLO 6
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EJEMPLO 7

SOLUCION
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y en el caso de una ecuacidén de segundo orden, las condiciones iniciales tienen la forma
. dy
vixg) = ——(xo) =y .
ylxo) = o . dx(o} Y1

La terminologia condiciones iniciales proviene de la mecdnica, donde la variable inde-
pendiente x representa el tiempo y se indica como ¢. Si £, es el instante inicial, y(¢t;) = y, re-
presenta la posicién inicial de un objeto y y'(#y)/dt proporciona su velocidad inicial.

Mostrar que ¢p(x) = sen x — cos x es una solucion del problema con valores iniciales

o o--1, T
) 5 tyT0s .
Observe que ¢(x) = senx — cos x, dp/dx = cos x + sen x, y d*p/dx* = —sen x + cos x es-

tan definidas en (—00, 00). Al sustituir esto en la ecuacion diferencial tenemos
(—senx + cosx) + (senx —cosx) =0 .

que es vdlida para toda x € (—00, 00). Por tanto, ¢(x) es una solucién de la ecuacién diferen-
cial (10) en (—o0, 00). Al verificar las condiciones iniciales, tenemos

Bd0) =sen0 —cos 0= -1,
dd

&;(0) =cost+sen0=1,

lo que cumple los requisitos de (10). Por tanto, ¢»(x) es una solucién del problema con valo-
res iniciales dado. m

Como se mostré en el ejemplo 2, la funcién ¢(x) = cje” ™ + c,e* es una solucién de
1 2
— - —=2y=40
dx* dx
para cualquier eleccion de las constantes c; y ¢,. Determinar ¢; y ¢, de modo que se cumplan
las condiciones iniciales

y0)=2 y %(n) = -3

para satisfacer.

Para determinar las constantes ¢; y ¢, calculamos primero d¢/dx para obtener d¢p/dx =
—cie ™ + 2c,¢™. Al sustituir en nuestras condiciones iniciales, obtenemos el siguiente sis-
tema de ecuaciones:

H0) =ce® + e’ =2, o te =2
dd ©
f[()) = —cre" + 206" = -3, -, + 2= -3 .
Al sumar las dos ultimas ecuaciones tenemos que 3¢, = —1, de modo que ¢, = —1/3.

Como ¢; + ¢, = 2, tenemos que ¢; = 7/3. Por lo tanto, la solucién del problema con valores
iniciales es ¢p(x) = (7/3)e * — (1/3)e*. m
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Ahora enunciaremos un teorema de existencia y unicidad para problemas de primer or-
den con valores iniciales. Suponemos que la ecuacién diferencial tiene ya el formato

d
Ey = flx, ).

Por supuesto, el lado derecho f(x, y) debe estar bien definido en el punto inicial x, con res-
pecto de x y en el valor inicial dado yy = y(x;) con respecto de y. Ademds, las hipdtesis del
teorema piden la continuidad de f'y df/dy para x en cierto intervalo a < x < b que contenga
a xp, y para y en cierto intervalo ¢ < y < d que contenga a y,. Observe que el conjunto de
puntos en el plano xy que satisfacen a < x < by ¢ < y < d forman un rectdngulo. La figura
1.5 muestre este “rectangulo de continuidad” con el punto inicial (x, yo) en su interior y un
bosquejo de la parte de la curva solucion contenida en €l.

r EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION

Teorema 1. Dado el problema con valor inicial
dy .
- = fey) . vl -
supdngase que f'y df/dy son funciones continuas en un rectdngulo

R=Alxya<x<he<y<d

que contiene al punto (xy, yo). Entonces el problema con valor inicial tiene una
unica solucidn ¢(x) en algtn intervalo x, — 6 < x < xy + 9§, donde J es un nu-
mero positivo.

|
I
I
t
|
|
|
®
X

=}
=
=}

Figura 1.5 Diagrama para el teorema de existencia y unicidad
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EJEMPLO 9
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El teorema anterior nos dice dos cosas. La primera es que cuando una ecuacion satisface
las hipdtesis del teorema 1, tenemos la seguridad de que existe una solucién al problema con
valor inicial. Naturalmente, es bueno saber si la ecuacién que tratamos de resolver realmente
tiene una solucion, antes de perder mucho tiempo tratando de resolverla. La segunda es que,
cuando se satisfacen las hipdtesis, existe una dnica solucién del problema con valor inicial.
Esta unicidad nos dice que si podemos determinar una solucidn, entonces ésta es la unica
solucion para el problema con valor inicial. Graficamente, el teorema dice que s6lo hay una
curva solucién que pasa por el punto (x, o). En otras palabras, para esta ecuacion de primer
orden, no puede ocurrir que se crucen dos soluciones en algin punto del rectdngulo. Observe
que la existencia y unicidad de la solucién sélo es vdlida en alguna vecindad (xy — 6, xy + 0).
Por desgracia, el teorema no nos indica el rango (26) de esta vecindad (sélo que es distinto
de cero). El problema 18 abunda sobre este aspecto.

El problema 19 proporciona un ejemplo de una ecuacién sin solucion. El problema 29
exhibe un problema con valores iniciales para el que la solucién no es unica. Por supuesto, en
estos casos no se satisfacen las hipétesis del teorema 1.

Al utilizar problemas con valores iniciales para modelar fendmenos fisicos, muchas per-
sonas presuponen que las conclusiones del teorema 1 son validas. De hecho, para que el pro-
blema con valores iniciales sea un modelo razonable, ciertamente esperamos que tenga una
solucién, pues desde el punto de vista fisico “algo ocurre realmente”. Ademds, la solucién
debe ser tnica en aquellos casos en que la repeticion del experimento bajo condiciones idén-
ticas proporciona los mismos resultados.”

La demostracion del teorema 1 implica la conversion del problema con valores iniciales
en una ecuacion integral y el uso del método de Picard para generar una sucesién de aproxi-
maciones sucesivas que convergen a la solucién. La conversion a una ecuacion integral y el
método de Picard se analizan en el proyecto B al final de este capitulo.

Para el problema con valor inicial

& _ . _
ay o=t i)=6,

(implica el teorema 1 la existencia de una solucion tinica?

En este caso, f(x, y) = x> — xy° y 9f/dy = —3xy*. Ambas funciones son continuas en cual-
quier rectdngulo que contenga al punto (1, 6), de modo que se cumplen las hipétesis del
teorema 1. Como consecuencia de este teorema, el problema con valor inicial (11) tiene una
Unica solucidn en un intervalo con centro en x = 1 de la forma (1 — 6, 1 + 6), donde des un
nimero positivo. m

Para el problema con valor inicial

dy >
a2 =¥". =0,

(implica el teorema 1 la existencia de una solucién tinica?

fAl menos esto sucede cuando consideramos un modelo determinista, en contraste con un modelo probabilistico.

"Todas las referencias al capitulo 11 corresponden al texto Fundamentals of Differential Equations and Boundary Value
Problems, cuarta edicion.
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soLucioN Eneste caso, f(x, y) = 3?3y 9f/dy = 2y~'/3. Por desgracia, df/dy no es continua, ni si-
quiera estd cuando y = 0. En consecuencia, no hay un rectdngulo que contenga a (2, 0)
donde f'y df/dy sean continuas. Como no se cumplen las hipétesis del teorema 1, no pode-
mos usarlo para determinar si el problema con valor inicial tiene o no una solucién unica.
Se puede ver que este problema con valor inicial no tiene una solucion tnica. Los detalles
aparecen en el problema 29. m

En el ejemplo 9, suponga que la condicion inicial se cambia por y(2) = 1. Entonces, co-
mo fy df/dy son continuas en cualquier rectdngulo que contiene al punto (2, 1) pero no corta
el eje x, digamos R = {(x, y): 0 <x < 10,0 <y < 5}, el teorema 1 implica que este nuevo
problema con valor inicial tiene una tinica solucién en algtn intervalo en torno de x = 2.

1. (a) Muestre que ¢(x) = 2x° es una solucién expli- ; g dy v .
. .y:e._.ri‘e.\" ')7_-7h:
cita de PR y
x%:_?y 8. y=13sen2x + e F, ¥ +dy=35¢"".

en el intervalo (—oo, 00).

) En los problemas 9 a 13, determine si la relacion dada
(b) Muestre que ¢(x) = ¢* — x es una solucion expli-

es una solucion implicita de la ecuacion diferencial co-

cita de rrespondiente. Suponga que la relacion realmente define
dy byt= e 4 (1 = 2xde" 4 Xt — | a y de manera implicita como funcion de x, y utilice la
dx - derivacion implicita.

en el intervalo (—oo, 00).

2 -1 - 5 a dy  x
() Muestre que ¢(x) = x° — x es una soluciéon 9 x*+y* =6, Z_Z
to 20 2 _ . dx ¥y
explicita de x°d“y/dx> = 2y en el intervalo 4 )
(0, 00). 10. y*ll‘ly:x2 +1, d_}/:_jyl )
2. (a) Muestre que y* + x — 3 = 0 es una solucién X -‘-"7 i}
implicita de dy/dx = —1/(2y) en el intervalo w dy e ™ —y
11.¢° T¥y=x 1, -
(_OO’ 3) * dx [ + x
(b) Muestre que xy° — xy° sen x = 1 es una solucién . dy
imph’citaqde v 2.5 sen(x +y) =1, i sec(x +v)— 1.
dy (xcosx+senx— L)y 13 seny+xv—xi=2,
dx 3{x — xsenx)

_6xy' + (y)'seny — 2(y')
B -y

o

en el intervalo (0, 77/2).

En los problemas 3 a 8, determine si la funcion dada es

una solucion de la ecuacion diferencial correspondiente.
14. Muestre que ¢(x) = ¢; sen x + ¢, COS x €s una so-

3 5 4y ” lucién de d*y/dx* + y = 0 para cualquier eleccién

sy Ssenx fat, v ty=a+2. de las constantes c¢; y c,. Asf, ¢; sen x + ¢, cos x

4. x=3cost—5sent, x" +x=0. es una /fam.lha a QOS pardmetros de soluciones de la
d ecuacion diferencial.

5.x=coslt, dr tu=senlt. 15. Muestre que ¢(x) = Ce®™ + 1 es una solucién de

70 40 dy/dx — 3y = —3 para cualquier eleccion de la cons-

6. 0 =27 — ¥, (d—2 - 9; + 36 = —2e% . tante C. Asf, Ce™ + 1 es una familia a un pardmetro

' t

de soluciones de la ecuacion diferencial. Grafique



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Seccién 1.2

varias de las curvas solucién usando los mismos ejes
de coordenadas.

Verifique que x> + ¢y?> = 1, donde ¢ es una constante
arbitraria distinta de cero, es una familia a un pard-
metro de soluciones implicitas de

dv oy

dx_xz—l

y grafique varias de las curvas solucién usando los
mismos ejes de coordenadas.

Verifique que ¢(x) = 2/(1 — ce™), donde ¢ es una
constante arbitraria, es una familia a un pardmetro
de soluciones de

dy vy -2
dx 2

Grafique las curvas solucidén correspondientes a ¢ =
0, =1, =2 usando los mismos ejes de coordenadas.

Si ¢ > 0 entonces demuestre que la funcién ¢(x) =
(c* — x*) " es una solucién del problema con valor
inicial dy/dx = 2xy*, y(0) = 1/c* en el intervalo
—c < x < c. Observe que esta solucién no es acotada
conforme x tiende a *c. Asi, la solucién existe en el
intervalo (—¥6, 0) con 6 = ¢, pero no para una 6 ma-
yor. Esto ilustra el hecho de que en el teorema 1, el
intervalo de existencia puede ser demasiado pequefio
(si c es pequefio) o bastante grande (si ¢ es grande).
Observe ademds que la propia ecuacién dy/dx =
2xy? o su valor inicial no nos dan indicios de que la
solucién “explota” en x = *c.

Muestre que la ecuacién (dy/dx)*> + y* + 3 = 0 no
tiene solucién (con valores reales).

Determine los valores de m para los que la funcion
d(x) = €™ es una solucion de la ecuacién dada.

@ 6?5
a -+ =
di* dx Y
d3y d%y dy
— +3—=+2==0
(b) Sl dx? dx

Determine los valores de m para los que la funcién

¢(x) = X" es una solucidén de la ecuacion dada.
2

LAy dy

(a) 3x dx’ + ]_l.ta —3y=0.
dy d

(b) x2dx2 T 5y =10.

Soluciones y problemas con valores iniciales

22,

15

Verifique que la funcién ¢(x) = c;e* + c,e”* es una
solucién de
d¥y  dy
~+—-2y=0
de’  dx ’

para cualquier eleccion de las constantes c; y ¢,. De-
termine ¢, y ¢, de modo que se satisfagan las siguien-
tes condiciones iniciales.

@ yi0)=2, y(0)=1.
b y1)=1, y(li=0,

En los problemas 23 a 28, determine si el teorema 1 im-
plica que el problema con valor inicial dado tiene una
solucion tnica.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

iv

;i = x?’ — y3 s 1(0) =6
dy o -
g~ Oy = son'e, y(imw)=5
dx

_+ = = —
S 4r=10, x(2) T
f

A T W(2) =1
dx

dy

YT X ¥1)=0
é+c:usx=~sen.', X7 -0

df

(a) Para el problema con valor inicial (12) del ejem-
plo 9, muestre que ¢;(x) =0y hr(x) = (x — 2)°
son soluciones. Por lo tanto, el problema con va-
lor inicial no tiene una solucién unica.

(b) Para el problema con valor inicial y' = 3y2/ 3,
y(0) = 1077, ,existe una unica solucion en una
vecindad de x = 0?

Teorema de la funcion implicita. Sea G(x, y) una

funcion con primeras derivadas parciales continuas

enelrectangulo R = {(x,y):a <x<b,c<y<d}
que contiene al punto (xy, o). Si G(xo, y9) = 0y la
derivada parcial Gy(xy, yo) ¥ 0, entonces existe una
funcion diferenciable y = ¢(x), definida en cierto inter-

valo I = (xy — 8, xy + 0) que satisface G(x, p(x)) = 0

para toda x € I.

El teorema de la funcién implicita proporciona
condiciones bajo las cuales la relaciéon G(x, y) = 0
define a y como funcién de x de manera implicita.
Use el teorema de la funcion implicita para mostrar
que la relacién x + y + e™ = 0, que se presenta en el
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ejemplo 4, define de manera implicita a y como fun- (b) Muestre que cuando xy ¥ 0, la ecuacion (13) no
cion de x cerca del punto (0, —1). podria tener una solucién en una vecindad de
31. Considere la ecuacién del ejemplo 5, X = Xo que satisfaga y(xp) = 0.
(¢) Muestre que hay dos soluciones distintas de (13)
13) N dy —dx =0 que satisfacen y(0) = 0 (véase la figura 1.4 de la
Cdx pégina 9).

(a) ¢(Implica el teorema 1 la existencia de una solu-
cion tnica a (13) que satisfaga y(xg) = 0?

WNTS' CAMPOS DE DIRECCIONES

Es claro que el teorema de existencia y unicidad que se analizé en la seccion 1.2 tiene gran va-
lor, pero se queda corto al no decirnos algo acerca de la naturaleza de la solucion de una ecua-
cion diferencial. Por razones précticas, necesitamos saber el valor de la solucién en un cierto
punto, o los intervalos donde la solucién sea creciente, o los puntos donde la solucién alcanza
un valor mdximo. Ciertamente, contar con una representacion explicita (una férmula) para la
solucién serfa de gran ayuda para responder a estas preguntas. Sin embargo, para muchas de
las ecuaciones diferenciales que probablemente hallard el lector en aplicaciones “del mundo
real”, serd imposible hallar tal formula. Ademads, aunque tuviésemos la suerte de obtener una
solucién implicita, serfa dificil usar esta relacion para determinar una forma explicita. Asf, de-
bemos basarnos en otros métodos para analizar o aproximar la solucidn.

Una técnica ttil para visualizar (graficar) las soluciones de una ecuacion diferencial de
primer orden consiste en bosquejar el campo de direcciones de la ecuacién. Para describir
este método, necesitamos una observacion general: una ecuacién de primer orden

ay
2o

especifica una pendiente en cada punto del plano xy donde f estd definida. En otras palabras,
proporciona la direccidén que debe tener una solucién de la ecuacién en cada punto. Conside-
remos, por ejemplo, la ecuacion

) %:xzw :

La grifica de la solucién de (1) que pasa por el punto (—2, 1) debe tener pendiente (—2)>
— 1 = 3 en ese punto, y una solucién que pase por (—1, 1) debe tener pendiente cero en ese punto.

Un bosquejo con pequefios segmentos de recta trazados en diversos puntos del plano xy
para mostrar la pendiente de la curva solucién en el punto correspondiente es un campo de
direcciones de la ecuacion diferencial. Como el campo de direcciones indica el “flujo de
las soluciones”, facilita el trazo de cualquier solucién particular (como la solucién de un
problema con valor inicial). En la figura 1.6(a) bosquejamos el campo de direcciones de la
ecuacion (1) y en la figura 1.6(b) trazamos varias curvas solucién con lineas grises.

En la figura 1.7 aparecen otros patrones interesantes de campos de direcciones. En la
figura 1.7(a) estd el patrén de la ecuacién de decaimiento radiactivo dy/dx = —2y (recuerde
que en la seccién 1.1 analizamos esta ecuacién bajo la forma dA/dr = —kA). Los patrones
del flujo muestran que todas las soluciones tienden en forma asintdtica al semieje positivo
de las x conforme x crece. En otras palabras, cualquier material que decaiga de acuerdo con
esta ley se reduce a prdcticamente nada. Esto es consistente con la férmula solucién que se
dedujo con anterioridad,

A=Ce™, o y=0C*,
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Figura 1.6 (a) Campo de direcciones de dy/dx = x> —y (b) Soluciones de dy/dx = x> — y

y y
L O N A L R E | s/ 7/ 4 VN N NN
L S N N S Y U U S P A | | O N N
AV U U AN 1 25 U U U U A A /1@ \ NN NN
NN N N NN N NN D B I SN
- - - - == - - - < B I
JE ) IS M - - - - 0, v
VY Y B A A ~ <~~~ Nl - =
A A A Y A A ~ N N N \ | / 7/ s
/ / / / / / / / / / NN NN \ / /7 s
/ / / / I I I I I I A N N | [ A4
(@ %:—2)’ b) %:_%

Figura 1.7 (a) Campo de direcciones de dy/dx = —2y (b) Campo de direcciones de dy/dx = —y/x

Del campo de direcciones de la figura 1.7(b) podemos anticipar que todas las soluciones
de dy/dx = —y/x también tienden al eje x cuando x tiende a infinito (mds o menos infinito, de
hecho). Pero es mds interesante la observacion de que ninguna solucion puede cruzar el eje
y; |y(x)| “explota” cuando x tiende a cero por cualquier direccién. Excepcidn: al analizar
mds de cerca, parece que la funcion y(x) = 0 podria pasar por su barrera. De hecho, en el pro-
blema 19 le pedimos al lector que muestre que las soluciones de esta ecuacion diferencial
estdn dadas por y = C/x, con C una constante arbitraria. Asf, divergen en x = 0, a menos que
c=0.
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Interpretemos el teorema de existencia y unicidad de la seccién 1.2 para estos campos
de direcciones. Para la figura 1.7(a), donde dy/dx = f(x, y) = —2y, elegimos un punto de
partida x; y un valor inicial y(x)) = y,, como en la figura 1.8(a). Como el lado derecho
f(x, y) = —2y es continuamente derivable para toda x y y, podemos encerrar cualquier punto
inicial (xy, y9) en un “rectdngulo de continuidad”. Concluimos que la ecuacion tiene una
unica curva solucién que pasa por (xy, ¥o), como se muestra en la figura.

Para la ecuacion

ay ¥
E_f(‘r?y)_ ¥

el lado derecho f(x, y) = —y/ no cumple las condiciones de continuidad cuando x = 0 (es
decir, para los puntos del eje y). Sin embargo, para cualquier punto de partida x, distinto de
cero'y cualquier valor inicial y(xg) = yo, podemos encerrar a (xo, yy) en un rectdngulo de con-
tinuidad que excluya al eje y, como en la figura 1.8(b). Asi, podemos garantizar que una
unica curva solucién pasa por tal punto.

El campo de direcciones para la ecuacion

ﬂ _ 3y2/3
dx

es intrigante, pues el ejemplo 9 de la seccion 1.2 mostré que no se cumplen las hipétesis
del teorema 1 en cualquier rectdngulo que contenga al punto inicial x, = 2, y, = 0. De he-
cho, el problema 29 de esa seccién demostré que se viola la unicidad, exhibiendo dos solu-
ciones, y(x) =0y y(x) = (x — 2)3, que pasan por (2, 0). La figura 1.9(a) muestra este campo
de direcciones, y la figura 1.9(b) demuestra la forma en que ambas curvas solucién pueden
“negociar” con éxito este patrén de flujo.

Figura 1.8 (a) Una solucién para dy/dx = —2y (b) Una solucién para dy/dx = —y/x
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Figura 1.9 (a) Campo de direcciones de dy/dx = 3y (b) Soluciones para dy/dx = 3y

Es claro que un bosquejo del campo de direcciones de una ecuacién diferencial de
primer orden puede ser util para visualizar las soluciones. Sin embargo, este bosquejo no
basta para trazar, sin ambigiiedad, la curva solucién que pasa por un punto inicial dado
(x> ¥o)- Por ejemplo, si tratamos de trazar una de las curvas solucion de la figura 1.6(b)
de la pdgina 17, podriamos “resbalar” hacia una curva adyacente. Para las situaciones sin
unicidad, como en la figura 1.9(b), al negociar el flujo a lo largo de la curvay = (x — 2)° y
llegar al punto de inflexién, uno no puede decidir si dar la vuelta o (literalmente) salirse
por la tangente (y = 0).

EJEMPLO 1 La ecuacion logistica para la poblacion p (en miles) de cierta especie en el instante ¢ estd
dada por

e/
@ i =el-p).

(Por supuesto, p es no negativa. La interpretacion de los términos en la ecuacion logistica se
analiza en la seccidn 3.2). Del campo de direcciones bosquejado en la figura 1.10 de la pé-
gina 20, responder lo siguiente.

(a) Si la poblacién inicial es 3000 (es decir, p(0) = 3), ;qué se puede decir acerca de
la poblacién limite lim,_, ;. p(H)?

(b) (Puede una poblacién de 1000 declinar hasta 5007
(¢) ;Puede una poblacién de 1000 crecer hasta 3000?

SOLUCION (a) El campo de direcciones indica que todas las curvas solucion [distintas de p(r) = 0]
tenderd a la recta horizontal p = 2 cuando t — + o0; es decir, esta recta es una asin-
tota para todas las soluciones positivas. Asf, lim,_, ., p(¢) = 2.
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p (en miles)
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Figura 1.10 Campo de direcciones para la ecuacion logistica

(b) El campo de direcciones muestra ademds que las poblaciones mayores de 2000
decrecerdn poco a poco, mientras que aquellas menores de 2000 aumentardn. En
particular, una poblacién de 1000 nunca puede disminuir hasta 500.

(¢) Como se menciond en la parte (b), una poblacion de 1000 aumentard con el
tiempo. Pero el campo de direcciones indica que nunca puede llegar a 2000 o a
alguin valor mayor; es decir, la curva solucién nunca puede cruzar la rectap = 2.
De hecho, la funcién constante p(¢) = 2 es una solucién de la ecuacion (2), y la
parte de unicidad del teorema 1, pdgina 12, prohibe las intersecciones entre las
curvas solucién. m

Observe que el campo de direcciones en la figura 1.10 tiene la agradable caracteristica
de que las pendientes no dependen de #; es decir, el patrén de pendientes es el mismo a lo
largo de cada recta vertical. Lo mismo es cierto para las figuras 1.8(a) y 1.9. Esta es la propie-
dad fundamental de las llamadas ecuaciones auténomas y’ = f(y), donde el lado derecho es
una funcion sélo de la variable dependiente. En el Proyecto D analizaremos estas ecuaciones
con mayor detalle.

El bosquejo a mano del campo de direcciones para una ecuacién diferencial es con frecuen-
cia una tarea tediosa. Por fortuna, se dispone de varios programas para esta tarea. Sin embargo,
si tal bosquejo es necesario, el método de iséclinas puede ser util para reducir el trabajo.

El método de isOclinas

Una is6clina para la ecuacion diferencial
v = flxy)

es un conjunto de puntos en el plano xy donde todas las soluciones tienen la misma pendiente
dy/dx; asi, es una curva de nivel de la funcién f(x, y). Por ejemplo, si

@ Y=flxy=x+y,

las iséclinas son simplemente las curvas (lineas rectas) x + y = coy = —x + c. En este
caso, ¢ es una constante arbitraria. Pero ¢ se puede interpretar como el valor numérico de la
pendiente dy/dx de cada curva solucién al cruzar la iséclina. (Observe que ¢ no es la pen-
diente de la propia isdclina; esta pendiente es, claramente, —1). La figura 1.11(a) muestra las
isoclinas de la ecuacion (3).
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Figura 1.11 (a) Isclinas paray’ =x +y (b) Campo de direcciones de y’ =x +y (c) Solucionesdey’ =x +y

Para implantar el método de isdclinas y bosquejar los campos de direcciones, trazamos
pequefios segmentos con pendiente ¢ a lo largo de la iséclina f(x, y) = ¢ para unos cuantos
valores de c¢. Si borramos las curvas iséclinas subyacentes, los segmentos constituyen una
parte del campo de direcciones para la ecuacion diferencial. La figura 1.11(b) muestra este
proceso para las iséclinas de la figura 1.11(a), y la figura 1.11(c) despliega algunas curvas

solucion.

Observacion. Las propias iséclinas no siempre son lineas rectas. Para la ecuacion (1) al
principio de esta seccién (pagina 16), son pardbolas x> — y = ¢. Cuando las curvas iséclinas
son complejas, este método no es préctico.
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1. El campo de direcciones de dy/dx = 4x/y aparece
en la figura 1.12.

(a) Verifique las lineas rectas y = *2x son curvas
solucion, siempre que x # 0.

(b) Bosqueje la curva solucion con condicidn inicial

¥(0) =2.
(¢) Bosqueje la curva solucion con condicidn inicial
y2) =1

(d) (Qué puede decir acerca del comportamiento de
las soluciones anteriores cuando x — +o00? (Y
cuando x — —oo?

Figura 1.13 Campo de direcciones de dy/dx = 2x +y

dad en un medio viscoso estd dado por la ecuacién

v _ v
dt 8

A partir del campo de direcciones de la figura 1.14,
bosqueje las soluciones con las condiciones iniciales
v(0) = 5, 8 y 15. ;Por qué el valor v = 8 se conoce
como la “velocidad terminal”?

v
Figura 1.12 Campo de direcciones de dy/dx = 4x/y NN
N N N N N N N N N N
2. El campo de direcciones de dy/dx = 2x + y aparece 1l - - - o _ o o o o
en la figura 1.13.
8 — - - - - = - - - =
(a) Bosqueje la curva solucién que pasa por (0, —2). - - - - - - - - - _
A partir de este bosquejo, escriba la ecuacion P
para la solucion.
7 7 e e e 7 e e e e
. .. _ 1e
(b) Bosqueje la curva solucién que pasa por (—1, p
3). 0 1
/ / / /7 /7 / / /7
(¢) (Qué puede decir acerca de la solucién en la parte R R SR

(b) cuando x — +00? (Y cuando x — —00?

3. Un modelo para la velocidad v en el instante ¢ de

. . . . . Figura 1.14 Campo de direcciones de v _ 1-
cierto objeto que cae bajo la influencia de la grave-

dt

ool



4. Si la fuerza viscosa del problema 3 no es lineal, un

posible modelo serfa dado mediante la ecuacién di-
ferencial

w_ v
dr 8

Trace de nuevo el campo de direcciones de la figura
1.14 para incorporar esta dependencia con respecto
de v*. Bosqueje las soluciones con condiciones ini-
ciales v(0) = 0, 1, 2, 3. ;Cudl es la velocidad termi-
nal en este caso?

. La ecuacion logistica para la poblacién de cierta es-
pecie (en miles) estd dada por

% =3p - 2,[)2 .

(a) Bosqueje el campo de direcciones usando un pa-
quete de computo o el método de isdclinas.

(b) Si la poblacion inicial es 2000 [es decir, p(0) =
2], {qué puede decir acerca de la poblacion li-
mite lim,_, ., p(*)?

(¢) Sip(0) =0.5, ;cudl es el valor de Iim,_,;,,p(#)?

(d) (Podria una poblacion de 3000 disminuir hasta
5007

. Considere la ecuacion diferencial

dy
E =x+seny .

(a) Una curva solucién pasa por el punto (1, 7/2).
(Cudl es su pendiente en ese punto?

(b) Justifique que cada curva solucién es creciente
parax > 1.

(c) Muestre que la segunda derivada de cada solu-
cién satisface

dzy

dx?

1
=1 +xcosy+§%n2}'

(d) Una curva solucién pasa por (0, 0). Demuestre
que la curva tiene un minimo relativo en (0, 0).

. Considere la ecuacion diferencial
dp
— —plp— 12 -p)

para la poblacidn p (en miles) de cierta especie en el

instante t.

(a) Bosqueje el campo de direcciones usando un pa-
quete de cdmputo o el método de iséclinas.
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(b) Si la poblacion inicial es 3000 [es decir, p(0) =
3], ;qué puede decir acerca de la poblacion li-
mite lim,_, o, p(6)?

(¢) Sip(0) = 1.5, ;cudl es el valor de lim,_, 1o, p(6)?

(d) Sip(0) = 0.5, ;cudl es el valor de lim,_, ., p(£)?

(e) (Puede una poblacion de 900 crecer hasta 1100?

. El movimiento de un conjunto de particulas que se

mueve a lo largo del eje x estd determinado por la
ecuacion diferencial
dx
dr
donde x(#) denota la posicidn de la particula en el ins-
tante 1.

==X

(a) Si una particula reside en x = 1 cuando ¢t = 2,
;cudl es su velocidad en ese instante?

(b) Muestre que la aceleracion de una particula estd
dada por
d%
di’

(¢) Si una particula estd en x = 2 cuando ¢ = 2.5,
(puede llegar a la posicién x = 1 en algun ins-
tante posterior?
[Sugerencia: P == 0@+ x+ 3.

=37 — 3% 4+ 3y

. Sea ¢(x) la solucién del problema con valor inicial

dy
—=x—y,

dx

(a) Muestre que ¢"(x) = 1d'(x) =1 —x + d(x).

(b) Justifique que la grafica de ¢ es decreciente para
x cercano a cero y que cuando x crece desde
cero, ¢(x) decrece hasta que cruza larectay = x,
donde su derivada es cero.

(c) Sea x* la abscisa del punto donde la curva solu-
cion y = ¢(x) cruza la recta y = x. Considere el
signo de ¢"(x*) y justifique que ¢ tiene un mi-
nimo relativo en x*.

(d) (Qué puede decir acerca de la grifica de y =
¢(x) para x > x*?

(e) Verifique que y = x — 1 es una solucion de dy/dx =
x — yy explique por qué la grafica de ¢(x) siem-
pre estd por arriba de larectay = x — 1.

(f) Bosqueje el campo de direcciones para dy/dx
= x — y usando el método de isdclinas o un pa-
quete de computo.

(g) Bosqueje la solucion y = ¢(x) usando el campo
de direcciones de la parte (f).

wWo)y=1.

. Use un paquete de cémputo para bosquejar el campo

de direcciones de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales. Bosqueje algunas de las curvas solucion.
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(a) dy/dx =senx .

(b) dy/dx =seny .

(¢) dy/dx =senxseny .
(d) dy/dx = x*+ 2y*.
(e) dy/dx = x*—2y*.

En los problemas 11 a 16, trace las isdclinas con sus mar-
cadores de direccion y bosqueje varias curvas solucion,
incluyendo la curva que satisface las condiciones inicia-

les dadas.

11. dy/dx = 2x , y0)=—1.
12. dy/dx =y , y0)=1.
13. dy/dx = —x/y , y0) =4 .
14. dy/dx = x/y , y0)=—1.
15. dy/dx=2x*—y , y(0) =0 .
16. dy/dx = x + 2y , y0)=1.

17.

18.

19.

A partir de un bosquejo del campo de direcciones,
(qué se puede decir acerca del comportamiento cuando
X — +00 de una solucioén a lo siguiente?

dfy_3 +l
o © 7Ty

A partir de un bosquejo del campo de direcciones,
(qué se puede decir acerca del comportamiento cuando
x — +00 de una solucidn a lo siguiente?

dy

P -y
Escriba la ecuacion diferencial dy/dx = —y/x en la
forma

ld_}? — -1 dr |

y x

e integre ambos lados para obtener la solucién y =
C/x para una constante arbitraria C.

WA EL METODO DE APROXIMACION DE EULER

El método de Euler (o método de la recta tangente) es un procedimiento que permite construir
aproximaciones a las soluciones de un problema con valor inicial, para una ecuacién diferen-

cial ordinaria de primer orden

1) v o=flxy),

ylxa) = o .

Se podria describir como una implantacién “mecdnica” o “computarizada” del procedimiento
informal para bosquejar a mano la curva solucién a partir de una imagen del campo de direc-
ciones. Como tal, permanece sujeto al error cuando se pasa una curva solucién a otra. Sin
embargo, bajo condiciones bastante generales, las iteraciones del procedimiento convergen a

soluciones reales.

El método se ilustra en la figura 1.15 de la pdgina 25. Partiendo del punto inicial (xy, o),
seguimos la linea recta con pendiente f(xo, y,), la recta tangente, por una cierta distancia hasta
el punto (x;, y;). Luego cambiamos la pendiente por el valor f(x;, y;) y seguimos esta recta
hasta (x,, y,). De esta forma, construimos aproximaciones poligonales (lineas quebradas) de la
solucion. Al tomar espacios cada vez menores entre los puntos (con lo cual utilizamos mas
puntos), es de esperar que lleguemos a la solucidn real.

Para ser mds precisos, supongamos que el problema con valor inicial (1) tiene una tinica
solucion ¢(x) en cierto intervalo con centro en x,. Sea & un nimero positivo fijo (llamado el
tamaiio del paso) y considerando los puntos equidistantes’

X, =xg +nh,

n=012....

La construccion de los valores y, que aproximan los valores de la solucién ¢(x,,) procede de la
manera siguiente. En el punto (xo, o), la pendiente de la solucién de (1) estd dada por dy/dx =
f(xo, yo)- Por lo tanto, la recta tangente a la curva solucion en el punto inicial (xy, yo) es

y =y + (x — xo)fxo. o) -

El simbolo : = significa “se define como”.



EJEMPLO 1

SOLUCION

Seccién 1.4 El método de aproximacién de Euler 25

(X3, ¥2)
(3 ¥1)

Pendiente

(X3, ¥3)
Sxy, 1) -

Pendiente

Sz ¥)

Pendiente
S yo)

(xp ¥o)

+ + + + X
0 Xg Xy Xy X3

Figura 1.15 Aproximacion mediante poligonales dada por el método de Euler

Usamos esta recta tangente para aproximar ¢(x) y vemos que para el punto x; = xy + h

Blx)) ~ v = yo + hflxe ) -

Ahora partimos del punto (x;, y;) para construir la recta con pendiente dada por el campo de di-
recciones en el punto (x;, y;); es decir, con pendiente igual a f (x;, y;). Si seguimos esta recta’
[asaber,y = y; + (x — x)) f(xy, y)] al pasar de x; a x, = x; + h, obtenemos la aproximacién

¢(x2) =y =yt "?f(xls}’l) .

Al repetir el proceso (como se ilustra en la figura 1.15), obtenemos

Bxa) = y3 =y, + hflxs, v) .
Blxs) = yo =y + hflxs, ) » etc.

Este sencillo procedimiento es el método de Euler y se puede resumir mediante la férmula
recursiva

(2) xn+|=x}i+h ’
(3) Ya+1 = Vn + hf(xmyu) L] n = 0, 15 29--- -

Utilice el método de Euler con tamafio del paso & = 0.1 para aproximar la solucién del pro-
blema con valor inicial

@ y=xVy, =4
enlos puntos x = 1.1, 1.2, 1.3, 1.4y 1L.5.

Enestecaso,xo =1,y =4,h=0.1yf(x,y) = x\/; . Asti, la férmula recursiva (3) para y, es

Yat1 = ¥n + hf(xm .Vn) = ¥ + (()'l)xn‘\/.\:r_: .

“Como y, es una aproximacion de ¢(x,), no se puede garantizar que esta recta sea tangente a la curva solucién

y = $x).



26

Capitulo 1 Introduccién

EJEMPLO 2

Al sustituir n = 0, obtenemos

X =x+01l=1+01=11,

vo + (0.1xg Ve = 4 + (0.1)(1)V4 =42 .

b3l

Al hacer n = 1 se tiene

l\)

xg—xl-l-() =11+

y2 =y + (0.1)x \/_ )(1.1)\/E = 442543

Si continuamos de esta forma, obtenemos los resultados de la tabla 1.1. Como comparacion,
hemos incluido el valor exacto (hasta cinco cifras decimales) de la solucién ¢(x) = (x> +
7)%/16 de (4), la que puede obtenerse mediante separacion de variables (véase la seccién 2.2).
Como era de esperar, la aproximacion se deteriora cuando x se alejade 1. m

TABLA 1.1 CALCULOS PARA y’ = x\Vy, y(1) = 4

Meétodo de

n X, Euler Valor exacto
0 1 4 4

1 1.1 4.2 421276

2 1.2 4.42543 4.45210

3 1.3 4.67787 4.71976

4 1.4 4.95904 5.01760

5 1.5 5.27081 5.34766

Dado el problema con valor inicial (1) y un punto especifico x, ;cédmo utilizar el método
de Euler para aproximar ¢(x)? Partiendo de x,, podemos dar un paso gigante que llegue hasta
x, o podemos considerar varios pasos pequefios para llegar hasta €l. Si quisiéramos dar N
pasos, entonces hacemos & = (x — x,)/N, de modo que el tamarfio del paso % y el mimero de
pasos N estdn relacionados de una manera especifica. Por ejemplo, si x, = 1.5 y queremos
aproximar ¢(2) usando 10 pasos, entonces 4 = (2 — 1.5)/10 = 0.05. Es de esperar que mien-
tras mds pasos consideremos, mejor serd la aproximacion. (Pero recuerde que mds pasos
significan mds cdlculos y con ello un mayor error por redondeo).

Utilice el método de Euler para aproximar la solucion del problema con valor inicial
G y=y, yoy=1

enx = 1, considerando 1, 2, 4, 8 y 16 pasos.

Observacion. Note que la solucién de (5) es simplemente ¢(x) = €%, de modo que el mé-
todo de Euler generard aproximaciones algebraicas del nimero trascendente e = 2.71828... .
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En este caso, f(x, y) = y,xy = 0y yg = 1. La féormula recursiva del método de Euler es
Yart = Yo+ hy, = (1 + Ay,

Para obtener aproximaciones en x = 1 con N pasos, consideramos el tamaiio del paso 7 =
1/N. Para N = 1, tenemos

B(1) =y — (1 +1){1) - 2.
Para N = 2, ¢(x,) = ¢(1) = y,. En este caso, obtenemos

y=(1+035{1)=15,
d(1) =y, = (1 +0.5)(1.5) = 2.25 .

Para N = 4, ¢(x4) = ¢(1) = y,, donde

=(1+025¢1}y =125,

(1 + 025){1.25) = 1.5625 ,

= (1 + 0.25){1.5625) = 1.95313 .
A1) = v, = {1 + 0.25)(1.95313) = 2.44141

(En los célculos anteriores redondeamos a cinco cifras decimales). De manera andloga, al
considerar N = 8 y 16 obtenemos estimaciones cada vez mejores de ¢(1). Estas aproxima-
ciones aparecen en la tabla 1.2. Como comparacion, la figura 1.16 de la pdgina 28 muestra
las aproximaciones poligonales de ¢* usando el método de Eulercon h = 1/4 (N = 4) y
h = 1/8 (N = 8). Observe que el menor tamafio del paso proporciona la mejor aproxima-
cién. m

TABLA 1.2 METODO DE EULER PARA
y' =y, y(0) =1

Aproximacion
N h de p(1) = e
1 1.0 2.0
2 0.5 2.25
4 0.25 2.44141
8 0.125 2.56578
16 0.0625 2.63793

(Qué tan bueno (o malo) es el método de Euler? Al juzgar un esquema numeérico, debe-
mos partir de dos preguntas fundamentales. ;Converge tal método? Y, en tal caso, ;cudl es
la razén de convergencia? Estos importantes aspectos se analizan en la seccién 3.6, donde
se presentan algunas mejoras al método de Euler (véanse también los problemas 12 y 13).
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Figura 1.16 Aproximaciones de ¢* usando el método de Euler conh = 1/4y 1/8

En muchos de los problemas siguientes serd titil una cal-
culadora o computadora. También serd conveniente que
el lector escriba un programa para resolver problemas
con valores iniciales mediante el método de Euler. (Re-
cuerde que todos los cdlculos trigonométricos se hacen
en radianes).

En los problemas 1 a 4, utilice el método de Euler para
aproximar la solucion del problema con valor inicial
dado, en los puntos x = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5 usando un
tamario del paso 0.1 (h = 0.1).

L dy/dx = x/y, y©0)=—1.

2. dy/dx = —x/y, y(0) =4.

3. dy/dx=y2 —y), y0)=3.

4. dy/dx =x+y, y0)=1.

5. Utilice el método de Euler con tamafio del paso i =

0.2 para aproximar la solucion del problema con va-
lor inicial
p 1
=0ty =1

en los puntos x = 1.2, 1.4, 1.6 y 1.8.

. Utilice el método de Euler con tamafio del paso h =

0.1 para aproximar la solucién del problema con va-
lor inicial

y=x-y, y1)=0
enlos puntosx = 1.1,1.2, 1.3, 1.4y 1.5.

. Utilice el método de Euler para aproximar la solu-

cion del problema con valor inicial

dx
dt

ent = 1,usando 1, 2, 4 y 8 pasos.

=1+ysen(tx), x(0}=0

. Utilice el método de Euler para aproximar la solu-

cion del problema con valor inicial

y©0)=0
enx = m,usando 1, 2, 4 y 8 pasos.

y ' =1-—seny,

. Utilice el método de Euler con 4 = 0.1 para aproxi-

mar la solucién del problema con valor inicial

Ly

Y=s-o-y )=l
x x
en el intervalo 1 = x = 2. Compare estas aproxima-
ciones con la solucién real y = —1/x (jverifique!)



10.

11.

12.

13.

14.

Seccion 1.4

graficando la aproximacion poligonal y la solucién
real en el mismo sistema de coordenadas.

Utilice el método de Euler con 4 = 0.1 para aproxi-
mar la solucién del problema con valor inicial

y=x—-y, y(()) =10

en el intervalo 0 = x = 1. Compare estas aproxima-
ciones con la solucion real y = ¢ * + x — 1 (jveri-
fique!) graficando la aproximacién poligonal y la so-
lucién real en el mismo sistema de coordenadas.
Utilice el método de Euler con 20 pasos para aproxi-
mar la solucion del problema con valor inicial

&y, K0)=0

dt
en t = 1. Compare la aproximacion con la solucion
real x = tan t (jverifique!) evaluadaen ¢t = 1.
En el ejemplo 2 se aproxima el nimero trascendente

e usando el método de Euler para resolver el pro-
blema con valor inicial

y =y, yl0j=1.

Muestre que la aproximacion de Euler y, obtenemos
mediante el tamafio del paso 1/n estd dada por la for-
mula

] "
=1+, n=
: Hd

Recuerde de sus cursos de cdlculo que

n
(i + l) =e,
O n

Itm

por lo que el método de Euler converge (tedrica-
mente) al valor correcto.

Demuestre que la “razén de convergencia” del mé-
todo de Euler en el problema 12 es comparable con
1/n, mostrando que

[Sugerencia: Use la regla de I’Hopital y el desarrollo
de Maclaurin para In(1 + 7)].

Use el método de Euler con 2 = 0.5,0.1,0.05 y 0.01
para aproximar la solucién del problema con valor
inicial

y = 2xy?

15.

16.
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en el intervalo 0 = x = 2. (La explicacion del errd-
tico resultado aparece en el problema 18 de los ejerci-
cios 1.2).

Intercambio de calor. En esencia, hay dos meca-
nismos mediante los que un cuerpo fisico intercam-
bia calor con su ambiente. La transferencia de calor
por contacto a través de la superficie del cuerpo es
controlada por la diferencia entre las temperaturas
del cuerpo y del ambiente; esto se conoce como la
ley de enfriamiento de Newton. Sin embargo, la trans-
ferencia de calor también se debe a la radiaciéon
térmica, que de acuerdo con la ley de radiacion
de Stefan es controlada por la diferencia entre las
cuartas potencias de estas temperaturas. En la ma-
yor parte de los casos, uno de estos modos domina
al otro. Los problemas 15 y 16 invitan al lector a si-
mular cada modo de manera numérica para un con-
junto dado de condiciones iniciales.

Ley de enfriamiento de Newton. La ley de enfria-
miento de Newton establece que la razén de cambio
en la temperatura 7(¢) de un cuerpo es proporcional a
la diferencia entre la temperatura del medio M(7) y la
temperatura del cuerpo. Es decir,

dr A
En-ﬂMu) (1)) .
donde K es una constante. Sea K = 1 (minutos) ' y
consideremos constante a la temperatura del medio,
M(f) = 70°F. Si el cuerpo tiene una temperatura ini-
cial de 100°F, utilice el método de Euler con 4 = 0.1
para aproximar la temperatura del cuerpo después
de

(a) 1 minuto.
(b) 2 minutos.

Ley de radiacion de Stefan. La ley de radiacién

de Stefan establece que la razén de cambio en la tem-

peratura de un cuerpo a 7(¢) grados en un medio a

M(?) grados es proporcional a M* — T*; es decir,
dar

i 4 _ 4
X KM — 100"}

donde K es una constante. Sea K = (40)™*y supon-
gamos que la temperatura del medio es constante,
M(t) = 70°F. Si T(0) = 100°F, utilice el método de
Euler con & = 0.1 para aproximar 7(1) y 7(2).
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RESUMEN DEL CAPITULO

En este capitulo presentamos cierta terminologia bdsica de las ecuaciones diferenciales. El
orden de una ecuacion diferencial es el mdximo orden de derivacién presente en ella. El te-
ma de este texto son las ecuaciones diferenciales ordinarias, que implican derivadas con
respecto de una sola variable independiente. Tales ecuaciones se clasifican como lineales o
no lineales.

Una solucién explicita de una ecuacion diferencial es una funcion de la variable indepen-
diente que satisface la ecuacion en algun intervalo. Una solucion implicita es una relacion entre
las variables dependiente e independiente que define de manera implicita una funcién que es una
solucidn explicita. Por lo general, una ecuacion diferencial tiene una infinidad de soluciones. En
contraste, existen teoremas que nos garantizan la existencia de una solucién unica para ciertos
problemas con valores iniciales en donde uno debe hallar una solucion de la ecuacion diferen-
cial que ademads satisfaga ciertas condiciones iniciales dadas. Para una ecuacién de orden n,
estas condiciones se refieren a los valores de la solucién y de sus primeras n — 1 derivadas en
algtin punto.

Aunque uno no pueda determinar soluciones explicitas de una ecuacion diferencial, se
pueden usar varias técnicas como ayuda para analizar las soluciones. Uno de estos métodos
para ecuaciones de primer orden ve a la ecuacién diferencial dy/dx = f(x, y) como algo que
especifica direcciones (pendientes) en los puntos del plano. El conglomerado de tales pen-
dientes es el campo de direcciones para la ecuacién. El hecho de conocer el “flujo de solu-
ciones” es Util para bosquejar la solucién de un problema con valor inicial. Ademds, al llevar
a cabo este método en forma algebraica obtenemos aproximaciones numeéricas de la solucién
deseada. Este proceso numérico se llama método de Euler.

EJERCICIOS DE ESCRITURA TECNICA

1. Elija cuatro campos (por ejemplo, astronomia, geologia, biologia y economia) y para cada
campo analice una situacién donde se apliquen ecuaciones diferenciales para resolver un
problema. Elija ejemplos diferentes a los de la seccion 1.1.

2. Compare las distintas clases de soluciones que se analizaron en este capitulo (explicitas,
implicitas, graficas y numéricas). ;Cudles son las ventajas y las desventajas de cada uno?
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PROYECTOS DE GRUPO P

.A. Método de series de Taylor

El método de Euler se basa en que la recta tangente proporciona una buena aproximacion local
de la funcién. ;Pero por qué restringirnos a aproximaciones lineales cuando disponemos de
aproximaciones mediante polinomios de orden superior? Por ejemplo, podemos usar el polino-
mio de Taylor de grado n en torno de x = x, definido por

”

y'x)
2!

)’(")(xn)

n!

P(x) = ylxg) + ¥'(xp)lx — xp) + (x = xpf + o + (x — xp)"
Este polinomio es la n-ésima suma parcial de la representacion en serie de Taylor

(x — Xo)k :

S )
yolxy
A;] k!

Para determinar la serie de Taylor de la solucidén ¢(x) del problema con valor inicial
dyfdx = fla,y) . ylxo) = yo .

s6lo necesitamos determinar los valores de la derivada de ¢ (suponiendo que existen) en xy; es
decir, ¢(xp), ¢'(xp), - . . . La condicidn inicial proporciona el primer valor ¢(xy) = yo. Usamos
la ecuacion y’ = f(x, y) para hallar ¢’ (xy) = f(xg, ¥o). Para determinar ¢"(x,) derivamos la ecua-
cién y’ = f(x, y) de manera implicita con respecto de x para obtener

L af  afdy  af  of

dx  gvdx  dx ay'f

con lo que podemos calcular ¢"(x;).

(a) Calcule los polinomios de Taylor de grado 4 para las soluciones de los problemas con
valores iniciales dados. Use estos polinomios de Taylor para aproximar la solucién en
x=1.

.dyii_'i .‘d}’_'f,,,_
(1)57)5 3v )(0)71. (11)dx*}(3 )): }(0)*4'

(b) Compare el uso del método de Euler con el de las series de Taylor para aproximar la
solucion ¢(x) del problema con valor inicial
dy

Yy =cosxtsnx, w0)=1.
Sty =cosktsenx y{0)

Para esto, complete la tabla 1.3 de la pdgina 32. D€ las aproximaciones para ¢(1) y
¢(3) redondeando a milésimos. Verifique que ¢(x) = sen x + ¢ "y use esta férmula
y una calculadora o tablas para determinar los valores exactos de ¢(x) redondeados
a milésimos. Por tltimo, decida cudl de los primeros cuatro métodos de la tabla 1.3
proporcionard la mejor aproximacién de ¢(10) y justifique su eleccion. (Recuerde
que los cdlculos de las funciones trigonométricas deben hacerse en el modo de ra-
dianes).
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(¢) Calcule el polinomio de Taylor de grado 6 para la solucién de la ecuacion
d?y _
dx?

—xy

con las condiciones iniciales y(0) = 1, y'(0) = 0. ; Ve la forma en que el método de
series de Taylor utilizard cada una de las n condiciones iniciales mencionadas en la
definicion 3 de la seccidén 1.2 para una ecuacién diferencial general de orden n?

TABLA 1.3

Aproximacion Aproximacion
Método de (1) de ¢(3)

Meétodo de Euler usando pasos de tamafio 0.1

Meétodo de Euler usando pasos de tamafio 0.01

Polinomio de Taylor de grado 2

Polinomio de Taylor de grado 5

Valor exacto de ¢ (x) redondeado a milésimos

.B. Meétodo de Picard

El problema con valor inicial
® v =fey), o vl =

se puede escribir como una ecuacion integral, si se integran ambos lados de (1) con respecto
de x, desde x = x; hasta x = x:

) J?ﬁMM:qufﬂm:J

o T

1
|

K (.J:, ¥ (x)) dx .

Al sustituir y(xg) = y, y despejar y(x;) tenemos

&) >hd=m+[f@ﬂwﬂ

Xy
Si usamos 7 en vez de x como la variable de integracion, podemos hacer que x = x; sea el 1imite
superior de integracion. La ecuacién (3) se convierte en

X

@ s | sl

X

Podemos usar la ecuacion (4) para generar aproximaciones sucesivas de una solucién de
(1). Si la funcién ¢y(x) es una estimacién o aproximacion inicial de una solucién de (1), enton-
ces una nueva funcion aproximacion estd dada por

dy(x} = yo + ’Y f(f» (f)u(f))df .
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donde hemos reemplazado y(f) por la aproximacion ¢(?) en el argumento de f. De manera simi-
lar, podemos usar ¢(x) para generar una nueva aproximacion ¢,(x), y asi sucesivamente. En
general, obtenemos la (n + 1)-ésima aproximacion a partir de la relacion

X

&) U l(x) =yt J f(t, ‘t’u(t))dr :

A

Este procedimiento se conoce como el método de Picard.” Con ciertas hipGtesis para 'y ¢(x),
se sabe que la sucesién {¢,(x)} converge a una solucién de (1)."
Si no tenemos mds informacién acerca de la solucion de (1), es comun considerar que

bo(x) = yo.

(a) Utilice el método de Picard con ¢g(x) = 1 para obtener las cuatro siguientes aproxima-
ciones sucesivas de la solucion a

©6 Y=y, yo)j=1.

Muestre que estas aproximaciones son tan sélo las sumas parciales de la serie de Ma-
claurin de la solucidn real e*.

(b) Use el método de Picard con ¢y(x) = 0 para obtener las tres siguientes aproximacio-
nes sucesivas de la solucién del problema no lineal

DY) =3x-[W]?, y0)=0.

Grafique estas aproximaciones paraQ < x =< 1.
(¢) En el problema 29 de los ejercicios 1.2 mostramos que el problema con valor inicial

®  yio=3pWPP. w2 -0

no tiene solucién unica. Muestre que el método de Picard, comenzando con ¢y(x) =0,
converge a la solucién y(x) = 0; y comenzando con ¢g(x) = x — 2 converge a la se-
gunda solucion y(x) = (x — 2)3. [Sugerencia: Para el caso ¢y(x) = x — 2, muestre
que ¢,(x) tiene la forma c,(x — 2)"», donde ¢, = 1 y r, = 3 cuando n — o<].

L C. Dipolo magnético

Con frecuencia, una barra imantada se modela como un dipolo magnético, un extremo se iden-
tifica como polo norte Ny el otro como polo sur S. El campo magnético del dipolo es simétrico
con respecto de la rotacion en torno de su eje que pasa de manera longitudinal por el centro de
la barra. Por lo tanto, podemos estudiar el campo magnético restringiéndonos a un plano que
contiene el eje de simetria, con el origen en el centro de la barra (véase la figura 1.17 en la
pagina 34)

"Nota histérica: Este método de aproximacién es subproducto del famoso teorema de existencia de Picard-Lindelof
formulado a fines del siglo x1x.

"Todas las referencias al capitulo 11 se refieren al texto ampliado Fundamentals of Differential Equations and
Boundary Value Problems, 4a. edicion.
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Figura 1.17 Dipolo magnético

Para un punto P localizado a una distancia r del origen, donde r es mucho mayor que la
longitud del imdn, las lineas de campo magnético satisfacen la ecuacion diferencial

dy Zxy
©) E - 3x% - y2
y las lineas equipotenciales satisfacen la ecuacion
a0 L- ik

dx 2xy

(a) Muestre que las dos familias de curvas son perpendiculares cuando se cortan. [Suge-
rencia: Considere las pendientes de las rectas tangentes a las dos curvas en un punto
de interseccion].

(b) Trace el campo de direcciones de la ecuacién (9) para —5 =x =5, -5=y=5.
Puede utilizar un paquete de computo para generar el campo de direcciones o usar el
método de isdclinas que se analizé en la seccién 1.3. El campo de direcciones le re-
cordard el experimento donde se esparce limadura de hierro sobre una hoja de papel
que se coloca encima de un imdn. La orientacién de las pequefias limaduras de hierro
corresponde a los pequefios segmentos de recta.

(c¢) Utilice el campo de direcciones de la parte (b) como ayuda para bosquejar las lineas
de campo magnético que son soluciones de (9).

(d) Aplique la afirmacién de la parte (a) a las curvas de la parte (c) para bosquejar las 1i-
neas equipotenciales que son soluciones de (10). Las lineas del campo magnético y
las lineas equipotenciales son ejemplos de trayectorias ortogonales. (Véase el pro-
blema 32 de los ejercicios 2.4, pagina 66).

.D. La recta fase

El bosquejo del campo de direcciones de una ecuacién diferencial dy/dt = f(z, y) es particular-
mente sencillo cuando la ecuacion es auténoma; es decir, la variable independiente 7 no apa-
rece en forma explicita:

dy

m = f0)
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(1) _ Yt —35)

(a) (b) (©)

Figura 1.18 Campo de direcciones y soluciones para una ecuacion auténoma

En la figura 1.18(a), la grafica muestra el campo de direcciones de y’ = —A(y — y;) (y —
y2) (y — y3)* y A > 0y se trazan algunas soluciones. Observe las siguientes propiedades de las
gréficas y explique por qué son consecuencia de que la ecuacion sea auténoma.

(a) Las pendientes en el campo de direcciones son idénticas a lo largo de rectas horizon-
tales.

(b) Se puede generar nuevas soluciones a partir de otras mediante un desplazamiento en
el tiempo (es decir, reemplazando y(¢) por y(t — ty).

La observacién (a) implica que todo el campo de direcciones puede describirse mediante
una sola “linea” de direcciones, como en la figura 1.18(b).

De particular interés para las ecuaciones auténomas son las soluciones constantes, o solu-
ciones de equilibrio y(r) = y;, i = 1, 2, 3. El equilibrio y = y; es un equilibrio estable, o su-
midero, pues las soluciones cercanas son atraidas hacia €l cuando r — . Los equilibrios que
repelen a las soluciones cercanas, como y = y,, s€ conocen como fuentes; los demds equilibrios
se llaman nodos, ilustrados por y = ys. Las fuentes y los nodos son equilibrios no estables.

(c) Describa la forma de caracterizar los equilibrios mediante los ceros de la funcion f(y)
en la ecuacidn (1) y la forma de distinguir los sumideros, las fuentes y los nodos con
base en los signos de f (y) a los lados de los ceros.

Por tanto, la sencilla linea fase que aparece en la figura 1.18(c), que indica mediante pun-
tos y flechas los ceros y los signos de f (y), basta para describir la naturaleza de las soluciones
de equilibrio para una ecuacién auténoma.

(d) Trace la linea fase paray’ = (y — 1) (y — 2) (y — 3) y establezca la naturaleza de sus
puntos de equilibrio.

(e) Use lalinea fase paray’ = —(y — 1)°3(y — 2)X(y — 3) para predecir el comporta-
miento asintético (cuando ¢ — o) de la solucion que satisface y(0) = 2.1.
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(f) Trace la linea fase para y’ = y sen y y establezca la naturaleza de sus puntos de equili-

brio.
(g) Trace las lineas fase paray’ = seny + 0.1 y y’ = sen y — 0.1. Analice el efecto de la
pequeiia perturbacion 0.1 sobre los puntos de equilibrio.

La separacion de los equilibrios en y = 0 observada en la parte (g) ilustra lo que se conoce
como bifurcacion. El siguiente problema ilustra de manera drastica los efectos de una bifurca-
cidn en el contexto del manejo de una manada.

(g) Al aplicar el modelo logistico, que serd analizado en la seccién 3.2, a los datos dispo-
nibles para la poblacion de lagartos en los terrenos del Centro Espacial Kennedy en
Florida, se deduce la siguiente ecuacion diferencial:

_ y(y — 1500)
Y= 3200

Aquti, y(¢) es la poblacidn y el tiempo ¢ se mide en afios. Si se permite que los caza-
dores reduzcan la poblacién a razén de s lagartos por afio, la ecuacién se modifica-
ria como

o y(y — 1500)

Y= 3200 S

Trace las lineas fase para s = 0, 50, 100, 125, 150, 175 y 200. Analice el significado
de los puntos de equilibrio. Observe la bifurcacién en s = 175; ;debe evitarse una
tasa de reduccion cercana a 175?




Ecuaciones diferenciales

de primer orden

YT INTRODUCCION: MOVIMIENTO DE UN CUERPO EN CAIDA

Un objeto cae en el aire hacia la Tierra. Suponiendo que las tnicas fuerzas
que actian sobre el objeto son la gravedad y la resistencia del aire, determine la
velocidad del objeto como una funcion del tiempo.

La segunda ley de Newton establece que la fuerza es igual a la masa por la aceleracion. Pode-
mos expresarla mediante la ecuacion

dv
mE =r,
donde F representa la fuerza total sobre el objeto, m es la masa del objeto y dv/dt es la ace-
leracidn, expresada como la derivada de la velocidad con respecto del tiempo. Serd conveni-
ente definir v como positiva cuando estd dirigida hacia abajo (a diferencia del andlisis en la
seccion 1.1).

Cerca de la superficie de la Tierra, la fuerza debida a la gravedad es simplemente el peso del
objeto. Esta fuerza se puede expresar como mg, donde g es la aceleracion debida a la gravedad.
No hay una ley general que modele con precision la resistencia del aire que actda sobre el ob-
jeto, pues esta fuerza parece depender de la velocidad del objeto, la densidad del aire, y la forma
del objeto, entre otras cosas. Sin embargo, en ciertos casos, la resistencia del aire puede repre-
sentarse de manera razonable como —bv, donde b es una constante positiva que depende de la
densidad del aire y de la forma del objeto. Utilizamos el signo negativo debido a que la resisten-
cia del aire es una fuerza que se opone al movimiento. Las fuerzas que actdan sobre el objeto
aparecen en la figura 2.1 de la pdgina 38. (Observe que hemos generalizado el modelo de caida
libre de la seccidn 1.1, incluyendo la resistencia del aire).

Al aplicar la ley de Newton obtenemos la ecuacion diferencial de primer orden

dw
(1) mo=ng = b,
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Resistencia al aire —bv
7
Velocidad v
Gravedad mg

Figura 2.1 Fuerza sobre un objeto que cae

Para resolver esta ecuacién, hacemos uso de una técnica llamada separacion de variables,
que se utilizé para analizar el modelo de decaimiento radiactivo de la seccion 1.1 y que desa-
rrollaremos con detalle en la seccidn 2.2. Si consideramos a dv y dt como diferenciales, rees-
cribimos la ecuacién (1) de modo que las variables v y ¢ queden aisladas en lados opuestos
de la ecuacion:

dv dt

mg — by om

(De aqui la nomenclatura “separacion de variables”).
A continuacién integramos la ecuacién ya separada

dv _ dt
mg — by M
y deducimos que
_il | — b | = 1 +
p 1 Img v|=—+c.
Por lo tanto,

|mg — bu| = o Peg

mg — by = Ae~bim

donde la nueva constante A tiene magnitud e~> y el mismo signo () que (mg — bv). Al
despejar v obtenemos

mg A
2 — o b!/m
@) w=— et

lo que se llama una solucién general de la ecuacién diferencial pues, como veremos en la
seccion 2.3, cualquier solucién de (1) se puede expresar en la forma dada por (2).
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En un caso especifico, tendriamos dados los valores de m, g y b. Para determinar la
constante A en la solucion general, podemos usar la velocidad inicial del objeto vy. Es decir,
resolvemos el problema con valor inicial

du

mE:mg—bv, v{(} = vg .

Al sustituir v = vy y ¢ = 0 en la solucion general de la ecuacion diferencial, podemos hallar
el valor de A. Con este valor, la solucién del problema con valor inicial es

3) v = ? + (vo - %)B_M’fm .

La férmula anterior proporciona la velocidad del objeto que cae por el aire como fun-
cion del tiempo, si la velocidad inicial del objeto es v,. En la figura 2.2 bosquejamos la gra-
fica de v(7) para diversos valores de v,. La figura sugiere que la velocidad v(¢) tiende a mg/b
sin importar la velocidad inicial v. [Esto es facil de ver en la formula (3) haciendo ¢ — +0o0].
La constante mg/b se conoce como la velocidad limite o terminal del objeto.

v (m/s)

vo>mg /b, de
modo que el <
objeto reduce su

velocidad \
mg

b

t(s)
objeto aumenta
su velocidad

vo<mg / b, de /
modo que el \O‘

Figura 2.2 Grdfica de v(t) para seis velocidades iniciales distintas vy. (g = 9.8 m/ s2,m/b=5s)

Podemos hacer varias observaciones para este modelo de un cuerpo en caida. Como
e "™ tiende rdpidamente a cero, la velocidad es aproximadamente igual al peso mg divi-
dido entre el coeficiente de resistencia del aire b. Asi, en presencia de resistencia del aire,
mientras mds pesado sea el objeto, mds rdpido caerd, suponiendo formas y tamafios iguales.
Ademids, al reducir la resistencia del aire (b mds pequeiio), el objeto caerd mds rdpido. Estas
observaciones coinciden con nuestra experiencia.

Muchos otros problemas fisicos,” al formularse de manera matemdtica, conducen a ecua-
ciones diferenciales de primer orden o a problemas con valores iniciales. Algunos de ellos se
analizan en el capitulo 3. En este capitulo aprenderemos a reconocer y obtener soluciones de
ciertos tipos especificos de ecuaciones de primer orden. Comenzamos estudiando las ecuaciones
separables, luego las ecuaciones lineales y a continuacion las ecuaciones exactas. Los métodos

El problema fisico aqui analizado tiene otros modelos matemdticos. Por ejemplo, podriamos tomar en cuenta las
variaciones en el campo gravitacional de la Tierra y ecuaciones mds generales para la resistencia del aire.
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para resolver estas ecuaciones son los mds bdsicos. En las ultimas dos secciones ilustraremos
el uso de ciertos recursos, como los factores integrantes, las sustituciones y las transforma-
ciones para convertir ciertas ecuaciones en ecuaciones separables, exactas o lineales que po-
damos resolver. En todo nuestro andlisis de estos tipos especiales de ecuaciones, el lector ird
construyéndose una mejor idea del comportamiento de las soluciones de ecuaciones mds ge-
nerales y de las dificultades posibles para hallar estas soluciones.

972" ECUACIONES SEPARABLES

Una clase sencilla de ecuaciones diferenciales de primer orden que pueden resolverse me-
diante integracién es la clase de ecuaciones separables, ecuaciones como

o
®  =rl),

que se pueden reescribir de modo que las variables x y y (junto con sus diferenciales dx y dy)
queden aisladas en lados opuestos de la ecuacién, como en

H(y¥)dy = g(x)dy |
Ast, el lado derecho original f(x, y) debe tener la forma factorizada
i
h(y)

Mds formalmente, escribimos p(y) = 1/h(y) y presentamos la siguiente definicién.

r ECUACION SEPARABLE

Definicion 1. Si el lado derecho de la ecuacion

flx,y) = g(x) -

dy
o =)
se puede expresar como una funcién g(x) que sélo depende de x, por una funcién

p(y) que sélo depende de y, entonces la ecuacién diferencial es separable.

En otras palabras, una ecuacién de primer orden es separable si se puede escribir en la
forma

2 2 = 8oply) .

"Nota historica: Un procedimiento para resolver ecuaciones separables fue descubierto de manera implicita por
Gottfried Leibniz en 1691. La técnica explicita llamada separacion de variables fue formalizada por John Bernoulli
en 1694.
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Por ejemplo, la ecuacion

dy  Ix +xy
de ¥+ 1

es separable, pues (si uno estd alerta para detectar la factorizacion)

2y + xy 2+y
2 —X 3
v+ 1 yo 1

= gleiply) .

Sin embargo, la ecuacion

dy
—=1+ux
elx

no admite tal factorizacion del lado derecho y, por tanto, no es separable.
De manera vaga, las ecuaciones separables se resuelven realizando la separacion y luego
integrando cada lado.

METODO PARA RESOLVER ECUACIONES SEPARABLES

Para resolver la ecuacion

dy .
D gty

multiplicamos por dx y por i(y) := 1/p(y) para obtener
h(y)dy = g(x)dx .
Luego integramos ambos lados:

Jh(y)dy = jg(-\’)tir ,

3 HY=6kx+cC.

donde hemos juntado las dos constantes de integracion en un solo simbolo C. La l-
tima ecuacion proporciona una solucién implicita de la ecuacion diferencial.

Mais adelante veremos la justificacion matemdtica del procedimiento “bosquejado” arri-
ba, pero primero estudiaremos algunos ejemplos.

Resolver la ecuacidn no lineal
dy x—35
dx v
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SOLUCION Siguiendo el método ya delineado, separamos las variables y escribimos la ecuacién en la

forma
yidy ={x - 5)dx .

Al integrar tenemos

J.vzdy

J (c = S)dx

¥ %2
= -5+
3 5 S+ C

y al despejar y en esta dltima ecuacidn se tiene

2 13
y = (% — 15x + 3(?) .

Como C es una constante de integracién que puede ser cualquier nimero real, 3C también
puede ser cualquier nimero real. Al reemplazar 3C por el simbolo K, tenemos

2 L3
y—(‘%—ls,wl() .

Si queremos apegarnos a la costumbre de seguir representando mediante C a una constante
arbitraria, podemos usar C en vez de K en la respuesta final. Esta familia de soluciones se
graficaen la figura2.3. m

Figura 2.3 Familia de soluciones para el ejemplo 1

Como muestra el ejemplo 1, las ecuaciones separables se encuentran entre las mds sen-
cillas de resolver. Sin embargo, el procedimiento requiere una habilidad para el cdlculo de
integrales. Muchos de los procedimientos que serdn analizados en el texto también exigen
cierta familiaridad con las técnicas de integracion. Para conveniencia del lector, en el forro
aparece una breve tabla de integrales.
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Resolver el problema con valor inicial

dy _y -1
@ T x+3

yi-1)=0.

Al separar las variables e integrar tenemos

4y dx

y—1 x+3°

dy dx

y—1 lx+3"
Injy—1]=ln|x4 3 1 C.

O]

En este momento podemos despejar y de manera explicita (conservando la constante C) o
usar la condicion inicial para determinar C y luego despejar y. Sigamos el primer camino.
Al exponenciar la ecuacion (5), tenemos

eln|v—l\ = leln|)r+3|+(.‘ _ eCeln|x+3|
(6) vy =1 =e"|x13=0C|x1 3],
donde C, = ¢“." Ahora, dependiendo de los valores de y, tenemos | y—1 | = *(y— 1)y
de manera andloga, |x + 3| = £(x + 3). Asi, podemos escribir (6) como
y—l==Ci{x+3) o y=1%k+3),

donde el signo depende (como ya indicamos) de los valores de x y y. Como C; es una cons-
tante positiva (recuerde que C; = ¢¢ > 0), podemos reemplazar =C, por K, donde K repre-
senta ahora una constante arbitraria no nula. Obtenemos

7 i | + Kix + 3)

Por ultimo, determinamos K de modo que se satisfaga la condicién inicial y(—1) = 0. Al ha-
cerx = —1yy = 0en laecuacién (7) tenemos

O0=1+K—-1+3)=1+2K,

por lo que K = —1/2. Asi, la solucién del problema con valor inicial es

8) r=1 §(x+3): é(“- 1) .

"Recuerde que el simbolo = significa “se define como”.
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EJEMPLO 3

SOLUCION

Método alternativo. El segundo método consiste en hacer primerox = —1yy =0
en la ecuacion (5) y despejar C. En este caso obtenemos

m0—=1]=In|-1+3 +C,
O0=Inl=In2+C,

y C = —In 2. Asi, de (5) la solucién y es dada de manera implicita por
In(l —y)=Infx+3)— M2,
Aqui hemos reemplazado |y -1 | porl —yy |x +3 | por x + 3, pues estamos interesados en

xy ycercanas a los valores iniciales x = —1, y = 0 (para tales valores,y — 1 <0y x + 3 > 0).
Al despejar y obtenemos

n(i — y) MU+3—NZ=MG;S),

x+3
5

1-y

-1-1 -1
y=1-5(+3 S +1),

lo cual coincide con la solucién (8) que se obtuvo mediante el primer método. m

Resolver la ecuacion no lineal

dy _6x —2x+ 1
dx cosy + ¥

)

Al separar variables e integrar tenemos
(cosy + eMdy = (65 — 2¢ + 1)dx ,
f(COSy + eMdy = J(éxs — 2%+ Ddx |

seny+et=x—x"+x+C.

En este momento llegamos a un atolladero. Quisiéramos despejar y en forma explicita, pero
no podemos. Esto ocurre con frecuencia al resolver ecuaciones no lineales de primer orden.
En consecuencia, al decir “resolver la ecuacion”, tendremos que conformarnos en ocasiones
al hallar una forma implicita de la solucion. m

La técnica de separacion de variables, asi como varias otras técnicas analizadas en este
libro, conlleva la reescritura de una ecuacién diferencial realizando ciertas operaciones alge-
braicas en ella. “Escribir dy/dx = g(x)p(y) como h(y)dy = g(x)dx” equivale a dividir ambos
lados entre p(y). El lector puede recordar de sus cursos de dlgebra que esto puede tener gra-
ves consecuencias. Por ejemplo, la ecuacion x(x — 2) = 4(x — 2) tiene dos soluciones:
x = 2y x = 4. Pero si “escribimos” la ecuacién como x = 4 al dividir ambos lados entre
(x — 2), perdemos el rastro de la raiz x = 2. Asi, debemos registrar los ceros de (x — 2) antes
de dividir entre este factor.
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En el mismo sentido, debemos tomar en cuenta los ceros de p(y) en la ecuacion separable
dy/dx = g(x)p(y) antes de dividir. Después de todo, si (digamos) g(x)p(y) = (x — 2)2()/ - 13),
entonces podemos observar que la funcién constante y(x) = 13 satisface la ecuacién diferen-
cial dy/dx = g(x)p(y):

dy  d(13)
de — dx

glop(y) = (x —2(13 - 13) =0,

De hecho, al resolver la ecuacion del ejemplo 2,

dy y—1
d x+3°

obtenemos y = 1 + K(x + 3) como conjunto de soluciones, donde K era una constante no
nula (pues K reemplaza a ). Pero observe que la funcién constante y = 1 (que en este ca-
so corresponde a K = 0) también es una solucion de la ecuacion diferencial. La razén por la
que perdimos esta solucion puede rastrearse hasta una divisién entre y — 1 en el proceso de
separacién. (Véase en el problema 31 un ejemplo en que se pierde una solucién y no puede
recuperarse haciendo a la constante K = 0).

Justificacion formal del método

Concluimos esta seccion revisando el procedimiento de separacién de variables en un marco
de referencia mds riguroso. La ecuacidn diferencial original (2) se puede escribir en la forma

d
10) Ay} = gl

donde i(y) == 1/p(y). Si H(y) y G(x) denotan antiderivadas (integrales indefinidas) de h(y) y
g(x), respectivamente, es decir,

Hyy=hly) . Gl =3z,
podemos cambiar la ecuacion (10) por
da®
H) G =60
Por la regla de la cadena para la derivada, el lado izquierdo es la derivada de la funcién com-
posicion H(y(x)):

4 1300 = H )2

Asi, si y(x) es una solucién de la ecuacion (2), entonces H(y(x)) y G(x) son dos funciones de
x que tienen la misma derivada. Por lo tanto, difieren por una constante:

an A=) =6k +C.

La ecuacién (11) coincide con la ecuacién (3), que fue deducida de manera informal,
por lo que hemos verificado que esta dltima sirve para construir soluciones implicitas.
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En los problemas 1 a 6, determine si la ecuacion diferen-
cial dada es separable.

day
= 27 - = . ,
Lo =2 +y+4. 2. sen{x + y)
dy _ ye'™” ds 2 2
—= .= +
3. e 4 T tIn{s®) + &

2, ds _s+1

5.7 dt st
6. (v +3y7)dy — 2xdx =0 .

En los problemas 7 a 16, resuelva la ecuacion.

-

1o g L
7. dx v Tdx xS

dy -
9. a = y(2 +senx) . 1. (é—); =3 .

dy _ sec’y U I U
IL g 4 x? t T dx v

dx 5 _ Ay _ ., 2 2
13.dt+x =ux. 14.dx—3x(l+)).
15 ¥yl dy + ve"tsenxde = 0
16. (x + ollde+ ¥ vy =0 .

En los problemas 17 a 26, resuelva el problema con va-
lor inicial.

17.¥ =21 —y) . y0)=3.

d
18. d_i =(1+ yz)tanx . v(0) = '\@ .
dy
19. 3 =ysend , ylw)= -3,
@_3,r2+4).:+2 (0) = —1
20. dx — 2y + 1 ’ P
d
21 ‘j,j;:?\/erlcosx, )’(77):0.
2. ¥ty + 2ydy =0, wo)=2.
d
23 av =2xcosy ,  y(0)=7/4 .
dy

= =0

©dx
) \de—k('l—%x)dyzo,

o ¥0) =3 .

y(o}=1.

x2(1 + y] ,

. Soluciones que no pueden expresarse en términos

de funciones elementales. Como se analizé en los
cursos de cédlculo, ciertas integrales indefinidas (anti-
derivadas) como | ¢” dx no pueden expresarse en
términos finitos utilizando funciones elementales.
Al encontrar una integral de este tipo mientras se re-
suelve una ecuacion diferencial, con frecuencia es
ttil usar la integracion definida (integrales con limite
superior variable). Por ejemplo, considere el proble-
ma con valor inicial

dy
=
La ecuacion diferencial se separa si dividimos entre

y? y multiplicamos por dx. Integramos la ecuacién
separada de x = 2 a x = x; y obtenemos

r=x N X=y dy
e dy = —
=2 =z ¥

—

1
= - +—.
yi) o ¥(2)

Si ¢t es la variable de integracién y reemplazamos x;
por x y ¥(2) por 1, entonces podemos expresar la so-
lucién del problema con valor inicial como

ylx) = {I - J:e’zdr} l .

Utilice la integracion definida para hallar una solu-
cion explicita de los problemas con valores iniciales
en (a)—(c).

(a) dyfdx=¢",  y0)=0.

(b) dvfdx=e"y? . MO)=1.

(c) dvfdx =Vli+senx(l+y), HO=1.

(d) Utilice un algoritmo de integracion numérica
(como la regla de Simpson, descrita en el apén-
dice B) para aproximar la solucién de la parte
(b) en x = 0.5 con tres cifras decimales.




28.

29.

30.

Bosqueje la solucién del problema con valor inicial

dv
A YT

- y(0) = 3

y determine su valor maximo.

Cuestiones de unicidad. En el capitulo 1 indica-
mos que, en las aplicaciones, la mayor parte de los
problemas con valor inicial tendrdn una solucion
unica. De hecho, la existencia de soluciones tnicas
era tan importante que establecimos un teorema de
existencia y unicidad, el teorema 1 de la pdgina 12.
El método para ecuaciones separables nos puede dar
una solucidn, pero podria no darnos todas las solu-
ciones (véase también el problema 31). Para ilustrar
esto, considere la ecuacion dy/dx = yl/ 3,

(a) Use el método de separacion de variables para

mostrar que

o E ‘3,/2
(-

es una solucion.

Muestre que el problema con valor inicial dy/dx
= y]/3 y y(0) = 0 es satisfecho, para C = 0, por
y = (2x/3)*? parax = 0.

Muestre ahora que la funcién constante y = 0
también satisface el problema con valor inicial
dado en la parte (b). Por lo tanto, este problema
con valor inicial no tiene una tnica solucion.
Por ultimo, muestre que las condiciones del teo-
rema 1 de la pdgina 12 no se satisfacen.

(b)

(0

(d)

(La solucién y = 0 se perdié debido a la divisién en-
tre cero en el proceso de separacion).
Como vimos en esta seccion, la separacién de la
ecuacion (2) de la pdgina 40 requiere la division en-
tre p(y), y esto puede esconder el hecho de que las
raices de la ecuacién p(y) = 0 son en realidad solu-
ciones constantes de la ecuacion diferencial.
(a) Para explorar estos hechos con detalle, separe la
ecuacion
dy

= (x — 3)y+ 1}2/3

y deduzca la solucion

y=—-1+ {0 —x+ P,

(b) Muestre que y = —1 satisface la ecuacién origi-
nal dy/dx = (x — 3)(y + 1)*/>.

31.

32.
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(¢) Muestre que no hay una eleccion de la constante
C de modo que la solucion de la parte (a) pro-
duzca la solucién y = —1. As{, perdemos la solu-
cién y = —1 al dividir entre (y + 1)*/°.

Intervalo de definicion. Al analizar un problema

con valor inicial dy/dx = f(x, y) con y(xy) = yy, nO

siempre es posible determinar el dominio de la solu-
cion y(x) o el intervalo donde la funcion y(x) satis-
face la ecuacidn diferencial.

(a) Resuelva la ecuacién dy/dx = xy’.

(b) Proporcione en forma explicita las soluciones
de los problemas con valores iniciales y(0) = 1;
¥(0) = 1/2; y(0) = 2.

(c¢) Determine los dominios de las soluciones en la
parte (b).

(d) Como se vio en la parte (c), los dominios de las
soluciones dependen de las condiciones inicia-
les. Para el problema con valor inicial dy/dx =
xy3 con y(0) = a, a > 0, muestre que cuando a
tiende a cero por la derecha, el dominio tiende
a toda la recta real (—oo, 00) y cuando a tiende a
+00, el dominio se reduce a un solo punto.
Bosqueje las soluciones del problema con valo-
res iniciales dy/dx = xy* con y(0) = a para a =
*1/2, 1y *2.
Radioisotopos y deteccion de cancer Un radio-
is6topo utilizando en forma comiin para la deteccion
de cdncer de mama es el tecnecio 99m. Este radio-
nuclido se agrega a una solucion que, inyectada a un
paciente, se acumula en los lugares cancerosos. Lue-
go se detecta la radiacion del isétopo y se localiza
el sitio, usando cdmaras gama y otros dispositivos
tomogréficos.

(e)

El tecnecio 99m decae radioactivamente, de acuerdo
con la ecuacién dy/dt = — ky, donde k = 0.1155/h.
La corta vida del tecnecio 99m tiene la ventaja que
su radioactividad no pone en peligro al paciente.
Una desventaja es que el is6topo debe fabricarse en
un ciclotrén. Como los hospitales no tienen ciclotro-
nes, las dosis de tecnecio 99m deben ordenarse de
antemano con los surtidores médicos.

Suponga que debe administrarse una dosis de 5
milicuries (mCi) de tecnecio 99m a un paciente. Es-
time el tiempo de entrega desde el lugar de produc-
cién hasta la llegada a la sala de tratamiento del hos-
pital como 24 horas y calcule la cantidad del radion-
Uclido que debe solicitar el hospital para lograr ad-
ministrar la dosis adecuada.
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33. Mezclas. Suponga que una solucién salina con 0.3
kg de sal por litro se introduce en un tanque que con-
tenfa originalmente 400 litros de agua y 2 kg de sal.
Si la solucién entra a razén de 10 litros/minuto,
la mezcla se mantiene uniforme revolviéndola, y la
mezcla sale con la misma razon, determine la masa
de sal en el tanque después de 10 minutos (véase la
figura 2.4). [Sugerencia: sea A el numero de kilogra-
mos de sal en el tanque, r minutos después de iniciar
el proceso y aplique el siguiente planteamiento

razon de
salida

razon de
entrada

razon de
incremento A

En la seccion 3.2 se analizardn con mads detalle los
problemas de mezclas].

—

10L/min

0.3 kg/L A®

400 L

A(0)=2kg

Figura 2.4 Representacion esquemdtica de un problema de mezclas

34. Ley de enfriamiento de Newton. De acuerdo con
la ley de enfriamiento de Newton, si un objeto a tem-
peratura 7 se introduce en un medio con temperatura
constante M, entonces la razén de cambio de T es
proporcional a la diferencia de temperatura M — T.
Esto produce la ecuacion diferencial

dT/dt = kM —T).

(a) Resuelva la ecuacion diferencial en términos de 7.

(b) Un termémetro que marca 100°F se coloca en un
medio con temperatura constante de 70°F. Des-
pués de 6 minutos, el termometro marca 80°F.
(Cudl es la lectura después de 20 minutos?

(En la seccion 3.3 aparecen mds aplicaciones de la
ley de enfriamiento de Newton).

35. El plasma sanguineo se almacena a 40°F. Antes de
poder usarse, el plasma debe estar a 90°F. Al colocar
el plasma en un horno a 120°F, se necesitan 45 mi-
nutos para que éste se caliente hasta 90°F. Suponga
que podemos aplicar la ley de enfriamiento de New-
ton (problema 34). ;Cudnto tiempo debe transcurrir
para que el plasma se caliente hasta 90°F si la tem-
peratura del horno se fija en (a) 100°F, (b) 140°F y
(c) 80°F?

10 L/min

36.

37.

38.

39.

Ecuaciones diferenciales de primer orden

Un recipiente con agua hirviendo a 100°C se retira
de una estufa en el instante = 0 y se deja enfriar en
la cocina. Después de 5 minutos, la temperatura del
agua ha descendido a 80°C y otros 5 minutos des-
pués ha bajado a 65°C. Suponga que se aplica la ley
de enfriamiento de Newton (problema 34) y deter-
mine la temperatura (constante) de la cocina.

Interés compuesto. Si P(¢) es la cantidad de di-
nero en una cuenta de ahorros que paga una tasa
de interés anual de r% compuesto continuamente,
entonces
ar _ s

_P!

dt - 100 t en anos.

Suponga que el interés es de 5% anual, P(0) =
$1000 y que no hay retiros.

(a) (Cudnto dinero habrd en la cuenta después de 2
afios?

(b) (En qué momento tendrd la cuenta $4000?

(¢) Si se agregan $1000 a la cuenta cada 12 meses,
(cudnto dinero habrd en la cuenta después de 3 ‘7
aflos?

Caida libre. En la seccion 2.1 analizamos un mo-

delo para un objeto que cae hacia la Tierra. Si sobre

el objeto solo actian la resistencia del aire y la gra-
vedad, se observé que la velocidad v debe satisfacer
la ecuacion

m@ =mg — bv
ldt 3 ’

donde m es la masa, g es la aceleracion debida a la
gravedad y b > 0 es una constante (véase la figura
2.1).Sim =100 kg, g = 9.8 m/s® , b = 5kg/sy
v(0) = 10 m/s, encuentre v(7). ;Cudl es la velocidad
limite (es decir, terminal) del objeto?

Carrera del gran premio. El piloto A ha permane-
cido 3 millas adelante de su archienemigo B durante
cierto tiempo. A s6lo 2 millas antes de la meta, el pi-
loto A se quedd sin gasolina y comenzo6 a desacelerar
a una razén proporcional al cuadrado de su veloci-
dad restante. Una milla después, la velocidad del pi-
loto A se habfa reducido exactamente a la mitad. Si la
velocidad del piloto B permanecid constante, ;quién
gand la carrera?
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W 2T3" ECUACIONES LINEALES

Un tipo de ecuacidn diferencial de primer orden que aparece con frecuencia en las aplicacio-
nes es la ecuacion lineal. Recuerde de la seccion 1.1 que una ecuacion lineal de primer or-
den es una ecuacién que se puede expresar en la forma

1) ayx) -+ alxly = blx)

donde a;(x), ag(x) y b(x) sélo dependen de la variable independiente x, no asi de y.
Por ejemplo, la ecuacion
5 dy
x*sen x — {cos x)y = {senx)—

dx

es lineal, pues puede escribirse en la forma

d N
(sen )Jay + {cosx)y = x%senx .

Sin embargo, la ecuacion

dy g d —
v T senxhy’ = e + 1
no es lineal; no puede escribirse en la forma de la ecuacién (1) debido a la presencia de los
términos y° y y dy/dx.
Hay dos situaciones por las que la solucidn de una ecuacién diferencial lineal es casi in-
mediata. La primera surge cuando el coeficiente ay(x) es idénticamente cero, ya que entonces
la ecuacion (1) se reduce a

d 3
2 a2 = s,

=

que es equivalente a

¥l = ] LU

“l(x)

[mientras a;(x) no se anule].

La segunda es menos trivial. Observe que si ag(x) fuese igual a la derivada de a;(x), es
decir, ag(x) = aj (x), entonces los dos términos del lado izquierdo de la ecuacién (1) confor-
man la derivada del producto a;(x)y:

asle)y + alely = ai(sly’ + ailely = L ayfely]

Por lo tanto, la ecuacion (1) se convierte en

|=

3) Jay(x)y] = blx)

=
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y la solucion es elemental nuevamente:

o)y = [ bl + C

Pocas veces es posible reescribir una ecuacién diferencial lineal de modo que se reduzca a
una forma tan sencilla como (2). Sin embargo, podemos obtener la forma (3) multiplicando
la ecuacion original (1) por una funcidn pi(x) bien elegida. Tal funcién L(x) se llama entonces
un “factor integrante” para la ecuacion (1). La forma mads sencilla consiste en dividir primero
la ecuacidn original (1) entre a;(x) y escribirla en la forma candnica

@ g TPl =0k)

donde P(x) = ag(x)/a,(x) y Q) = b(x)/a,(x).
Ahora queremos determinar [L(x) de modo que el lado izquierdo de la ecuacién multipli-
cada

) 0T+ aldrky = ek

sea precisamente la derivada del producto p(x)y:

Pl PGy = [aly] = )+ el

Es claro que para esto [ debe satisfacer
6) Lo=pupP.

Para hallar tal funcion, reconocemos que la ecuacién (6) es una ecuacion diferencial separa-
ble, que podemos escribir como (1/)du = P(x)dx. Al integrar ambos lados tenemos

— Ef Hx:ld: .

(7 pix)

Con esta eleccién’ de WL(x), la ecuacion (5) se convierte en

[ alaly] = mirol) |

elx

que tiene la solucion

@® b= ﬁ U plD)Q(x) dr + C] .

fCualquier eleccién de la constante de integracién en JP(x)dx producird una p(x) adecuada.
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En este caso, C es una constante arbitraria, de modo que (8) proporciona una familia a un pa-
rdmetro de soluciones de (4). Esta forma se conoce como la solucién general de (4).
Podemos resumir el método para resolver ecuaciones lineales como sigue.

METODO PARA RESOLVER ECUACIONES LINEALES

(a) Escriba la ecuacion en la forma candnica

dv
o TPy =0

(b) Calcule el factor integrante [L(x) mediante la férmula

wx) = exp[ JP(x)dx] .

(¢) Multiplique la ecuacion en forma candnica por LL(x) y, recordando que el lado

izquierdo es precisamente 5 [1(x)y], obtenga
X

B(OF + PORLIY = w0

e

% (wly) = pk0k) .

(d) Integre la tltima ecuacion y determine y dividiendo entre L(x) para obtener (8).

EJEMPLO 1 Determine la solucién general de

Idy 2y ~ 0
—— — = =Xcosx, X .
® rdr  x?

SOLUCION  Para escribir esta ecuacion lineal en forma canénica, multiplicamos por x para obtener

dy 2 s
0 . y=acosx.

X
En este caso, P(x) = —2/x, de modo que

Jmmﬁ—j§a=—Mnn

Asf, un factor integrante es
ﬂ({) _ e*Zln\x _ eln(x“'] _ I—Z .

Al multiplicar la ecuacién (10) por LL(x) tenemos

—zd_y R T
o 2y 'y =cosx ,
R
i( 2y} =cosx.

dx
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EJEMPLO 2

SOLUCION

Ahora integramos ambos lados y despejamos y para obtener

x_zy

J'cosxdt=senx + C.

(11 y = x’senx + Cx? .

Se verifica facilmente que esta solucion es valida para toda x > 0. En la figura 2.5 bosqueja-
mos las soluciones para diversos valores de la constante C en (11). m

Figura 2.5 Grifica de y = x?sen x + Cx? para cinco valores de la constante C

En el siguiente ejemplo analizaremos una ecuacién lineal que surge en el estudio del de-
caimiento radiactivo de un isétopo.

Una roca contiene dos isétopos radiactivos, RA; y RA,, que pertenecen a la misma serie ra-
diactiva; es decir, RA; decae en RA,, quien luego decae en dtomos estables. Suponga que la
tasa con la que RA; decae en RA, es 50e % kg/s. Como la razén de decaimiento de RA, es
proporcional a la masa presente y(f) de RA,, la razon de cambio de RA, es

dvy

E = razon de creacion — razon de decaimiento ,

@ _ o o
12 g =0T TR

donde k > 0 es la constante de decaimiento. Si k = 2/s e inicialmente y(0) = 40 kg, determi-
ne la masa y(r) de RA, parat = 0.

La ecuacidn (12) es lineal, de modo que comenzamos escribiéndola en forma canénica

ay
13) = +w=s0eT H0)=4a0.

donde hemos sustituido k£ = 2 e incluido la condicién inicial. Ahora vemos que P(r) = 2, de
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modo que _[ P(tdt = _[2 dt = 2t. Asi, un factor de integracion es () = ¥ Al multiplicar la
ecuacion (13) por () obtenemos

d
62:% + 2€2ry — 50?—]01—21 — 508—81 ,
%[82‘_\7) = 50e% .

Al integrar ambos lados y despejar y, tenemos

ey = —24—56_8’ +C,

25 w2
= ——0p + "3
¥ 7 ¢ Ce .
Al sustituir = 0y y(0) = 40 se tiene

B om0 2
40 = T + (e’ = 4+C,

de modo que C = 40 + 25/4 = 185/4. Asi, la masa y(r) de RA, en el instante ¢ estd dada por

a4 )= (%5)(2’ - (%)e“” . =0, a1 m

EJEMPLO 3 Para el problema con valor inicial
o y+y=VI1+cosk  yl)=4.

determinar el valor de y(2).
SOLUCION El factor integrante para la ecuacién diferencial es, por la ecuacién (7),

wix) = glld =

La forma (8) de la solucion general se lee
vix) =eF (Je"'\/l + cos®x o + C) .

Sin embargo, esta integral indefinida no se puede expresar en términos finitos con funciones
elementales (recuerde una situacion similar en el problema 27 de los ejercicios 2.2). Puesto
que podemos usar algoritmos numéricos como la regla de Simpson (apéndice B) para reali-
zar la integracion definida, pasamos a la forma (5), que en este caso se lee

[e‘*y} ="V + cos’y

y consideramos la integral definida del valor inicial x = 1 hasta el valor deseado x = 2:

ﬂ’xy. = e?y(2) —e'y(1) = J' “ex V1 + cos®x dy .

x=1

x=1
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Al insertar el valor de y(1) y despejar, expresamos

v2)=e?tHa) + 272 J eV + costx dr

Con la regla de Simpson tenemos que la integral definida es aproximadamente 4.841, de
modo que

y(2) = 47!+ 484le™? = 2127 . g

En el ejemplo 3 no tuvimos dificultad en expresar la integral para el factor integrante
u(x) = e) 1% = ¢* Es claro que habri situaciones en que esta integral no pueda expresarse
mediante funciones elementales. En tales casos, deberemos recurrir a un procedimiento nu-
mérico como el método de Euler (seccion 1.4) o una implantacion “ciclica anidada” de la
regla de Simpson. En el problema 27 se invita al lector a explorar tal posibilidad.

Como hemos establecido férmulas explicitas para las soluciones de las ecuaciones dife-
renciales lineales de primer orden, obtenemos como consecuencia una demostracion directa
del siguiente teorema.

r EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION

Teorema 1. Supdngase que P(x) y Q(x) son continuas en un intervalo (a, b) que
contiene al punto x,. Entonces para cualquier eleccion del valor inicial y,, existe una
Unica solucion y(x) en (a, b) al problema de valor inicial

(15) % + Plxly = Qlx) . ylxg) = 3 -

De hecho, la solucién es dada por (8) para un valor adecuado de C.

Los aspectos esenciales de la demostracion del teorema 1 aparecen en las deliberaciones
que conducen a la ecuacioén (8); el problema 34 proporciona los detalles. Este teorema difie-
re del teorema 1 de la pdgina 12 en que para el problema lineal con valor inicial (15) tene-
mos la existencia y unicidad de la solucién en fodo el intervalo (a, b), en vez de alguin inter-
valo menor no determinado con centro en x,.

La teoria de las ecuaciones diferenciales lineales es una rama importante de las matemd-
ticas, no s6lo porque estas ecuaciones aparecen en las aplicaciones, sino también por la ele-
gante estructura que estd asociada con ellas. Por ejemplo, las ecuaciones lineales de primer
orden siempre tienen una solucién general que estd determinada por la ecuacién (8). En los
problemas 28 y 36 se describen otras propiedades de las ecuaciones lineales de primer orden.
Las ecuaciones lineales de orden superior se analizan en los capitulos 4, 6 y 8.

En los problemas 1 a 6, determine si la ecuacion dada es

dx dy
separable, lineal, ninguna o ambas. 3ox o F fx = sent . 4. 3= E’E + ¥ Int .
»ay _ dx _ 2 ﬂ — p — u _dr_ s
l.xa+u)sx—y. Z.E-Fxr—e. 5.(t+1)dtfyt ¥ . 6.3r—d9 6" .



En los problemas 7 a 16, obtenga la solucion general de
la ecuacion.

11.

13.

14.

15.

16.

dy dy v
j_‘zé’h S.Ti:_+2x+l
dr dy L
aa = . L Xx—— + 2y =
" 46 + rtan @ = sec§ 10 X 2y = x
d}’ 2, —4x

([+y+l)d[—dy=0‘ IZ-E:XE _4}".

dx — 5yl

,de+2£ S5v7 .

N Y
oty X =x SN
5 dy

{x +1)E+xy—x.

dv
(.x2+lJi=x2+2x—l—4xy.

En los problemas 17 a 22, resuelva el problema con va-
lor inicial.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

dy vy _
it yil)=e—1.
dy . _ 4
E+4y—e =0, }’(U)—3.
gdx 2 _
M 4 32 = =
rdr Jix=1t, H2)=10
dy 3y B _
2=, ¥y =1
Ady+ . = x 2
cos x —— + ysenx = 2x cosx ,
NN —15\/5772
Ny P
enx X 4 oosa = xs m\_,
senx—-+ycosx =xsenx, yl51=2.

Decaimiento radiactivo. En el ejemplo 2, supon-
ga que la razén con la que RA, decae a RA, es 40e™ 2"
kg/s y que la constante de decaimiento para RA, es k =
5/s. Determine la masa y(7) de RA, para t = 0 si ini-
cialmente y(0) = 10 kg.

En el ejemplo 2, la constante de decaimiento para el
isGtopo RA; era 10/s, lo que se expresa en el expo-
nente del término de la razén 50e~'% kg/s. Cuando
la constante de decaimiento para RA, es k = 2/s,

25.

26.

27.
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vemos que en la férmula (14) para y, el término
(185/4)e™* domina a partir de cierto momento
(tiene mayor magnitud para ¢ grande).

(a) Vuelva aresolver el ejemplo 2 considerando k =
20/s. En este caso, ;cudl término de la solucién
domina a partir de cierto momento?

(b) Vuelva a resolver el ejemplo 2 considerando k =
10/s.

(a)

Use la integracion definida para mostrar que la
solucion del problema con valor inicial

dy - B
E'FZX)’—I, )(2)—1,

se puede expresar como

y(x) =e™ (64 + J el dt) .
2

(b) Utilice la integracién numérica (como la regla
de Simpson del apéndice B) para aproximar la
solucion en x = 3.

Utilice la integracion numérica (como la regla de
Simpson del apéndice B) para aproximar la solucion
en x = 1 del problema con valor inicial

dy sen 2x

—+—— y(0)=0.

dx  2(1 +sen’x)
Garantice que su aproximacién tiene una precision
de tres digitos.

=1,

Considere el problema con valor inicial
I
%+ Vi+senxy=x, y0j=2.

Utilice la integracion definida para mostrar que
el factor integrante para la ecuacion diferencial
se puede escribir como

pix) = exp(J: mdr)

y que la solucion del problema con valor inicial es

(a)

_L ’ )8 dy L
0= | s B

(b) Obtenga una aproximacién de la solucién en

x = 1 usando la integraciéon numérica (como la
regla de Simpson del apéndice B) en un ciclo ani-
dado para estimar los valores de [(x), y con ello,
el valor de

[] pls) s ds .

]
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E (o)

28.

29.

30.

Capitulo 2

[Sugerencia: Primero utilice la regla de Simp-
son para aproximar [(x)enx = 0.1,0.2, ..., 1.
Luego utilice estos valores y aplique la regla de
Simpson de nuevo para aproximar J10 W(s)s ds].
Utilice el método de Euler (seccién 1.4) para
aproximar la solucién en x = 1, con tamarfios del
paso 2 = 0.1y 0.05.

(Es muy dificil comparar directamente los méritos
de ambos esquemas numéricos en (b) y (c), pues ha-
bria que tomar en cuenta la cantidad de evaluaciones
funcionales en cada algoritmo, asi como las precisio-
nes inherentes).

Miuiltiplos constantes de soluciones.
(a) Muestre que y = ¢~ es una solucién de la ecua-
cion lineal

!

dy .

16) S try=9,

yy = x~ ! es una solucién de la ecuacién no lineal
dy a

an I +y =

(b) Muestre que para cualquier constante C, Ce * es
una solucién de la ecuacién (16), mientras que
Cx ! es una solucién de la ecuacién (17) sélo
cuandoC =00 1.

(¢) Muestre que para cualquier ecuacién lineal de la
forma
ﬁ + Plxly =0
. ,

si y(x) es una solucién, entonces para cualquier
constante C, la funcién Cy(x) también es una so-
lucion.
Use su ingenio para resolver la ecuacion
dy 1
dr e+
[Sugerencia: Los papeles de las variables depen-
diente e independiente pueden invertirse].

Ecuaciones de Bernoulli. La ecuacion

dy 3

— + 2y = xy

dx iy -

es un ejemplo de una ecuacién de Bernoulli. (En la
seccion 2.6 se analizan con mads detalle las ecuacio-
nes de Bernoulli).

(18)

(a) Muestre que la sustitucion v = y3 reduce la

ecuacion (18) a la ecuacion

19 4 ov =3,

31.

32.

Ecuaciones diferenciales de primer orden

(b) Despeje v en la ecuacién (19). Luego haga la
sustitucién v = y* para obtener la solucién de
la ecuacidn (18).

Coeficientes discontinuos. Como veremos en el
capitulo 3, hay ocasiones en que el coeficiente P(x)
de una ecuacidn lineal no es continuo debido a la
existencia de discontinuidades de salto. Por fortuna,
aun en este caso obtenemos una solucion “razona-
ble”. Por ejemplo, considere el problema con valor
inicial

dy _
S TPy =x. y(0)=1
donde
0=x=2,

x> 72 .

(a) Determine la solucion general para 0 = x = 2.
(b) Elija la constante en la solucion de la parte (a)
de modo que se satisfaga la condicion inicial.

(¢) Determine la solucion general para x > 2.

(d) Ahora seleccione la constante en la solucién ge-
neral de la parte (c) de modo que la solucién de
la parte (b) y la solucién de la parte (c) coinci-
dan en x = 2. Al pegar las dos soluciones, pode-
mos obtener una funcién continua que satisface
la ecuacidn diferencial en x = 2, punto donde su
derivada no estd definida.

Bosqueje la grifica de la solucién desde x = 0
hasta x = 5.

(e)

Términos de forzamiento discontinuos. Hay oca-
siones en que el término de forzamiento Q(x) en una
ecuacion lineal deja de ser continuo debido a la apari-
cion de las discontinuidades de salto. Por fortuna, aun
en este caso podemos obtener una solucién razonable
imitando el procedimiento que se analizé en el pro-
blema 31. Utilice este procedimiento para hallar la so-
lucion continua del problema con valor inicial

dy B o
THw=0l, sn=o,
donde
_ 2, 0=x=3,
Q(J‘]'_{—z, x >3,

Bosqueje la gréifica de la solucién desde x = 0 hasta
x=1.
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34.

Puntos singulares. Los valores de x para los que
P(x) en la ecuacion (4) no estd definida, se llaman
puntos singulares de la ecuacion. Por ejemplo, x =
0 es un punto singular de la ecuacién xy’ + 2y = 3x,
pues al escribir la ecuacién en forma candnica, y' +
(2/x)y = 3, vemos que P(x) = 2/x no estd definida
en x = 0. En un intervalo que contenga un punto
singular, las preguntas de existencia y unicidad de la
solucién quedan sin responder, pues el teorema 1 no
puede aplicarse. Para mostrar el comportamiento po-
sible de las soluciones cerca de un punto singular,
considere las siguientes ecuaciones.

(a) Muestre que xy’ + 2y = 3x sélo tiene una solu-
cion definida en x = 0. Muestre entonces que el
problema con valor inicial dado por esta ecua-
cion y la condicion inicial y(0) = y, tiene una
unica solucidn cuando y, = 0 y no tiene solucio-
nes cuando y, # 0.

(b) Muestre que xy’ — 2y = 3x tiene una infinidad
de soluciones definidas en x = 0. Luego muestre
que el problema con valor inicial dado por esta
ecuacion y la condicidn inicial y(0) = O tiene
una infinidad de soluciones.

Existencia y unicidad. Bajo las hipétesis del teo-

rema 1, demostraremos que la ecuacién (8) propor-

ciona una solucion de la ecuacion (4) en (a, b). Po-
demos entonces elegir la constante C de la ecuacién

(8) de modo que se resuelva el problema con valor

inicial (15).

(a) Muestre que como P(x) es continua en (a, b), en-
tonces (x) estd definida en (7) y es una fun-
cién continua y positiva que satisface dy/dx =
P(x)u(x) en (a, b).

(b) Como

2 [utet as = plaot

x
verifique que la y dada en la ecuacidn (8) satisfa-
ce la ecuacion (4), derivando ambos lados de la
ecuacion (8).

(c) Muestre que si J Wx)Q(x) dx es la antiderivada
cuyo valor en x; es 0 (es decir, J‘fco W O(Hdt) y
elegimos C como yyll(xg), se satisface la condi-
cion inicial y(xp) = yy.

(d) Parta de la hipétesis de que y(x) es una solucion
del problema con valor inicial (15) y muestre que
el andlisis que condujo a la ecuacidn (8) implica
que y(x) debe cumplir la ecuacion (8). A conti-
nuacion justifique que la condicién inicial en
(15) determina la constante C de manera unica.

35. Mezclas.

5 L/min
0.2 kg/LL

36. Variacion de parametros.
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Suponga que una solucion salina con 2 kg
de sal por litro se introduce en un tanque que contie-
ne inicialmente 500 litros de agua y 50 kg de sal. La
solucién entra al tanque a razén de 5 litros/minuto.
La mezcla se mantiene uniforme revolviéndola, y sa-
le del tanque a razén de 5 litros/minuto (véase la fi-
gura 2.6).

—

5 L/min A(D)
0.2 kg/LL

500 L

A(0)=5 ke 5 L/min

Figura 2.6 Problema de mezclas con razones de flujo idénticas

(a) Determine la concentracién, en kilogramos/li-
tro, de la sal en el tanque después de 10 minutos.
[Sugerencia: Sea A el nimero de kilogramos de
sal en el tanque, ¢ minutos después de iniciar el
proceso; use el hecho de que

razon de

salida.

razon de
entrada

razon de
incremento en A

En la seccidn 3.2 se analizan con mds detalle los
problemas de mezclas].

(b) Después de 10 minutos, aparece un derrame en
el tanque y comienza a salir del tanque otro litro
por minuto (véase la figura 2.7). ;Cudl serd la
concentracién, en kilogramos/litro, de sal en el
tanque después de 20 minutos a partir del inicio
del derrame? [Sugerencia: Use el método que se
analizé en los problemas 31 y 32].

I

A(t)
7L

A(10) = 2 kg

5 L/min

|\|J—

1 L/min

Figura 2.7 Problema de mezclas con razones de flujo distintas

He aquf otro procedi-
miento para resolver ecuaciones lineales, particu-
larmente 1til para ecuaciones lineales de orden
superior, el método de variacién de parametros. Se
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basa en la idea de que al conocer tan sélo la forma de
la solucién, podemos sustituirla en la ecuacién dada
y hallar el valor de todas las incognitas. Aquf ilustra-
mos el método para las ecuaciones de primer orden
(en las secciones 4.6 y 6.4 aparece la generalizacién a
ecuaciones de orden superior).

(a) Muestre que la solucién general de

&+ plaly = ol

tiene la forma

¥x) = Cyplx) + y,lx)

donde y;, es una solucién de la ecuacion (20)
cuando Q(x) = 0, C es una constante, y y,(x) =
v(x)y,(x) para una funcion adecuada v(x). [Suge-
rencia: Muestre que podemos considerar y, =
u_l(x) y luego utilice la ecuacién (8)].

Al conocer esta forma, podemos determinar
la funcidén incégnita y, resolviendo una ecuacién
separable. Después, una sustitucion directa en la
ecuacion original dard una ecuacidn sencilla don-
de puede hallarse v.

Aplique este procedimiento para determinar la
solucidn general de

(20)

3
—}+—y=x2, x>0
x

@y o

El

completando los siguientes pasos:
Determine una solucién no trivial y, de la ecua-
cion separable

(b)

dy 3
22) S ty=0. x>0,

dx
(c)

Suponiendo que (21) tiene una solucién de
la forma y,(x) = v(x)y,(x), sustituya esto en la

WA ECUACIONES EXACTAS

37.

38.

39.

Ecuaciones diferenciales de primer orden

ecuacion (21) y simplifique para obtener v’(x) =
/().
(d) Ahora, integre para obtener v(x).
(e) Verifique que y(x) = Cy,(x) + v(x)y,(x) es una
solucidén general de (21).
Secrecion de hormonas. Con frecuencia, la secre-
cion de hormonas en la sangre es una actividad pe-
riddica. Si una hormona se secreta en un ciclo de 24
horas, entonces la razén de cambio del nivel de la
hormona en la sangre se puede representar mediante
el problema con valor inicial
% =a— Beos %t
donde x(7) es la cantidad de la hormona en la sangre
en el instante ¢, o es la razén promedio de secrecion,
B es la cantidad de variacién diaria en la secrecién y
k es una constante positiva que refleja la razén con la
que el cuerpo elimina la hormona de la sangre. Si o0 =
B=1,k=2yxy = 10, halle x().
Utilice la técnica de separacion de variables para de-
ducir la solucién (7) de la ecuacion diferencial (6).

—kx,  x{0)=x,,

La temperatura 7 (en unidades de 100°F) de un sa-
16n de clases de una universidad en un dfa frio de in-
vierno varfa con el tiempo ¢ (en horas) de acuerdo
con

si el calefactor estd encendido.

cdt -T, si el calefactor estd apagado.

dr { 1-7,
Suponga que 7 = 0 a las 9 A.M., que el calefactor es-
td encendido de las 9 a las 10 A.M., apagado de las 10
alas 11 A.M., encendido de 11 a 12 de mediodia, y
asf sucesivamente por el resto del dia. ;A qué tempe-
ratura estard el salén a mediodfa? ;Y alas 5 p.m.?

Suponga que la funcién matemdtica F(x, y) representa cierta cantidad fisica, como la tempera-
tura, en una region del plano (x, y). Entonces, las curvas de nivel de F, donde F(x, y) = constan-
te, pueden interpretarse como isotermas en un mapa del clima, como se muestra en la figura 2.8.
( Como se calcula la pendiente de la tangente a una curva de nivel? Ficil: como F(x, y) =
constante en la curva de nivel, la diferencial total de F a lo largo de la curva es igual a cero:

oF dF
O ox &

dF(x,y)=——dx + —ydy =0.
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50°
60°

70°
80°
90°

Figura 2.8 Curvas de nivel de F(x, y)

Asi, la ecuacidn para su pendiente f(x, y) en el punto (x, y) estd dada por

dy

ol fox
@ ey - O

T aFfay

Como la ecuacién (2) tiene la forma de una ecuacién diferencial, podriamos invertir
esta logica y obtener una técnica muy sencilla para resolver algunas ecuaciones diferencia-
les. Después de todo, cualquier ecuacion diferencial de primer orden dy/dx = f(x, y) se pue-
de escribir en la forma diferencial

3) Mix, y)dx + Nx.y)dy = 0

(de varias formas). Ahora, si el lado izquierdo de la ecuacion (3) se puede identificar como
una diferencial total:

M(x, y)dx + Nx, yldy = %dx + %dy = dFl(x, v .
entonces sus soluciones estdn dadas (de manera implicita) por las curvas de nivel
Flx,y}=C
para una constante arbitraria C.
EJEMPLO 1 Resuelva la ecuacidn diferencial

dy Iyt

dx 2%y
SOLUCION Algunas de las opciones de formas diferenciales que corresponden a esta ecuacién son

(2xy* + Ddx + 2%vdy =0,
2at + 1

—ds+dv=0,
2x%y
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Sin embargo, la primera forma es mejor para nuestros fines, pues es una diferencial total de
la funcién F(x, y) = x** + x:

(2% + 1)dx + 2y dy = d[x*y* + x]
= (,j—l(xzyz + x)dx + %(xzyz + x)dy .

Ast, las soluciones estdn dadas de manera implicita por la férmula x>y* + x = C. Véase la
figura2.9. m

~

Figura 2.9 Soluciones del ejemplo 1

A continuacion presentamos algo de terminologfa.

FORMA DIFERENCIAL EXACTA

Definicion 2. La forma diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy es exacta en un rectdn-
gulo R si existe una funcién F(x, y) tal que

@) %%mﬂ=M@ﬁ y %%&ﬁ:wa

para toda (x, ¥) en R. Es decir, la diferencial total de F(x, y) satisface
dF(x, y) = M{x, y)dx + Nix, y)dy .

Si M(x, y)dx + N(x, y)dy es una forma diferencial exacta, entonces la ecuacion
M(x, yydx + N(x, yydy = 0

es llamada ecuacion exacta.
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Como es de sospechar, en las aplicaciones es raro que una ecuacidn diferencial se pre-
sente en la forma diferencial exacta. Sin embargo, el procedimiento de solucién es tan rdpido
y sencillo para estas ecuaciones que les dedicaremos la presente seccion. Del ejemplo 1,
vemos que necesitamos (i) un criterio para determinar si una forma diferencial M(x, y)dx +
N(x, y)dy es exacta y, en tal caso, (ii) un procedimiento para determinar la propia funcién
F(x, y).

El criterio para la exactitud surge de la siguiente observacion. Si

_ _ _OF | OF
M(x, v)dx + N(x, y)dv P o

dy ,

entonces el teorema de cdlculo relativo a la igualdad de las derivadas parciales mixtas con-
tinuas

99F_ 2k
oy dx  ox dy

indica una “condicién de compatibilidad” sobre las funciones My N:

3 _A
ayM(xJ) FRALCIR

De hecho, el teorema 2 indica que la condicion de compatibilidad también es suficiente para
que una forma diferencial sea exacta.

r CRITERIO DE EXACTITUD

Teorema 2. Suponga que las primeras derivadas parciales de M(x, y) y N(x, y)
son continuas en un rectdngulo R. Entonces

M(x, y)dx + N(x, y)dy =10
es una ecuacion exacta en R si y solo si la condicion de compatibilidad

5) %—?(x,y) = g—f(x,y)

se cumple para toda (x, y) en R.7

Antes de realizar la demostracion del teorema 2, observe que en el ejemplo 1 la forma
diferencial que condujo a la diferencial total fue

(202 + Ddx + 2x%y)dy =0 .

"Nota historica: Este teorema fue demostrado por Leonhard Euler en 1734.
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Confirmamos facilmente las condiciones de compatibilidad:

M _ 4y o -
R RGP
W _

B h 2 = A
ax BJC(Z)C )) oy

También es claro el hecho de que las otras formas diferenciales consideradas,

2y + 1 2x%y
s dx+dv=10, dy +———dv =10,
2x°y 2xy” + 1

no satisfacen las condiciones de compatibilidad.

Demostracion del teorema 2. El teorema tiene dos partes: la exactitud implica compa-
tibilidad y la compatibilidad implica exactitud. En primer lugar, hemos visto que si la ecuacion
diferencial es exacta, entonces los dos miembros de la ecuacién (5) son simplemente las se-
gundas parciales mixtas de una funcién F(x, y). Como tales, su igualdad queda garantizada
por el teorema de cdlculo que afirma que las segundas parciales mixtas son iguales si son
continuas. Como la hipétesis del teorema 2 garantiza esta dltima condicidn, la ecuacion (5)
queda justificada.

En vez de proceder con la demostracion de la segunda parte del teorema, deduciremos
una férmula para una funcién F(x, y) que satisfaga dF/dx = My dF/dy = N. Al integrar la
primera ecuacién con respecto de x tenemos

© Ao = [ M+ gl

Observe que en vez de utilizar C para representar la constante de integracion, hemos escrito
g(»). Esto se debe a que y se mantiene fija al integrar con respecto de x, y por tanto nuestra
“constante” podria depender de y. Para determinar g(y), derivamos ambos lados de (6) con
respecto a y para obtener

L =2 [utea s Zal).

Como g sélo es funcién de y, podemos escribir dg/dy = g'(y) y despejar a g’ (y) en (7) para
obtener

Mﬂ=%@ﬂ—%JMmML

Como dF/dy = N, esta dltima ecuacién se convierte en

® &) =Nxy) - ;—y JM(x, yidx .

Observe que aunque el lado derecho de (8) indica una posible dependencia de x, las aparicio-
nes de esta variable deben cancelarse, pues el lado derecho g'(y) sélo depende de y. Al inte-
grar (8) podemos determinar g(y) salvo una constante numérica, y por tanto podemos deter-
minar la funcién F(x, y) salvo una constante numérica, a partir de las funciones M(x, y) y
N(x, y).

Para concluir la demostracién del teorema 2, necesitamos mostrar que la condicion (5)
implica que M dx + N dy = 0 es una ecuacidn exacta. Hacemos esto exhibiendo una funcién
F(x, y) que satisface dF/dx = My dF/dy = N. Por fortuna, no tenemos que ir lejos para en-
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contrar tal funcién. El andlisis en la primera parte de la demostracién sugiere a (6) como can-
didato, donde g'(y) estd dada por (8). A saber, definimos F(x, y) como.

X

©  Aley)= J Mt y)de + gl) |
donde (xy, yo) es un punto fijo en el recténgulo R y g(y) queda determinada, salvo una cons-
tante numérica, por la ecuacién

a0) gl =nNuxy) - % f M, yhar .

Antes de continuar, debemos responder una pregunta extremadamente importante re-
lativa a la definicién de F(x, y): ;cémo podemos estar seguros (en esta parte de la demos-
tracién) que g'(y), dada en la ecuacién (10), es en realidad una funcién que sélo depende
de y? Para mostrar que el lado derecho de (10) es independiente de x (es decir, que las apa-
riciones de la variable x se cancelan), basta mostrar que su derivada parcial con respecto
de x es igual a cero. Aqui es donde se utiliza la condicion (5). Dejamos al lector este cdlcu-
lo y la verificacién de que F(x, y) satisface las condiciones (4) (véanse los problemas 35
y36). m

La construccion en la demostracidn del teorema 2 proporciona en realidad un procedi-
miento explicito para resolver ecuaciones exactas. Recapitulemos y veamos algunos ejem-
plos.

METODO PARA RESOLVER ECUACIONES EXACTAS

(@) SiM dx + Ndy = 0 es exacta, entonces 0F/dx = M. Integre esta dltima ecua-
cion con respecto de..x para obtener

A
)y  F(xy) = M(x, y)dx + g(y) .

(b) Para determinar g(y), calcule la derivada parcial con respecto de y de ambos la-
dos de la ecuacién (11) y sustituya N en vez de dF/dy. Ahora podemos hallar

g'(y)-

(c) Integre g'(y) para obtener g(y) salvo una constante numérica. Al sustituir g(y)
en la ecuacién (11) se obtiene F(x, y).

(d) La solucién de M dx + N dy = 0 estd dada de manera implicita por

F(x,y) = C.

(En forma alternativa, partiendo de dF/dy = N, la solucién implicita se puede
determinar integrando primero con respecto de y; véase el ejemplo 3).

EJEMPLO 2 Resolver
12) {25y — sec’x)dx + (£ + 23)dy =0 .
SOLUCION Eneste caso, M(x, y) = 2xy — sec’x y N(x, y) = x* + 2y. Como

M _ 0N
ay_z"_ax’
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EJEMPLO 3

SOLUCION

la ecuacién (12) es exacta. Para determinar F(x, y), comenzamos integrando M con res-
pecto de x:

a3) Puﬁ=ﬁm~m&W+ﬂﬂ
= x¥y —tanx + g{y) .

A continuacion consideramos la derivada parcial de (13) con respecto de y y sustituimos
X%+ 2y en vez de N:

oF
oy

gy =2+ 2y

(x.y) = Nlx,) .

Asi, g'(y) = 2y, y como la eleccién de la constante de integracién no es importante, pode-
mos considerar que g(y) = y*. Por tanto, de (13), tenemos que F(x, y) = x*y — tan x + y*y
la solucién de la ecuacién (12) estd dada de manera implicita por x>y — tanx + y* = C. m

Observacion. El procedimiento para resolver ecuaciones exactas requiere varios pasos.
Como verificacién de su trabajo, observe que al despejar g'(y) debemos obtener una funcién
que sea independiente de x. Si esto no ocurre, entonces habrd un error en alguna parte de los
célculos de F(x, y) o al calcular 9M/dy o IN/ox.

Al construir F(x, y), podemos integrar primero N(x, y) con respecto a y para obtener
(19 Floy)= [Nyl + 0t

y luego hallar /(x). llustramos este método alternativo en el siguiente ejemplo.

Resolver
15) (1 + e%y + xe™y)dx + (xe* + 2)dy =0 .
En este caso, M = 1 + ¢y + xe*y y N = xe* + 2. Como

M=e'"+Jce
dy

. N
ax ’

la ecuacidn (15) es exacta. Si ahora integramos N(x, y) con respecto de y, obtenemos
Flx,v) = J(xe"' + 2)dy + hlx) = xe%y + 2y + h(x) .

Al considerar la derivada parcial con respecto de x y sustituir en M, obtenemos

aF
dx

ey +xe'y + B (x) = 1 + £y + xe'y

(x.y) = M(x, y)

Asi, h'(x) = 1, de modo que consideramos /(x) = x. En este caso, F(x, y) = xe*y + 2y + x,
y la solucién de la ecuacidn (15) estd dada de manera implicita por xe'y + 2y + x = C. En
este caso, podemos despejar y para obtener y = (C — x)/(2 + xe*). m
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Observacion. Como podemos utilizar cualquier procedimiento para hallar F(x, y), puede
valer la pena analizar cada una de las integrales JM (x,y)dxy JN(x, y)dy. Si una es mds fécil
de evaluar que la otra, esto serfa razén suficiente para preferir un método sobre el otro. [El
lector escéptico puede tratar de resolver la ecuacién (15) integrando primero M(x, y) .

Mostrar que
(16) (x + 3x'senyldy + (x*cos yldy = 0

no es exacta, pero que al multiplicar esta ecuacién por el factor x ! se obtiene una ecuacién
exacta. Utilizar este hecho para resolver (16).

En la ecuacién (16), M = x + 3x’sen y y N = x*cos y. Como

WM _ o3 Yeosy = N
3y 3xTcos y Z dx7cos v prg

la ecuacién (16) no es exacta. Al multiplicar (16) por el factor x~ !, obtenemos
an {1 + 3x%seny)dx + (xcos y)dy = 0 .

Para esta nueva ecuacién, M = 1 + 3x’sen y y N = x°cos y. Si verificamos la exactitud, tene-
mos que
aM 2 oN

— = 3x%cosy = —,
dy Y ax
y por tanto, (17) es exacta. Al resolver (17), vemos que la solucidn estd dada de manera im-
plicita como x + Xsen y = C. Como las ecuaciones (16) y (17) sélo difieren por el factor x,
entonces cualquier solucion de una serd solucién de la otra, siempre que x # 0. Por tanto, la
solucién de la ecuacién (16) estd dada de manera implicita por x + x’seny = C. m

En la seccién 2.5 analizaremos algunos métodos para determinar factores que, como x~ !
en el ejemplo 4, cambien las ecuaciones inexactas por ecuaciones exactas.

En los problemas 1 a 8, clasifique la ecuacion como se- 6. xydx +dy=0.

parable, lineal, exacta, o ninguna de las anteriores. Ob-
serve que algunas ecuaciones pueden tener mds de una

T.8dr+ (3r—8—1)di=0.
8. [Q;x + ¥ Cos(x_v]de + [x cos(xy) — Zy}d_y =0.

clasificacion.
L (v + xPcosxjdy — S dy =0 .
2. (x'n’{3 - Wde+xdy =0 . En los problemas 9 a 20, determine si la ecuacion es
3. (ye™ + 2x)dy + (xe®™ — 2vidy =0 . exacta. Si lo es, resuélvala.
4.V =2y — 3y de+ 3+ 2x— Nty =0 . 9, (2xy + 3ldx + (X — 1)dv =0 .
S, yidx + (Zxy + cosyldy = 0 . 10. (2x + yide + (x — 2yp)dy = 0 .
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11. (cosxcos v + 2x)dx — (senxseny + 2y}dv = 0 .
12. (e'seny — 3x%)dx + (e%cos vy + v Fdy = 0 .
13. (t/vddy + (1 + lnyldr =0 .
4. ey —nNdr + (1 + eNdy =0 .
15. cos 8 dr — {rsend — %)dd = 0 .
16. (ve™ — 1/\)dx + (xe™ + x/v?)dy = 0 .
17. (1/v)de — (3y — x/¥*)dy = 0 .
18, [2x + y* — cos{x + y)]dx
+[2xy —coslx + v} — &’]dy =10 .

: x
19, (2x + )—M)dx + (—2 - 2;)@ =0,
I+ x°y 1+ x<y

N

+y cos(xy)}dx
I — x*

+ [x cos(xy) — _),'71"'5]dy =0.

En los problemas 21 a 26, resuelva el problema con va-
lor inicial.

21 {1/x + 2y%)dx + (2wx® — cos y)dy = 0,
Wl)=a.

W — 1 fvidy + (xe™ + x/y7)dy =0,
) =1.

23, (e ¥ + f(’}]df + (!8 + 2)(1 0 s y(()) = —1 .

22. (ye

+ Dde+ (&' — dx=0, x(1)=1.

25, (ysenx)de + (1fx — y/x)dy =0,

(e
24, (e'x

(
26, (tany — 2)ex + (xsecty + 1/yldy = 0,
vo)=1.

27. Para cada una de las siguientes ecuaciones, determi-
ne la funcién mds general M(x, y) de modo que la
ecuacion sea exacta:

(@) M(x, vidy + (sec’y — x/yldy =0 .
(b) M(x, y)dx + {scnxcosy —xy — e Fdy =0 .

28. Para cada una de las siguientes ecuaciones, determi-
ne la funcién mds general N(x, y) de modo que la
ecuacion sea exacta:

(@) [ycos{xy) + e ]dx + Nx, v)dy =0 .
(b [ye™ — 4x’y + 2]|dx + N(x, y)dy =0 .

29. Considere la ecuacion

(y2 + 2xy)dx - % dy=10.

30.

31.

32,

Ecuaciones diferenciales de primer orden

(a) Muestre que esta ecuacion no es exacta.

(b) Muestre que al multiplicar ambos lados de la
ecuacién por y 2 se obtiene una nueva ecuacién
que es exacta.

(¢) Use la solucion de la ecuacion exacta resultante
para resolver la ecuacidn original.

(d) ;Se perdieron soluciones en el proceso?

Considere la ecuacion

(51?2_\,; + 6x3y2 + 4x_vz}dx
+ (2% 4+ 3y + xYy)dy = 0

(a) Muestre que la ecuacidn no es exacta.

(b) Multiplique la ecuacién por x"y" y determine
valores de n y m que hagan exacta a la ecuacién
resultante.

(¢) Use la solucion de la ecuacion exacta resultante
para resolver la ecuacién original.

Justifique que, en la demostracién del teorema 2, la
funcién g se puede considerar como

gly) = L\)N(x 1yt — f:u L?f L:M(s. I)ds}df ,

lo que puede expresarse como

gly) = Jy

X

M(s, v)ds

Nlx, 1)dr — J

X

+J I‘J(S1 _}'())ds .

Ty

Esto conduce en tltima instancia a la representacion
¥

Fle,y) = f Nix, )dr + J
{

Xy
Evalde esta férmula directamente, con xy =
para resolver nuevamente

By

(18) M(s, yo)ds

()yO—O

(a) Elejemplo 1.

(b) El ejemplo 2.

(c) Elejemplo 3.

Trayectorias ortogonales. Un problema geomé-
trico que aparece con frecuencia en ingenieria es el
de determinar una familia de curvas (trayectorias or-
togonales) que intersecte a una familia dada de cur-
vas en forma ortogonal en cada punto. Por ejemplo,
nos dan las lineas de fuerza de un campo eléctrico y
queremos determinar la ecuacion de las curvas equi-
potenciales. Considere la familia de curvas descritas
por F(x, y) = k, donde k es un pardmetro. Recuerde,



del andlisis de la ecuacion (2), que para cada curva de
la familia, la pendiente estd dada por

dy  OF [OF
de —  ox/ ay °

(a) Recuerde que la pendiente de una curva que sea
ortogonal (perpendicular) a una curva dada es
justamente el negativo del reciproco de la pen-
diente de la curva dada. Use este hecho para
mostrar que las curvas ortogonales a la familia
F(x, y) = k satisfacen la ecuacién diferencial

oF ; oF
ay (x!y)dx - ar (x!y)dy =0.

(b) Use la ecuacion diferencial anterior para mostrar
que las trayectorias ortogonales a la familia de
circulos x> + y> = k son justamente las lineas
rectas que pasan por el origen (véase la figura
2.10).

Figura 2.10 Las trayectorias ortogonales para circulos
concéntricos son las rectas que pasan por el centro

(c) Muestre que las trayectorias ortogonales de la fa-
milia de hipérbolas xy = k son las hipérbolas x*
- y2 = k (véase la figura 2.11).
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X

RN

5

Figura 2.11 Familias de trayectorias ortogonales

33. Utilice el método del problema 32 para hallar las tra-

yectorias ortogonales para cada una de las familias
dadas de curvas.

{(a) 202+ 2=k . (by y=/kx*.

(©) y=e". d) y* = ke

[Sugerencia: Exprese primero la familia en la forma
F(x, y) = k.

. Use el método descrito en el problema 32 para mos-

trar que las trayectorias ortogonales a la familia de
curvas x> + y2 = kx, donde k es un pardmetro, satis-
facen

(2yx Ndx + (’x 2= 1)dy =0.

Determine las trayectorias ortogonales resolviendo
la ecuacion anterior. Bosqueje la familia de curvas,
junto con sus trayectorias ortogonales. [Sugerencia:
Trate de multiplicar la ecuacién por x™y" como en el
problema 30].

. Utilice la condicion (5) para mostrar que el lado de-

recho de (10) es independiente de x, viendo que su
derivada parcial con respecto de x es igual a cero.
[Sugerencia: Como las derivadas parciales de M son
continuas, el teorema de Leibniz permite intercam-
biar las operaciones de integracion y derivacidn].

. Verifique que F(x, y) definida en (9) y (10) satisface

las condiciones (4).
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WS’ FACTORES INTEGRANTES ESPECIALES

EJEMPLO 1

SOLUCION

Si consideramos la forma candnica de la ecuacion diferencial lineal de la seccion 2.3,

L4 Py = 00

y la reescribimos en forma diferencial multiplicdndola por dx, obtenemos
[P(x)y - Q(x)]a’x +dy=10.

Es claro que esta forma no es exacta, pero se vuelve exacta al multiplicarla por el factor inte-
grante [L(x) = P04 Tenemos que la forma es

[ux)P(x)y — p(x)0lx)]dx + ulx)dy = 0

y la condicién de compatibilidad es precisamente p(x)P(x) = W'(x) (véase el problema 18).
Esto conduce a generalizar el concepto de factor integrante.

r FACTOR INTEGRANTE

Definicion 3. Si la ecuacion

@ M(x, y)dx + N(x,y)dy =0

no es exacta, pero la ecuacion

) m(x, y)M(x, y)dx + p(x, y)N(x, y)dy =0,

resultante de multiplicar la ecuacién (1) por la funcién p(x, y) s es exacta, entonces
u(x, y) es un factor integrante’ de la ecuacién (1).

Mostrar que p(x, y) = xy” es un factor integrante de
A3) (2y — 6x)dx + 3x — 4x’y Ddy =0.
Utilice este factor integrante para resolver la ecuacion.

Dejaremos al lector la verificacién de que (3) no es exacta. Al multiplicar (3) por W(x, y) =
xyz, obtenemos

@) (2xy* — 6x%y?)dx + (3x%y* — 4x’y)dy = 0.
Para esta ecuacién tenemos que M = 2xy® — 6x°y* y N = 3x%y*> — 4x>y. Como

M N = gen? — 1252y = N

o (x.y) = 6xy* — 12x% = Z-(x,) |

la ecuacidn (4) es exacta. Por tanto, (L(x, y) = xy2 es en realidad un factor integrante de la
ecuacion (3).

"Nota histérica: Una teorfa general de factores integrantes fue desarrollada por Alexis Clairaut en 1739. Leonhard
Euler también estudié clases de ecuaciones que se pudieran resolver usando un factor integrante especifico.
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Abhora resolveremos la ecuacion (4) mediante el procedimiento de la seccion 2.4. Para
hallar F(x, y), primero integramos M con respecto de x:

Flay) = J(zxy-* — 6x)de + gly) = 2 — 264 + 50 .

Al considerar la derivada parcial con respecto de y y sustituir en N, tenemos que

‘2,—‘“( ¥) = Nix, y)

32y — 4xty + g'{y) = 3% — 4y .

Asi, g’ (y) = 0, de modo que podemos considerar g(y) = 0. Por tanto, F(x, y) = x*y> — 2x°y?
y la solucion de la ecuacion (4) estd dada de manera implicita por

Xy =2y =C.

Aunque las ecuaciones (3) y (4) tienen esencialmente las mismas soluciones, es posible
que se pierdan o ganen soluciones al multiplicar por \W(x, y). En este caso, y =0 es una solu-
cion de la ecuacion (4) que no lo es de la ecuacion (3). La solucion extraia surge debido a
que, al multiplicar (3) por i = xy* para obtener (4), en realidad multiplicamos ambos lados
de (3) por cero si y = 0. Esto nos proporciona y = 0 como solucién de (4), aunque no sea so-
luciéon de (3). =

En general, al usar factores integrantes, usted debe verificar si cualquier solucion de
m(x,y) = 0 es en realidad una solucién de la ecuacién diferencial original.

(Cémo hallar un factor integrante? Si L(x, y) es un factor integrante de (1) con primeras
derivadas parciales continuas, para verificar la exactitud de (2) debemos tener

gy Lo M0 ] = S NG ]

Al usar la regla del producto, esto se reduce a la ecuacion
A dpu  (ON oM
®) M ay Nt)x B (Jx ay)“' '

Pero resolver la ecuacién diferencial parcial (5) en términos de [ es por lo general mds difi-
cil que resolver la ecuacion original (1). Sin embargo, hay dos excepciones importantes.

Supongamos que la ecuacion (1) tiene un factor integrante que s6lo depende de x; es de-
cir, L = W(x). En este caso, la ecuacidén (5) se reduce a la ecuacién separable

d| oM fay — aNfa
o (2o,

donde (dM/dy — dN/dx)/N sélo depende de x (supuestamente). De manera similar, si la ecua-
cion (1) tiene un factor integrante que sélo depende de y, entonces la ecuacién (5) se reduce a
la ecuacidn separable

du (aN/ax - 8M/6y>
du_ ((ONfox = O[Oy

) dy %

donde (IN/dx — oM /dy)/M sélo depende de y.
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EJEMPLO 2

SOLUCION

Podemos invertir el argumento anterior. En particular, si (0M/dy — 0N/dx)/N es una
funcion que sélo depende de x, entonces podemos resolver la ecuacion separable (6) para ob-
tener el factor integrante

] ()

para la ecuacion (1). Resumimos estas observaciones en el siguiente teorema.

r FACTORES INTEGRANTES ESPECIALES

Teorema 3. Si (dM/dy — dN/dx)/N es continua y sélo depende de x, entonces

®) uhﬂ"EXD{J(gfﬂﬁli}ﬁﬂ@f>d;

es un factor integrante para la ecuacién (1).
Si (ON/dx — dM/dy)/M es continua y sélo depende de x, entonces

®  uly)=ew [J (WLM"W“)@}

es un factor integrante para la ecuacién (1).

El teorema 3 sugiere el siguiente procedimiento.

METODO PARA HALLAR FACTORES INTEGRANTES ESPECIALES

Si M dx + N dy = 0 no es separable ni lineal, calcule dM/dy y dN/dx. Si oM/dy =
9N/ dx, entonces la ecuacidn es exacta. Si no es exacta, considere

(10) WM fay ; aN/ax)

Si (10) solo depende de x, entonces un factor integrante estd dado por la férmula (8).
En caso contrario, considere

W/ax — BM/&y)

(1) =

Si (11) sélo depende de y, entonces un factor integrante estd dado por la féormula (9).

Resolver

(12) (28 + yldx + (xy —x)dy =0 .

Una rédpida inspeccién muestra que la ecuacién (12) no es separable ni lineal. Observe ade-
mds que

oM _ 9N
-5—1$@w 1) e
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Como (12) no es exacta, calculamos

aM/fay — aNfax 1 —{2xy —1) 201 — xy) 2

N x2}= — X —x(1 - xy) - X

Obtenemos una funcién que sélo depende de x, de modo que un factor integrante de (12) es-
ta dado por la férmula (8). Es decir,

wix) = epr_Tzdx) =x"7.

Al multiplicar (12) por i = x~2, obtenemos la ecuacién exacta
2+ HDdx+ (y—xNdy=0 .

Al resolver esta ecuacion, deducimos en ultima instancia la solucién implicita
V2
13) 2x— ‘+'?:C.
Observe que la solucién x = 0 se perdi6 al multiplicar por u = x~2. Por tanto, (13) y x =0 son
soluciones de la ecuacion (12). =

Hay muchas ecuaciones diferenciales que no quedan cubiertas por el teorema 3, aunque
para ellas exista un factor integrante. Sin embargo, la principal dificultad consiste en hallar
una férmula explicita para estos factores integrantes, que en general dependerdn de x y y.

En los problemas 1 a 6, identifique la ecuacion como se-  En los problemas 13y 14, determine un factor integrante
parable, lineal, exacta o que tenga un factor integrante  de la forma x"y™ y resuelva la ecuacion.

que solo dependa de x o solo dependa de y.

(2y3+2y2Ja’x+(3y2x+2xy)dy=0.
(2x+yx DNex + (xy — Dy =0 .

o (3 4+ 2ay)dx — xPdy =0 .

(2 + y)de+ (x— 2)dy =0 .

A

-

-

2v%x — yldr + xdv =0 .
xksenx + dy)dx + xdy =0 |

2B LI LT ]

En los problemas 7 a 12, resuelva la ecuacion.

C(Bxr+ vde + Yy —x)dy =0 .

L (2x )dx+( —30dy =0

(3P 2y A de + (v Hx)dy =0
10. (x* —x+yldx —xdy=10.

O+ 2oldy — xtdy =0 .

2yt 4+ Ndx + BB -y Ny =0,

13, (2v% — Gyl + (3xy — 4D)dy =0 .
14. (12 + Sxvide + {6y ' + 3xY)dy =0 .

15.

16.

17.

Muestre que si (AN/dx — dM/dy)/(xM — yN) sélo
depende del producto xy, es decir,

aNfox — aM [y
—ar N =)
entonces la ecuacién M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 tie-
ne un factor integrante de la forma p(xy). Propor-
cione la férmula general para p(xy).

SixM(x, y) + yN(x, y) =0, determine la solucién de
la ecuacién

M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0.

Flujo de fluidos. Las lineas de flujo asociadas con
cierto flujo de fluidos son representadas por la fami-
lia de curvas y = x — 1 + ke™*. Los potenciales de
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velocidad del flujo son justamente las trayectorias (b) Determine los potenciales de velocidad resolvien-

ortogonales de esta familia. do la ecuacion obtenida en la parte (a).

(a) Use el método descrito en el problema 32 de los  18. Verifique que cuando la ecuacion diferencial lineal
ejercicios 2.4 para mostrar que los potenciales de [P(x)y — Q(x)ldx + dy = 0 se multiplica por
velocidad satisfacen nx) = P () ] resultado es exacto.

dx + (x,y)dy=0.
[Sugerencia: Primero exprese la familiay = x — 1 +
ke en la forma F(x, y) = k].

W9Y6" sUSTITUCIONES Y TRANSFORMACIONES

Cuando la ecuacion
M(x,y)dy + N(x,y)dy =0

no es separable, exacta ni lineal, podrfamos transformarla en una ecuacién que sepamos re-
solver. Este, de hecho, fue nuestro enfoque en la seccidn 2.5, donde utilizamos un factor in-
tegrante para transformar nuestra ecuacion original en una ecuacion exacta.

En esta seccion estudiamos cuatro tipos de ecuaciones que pueden transformarse en una
ecuacion separable o lineal por medio de una sustitucion o transformacion adecuada.

PROCEDIMIENTO DE SUSTITUCION

(a) Identifique el tipo de ecuacion y determine la sustitucion o transformacion
adecuada.

(b) Escriba la ecuacion original en términos de las nuevas variables.

(¢) Resuelva la ecuacion transformada.

(d) Exprese la solucién en términos de las variables originales.

Ecuaciones homogéneas

r ECUACION HOMOGENEA

Definicion 4. Si el lado derecho de la ecuaciéon
dy
1) = flxy)

se puede expresar como una funcién que sélo depende del cociente y/x, entonces
decimos que la ecuacion es homogénea.

Por ejemplo, la ecuacién

?2) (x —y)dc+xdy =0
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se puede escribir en la forma

dy_y—,t
de = x

X*].
X

Ya que hemos expresado (y — x)/x como funcién del cociente y/x; [es decir, (y — x)/x =
G(y/x), donde G(v) = v — 1], entonces la ecuacién (2) es homogénea.
La ecuacién

3) (x—2y+ Ddx+ (x —y)dy=0
se puede escribir en la forma

A _x-2+1 1-20y/x)+ (5]
elx v—x {¥/x) — 1

Por lo tanto, el lado derecho no se puede expresar como una funcién que s6lo dependa de
y/x, debido al término 1/x en el numerador. Por lo tanto, la ecuacién (3) no es homogénea.

Un criterio para la homogeneidad de la ecuacién (1) consiste en reemplazar x por tx y y
por ty. Entonces (1) es homogénea si y s6lo si

fex, ty) = flx,y)

para toda ¢ # 0 [véase el problema 43(a)].
Para resolver una ecuacion homogénea, hacemos una sustituciéon mds o menos evidente.
Sea

¥
v="=.
x
Nuestra ecuacién homogénea tiene ahora la forma

d ]
@) ay = Glv) ,

y s6lo debemos expresar dy/dx en términos de x y v. Como v = y/x, entonces y = vx. Re-
cuerde que v y y son funciones de x, por lo que podemos usar la regla del producto para la
derivada y deducir de y = vx que

dy dv
— =y 4 —

dx dx

Entonces sustituimos la expresién anterior para dy/dx en la ecuacién (4) para obtener

Q) v+ x% =Glv) .

La nueva ecuacion (5) es separable, y podemos obtener su solucién implicita de

Jﬁ&:f%dx.

Sdlo falta expresar la solucién en términos de las variables originales x y y.
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EJEMPLO 1

SOLUCION

EJEMPLO 2

Resolver
6) (xv + 2+ xdx — xX*dy=0.

Una verificacion mostrard que la ecuacion (6) no es separable, exacta ni lineal. Si expresa-
mos (6) en la forma de derivada

dy xy+y +xt oy (v)z

- == - = —Z 4|z + 1 ,
@ dx x* X X
entonces vemos que el lado derecho de (7) es una funcién de sélo y/x. Asi, la ecuacion (6) es
homogénea.

Ahora, sea v = y/x y recuerde que dy/dx = v + x(dv/dx). Con estas sustituciones, la
ecuacion (7) se convierte en

dv 2
v+ai—=wv+v +1,
dx

La ecuacidn anterior es separable; al separar las variables e integrar, obtenemos

{ql dvfldx,
ve+ 1 X

arctan v = In|x| + C .

Por tanto,
v=tan(ln|x| + C) .
Por ltimo, sustituimos y/x en vez de v y despejamos y para obtener
y=xtan({ln|x| + C)
como solucidén explicita de la ecuacion (6). Observe ademds que x = 0 es una soluciéon. =

Ecuaciones de la forma dy/dx = G(ax + by)

Cuando el lado derecho de la ecuacién dyvdx = f(x, y) se puede expresar como una funcién
de la combinacién ax + by, donde a y b son constantes, es decir,

— = Glur + by} ,

entonces la sustitucion
z=ax + by

transforma la ecuacién en una ecuacion separable. El método se ilustra en el siguiente
ejemplo.

Resolver

8) %=y—x—1+(xfy+2)*'.
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soLuciON Ellado derecho se puede expresar como una funcién de x — y; es decir,
y—x—l+@-y+2) '=—@-y-l+lx—y)+2I",

asi que hacemos z = x — y. Para hallar dy/dx, derivamos z = x — y con respecto de x pa-
ra obtener dz/dx = 1 — dy/dx, de modo que dy/dx = 1 — dz/dx. Al sustituir esto en (8)

se tiene
1—%:—1—1+(z+2)”,
0
d. _
az:(z+2)—(z+2)‘.

Al resolver esta ecuacion separable, obtenemos

J#dz = [a’x .

1 2 _
21n|(z + 22 -1

x+ Gy,

de lo que se sigue
(z+2)2=Ce¥+1.

Por ultimo, al reemplazar z por x — y se tiene
(x—y+2)2=Ce*+1

como solucién implicita de la ecuacién (8). m

Ecuaciones de Bernoulli

r ECUACION DE BERNOULLI

Definicion 5. Una ecuacién de primer orden que puede escribirse en la forma

d
® G+ Py = 0Ly,

donde P(x) y Q(x) son continuas en un intervalo (a, b) y n es un ndmero real, es
una ecuacién de Bernoulli.’

Observe que cuando n = 0 o 1, la ecuacion (9) es una ecuacion lineal y se puede resol-

"Nota historica: Esta ecuacién fue propuesta para ser resuelta por James Bernoulli en 1695. Fue resuelta por su her-

mano John Bernoulli. (James y John fueron dos de ocho matemadticos en la familia Bernoulli.) En 1696, Gott-

fried Leibniz mostré que la ecuacién de Bernoulli se puede reducir a una ecuacion lineal haciendo la sustitucién
— l-n

v=y "
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EJEMPLO 3

SOLUCION

ver mediante el método analizado en la seccion 2.3. Para otros valores de #, la sustitucion
v=y

transforma la ecuacién de Bernoulli en una ecuacion lineal, como ahora mostraremos.
Al dividir la ecuacién (9) entre y" se tiene

o
(10) y’”gy + Playt ™" = Qlx)

1

Al hacer v = y' 7" y usar la regla de la cadena, vemos que
dv L8
a - {1 - H)y dx ’

de modo que la ecuacién (10) se convierte en

Como 1/(1 — n) es sélo una constante, la dltima ecuacién realmente es lineal.
Resolver

dv 5
an - -S=-3n.

Esta es una ecuacién de Bernoulli con n = 3, P(x) = —5y Q(x) = —5x/2. Para transformar
(11) en una ecuacién lineal, primero dividimos entre y* para obtener

dy 5

i A S

Yo T 7

A continuacién hacemos la sustitucién v = y 2. Como dv/dx = —2y >dy/dx, la ecuacién

transformada es

_ldv o 3
zax 2"
12) %+ 100 = Sx .

La ecuacidn (12) es lineal, de modo que podemos resolverla en términos de v usando el mé-
todo analizado en la seccién 2.3. Al hacer esto, vemos que

_L

X -10x
T + Ce .

u =

Al sustituir v = y~2 se tiene la solucién

~ 1

_* —10x
¥ =3 2O+Ce .

En la dltima ecuacion no se incluye la solucién y = 0 perdida en el proceso de division de
(11)entre y°. m
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SOLUCION
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Ecuaciones con coeficientes lineales

Hemos utilizado varias sustituciones de y para transformar la ecuacién original en una nueva
ecuacion que se puede resolver. En algunos casos, debemos transformar x y y en nuevas va-
riables, digamos, u y v. Este es el caso para las ecuaciones con coeficientes lineales; es de-
cir, ecuaciones de la forma

13) (a1x + b1y + ¢1)dx + (ayx + by + ¢;)dy =0,

donde las a;’s, b;’s y ¢;’s son constantes. Dejaremos como ejercicio demostrar que si a;b, =
ayb,, la ecuacién (13) se puede escribir en la forma dy/dx = G(ax + by), que resolvimos
mediante la sustitucién z = ax + by.

Antes de considerar el caso general en que a;b, # a,b;, analicemos primero la situacion
particular en que ¢; = ¢, = 0. La ecuacién (13) se convierte entonces en

(awx + byy)dx + (ax + byy)dy =0,

que puede escribirse en la forma

dy _ ax by at by{y/x}
dx asx + byy ay + byl y/x}

Esta ecuacién es homogénea, de modo que podemos resolverla mediante el método que ana-
lizamos en esta seccion.

El andlisis anterior sugiere el siguiente procedimiento para resolver (13). Si a1b, # ayby,
entonces buscamos una traslacién de ejes de la forma

x=u+h y y=v+k,

donde % y k son constantes, que cambie a;x + by + ¢; por aju + bjvy a,x + b,y + ¢, por
au + byv. Algo de dlgebra elemental muestra que tal transformacidn existe si el sistema de
ecuaciones

a1h+b1k+cl=0,
M) oh+bk+c,=0

tiene una solucién. Esto queda garantizado por la hipétesis a;b, # a,b, que geométricamen-
te es equivalente a suponer que las dos rectas descritas por el sistema (14) se intersectan. Si
(h, k) satisface (14), entonces las sustituciones x = u + hy y = v + k transforma la ecuacién
(13) en la ecuacion homogénea

dv _ 7377 + b]'U (28] + b](v/u)

as) i awm + by N as + by(vfu)

que sabemos cdmo resolver.

Resolver
(16) (=3x+y+6)de+ (x+y+2)dy=0.

Como a;b, = (—3)(1) # (1)(1) = a,b;, usaremos la traslaciéon de ejes x = u + h,y = v + k,
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donde & y k satisfacen el sistema

—-3h+k+6=0,
h+k+2=0.
Al resolver el sistema anterior en términos de / y k tenemos que 7 = 1, k = —3. Por tanto,

hacemosx = u + 1 yy = v — 3. Como dy = dv y dx = du, al sustituir estas expresiones de x
y y en la ecuacidn (16) se tiene

(—3u+v)du + (u+ v)ydv=0

dv 3 — (v/u)

di 1+ (vfu)

La ecuacion anterior es homogénea, de modo que hacemos z = v/u. Entonces dv/du = z +
u(dz/du) y al sustituir en v/u, obtenemos

dz_3-

du |+

&g

ztu

£

Al separar variables tenemos

7+ 1 _ |
/22+2Z_3dz— J'ua’u,

Tl 42— 3 = —lnful + €

de lo que se sigue
F+2u-3=Cu?.

Al sustituir de nuevo en z, u y v, vemos que

-

(v/u)2 + 2(1;/“) —3=Cu"~,
v+ 2uw -3t =C,
y+3P+2-1)ry+ 3 -3x-1)=C.

Esta dltima ecuacién proporciona una solucién implicita de (16). =

En los problemas 1 a 8, identifique la ecuacion como ho-
mogénea, de Bernoulli, con coeficientes lineales o de la
Sformay' = G(ax + by).

Li{yv—dx—1Pdc—dv=0.
2. 2txdx+ (P —xdr=0.
L+ x+2dx+(—x—-6)d=0.

dvfde + y/x = xN .

lyeTF + ydr — e ¥ dy =0 .
COdy - ydo = Veaydo

L = dl + 20 dy =0
cos{x + y)dy =sen{x + y)dx .

S T T I S



Seccion 2.6

Utilice el método que se analizo en la seccion “Ecuacio-
nes homogéneas” para resolver los problemas 9 a 16.

9. (3 —yHde + (xy — X°y Ndv =10,
10. (xy + y*)dx — x*dy =0 .

1. (y* — xy)de + x> dy = 0 .

12, (x* + y¥)dx + 2xydy =0 .

c;vf_xixl+1‘\/r2+x2

13. dr tx

1 B _ Bsec(y/o) +y
T de 6 ’

ls.ﬂ:xz_}'z_ 1(‘;.@:y(lny—lnx-i—!)-
dx 3xy dx X

Utilice el método que se analizo en la seccion “Ecuacio-
nes de la forma dyvdx = G(ax + by)” para resolver los
problemas 17 a 20.

17. dyvjdx = Vx+y—1.

19. dyfdx = (x — y + 57 .

18, dyfdx=(x+y+2)° .
20. dy/dx=sen(x — v} .

Utilice el método que se analizo en la seccion “Ecuacio-
nes de Bernoulli” para resolver los problemas 21 a 28.

dy oy Ly
Zl_dx+x—xy.
d
22.%—y=ez“'y3
dy_Zy 2 9
23.dx—x X7y
d
24.££xv+xi2=5(x*2)yl/2.
d
25.%+:x3+f=0. 6. 4y =y,
2 dy
27.%=%. 28.d—i+y3x+y=0.

Utilice el método que se analizo en la seccion “Ecuacio-
nes con coeficientes lineales” para resolver los proble-
mas 29 a 32.

29 (-3x+y—-Ddx+{x+y+3dv=10.
3. (x+v— Lde+ (y—x—5)dv=0.
3. 2x—yldr + (dx+y— dv =0 .

2 (2r+y+dde+ (x—2y —2dy =0 .
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En los problemas 33 a 40, resuelva la ecuacion dada en:
33. El problema 1. 34. El problema 2.
35. El problema 3. 36. El problema 4.
37. El problema 5. 38. El problema 6.
39. El problema 7. 40. El problema 8.

41. Utilice la sustitucion v = x — y + 2 para resolver la
ecuacion (8).
42. Utilice la sustitucién y = vx? para resolver

& _ 5
dr  x tcos(y/x%) .

43. (a) Muestre que la ecuacién dy/dx = f(x, y) es ho-
mogénea siy s6lo sif(x, ty) =f(x, y). [Sugeren-
cia: Seat=1/x].

(b) Una funcién H(x, y) es homogénea de orden n
si H(tx, ty) = 7'f(x, y). Muestre que la ecuacién

M(x, y)dx + N(x, y)dy =0

es homogénea si M(x, y) y N(x, y) son homogé-
neas del mismo orden.
44. Muestre que la ecuacién (13) se reduce a una ecua-
cion de la forma

b G(ax + by) ,
dx

cuando a,b, = ayb,. [Sugerencia: Si a;b, = a,b,, en-
tonces a,/a; = b,/b; = k, de modo que a, = ka, y
b, = kb,].

45. Ecuaciones acopladas.
pladas de la forma

Al analizar ecuaciones aco-

dy
E—aerby,
dx
a‘rfax*_ﬁy’

donde a, b, o y B son constantes, quisiéramos deter-
minar la relacién entre x y y en vez de las soluciones
individuales x(¢), y(¢). Para esto, divida la primera
ecuacion entre la segunda para obtener

dy  ax + by
a”n =

dx  ax + By’

Esta nueva ecuacion es homogénea, de modo que po-
demos resolverla mediante la sustitucién v = y/x.
Nos referimos a las soluciones de (17) como cur-
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46.

Capitulo 2

vas integrales. Determine las curvas integrales del

sistema
dy 4
a T
dx
Zow-y.
ar T
Ecuacion de Riccati. Una ecuacion de la forma

d
(18) 7= = Ply* + Q(xy + R(x)

es una ecuacion de Riccati generalizada.”

(a)

(b)

Ecuaciones diferenciales de primer orden

Si se conoce una solucién de (18), digamos u(x),
muestre que la sustitucién y = u + 1/v reduce
(18) a una ecuacion lineal en v.

Dado que u(x) = x es una solucidén de
=y -+t

use el resultado de la parte (a) para hallar todas
las demas soluciones a esta ecuacion. (La solu-
cién particular u(x) = x se puede hallar median-
te inspeccion o usando un método de serie de
Taylor; véase la seccion 8.1).

"Nota histérica: El conde Jacopo Riccati estudi6 un caso particular de esta ecuacién en 1724, durante sus investiga-
ciones de las curvas cuyos radios de curvatura sélo dependen de la variable y y no de la variable x.



Resumen del capitulo 81

RESUMEN DEL CAPITULO

En este capitulo analizamos varios tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden. Las
mds importantes fueron las ecuaciones separables, lineales y exactas. A continuacion resu-
mimos sus principales caracteristicas y métodos de solucidn.

Ecuaciones separables: dy/dx = g(x)p(y). Separe las variables e integre.

Ecuaciones lineales: dy/dx + P(x)y = Q(x). El factor integrante u = exp[J P(x)dx] redu-
ce la ecuacidn a d(Wy)/dx = LQ, de modo que [y = f].LQ dx+C.

Ecuaciones exactas: dF(x, y) = 0. Las soluciones estdn dadas de manera implicita por
F(x, y)=C. Si 0M/dy = dN/ox, entonces M dx + N dy = 0 es exacta y F estd dada por

F= Jde+g(_v), donde g’(y):NfaiyJde

F= JNdy + A(x) , donde R'{x)=M — % JNdy .

Cuando una ecuacion no es separable, lineal ni exacta, podria hallarse un factor inte-
grante o realizar una sustitucion que nos permita resolver la ecuacion.

Factores integrantes especiales: pM dx + pN dy = 0 es exacta. Si (0M/dy — IN/dx)/N
s6lo depende de x, entonces

) = exp [ J(i)M/(Jy ; aN/ax)dx]

es un factor integrante. Si (ON/dx — dM/dy)/M sélo depende de y, entonces

a(s) = exp { J (&N/ﬂx MaM/a_v) dy]

es un factor integrante.

Ecuaciones homogéneas: dy/dx = G(y/x). Sea v = y/x. Entonces dy/dx = v +
x(dv/dx) y la nueva ecuacién en las variables v y x es separable.

Ecuaciones de la forma: dy/dx = G(ax + by). Seaz = ax + by. Entonces dz/dx = a +
b(dy/dx) y la nueva ecuacion en las variables z y x es separable.

Ecuaciones de Bernoulli: dy/dx + P(x)y = Q(x)y". Paran#0o0 1,seav = y' " Entonces
dv/dx = (1 — n)y "(dy/dx) y la nueva ecuacién en las variables v y x es lineal.

Coeficientes lineales: (ax + by + ¢;)dx + (ayx + byy + ¢;)dy = 0. Para a,b, # ab,,
seanx =u + hyy = v + k,donde h y k satisfacen

a1h+b1k+cl=0 >
azh+b2k+C2:0 .

Entonces la nueva ecuacion en las variables # y v es homogénea.
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PROBLEMAS DE REPASO

En los problemas 1 a 30, resuelva la ecuacion.

el

~1 &

o

dy_ 2D gy

dc y—1° tdx T
L — 2T+ (2ey — AY)de =0,

d 3y

—y+—"r:x2—4.x+3 .

dy  x

. [sen(xy) + xy cos(xy)] dx + [1 + x*cos(xy)]dv =0 .
L 2eddr — {1 — Bdy =0 .
LAY TS dy =0

dy Ly .,
dx+x_2Xy .

9, (x4 yPldx + 3avdy =0 .

14.

11.
12,

13,

14.

15,

16.

17.

18.
19.

20.

[1+(1+ 2+ 20y + ) adx
Hy TP 0 a2y +y7) dy =0,

dx _ [+ cos?(r — x) .

dt

(y* + de™y)dx + {2e% + 33Ndy =0 .
dy ¥y _

el sen 2x |

d  _x _
e 42,

dy

E=2_ VZ2x —y+ 3.
dy
a+_vtanx+senx=0.
dy )
d9+2y:y".

dy

=@ty -t

(x? — 3pNdx + 2xpdy = 0
dy ¥ _

— o= 48y

de 8

21.
22,
23

24,
25.

26.
27.

28,
29.

30.

(yr—2x—Nde+ (x+y—4d)dy=0,
(2x —2y —8)dx + (x — 3y — 6)dv =0 .
(v —x)dx+ (x+ V)dv=0 .

(m + cos X]dx + (\/m + seny]dy = .

vx—y—2dx+x(y —x+dddy =10 .

ii—i);+xy=0.

(Bx —v— S+ (x—y+ 1ldy=0.
dy x—y—1

E=x+_y+5'

{dxy® — 9y* + 4uyPlddx

+ (3% — ey + 2 H)dy =0 .
dy
dx

=f{x+y+ 1P -—{x+yv—17.

En los problemas 31 a 40, resuelva el problema con va-
lor inicial.

3.

32.

33.

M.

3s.
36.

37.
38.

39.

40.

(x* —y)dx +xdv=0, ¥1)=3.

dy  (x y _

E—(y"'x), )f(l)__‘!"
(t+x+3)dr+de=0, x0)=1

day 2y

ﬁ——)=xzcosx, y(’n')=2-

(2v" +4xT)dx —xydy =0, y{1)=-2.
[2cos(2x + y) — x?]dx

+cos(2x +y) + &' ]dy=0,  y(1)=0
(2x—yldx+ix+y—-3)dy=0, y0)=2
Viyds + (x2 + d)dy =0, v(0) = 4

dv 2y =

i Y (1) =3

dy 2

EJERCICIOS DE ESCRITURA TECNICA

1.

Un instructor de cierta universidad afirmé: “Lo dnico
que necesitan saber acerca de las ecuaciones diferencia-
les de primer orden es como resolver aquellas que son
exactas”. Proporcione argumentos que apoyen y argu-
mentos que desmientan la afirmacion del instructor.

. ¢Qué propiedades tienen las soluciones de ecuaciones

lineales que no sean compartidas por las soluciones de
ecuaciones separables o exactas? D¢ algunos ejemplos
especificos que apoyen sus conclusiones.

3.

Considere la ecuacion diferencial
dy
—- — )+ —x ) =¢ .
W be ™ | v =¢,

donde a, b y c son constantes. Describa lo que ocu-
rre con el comportamiento asintético de la solucién
cuando x — + ooy varian las constantes a, b y c. Ilus-
tre con figuras o gréficas.



PROYECTOS DE GRUPO

.A. Ley de Torricelli para el flujo de fluidos
Randall K. Campbell-Wright, Universidad de Tampa

(Cudnto tiempo tarda el agua en salir por el agujero en el fondo de un tanque? Considere el
tanque con agujero de la figura 2.12, que se drena a través de un pequefio agujero redondo. La
ley de Torricelli” establece que cuando la superficie del agua estd a una altura &, el agua se dre-

_—30cm

50 cm A

a

Figura 2.12 Tanque c6nico

na con la velocidad que tendria si cayera de manera libre desde una altura 4 (ignorando varias
formas de friccion).

(a) Muestre que la ecuacion diferencial de la gravedad estdndar
d-h

ar T F

conduce a la conclusién de que un objeto que cae desde una altura / aterrizard con
una velocidad de — V'2gh(0)

(b) Sean A(h) el drea de la seccidn transversal del agua en el tanque a la altura i y a el
drea del agujero de drenado. La razén con que el agua sale del tanque en el instante ¢
se puede expresar como el drea de la seccion transversal a la altura 4 por la razén de
cambio de la altura del agua. En forma alternativa, la razén con la que el agua sale
por el agujero se puede expresar como el drea del agujero por la velocidad del agua
drenada. Iguale estas expresiones e inserte la ley de Torricelli para deducir la ecua-
cién diferencial

W A(h)% = —aV2gh .

(¢) El tanque conico de la figura 2.12 tiene un radio de 30 cm cuando se llena hasta una
profundidad inicial de 50 cm. Un pequefio agujero redondo en el fondo tiene un dié-

"Nota histérica: Evangelista Torricelli (1608-1647) inventd el barémetro y trabajé para calcular el valor de la acele-
racion de la gravedad asi como observar este principio del flujo de fluidos.
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metro de 1 cm. Determine A(h) y a y luego resuelva la ecuacién diferencial en (1),
describiendo asi en forma explicita la altura del agua en este tanque en funcion del
tiempo.

(d) Use su solucion de (c) para predecir el tiempo que tardard el tanque en vaciarse com-
pletamente.

(e) (Qué se vaciard mds rapido, el tanque con un agujero o un tanque conico invertido
con las mismas dimensiones, que se drena a través de un agujero del mismo tamafio?
(Cudnto tiempo tardard en vaciarse el tanque invertido?

(f) Busque un tanque de agua y calcule el tiempo que tarde en vaciarse. (Puede pedir
prestado un embudo de su laboratorio de quimica o usar una hielera grande). El tan-
que debe ser lo bastante grande como para tardar varios minutos en vaciarse, y el
agujero de drenado debe ser lo bastante grande como para que el agua fluya con li-
bertad. La parte superior del tanque debe estar abierta (de modo que el agua no “suc-
cione”). Repita los pasos (c) y (d) para su tanque y compare la prediccion de la ley de
Torricelli con sus resultados experimentales.

l B. El problema de la barredora de nieve

Para aplicar las técnicas que se analizan en este capitulo a problemas del mundo real, es nece-
sario “traducir” estos problemas en preguntas que puedan resolverse desde el punto de vista
matemadtico. El proceso de reformulacién de un problema real como uno matematico requiere
con frecuencia el establecimiento de ciertas hipétesis de simplificacion. Para ilustrar este pun-
to, considere el siguiente problema de la barredora de nieve:

Una mafiana comenzé a nevar muy fuerte y continué nevando durante todo el dia. Una
barredora de nieve comenzé a funcionar a las 8:00 A.M. para limpiar un camino, lim-
pi6 2 millas hasta las 11:00 A.M. y una milla mds hasta la 1:00 p.M. ;A qué hora co-
menzd a nevar?

Para resolver este problema, usted puede establecer dos hipdtesis fisicas en cuanto a la ra-
z6n en que estd nevando y la razén con la que la barredora puede limpiar el camino. Como no
cesa de nevar, es razonable suponer que la nieve cae a una razon constante. Por los datos pro-
porcionados (y nuestra experiencia), mientras mds profunda sea la nieve, mds lento se moverd
la barredora. Con esto en mente, suponga que la velocidad (en millas/hora) con la que una ba-
rredora puede limpiar el camino es inversamente proporcional a la profundidad de la nieve.

l C. Dos barredoras de nieve
Alar Toomre, Massachusetts Institute of Technology

Un dia comenzé a nevar exactamente a mediodia con una velocidad grande y constante. Una
barredora sale de su cochera a la 1:00 p.M. y otra sigue su rastro a las 2:00 p.Mm. (véase la figura
2.13).

(a) ;En qué momento la segunda barredora choca con la primera? Para responder esta
pregunta, suponga, como en el proyecto A, que la velocidad (en millas/hora) con la
que una barredora puede limpiar el camino es inversamente proporcional a la profun-
didad de la nieve (y por tanto al tiempo transcurrido desde que el camino no tenia
nieve). [Sugerencia: Comience escribiendo las ecuaciones diferenciales para x(¢) y
(1), las distancias que recorren la primera y segunda barredora, respectivamente, ¢




Proyectos de grupo para el capitulo 2 85

e =Y

0 (1) x(1) Millas desde
la cochera

Figura 2.13 Método de las barredoras sucesivas

horas después del mediodia. Para resolver la ecuacion diferencial que implica a y,
jconsidere a r y no a y como la variable dependiente!]
(b) ;Podria evitarse el choque si la segunda barredora sale a las 3:00 P.M.?

l D. Ecuaciones de Clairaut y soluciones singulares

Una ecuacion de la forma
dy
) y=x+fldy/dx) ,

donde la funcién continuamente derivable f(#) se evalda en t = dy/dx, se llama ecuacién de
Clairaut.” El interés en estas ecuaciones se debe al hecho de que (2) tiene una familia a un pa-
rametro de soluciones consistentes de lineas rectas. Ademas, la envolvente de esta familia (es
decir, la curva cuyas tangentes estdn dadas por la familia) también es una solucién de (2), y se
conoce como solucién singular.

Para resolver una ecuacion de Clairaut:

(a) Derive la ecuacion (2) con respecto de x, luego simplifique para mostrar que

52
3) [x +f'(dy/dx)];x§ =0, donde F(t)= %f’(r) )

(b) Concluya de (3) que dy/dx = c o f'(dy/dx) = —x. Suponga que dy/dx = cy susti-
tuya de nuevo en la ecuacion (2) para obtener una familia de lineas rectas solucion

y=cx+f(c) .
(c) Muestre que otra solucién de (2) estd dada de manera paramétrica por
x==f'(p)

y=f(p) —pf'(p),
donde el pardmetro p = dy/dx. Esta solucidn es la solucion singular.

(d) Use el método anterior para determinar la familia de lineas rectas solucién y la solu-
cion singular de la ecuacién

dy d_}’ 2
)]

En este caso, f (1) = 27. Bosqueje varias de las lineas rectas solucién junto con la
solucidn singular en el mismo sistema de coordenadas. Observe que todas las lineas
rectas solucidn son tangentes a la solucion singular.

"Nota historica: Estas ecuaciones fueron estudiadas por Alexis Clairaut en 1734.
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(e) Repita la parte (d) para la ecuacion
i RN L P Y
N\ dx Nex T

.E. Comportamiento asintotico de las soluciones
de ecuaciones lineales

Para ilustrar la forma en que el comportamiento asintdtico del término de forzamiento Q(x) afec-
ta la solucion de una ecuacion lineal, considere la ecuacion

d
@) Iﬁ +ay = Qfx) ,

donde la constante a es positiva y Q(x) es continua en [0, 00).

(a) Muestre que la solucion general de la ecuacidn (4) se puede escribir en la forma

kY
viad = ylagle ™0 + e [ el
donde x, es una constante no negativa.
(b) Si | 0O(x) | = k para x = X, donde k y x, son constantes no negativas, muestre que

—afx — k —ulr—x,
|v(x}] = |ylagle ) 4 5[1 —e W] parax =y

(c) Sea z(x) una funcion que satisface la misma ecuacién que (4), pero con funcion de
forzamiento Q(x). Es decir,

iz ~
a+a2= Q(x) .

donde O(x) es continua en [0, c0). Muestre que si
|0(x) — Q)| =K parax = x,

entonces

|zlx) = (x| = [2{ep) = ylaglle =01 + g [1— e %] panax = x, .

(d) Ahora, muestre que si Q(x) — B cuando x — oo, entonces cualquier solucién y(x) de
13 ecuacion (4) satisface que y(x) — B/a cuando x — oco. [Sugerencia: Considere
0O(x) =By z(x) = B/a en la parte (c)].

(e) Como una aplicacion de la parte (d), suponga que una solucion salina que contiene
q(¢) kilogramos de sal por litro en el instante # se introduce en un tanque de agua a
una velocidad fija y que la mezcla, que se mantiene uniforme revolviéndola, sale del
tanque con la misma velocidad. Dado que ¢(t) — B cuando r — oo, use el resultado
de la parte (d) para determinar la concentracion limite de la sal en el tanque cuando # — co
(véase el problema 35 de los ejercicios 2.3).



Modelos matematicos y métodos
numericos que implican

ecuaciones de primer orden

ST MODELACION MATEMATICA

Al adoptar las practicas babilonicas de mediciones cuidadosas y observaciones detalladas,
los antiguos griegos buscaban entender la naturaleza mediante el andlisis 16gico. Los convin-
centes argumentos de Aristételes que indicaban que el mundo no es plano, sino esférico, con-
dujeron a los intelectuales de la época a preguntarse: ;cudl es la circunferencia de la Tierra? De
manera sorprendente, Eratéstenes consiguié obtener una respuesta bastante precisa sin tener
que salir de la antigua ciudad de Alejandria. Su método implicé ciertas hipétesis y simplifi-
caciones: que la Tierra es una esfera perfecta, que los rayos del Sol viajan en trayectorias pa-
ralelas, que la ciudad de Siena estaba a 5000 estadios al sur de Alejandria, etc. Con estas
idealizaciones, Eratdstenes cred un contexto matemadtico donde pudieran aplicarse los prin-
cipios de la geometrfa.’

En la actualidad, como los cientificos siguen tratando de profundizar en nuestro conoci-
miento de la naturaleza y los ingenieros siguen buscando, a un nivel mds pragmadtico, respues-
tas a problemas técnicos, la técnica de representacion de nuestro “mundo real” en términos
matemadticos se ha convertido en una herramienta invaluable. Este proceso de imitacién de la
realidad mediante el lenguaje de las matemadticas se conoce como modelacion matematica.

La formulacion de problemas en términos matemadticos tiene varios beneficios. El prime-
ro es que nos exige establecer con claridad nuestras premisas. Con frecuencia, los problemas
del mundo real son complejos e implican varios procesos distintos, posiblemente relaciona-
dos entre si. Antes de proceder al tratamiento matemadtico, uno debe determinar las variables
que sean significativas y las que pueden ser ignoradas. Con frecuencia, para las variables im-
portantes, las relaciones se postulan en forma de leyes, férmulas, teorfas, etc. Estas hipotesis
constituyen las idealizaciones del modelo.

Las matemadticas contienen muchos teoremas y técnicas para hacer deducciones l6gicas
y trabajar con las ecuaciones. Por lo tanto, proporcionan un contexto donde puede realizarse
un andlisis libre de conceptos preconcebidos sobre el resultado. También tiene gran impor-

Para una lectura posterior, véase, por ejemplo, The Mapmakers, de John Noble Wilford (Vintage Books, Nueva
York, 1982), capitulo 2.
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tancia prdctica el hecho de que las matemadticas proporcionen un formato para obtener res-
puestas numéricas mediante una computadora.

El proceso de construccién de un modelo matemadtico eficaz requiere cierta habilidad,
imaginacion y evaluacion objetiva. Ciertamente, el conocimiento de varios modelos existen-
tes que ilustren diversos aspectos de la modelacién puede ayudar a tener una mejor idea del
proceso. Varios libros y articulos excelentes estdn dedicados en forma exclusiva al tema.” En
este capitulo nos concentraremos en ejemplos de modelos que impliquen ecuaciones dife-
renciales de primer orden. Al estudiar estos modelos y construir los suyos, podria ser ttil el
siguiente bosquejo general del proceso.

Formule el problema

Usted debe plantear el problema de modo que pueda “responderse” de manera matemadtica.
Esto requiere el conocimiento del drea del problema, al igual que las matemadticas. En esta
etapa, usted tendrd que confirmar sus afirmaciones con expertos en el drea y leer la bibliogra-
ffa correspondiente.

Desarrolle el modelo

Aqui deben hacerse dos cosas. Primero, usted debe decidir cudles variables son importantes y
cudles no. Luego, clasifique las primeras como variables independientes o variables depen-
dientes. Las variables no importantes son aquellas que tienen poco o ningun efecto sobre el
proceso. (Por ejemplo, al estudiar el movimiento de un cuerpo en caida, por lo general su co-
lor no es de interés). Las variables independientes son aquellas cuyo efecto es significativo y
que servirdn como entrada para el modelo.” Para el cuerpo que cae, su forma, masa, posicién
inicial, velocidad inicial y tiempo desde soltarlo son las posibles variables independientes.
Las variables dependientes son aquellas que son afectadas por las variables independientes y
que son importantes para resolver el problema. De nuevo, para un cuerpo que cae, su veloci-
dad, posicion y tiempo de impacto son posibles variables dependientes.

En segundo lugar, usted debe determinar o especificar las relaciones (por ejemplo, una
ecuacion diferencial) existentes entre las variables importantes. Esto requiere buenos conoci-
mientos en el drea y hacerse una idea del problema. Usted puede comenzar con un modelo
bdsico y luego, con base en las pruebas, refinar el modelo segtin lo necesario. Por ejemplo,
usted puede comenzar ignorando cualquier friccidon que actde sobre el cuerpo que cae. En-
tonces, si es necesario obtener una respuesta mds aceptable, trate de tomar en cuenta cual-
quier fuerza de friccion que pueda afectar el movimiento.

Pruebe el modelo

Antes de tratar de “verificar” un modelo comparando su salida con los datos experimentales,
hay que considerar las siguientes preguntas:

(,Son razonables las hipétesis?

(Son dimensionalmente consistentes las ecuaciones? (Por ejemplo, no queremos
sumar unidades de fuerza con unidades de velocidad).

"Véanse, por ejemplo, A First Course in Mathematical Modeling, 2a. edicién, por F. R. Giordano y M. D. Weir
(Brooks/Cole Publishing Company, Pacific Grove, California, 1997) o Concepts of Mathematical Modeling, por
W. J. Meyer (McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1984).

""En la formulacién matematica del modelo, algunas de las variables independientes pueden ser llamadas pardmetros.
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(Es el modelo internamente consistente, en el sentido de que las ecuaciones no se
contradicen entre si?

(Tienen soluciones las ecuaciones importantes?

(Son tnicas las soluciones?

(Qué tan dificil es obtener las soluciones?

(Proporcionan estas soluciones una respuesta al problema en estudio?

De ser posible, trate de validar el modelo comparando sus predicciones con los datos ex-
perimentales. Comience con predicciones mds bien sencillas que impliquen pocos cdlculos o
andlisis. Entonces, al refinar el modelo, verifique si la precision de las predicciones del modelo
le parece aceptable. En algunos casos, es imposible la validacidn, o no es razonable desde un
punto de vista social, politico, econémico o moral. Por ejemplo, ;cémo validar un modelo que
predice el momento en que el Sol se extinguird?

Cada vez que se use el modelo para predecir el resultado de un proceso y con ello resol-
ver un problema, esto proporciona una prueba del modelo que puede conducir a mds refina-
mientos o simplificaciones. En muchos casos, un modelo se simplifica para obtener una
respuesta mds rdpida o menos cara; manteniendo, por supuesto, la precision suficiente.

Uno siempre debe recordar que un modelo no es la realidad, sino una representacion de
ésta. Los modelos mds refinados pueden proporcionar una comprension de los procesos na-
turales subyacentes. Por esta razén, los matemdticos aplicados luchan por modelos mejores
y mds refinados. Aun asf, la prueba real de un modelo es su capacidad para determinar una
respuesta aceptable para el problema planteado.

En este capitulo analizamos varios modelos que implican ecuaciones diferenciales. En
la seccidn 3.2, Andlisis por compartimentos, estudiamos problemas de mezclas y modelos de
poblaciones. Las secciones 3.3 a 3.5 se basan en la fisica y examinan el calentamiento y el
enfriamiento, la mecdnica de Newton y los circuitos eléctricos. Por ultimo, las secciones 3.6
y 3.7 contienen una breve introduccién a algunas técnicas numéricas para resolver proble-
mas de primer orden con valores iniciales. Esto nos permitird estudiar modelos mds realistas
que no pueden resolverse mediante las técnicas del capitulo 2.

EN3T2" ANALISIS POR COMPARTIMENTOS

Muchos procesos complejos pueden descomponerse en varias etapas y todo el sistema se pue-
de modelar describiendo las interacciones entre las distintas etapas. Tales sistemas se llaman
sistemas por compartimentos y se exhiben en forma grafica como diagramas de bloque. En
esta seccion estudiamos la unidad bdsica de estos sistemas, un tnico compartimento, y anali-
zamos algunos procesos sencillos que pueden controlarse mediante tal modelo.

El sistema bdsico de un compartimento consta de una funcién x(z) que representa la
cantidad de una sustancia en el compartimento en el instante ¢, una razén de entrada con la que
la sustancia entra al compartimento, y una razon de salida con la que la sustancia sale del
compartimento (véase la figura 3.1 en la pagina 90).
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EJEMPLO 1

Razon de 9 Razon de
entrada X salida

Figura 3.1 Representacion esquemadtica de un sistema con un compartimento

Como la derivada de x con respecto de ¢ se puede interpretar como la razén de cambio
en la cantidad de la sustancia en el compartimento con respecto del tiempo, el sistema de un
compartimento sugiere a

@ % = razon de entrada — razon de salida

como un modelo matemadtico para el proceso.

Problemas de mezclas

Un problema para el que el sistema de un compartimento proporciona una representacion
itil es la mezcla de fluidos en un tanque. Sea x(7) la cantidad de una sustancia en un tanque
(compartimento) en el instante 7. Para usar el modelo de andlisis por compartimentos, debe-
mos determinar las razones con que esta sustancia entra y sale del tanque. En los problemas
de mezclas, con frecuencia se tiene la razén con la que entra al tanque un fluido que contiene
a la sustancia, junto con la concentracion de la sustancia en ese fluido. Por lo tanto, al multi-
plicar la razén de flujo (volumen/tiempo) por la concentracion (cantidad/volumen) se obtie-
ne la razon de entrada (cantidad/tiempo).

En general, la razon de salida de la sustancia es mds dificil de determinar. Si nos dan la
razén de salida de la mezcla de fluidos en el tanque, ;cdmo determinamos la concentracién
de la sustancia en la mezcla? Una hipdtesis de simplificacion es que la concentracién se
mantenga uniforme en la mezcla. Entonces, podemos calcular la concentracién de la sustan-
cia en la mezcla, dividiendo la cantidad x(7) entre el volumen de la mezcla en el tanque en el
instante ¢. Al multiplicar esta concentracion por la razén de salida se obtiene la deseada ra-
z6n de salida de la sustancia. Este modelo se usa en los ejemplos 1y 2.

En un gran tanque con 1000 litros de agua pura se comienza a verter una solucién salina a
una razén constante de 6 litros/minuto. La solucion dentro del tanque se mantiene revuelta y
sale del tanque a razén de 6 litros/minuto. Si la concentracion de sal en la solucién que entra
al tanque es de 0.1 kg/litro, determinar el momento en que la concentracion de sal en el tan-
que llegard a 0.05 kg/litro (véase la figura 3.2).

6 L/min _»—I
0.1 kg/L 0
1000 L
X(0)=0kg —> 6 L/min

Figura 3.2 Problema de mezclas con razones de flujo iguales
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Podemos ver al tanque como un compartimento que contiene sal. Si x(#) es la masa de sal en
el tanque en el instante 7, podemos determinar la concentracion de sal en el tanque dividien-
do x(r) entre el volumen de fluido en el tanque en el instante . Usaremos el modelo matemd-
tico descrito por la ecuacién (1) para hallar x(z).

Primero debemos determinar la razén con que la sal sale del tanque. Sabemos que la so-
lucién fluye hacia el tanque a razén de 6 litros/minuto. Como la concentracién es 0.1 kg/litro,
concluimos que la razén de entrada de sal al tanque es

2  (6L/min)(0.1 kg/L) = 0.6 kg/min.

Ahora debemos determinar la razén con que la sal entra al tanque. La solucion salina en
el tanque se mantiene bien revuelta, de modo que podemos suponer que la concentracién de
sal en el tanque es uniforme. Es decir, la concentracidn de sal en cualquier parte del tanque
en el instante 7 es justamente x(7) entre el volumen de fluido en el tanque. Como el tanque te-
nia en un principio 1000 litros y la razén de flujo hacia el tanque es igual a la razén de salida,
el volumen es constante e igual a 1000 litros. Por lo tanto, la razén de salida de la sal es

x{r) 3x(r)

1000 kg/L} ~ 300 kg/min.

3) (6 L/min)[

En un principio, el tanque contenia agua pura, de modo que x(0) = 0. Al sustituir las ra-
zones (2) y (3) en la ecuacion (1) tenemos el problema con valor inicial

dx _ o _ 3x _
) =% " 500 x(0) =0,

como modelo matemadtico para el problema de mezclas.
La ecuacion (4) es separable (y lineal) y facil de resolver. Al usar la condicién inicial
x(0) = 0 para evaluar la constante arbitraria, obtenemos

(5) x(f) = 100(1 — ¢35

Asi, la concentracion de sal en el tanque en el instante 7 es

x(t)
1000

0.1(1 — e35%) kg/L .

Para determinar el momento en que la concentracion de sal es 0.05 kg/litro, igualamos el la-
do derecho a 0.05 y despejamos ¢, con lo que tenemos

0.1(1 — e ¥50) = 0.05 0 350 =05,

y por tanto

| 5001n2

3 == 115.52 min.

En consecuencia, la concentracion de sal en el tanque serd igual a 0.05 kg/litro después de
115.52 minutos. m
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EJEMPLO 2

SOLUCION

De la ecuacion (5) observamos que la masa de sal en el tanque crece poco a poco y tiene
el valor limite

lim x(¢) = 1im 1000(1 — e~3/3%) = 100 kg.

1—00 1—00

Asi, la concentracion limite de sal en el tanque es 0.1 kg/litro, que es igual a la concen-
tracion de sal en la solucion que entra al tanque. jEs claro que esto coincide con nuestras ex-
pectativas!

Serfa interesante saber qué pasaria con la concentracion si la razén de flujo de entrada es
mayor que la razon de flujo de salida.

Para el problema de mezclas descrito en el ejemplo 1, suponga ahora que la solucion salina
sale del tanque a razon de 5 litros/minuto en vez de 6 litros/minuto, manteniéndose el resto
igual (véase la figura 3.3). Determine la concentracion de sal en el tanque como funcién del
tiempo.

La diferencia entre la razén de flujo de entrada y la razén de flujo de salidaes 6 — 5 = 1 litro/
minuto, de modo que el volumen de fluido en el tanque después de ¢ minutos es (1000 + 1)
litros. Por lo tanto, la razon con la que la sal deja el tanque es

VN ] 5x(1)

= mkg!mm.

(s L/min){

Usamos esto en vez de (3) para la razon de salida, con lo que tenemos el problema con valor
inicial

dx S5x

— =06 -——, 0)=0,
6) dt w000+ O

como modelo matemadtico para el problema de mezclas.
La ecuacidn diferencial (6) es lineal, de modo que podemos usar el procedimiento bos-
quejado en la pagina 51 para hallar x(¢). El factor integrante es u(z) = (1000 + £)°. Asf,

%[(1000 + 1x] = 0.6{1000 + 1)
(1000 + #)°x = 0.1(1000 + 1)° + ¢ ,
1) = 0.1(1000 + #) + (1000 + 1}5
Al usar la condicién inicial x(0) = 0, tenemos que ¢ = —0.1(1000)°, y con ello la solucién
de (6) es

x(#) = 0.1(1000 + ¢) — (1000)°(1000 + £)~> .

6 L/min —I
-
0.1 kg/L ()
7L
x(0)=0kg —> 5 L/min

Figura 3.3 Problema de mezclas con razones de flujo distintas
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Por lo tanto, la concentracién de sal en el tanque en el instante 7 es

x(1)

_ _ 6 -6
) 500 1 = 0111 — (1000)°(1000 + 1) T kg/L.  w

Como en el ejemplo 1, la concentracion dada por (7) tiende a 0.1 kg/litro cuando # — co.
Sin embargo, en el ejemplo 2, el volumen de fluido en el tanque crece sin limite, y cuando el
tanque comienza a desbordarse, el modelo en (6) ya no es adecuado.

Modelos de poblacion

(Como predecir el crecimiento de una poblacién? Si estamos interesados en una tnica po-
blacién, podemos pensar que la especie estd contenida en un compartimento (una caja de
Petri, una isla, un pais, etc.) y estudiar el proceso de crecimiento como un sistema con un
compartimento.

Sea p(t) la poblacién en el instante 7. Aunque la poblacién siempre es un entero, por lo
general es tan grande que se introduce un error muy pequeiio al suponer que p(7) es una fun-
cion continua. Queremos determinar la tasa de crecimiento (entrada) y la tasa de defuncién
(salida) para la poblacién.

Consideremos una poblacién de bacterias que se reproduce mediante la division celular
sencilla. En nuestro modelo, suponemos que la tasa de crecimiento es proporcional a la po-
blacién presente. Esta hipdtesis es consistente con las observaciones del crecimiento de las
bacterias. Mientras haya espacio y comida suficientes, también podemos suponer que la tasa
de defuncidén es nula. (Recuerde que en la division celular, la célula madre no muere, sino
que se convierte en dos nuevas c€lulas). Por lo tanto, un modelo matemadtico para una pobla-
cion de bacterias es

dp
(8) _d? = klp » p(O) = Po .

donde k; > 0 es la constante de proporcionalidad para la tasa de crecimiento y p es la pobla-
cion en el instante + = 0. Para poblaciones humanas, jes claro que la hipdtesis de la tasa de
defuncion nula es falsa! Sin embargo, si suponemos que las personas s6lo mueren de causas
naturales, serfa de esperar que la tasa de defuncion también fuese proporcional al tamafio de
la poblacioén. Es decir, revisamos (8) para tener

dp
9 9 kip = kop = (ky — koo = kp

donde k = k; — k, y k, es la constante de proporcionalidad para la tasa de defuncion. Supon-
gamos que k; > k,, de modo que k > 0. Esto produce el modelo matemadtico

dp
a0 =k, plO)=p,
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EJEMPLO 3

SOLUCION

llamado ley exponencial o de Malthus' para el crecimiento de poblaciones. Esta ecuacién
es separable, y al resolver el problema con valor inicial para p(r) se tiene

an  p(r) = pee" .
Para verificar el modelo de Malthus, lo aplicaremos a la historia demografica de Estados

Unidos.

En 1790, la poblacion de Estados Unidos era de 3.93 millones, y en 1890 era de 62.98 millo-
nes. Usar el modelo de Malthus para estimar la poblacién de Estados Unidos como funcién
del tiempo.

Si hacemos que ¢ = 0 sea el afio 1790, entonces por la férmula (11) tenemos
(12)  p(1) = (3.93)e ,

donde p(¢) es la poblacién en millones. Una forma de obtener un valor de k serfa ajustar el
modelo mediante los datos de cierto afio especifico, como 1890 (z = 100 afios).”” Tenemos

p(100) = 62.98 = (3.93)¢'%% |

Al despejar k tenemos

. In(62.98) — In(3.93) 0027740
= 100 e '

Al sustituir este valor en la ecuacion (12) obtenemos

A3)  p(1) = (3.93)e002742) g

En la tabla 3.1 enumeramos la poblacién de Estados Unidos dada por la Oficina de Cen-
s0s, y la poblacién predicha por el modelo de Malthus utilizando la ecuacién (13). En Ia ta-
bla vemos que las predicciones basadas en el modelo de Malthus coinciden de manera
razonable con los datos de los censos hasta cerca de 1900. Después de 1900, la poblacion pre-
dicha es muy grande, por lo que el modelo de Malthus no es aceptable.

Observemos que un modelo de Malthus se puede generar usando los datos de los censos
para dos afios distintos. Elegimos 1790 y 1890 para comparar con el modelo logistico que
describimos a continuacion.

*Nota historica: Thomas R. Malthus (1766-1834) fue un economista britdnico estudioso de los modelos de po-
blacion.

"Por supuesto, la eleccién del afio 1890 es puramente arbitraria; una forma mds democrética (y mejor) de extraer
los pardmetros de los datos aparece después del ejemplo 4.
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TABLA 3.1 UNA COMPARACION DE LOS MODELOS DE MALTHUS Y

LOGISTICO CON LOS DATOS DE LOS CENSOS EN ESTADOS
UNIDOS (LA POBLACION SE DA EN MILLONES)

Censo de Malthus Logistico 1dp Logistico
Afio EUA (ejemplo 3) (ejemplo 4) p dt (minimos cuadrados)
1790 3.93 3.93 3.93 4.08
1800 5.31 5.19 5.30 0.0312 5.41
1810 7.24 6.84 7.13 0.0299 7.17
1820 9.64 9.03 9.58 0.0292 9.48
1830 12.87 11.92 12.82 0.0289 12.49
1840 17.07 15.73 17.07 0.0302 16.42
1850 23.19 20.76 22.60 0.0310 21.49
1860 31.44 27.40 29.70 0.0265 27.98
1870 39.82 36.16 38.66 0.0235 36.18
1880 50.19 47.72 49.71 0.0231 46.40
1890 62.98 62.98 62.98 0.0207 58.90
1900 76.21 83.12 78.42 0.0192 73.82
1910 92.23 109.69 95.73 0.0162 91.15
1920 106.02 144.76 114.34 0.0146 110.68
1930 123.20 191.05 133.48 0.0106 131.19
1940 132.16 252.13 152.26 0.0106 154.08
1950 151.33 333.74 169.90 0.0156 176.35
1960 179.32 439.12 185.76 0.0145 197.82
1970 203.30 579.52 199.50 0.0116 217.72
1980 226.54 764.80 211.00 0.0100 235.51
1990 248.71 1009.33 220.38 0.0110 250.91
2000 281.42 1332.03 227.84 263.86
2010 ? 1757.91 233.68 274.51

El modelo de Malthus sélo consideraba muertes por causas naturales. ;Y qué hay de las
muertes prematuras debidas a la desnutricion, falta de medicamentos, transmision de enfer-
medades, crimenes, etc.? Estos hechos implican una competencia entre la poblacién, de mo-
do que podriamos suponer que existe otra componente de la tasa de defuncidn, proporcional
al nimero de interacciones por parejas. Hay p(p — 1)/2 de tales interacciones posibles para
una poblacion de tamafio p. Asf, si combinamos la tasa de nacimiento (8) con la tasa de de-
funcion y ordenamos las constantes, obtenemos el modelo logistico

dp plp — 1)
g = P Tl

d
a9 = -aplp-p), PO =p,,

donde A = k3/2 Ypi = (2k1/k3) + 1.
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La ecuacién (14) tiene dos soluciones de equilibrio: p(¢) = p; y p(f) = 0. Las soluciones
que no son de equilibrio se pueden determinar separando variables y usando la tabla de inte-

grales del forro:

P1

P— D
=—-At+c o ‘l——
p

p

= Cze_Aplt

dp 1
—————=—Aldt o —In
p(p — 1) P

Sip(t)=pyent=0yc3=1-p/py, al despejar p(t) tenemos

D1 PoP,

15 pt) = = :
1) 1 —cse™”"  py+ (py—po)e 7

La funcién p(t) dada en (15) es la funcién logistica; en la figura 3.4 se muestran las

gréficas de las curvas logisticas.
Verifiquemos el modelo logistico con el crecimiento de la poblacién de Estados Unidos.

Si la poblacién en 1790 (3.93 millones) es la poblacion inicial y se dan las poblaciones en

EJEMPLO 4
1840 y 1890 de 17.07 y 62.98 millones, respectivamente, utilizar el modelo logistico para es-

timar la poblacion en el instante ¢.

P p
\Po\
Py Py
JPO
t t
(@ 0<py<p ®) po>py

Figura 3.4 Las curvas logisticas

"Nota histérica: El modelo logistico para el crecimiento de poblaciones fue desarrollado por vez primera por P. F.

Verhulst cerca de 1840.
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SOLUCION Con t = 0 correspondiente al afio 1790, sabemos que p, = 3.93. Ahora debemos determinar
los pardmetros A, p; en la ecuacidn (15). Para esto, usamos los hechos dados p(50) = 17.07
y p(100) = 62.98; es decir,

(16)  17.07 = 393 Py
' 3.93 + (p; — 3.93)e M
3.93 p,
(17) 6298 =

3.93 + (p, — 3.93)e 1004

Las ecuaciones (16) y (17) son dos ecuaciones no lineales en las dos incégnitas A, p;. Para re-
solver tal sistema, por lo general recurrimos a un esquema de aproximacién numérica, como
el método de Newton. Sin embargo, para el caso en cuestidn, es posible determinar las solu-
ciones de manera directa, debido a que se tienen los datos para los instantes ¢, y t, con t;, = 21,
(véase el problema 12). Al hacer los cdlculos algebraicos descritos en el problema 12, halla-
mos en ultima instancia que

(18) pp = 2517812 y A =0,0001210 .

Asi, el modelo logistico para los datos dados es

- 989.50
©3.93 + (247.85)¢ 00363

19) P(t) "

Los datos de poblacién predichos por (19) se muestran en la cuarta columna de la tabla
3.1. Como puede ver, estas predicciones coinciden con los datos de los censos mejor que el
modelo de Malthus. Y, por supuesto, la coincidencia es perfecta en los afios 1790, 1840 y
1890. Sin embargo, la eleccién de estos afios particulares para estimar los pardmetros py, A
y p; €s un tanto arbitraria y es de esperar que un modelo mds robusto utilice todos los datos,
de cierta forma, para la estimacion. Una forma de implantar esta idea es la siguiente.

Observe de la ecuacién (14) que el modelo logistico predice una relacidn lineal entre

(dp/dt)/py p:
— T Ap T Ap

con Ap; como la ordenada al origen y —A como la pendiente. En la quinta columna de la ta-
bla 3.1, enumeramos los valores de (dp/dr)/p, estimados a partir de diferencias centradas
como

20) 1 dp( ) 1 ple + 10) — p{r — 10)
— () = —
plt) di pl) 20

(véase el problema 16). En la figura 3.5 estos valores estimados de (dp/dt)/p se grafican

contra p en lo que se llama un diagrama de dispersion. La relacidn lineal predicha por el

modelo logistico sugiere que aproximemos la grifica mediante la linea recta. Una técnica
comtun para hacer esto es el llamado ajuste lineal por minimos cuadrados, que se analiza en
el apéndice D. Esto produce la linea recta

d
Ldp ~ 0.0286448 — 0.00009166p .
p dt
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Figura 3.5 Datos de dispersion y ajuste mediante una linea recta

que también se muestra en la figura 3.5. Ahora, con A = 0.00009166 y p; = (0.0286448/A)

U

312.5, podemos despejar p, en la ecuacion (15):

—Apit

P(I)Pli’

Q) py=

pi —pl)[1 —e 7]

Al promediar el lado derecho de (21) sobre todos los datos, obtenemos la estimacién p, =
4.083. Por dltimo, la insercidn de estas estimaciones de los pardmetros en la ecuacién (15) con-
duce a las predicciones enumeradas en la sexta columna de la tabla 3.1.

Observe que este modelo produce p; = 312.5 millones como el limite de la poblacion

futura de Estados Unidos.

Una solucién salina entra a una razén constante de
8 litros/minuto en un tanque de gran tamafio que en un
principio contenfa 100 litros de solucién salina en que
se habfan disuelto 0.5 kg de sal. La solucién dentro del
tanque se mantiene bien revuelta y sale del tanque con
la misma razén. Si la concentracion de sal en la solu-
cién que entra al tanque es de 0.05 kg/litro, determine
la masa de sal en el tanque después de ¢ minutos.
(Cudndo llegard la concentracién de sal en el tanque a
0.02 kg/litro?

. Una solucidn salina entra a una razon constante de

6 litros/minuto en un tanque de gran tamafio que en
un principio contenia 50 litros de solucién salina en que
se habian disuelto 0.5 kg de sal. La solucién dentro
del tanque se mantiene bien revuelta y sale del tan-

1.

que con la misma razoén. Si la concentracién de sal
en la solucién que entra al tanque es de 0.05 kg/li-
tro, determine la masa de sal en el tanque después de
¢t minutos. ;Cudndo llegard la concentracién de sal
en el tanque a 0.03 kg/litro?

. Una solucion de dcido nitrico entra a una razon

constante de 6 litros/minuto en un tanque de gran ta-
mafo que en un principio contenfa 200 litros de una
solucién de 4cido nitrico al 0.5%. La solucién dentro
del tanque se mantiene bien revuelta y sale del tan-
que a razén de 8 litros/minuto. Si la solucién que
entra al tanque tiene dcido nitrico al 20%, determine
el volumen de dcido nitrico en el tanque después de ¢
minutos. ;Cudndo llegard el porcentaje de dcido ni-
trico en el tanque a 10%?



4. Una solucion salina entra a una razon constante de

4 litros/minuto en un tanque de gran tamafio que en
un principio contenia 100 litros de agua pura. La solu-
cion dentro del tanque se mantiene bien revuelta y
sale del tanque a raz6n de 3 litros/minuto. Si la con-
centracion de sal en la solucion que entra al tanque
es de 0.2 kg/litro, determine la masa de sal en el tan-
que después de ¢ minutos. ;Cudndo llegard la con-
centracion de sal en el tanque a 0.1 kg/litro?

. Una alberca cuyo volumen es de 10,000 galones
contiene agua con cloro al 0.01%. A partir del ins-
tante r = 0, se bombea agua del servicio ptiblico con
cloro al 0.001% hacia la alberca, a razén de 5 galo-
nes/minuto. El agua sale de la alberca con la misma
razén. ;Cudl es el porcentaje de cloro en la alberca
después de 1 hora? ;En qué momento el agua de la
alberca tendrd 0.002% de cloro?

. El aire de una pequefia habitacién de 12 por 8 por 8
pies tiene 3% de mondxido de carbono. A partir de
t = 0, se introduce aire fresco sin mondxido de carbo-
no en la habitacion, a razén de 100 pies cubicos/mi-
nuto. Si el aire de la habitacién sale por una ventila
con la misma razdn, jen qué momento tendrd el aire
de la habitacion 0.01% de mondxido de carbono?

. Desde el instante + = 0 se bombea agua fresca a ra-
zon de 3 galones/minuto en un tanque de 60 galones
lleno con una solucidn salina. La mezcla resultante
se desborda con la misma razon en un segundo tan-
que de 60 galones que inicialmente contenia solo
agua pura, y de ahi se derrama al piso. Suponiendo
una mezcla perfecta en ambos tanques, jen qué mo-
mento serd mds salada el agua del segundo tanque?
(Y qué tan salada estard, comparada con la solucién
original?

. La sangre conduce un medicamento a un érgano a ra-
z6n de 3 cm¥/s y sale con la misma razén. El érgano
tiene un volumen liquido de 125 cm®. Si la concentra-
cién del medicamento en la sangre que entra al drga-
no es de 0.2 g/em®, ;cudl es la concentracién del
medicamento en el érgano en el instante #, si inicial-
mente no habfa rastros de dicho medicamento? ;En
qué momento llegard la concentracién del medica-
mento en el 6rgano a 0.1 g/cm>?

. En 1980, el departamento de recursos naturales libe-
r6 1000 ejemplares de una especie de pez en un lago.
En 1987, la poblacion de estos peces en el lago se
estim6 en 3000. Use la ley de Malthus para el creci-
miento de poblaciones y estime la poblacion de estos
peces en el lago en el afio 2010.

Seccién 3.2

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Analisis por compartimentos

Utilice un bosquejo de la linea fase (véase Proyecto
D, Capitulo 1) para argumentar que cualquier solu-
cion al modelo del problema de mezclas

ﬁZa—.f:u:;

a,b >0,
dt

tiende a la solucién de equilibrio x(¢) = a/b cuando
t tiende a +oo; es decir, a/b es un pozo.

Utilice un bosquejo de la linea fase (véase Proyecto
D, Capitulo 1 para justificar que cualquier solucion
del modelo logistico

dp
ar (e — bplp P(ﬁ)) =Po

donde a, b y py son constantes positivas, tiende a la
solucién de equilibrio p(t) = a/b cuando ¢ tiende
a +oo.

Para la curva logistica (15), suponga que p, ‘= p(t,)
y pp = p(t,) estdn dadas, con 7, = 21, (1, > 0).
Muestre que

z_

B [Papb — 2pops + popa]
P = P -

Pz — Pols
] —
o ln|:Pb(Pa Po)] .
Pita LPolps — o)

[Sugerencia: Iguale las expresiones (21) para p, en
los instantes #, y t,. Haga y = exp(—Apit,) y x* =
exp(—Apit,) y despeje x. Inserte en una de las ex-
presiones anteriores y halle p,].

En el problema 9, suponga que ademds sabemos que la
poblacién de peces en 1994 se estimaba en 5000. Use
un modelo logistico para estimar la poblacién de peces
en el afio 2010. ;Cuadl es la poblacion limite predicha?
[Sugerencia: Use las férmulas del problema 12].

En 1970, la poblacién de lagartos en los terrenos del
Centro Espacial Kennedy se estimé en 300. En 1980,
la poblacién habia aumentado hasta un estimado de
1500. Use la ley de Malthus para el crecimiento de po-
blaciones y estime la poblacién de lagartos en dichos
terrenos, en el afio 2010.

En el problema 14, suponga que ademds sabemos
que la poblacion de lagartos en los terrenos del Cen-
tro Espacial Kennedy en 1975 se estimaba en 1200.
Use un modelo logistico para estimar la poblacién de
lagartos en el afio 2010. ;Cuadl es la prediccion para
la poblacion limite? [Sugerencia: Use las formulas
del problema 12].
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16.

18.

19.

Capitulo 3

Muestre que para una funcién diferenciable p(z), te-
nemos

ple + h) = plt — h)
2h

1m =p'l,

A—=0

que es la base de la aproximaciones mediante diferen-
cias centradas utilizadas en (20).

. (a) Para los datos del censo de Estados Unidos, uti-

lice la aproximacion mediante diferencias hacia
adelante para la derivada; es decir,

1 dp, . 1 plr+10) = ply)

mz - pli) 10

y vuelva a calcular la quinta columna de la tabla
3.1.

(b) Use los datos de la parte (a) y determine las
constantes A y p; en el ajuste por minimos cua-
drados

| dp

b dr Ap| — Ap

(véase el apéndice D).

Con los valores de A y p; hallados en la parte
(b), determine p, promediando la férmula (21)
sobre todos los datos.

Sustituya los valores determinados de A, p; y po
en la formula logistica (15) y calcule las pobla-
ciones predichas para cada uno de los afios enu-
merados en la tabla 3.1.

Compare este modelo con el modelo basado en
las diferencias centradas de la sexta columna
de la tabla 3.1.

Un modelo de poblaciones utilizado en las predic-
ciones actuariales se basa en la ecuacion de Gom-
pertz

(c)

(d)

(e)

ar

dt

donde a y b son constantes.

=Plea—-blP),

(a) Halle P(¢) en la ecuacién de Gompertz.

(b) Si P(0) = Py > 0, dé una férmula para P(z) en
términos de a, b, Py y t.

(c) Describa el comportamiento de P(¢) cuando
t = + oo. [Sugerencia: Considere los casos para
b>0yb<0l].

La masa inicial de cierta especie de pez es 7 millones

de toneladas. Dicha masa, de dejarse sola, aumenta-

rfa a una razén proporcional a la masa, con una cons-
tante de proporcionalidad de 2/afio. Sin embargo, la

20.

21.

22.

Modelos matematicos y métodos numéricos que implican ecuaciones de primer orden

pesca comercial elimina una masa de peces a una ra-
zon constante de 15 millones de toneladas por afio.
(En qué momento se terminardn los peces? Si la razén
de pesca se modifica de modo que la masa de peces
permanezca constante, ;cudl deberia ser la razén?

Por consideraciones tedricas, se sabe que la luz de
cierta estrella debe llegar a la Tierra con una intensi-
dad I,. Sin embargo, la trayectoria de la luz desde la
estrella hasta la Tierra pasa por una nube de polvo,
con un coeficiente de absorcién de 0.1/afio luz. La
luz que llega a la Tierra tiene una intensidad 1/2 I,
(Cudl es el espesor de la nube de polvo? (La razén
de cambio de la intensidad de la luz con respecto del
espesor es proporcional a la intensidad. Un afio luz
es la distancia recorrida por la luz en un afio).

Una bola de nieve se funde de modo que la razén de
cambio en su volumen es proporcional al drea de su
superficie. Si la bola de nieve tenia inicialmente 4 pul-
gadas de didmetro y 30 minutos después tenfa 3 pulga-
das de didmetro, ;en qué momento tendrd un didmetro
de 2 pulgadas? Desde el punto de vista matemadtico,
,en qué momento desaparecerd la bola de nieve?

Suponga que la bola de nieve del problema 21 se
funde de modo que la razén de cambio en su didme-
tro es proporcional al drea de su superficie. Use los
mismos datos ya dados y determine el momento en
que su didmetro serd de 2 pulgadas. Desde el punto
de vista matematico, ;en qué momento desaparecerd
la bola de nieve?

En los problemas 23 a 27, suponga que la razon de
decaimiento de una sustancia radiactiva es proporcional
a la cantidad de sustancia presente. La vida media de una
sustancia radiactiva es el tiempo que tarda en desinte-
grarse la mitad de la sustancia.

23.

24.

25.

Si en un principio se tienen 50 g de una sustancia ra-
diactiva y después de 3 dias solo restan 10 g, ;qué
porcentaje de la cantidad original quedard después
de 4 dias?

Si en un principio se tienen 300 g de una sustancia
radiactiva y después de 5 afios restan 200 g, ;cudnto
tiempo deberd transcurrir para que sélo queden 10 g?

Con frecuencia, el fechado por carbono se usa para
determinar la edad de un f6sil. Por ejemplo, en una
cueva de Suddfrica se hallé un craneo humano junto
con los restos de una hoguera. Los arquedlogos
creen que la edad del crdneo sea igual a la edad de la
hoguera. Se ha determinado que sélo queda 2% de
la cantidad original de carbono 14 en los restos de ma-



26.
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dera en la hoguera. Estime la edad del crdneo, si la
vida media del carbono 14 es de aproximadamente
5600 afios.

Para ver lo sensible que puede ser la técnica de fecha-
do por carbono del problema 25,

(a) Vuelva aresolver el problema 25, suponiendo que
la vida media del carbono 14 es de 5550 afios.

(b) Vuelva a resolver el problema 25, suponiendo
que resta 3% de la masa original.

(c) Si cada una de las cifras de los incisos (a) y (b)
representa un error del 1% al medir los dos para-
metros (vida media y porcentaje de masa restan-
te), ¢,a cudl pardmetro es mds sensible el modelo?

Calentamiento y enfriamiento de edificios 101

27. Los tnicos is6topos de los elementos desconocidos

hohio e inercio (simbolos Hh e It) son radiactivos.
El hohio decae en el inercio con una constante de
decaimiento de 2/afio, y el inercio decae en el is6topo
radiactivo del bunkio (simbolo Bu) con una constan-
te de decaimiento de 1/afio. Una masa inicial de 1 kg
de hohio se coloca en un recipiente no radiactivo, sin
otras fuentes de hohio, inercio ni bunkio. ;{Qué can-
tidad de cada elemento habrd en el recipiente des-
pués de 7 afios? (La constante de decaimiento es la
constante de proporcionalidad en el enunciado de
que la razén de pérdida de masa del elemento en
cualquier instante es proporcional a la masa del ele-
mento en ese instante).

N3TS' CALENTAMIENTO Y ENFRIAMIENTO DE EDIFICIOS

Nuestro objetivo es formular un modelo matemdtico que describa el perfil de temperatura
dentro de un edificio durante 24 horas, como funcién de la temperatura exterior, el calor ge-
nerado dentro del edificio y el calefactor o el aire acondicionado. Con este modelo queremos
contestar las tres preguntas siguientes:

(a) (Cudnto tiempo tarda en cambiar esencialmente la temperatura del edificio?

(b) (Como varia la temperatura del edificio durante la primavera y el otofio, cuando no
se utiliza la calefaccion ni el aire acondicionado?

(¢) ({Cdémo varia la temperatura del edificio durante el verano, cuando se utiliza el aire
acondicionado, o durante el invierno, cuando se usa la calefaccion?

Un enfoque natural para modelar la temperatura dentro de un edificio es el uso del and-
lisis por compartimentos. Sea 7(¢) la temperatura dentro del edificio en el instante 7 y veamos
al edificio como un tinico compartimento. Entonces la razén de cambio en la temperatura
queda determinada por todos los factores que generan o disipan calor.

Tomaremos en cuenta tres factores principales que afectan la temperatura dentro del edi-
ficio. En primer lugar estd el calor generado por las personas, las luces y las mdquinas dentro
del edificio. Esto causa una razon de incremento en la temperatura que denotaremos por
H(r). En segundo lugar estd el calentamiento (o enfriamiento) proporcionado por la calefac-
cion (o el aire acondicionado). Esta razén de incremento (o decremento) en temperatura serd
representada por U(t). En general, la razén de calentamiento adicional H(#) y la razén de ca-
lefaccion (o enfriamiento) U(7) quedan descritas en términos de energia por unidad de tiem-
po (como las unidades térmicas britdnicas por hora). Sin embargo, al multiplicar por la
capacidad caldrica del edificio (en unidades de cambio de temperatura por unidad de energia
caldrica), podemos expresar las dos cantidades H(¢) y U(¢) en términos de temperatura por
unidad de tiempo.

El tercer factor es el efecto de la temperatura exterior M(z) sobre la temperatura dentro
del edificio. La evidencia experimental ha mostrado que este factor se puede modelar me-
diante la ley de enfriamiento de Newton. Esta ley establece que hay una razén de cambio
de la temperatura 7(¢) que es proporcional a la diferencia entre la temperatura exterior M(¢)
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y la temperatura interior 7(#). Es decir, la razén de cambio en temperatura del edificio debi-
daaM(r) es

K[M(r) = T(1)] .

La constante positiva K depende de las propiedades fisicas del edificio, como la cantidad
de puertas y ventanas y el tipo de aislamiento, pero K no depende de M, T o t. Por lo tanto,
cuando la temperatura exterior es mayor que la temperatura interior, M(z) — T(¢) > 0 y hay
un incremento en la temperatura del edificio debido a M(¢). Por otro lado, cuando la tempe-
ratura exterior es menor que la temperatura interior, entonces M(¢) — T(¢) < 0y la tempera-
tura del edificio disminuye.

En resumen, vemos que

ar

M L= KMl - 1] + HE) + UG
cuando la razén de calentamiento adicional H(7) siempre es no negativa y U(#) es positiva
para la calefaccion y negativa para el aire acondicionado. Un modelo mds detallado de la
dindmica de temperatura del edificio implicarfa mds variables para representar diversas tem-
peraturas en distintas habitaciones o zonas. Tal enfoque usarfa el andlisis por comparti-
mentos, donde las habitaciones serfan los distintos compartimentos (véanse los problemas
35-37, ejercicios 5.2).

Como la ecuacion (1) es lineal, se puede resolver mediante el método analizado en la sec-
cion 2.3. Al escribir (1) en la forma candnica

@ L0+ POT) = 0l
donde
Pi=K,

A3) Qle)=KM(s) + H(r) + U(1)

vemos que el factor integrante es

w(t) = exp(f](dt) = |

Para resolver (2), multiplicamos cada lado por ¢’ e integramos:

ek’rﬁ

L) + keS'Tl) = e

T(g) = JeK’Q(t}dr ic.
Al despejar T(7) se tiene
@ 10 = e—KffemQ(z)d; e

= e”’“{ JeK’[KM(t) + H(t) + Ul) ]dt + C} .
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Suponga que al final del dia (en el instante #;), cuando las personas salen del edificio, la tem-
peratura exterior permanece constante e igual a M, la razén de calentamiento adicional H
dentro del edificio se anula y la razén de uso del calefactor o el aire acondicionado U tam-
bién se anula. Determinar 7(z), dada la condicién inicial T(#y) = 7.

Con M = My, H= 0y U = 0, la ecuacion (4) se convierte en
T(r) = e {JeK‘KMU dr + C} = e MMy + C]

= M, + Ce ™%

Al hacer t = fy y usar el valor inicial 7, de la temperatura, vemos que la constante C es
(Ty — My)exp(Kty). Por lo tanto,

(5) T(I) = M() + (T'() — M())E’ _K(I—ll)) . m

Cuando M, < T, la solucién en (5) decrece de manera exponencial a partir de la tempera-
tura inicial 7, hasta la temperatura final M. Para determinar el tiempo que tarda la tempe-
ratura en cambiar “esencialmente”, considere la sencilla ecuacién lineal dA/dt = —aA,
cuyas soluciones tienen la forma A(r) = A(0)e” *. Cuando r — +oo, la funcién A(t) decae
en forma exponencial (e > 0) o crece de manera exponencial (o < 0). En cualquier caso, el
tiempo que tarda A(7) en cambiar de A(0) a A(0)/e (= 0.368 A(0)) es justamente 1/, pues

A(&) = A(0)e ) = %0) :

La cantidad 1/|a/, que no depende de A(0), es la constante de tiempo para la ecuacion.
Para las ecuaciones lineales de la forma mds general dA/dt = —aA + g(t), nos referimos de
nuevo a 1/|a| como la constante de tiempo.

De regreso al ejemplo 1, vemos que la temperatura 7(¢) satisface la ecuacién

dr a1 — M)
E[r) = — KT(1) + KM, , —

()= —K[T(0) - Mo] .
donde M, es una constante. En cualquier caso, la constante de tiempo es justamente 1/K, lo
que representa el tiempo que tarda la diferencia de temperaturas 7 — M, en cambiar de 7, — M,
a(Ty — M,)/e. También decimos que 1/K es la constante de tiempo para el edificio (sin ca-
lefaccion o aire acondicionado). Un valor tipico para la constante de tiempo de un edificio es
de 2 a 4 horas, pero esta constante de tiempo puede ser menor si las ventanas estdn abiertas o
si existe un ventilador de aire. También puede ser mayor si el edificio estd bien aislado.

En el contexto del ejemplo 1, podemos usar el concepto de constante de tiempo para res-
ponder nuestra pregunta inicial (a): la temperatura del edificio cambia de manera exponencial,
con una constante de tiempo igual a 1/K. Una respuesta a la pregunta (b) acerca de la tempe-
ratura dentro del edificio durante la primavera o el otofio estd dada en el siguiente ejemplo.

Determinar la temperatura del edificio 7(z) si la razén de calentamiento adicional H(t) es
igual a la constante Hy, no hay calentamiento ni enfriamiento (U(z) = 0) y la temperatura
exterior M varfa como una onda senoidal en un periodo de 24 horas, con un minimo en r = 0
(medianoche) y un mdximo en r = 12 (mediodia). Es decir,

M(t) = My — B cos ot ,
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SOLUCION

donde B es una constante positiva, M, es la temperatura exterior promedio y w = 27/24 =
/12 radianes/hora. (Esto podria ocurrir durante la primavera o el otofio cuando no hay cale-
factor ni aire acondicionado).

La funcion Q(7) en (3) es ahora
0(t) = K(My — B cos wt) + Hy .
Al hacer By = M, + H,/K, podemos escribir Q como
(6) 0O(t) = K(My — B cos wt) ,
donde KB representa el valor promedio diario de Q(#); es decir,

1 24
24 ),

Cuando la funcidn de forzamiento Q(¢) en (6) se sustituye en la expresién para la temperatu-
ra en la ecuacidn (4), el resultado (después de integrar por partes) es

Tt} =e K U eX(KBy, — KBcos wdt + C

(7 T(t) = By — BF(1) + Ce™ |
donde

 coswt + (w/K)sen wr
)= 1+ (w/K)?

Elegimos la constante C de modo que en medianoche (¢ = 0), el valor de temperatura 7 sea
igual a cierta temperatura inicial 7},. Asf,

b
C=T,— By+BF(0)=T, — By + T (/KR

Observe que el tercer término de la solucidn (7) que implica a la constante C tiende a cero
de manera exponencial. El término constante By en (7) es igual a M, + H,/K y representa la
temperatura promedio diaria dentro del edificio (despreciando el término exponencial). Cuando
no hay una razén de calentamiento adicional dentro del edificio (Hy = 0), esta temperatura pro-
medio es igual a la temperatura exterior promedio M. El término BF(¢) en (7) representa la va-
riacion senoidal de la temperatura dentro del edificio correspondiente a la variacién de la
temperatura en el exterior. Como F(7) se puede escribir en la forma

@®) F(r) =[1+ (0/K)*]""?cos(wr — ¢) ,

donde tan ¢ = w/K (véase el problema 16), la variacién senoidal dentro del edificio se retra-
sa con respecto de la variacion en el exterior por ¢/ w horas. Ademds, la magnitud de la varia-
cién dentro del edificio es ligeramente menor, por un factor de [1 + (w/K)?*]™"/?, que la
variacion en el exterior. La frecuencia angular de variacion w es 27r/24 radianes/hora (que es
aproximadamente 1/4). Los valores usuales para la razén adimensional w/K estdn entre 1/2
y 1. Para este rango, el retraso entre la temperatura interior y la exterior es aproximadamente
de 1.8 a 3 horas y la magnitud de la variacién interior estd entre 89 y 71% de la variacién en
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Figura 3.6 Variacion de temperatura dentro y fuera de un edificio sin calefaccion

el exterior. La figura 3.6 muestra la variacién senoidal de 24 horas de la temperatura exterior
para un dia moderado tipico asi como las variaciones de temperatura dentro del edificio para
una razén adimensional /K de la unidad, que corresponde a una constante de tiempo 1/K de
aproximadamente 4 horas. Al trazar esta tltima curva, hemos supuesto que el término expo-
nencial ha desaparecido.

Supdngase que en el edificio del ejemplo 2 se instala un termostato sencillo que se utiliza pa-
ra comparar la temperatura real dentro del edificio con una temperatura deseada 7). Si la
temperatura real es menor que la temperatura deseada, el calefactor comienza a funcionar y
en caso contrario se desconecta. Si la temperatura real es mayor que la temperatura deseada,
el aire acondicionado comienza a enfriar y en caso contrario se desconecta. (En la préctica,
hay una cierta zona muerta alrededor de la temperatura deseada en donde la diferencia de
temperaturas no es suficiente para activar el termostato, pero que ignoraremos en este caso).
Si la cantidad de calentamiento o enfriamiento es proporcional a la diferencia de temperatu-
ra; es decir,

U(r) = Ky[Tp = T(1)]
donde K, es la constante de proporcionalidad (positiva), determinar 7(z).
Si el control proporcional U(t) se sustituye directamente en la ecuacién diferencial (1) para

la temperatura del edificio, obtenemos

dT(r)
) —— = K[M() - T()] + 2 + K[ Tp — T()] -
Al comparar la ecuacion (9) con la ecuacion diferencial lineal de primer orden (2) vemos
que para este ejemplo, la cantidad P es igual a K + K, mientras que la cantidad Q(7) que re-
presenta la funcién de forzamiento incluye a la temperatura deseada 7. Es decir,

P=K+ KU s
Q@) = KM(e) + H(t) + KT .



106

Capitulo 3 Modelos matematicos y métodos numéricos que implican ecuaciones de primer orden

Cuando la razén de calentamiento adicional es una constante H, y la temperatura exterior M
varia como una onda senoidal sobre un periodo de 24 horas de la misma forma que en el
ejemplo 2, la funcién de forzamiento es

0O(t) = K(My — Bcos wt) + Hy + KyTp .

La funcién Q(r) tiene un término constante y un término coseno, como en la ecuacién (6).
Esta equivalencia es mds evidente al sustituir

10) 0O(t) = K{(B, — By cos wt) ,

donde
2 T
wz:ﬁzﬁ’ Kli:K+K{},
._ KUTD + KMO + Ho ._ BK
ay B, = X Com=g

Las expresiones para la constante P y la funcién de forzamiento Q(#) de la ecuacién
(10) son iguales a las expresiones del ejemplo 2, excepto que las constantes K, By y B se
reemplazan, respectivamente, por las constantes K, B, y By. Por lo tanto, la solucion de la
ecuacion diferencial (9) serd la misma que la solucién de temperatura del ejemplo 2, excepto
que se modifican los tres términos constantes. Asf,

(12) T(l) = 32 - BlFl(t) + Cexp(—Klt) 5
donde

__cos wl + (w/K Jsenwi
M= T T ey

Elegimos la constante C de modo que en el instante + = O el valor de la temperatura T es
igual a T,. Asf,

C:TO_B2+BIF1(O). |

En el ejemplo anterior, la constante de tiempo para la ecuacién (9) es 1/P = 1/K;, don-
de K|, = K + K. En este caso, 1/K; se conoce como la constante de tiempo con calefac-
cion y aire acondicionado. Para un sistema tipico de calefaccion y aire acondicionado, K,
es un poco menor que 2; para un edificio comun, la constante K estd entre 1/2 y 1/4. Por lo
tanto, la suma da un valor de K, cercano a 2, y la constante de tiempo para el edificio con ca-
lefaccion y aire acondicionado es cercana a 1/2 hora.

Al activar la calefaccién o el aire, se necesitan casi 30 minutos para que el término expo-
nencial de (12) desaparezca. Si despreciamos este término exponencial, la temperatura pro-
medio dentro del edificio es B,. Como K; es mucho mayor que K y H, es pequefo, (11)
implica que B, es cercana a Tp, la temperatura deseada. En otras palabras, después de un pe-
riodo de tiempo, la temperatura dentro del edificio es cercana a T, con una pequefia variacion
senoidal. (La temperatura promedio M, y la razén de calentamiento adicional H,, tienen s6lo
un efecto pequefio). Asi, para ahorrar energia, el sistema de calefaccion y aire acondicionado
debe apagarse durante la noche. Al encenderse en la mafiana, se necesitardn aproximadamen-
te 30 minutos para que el interior del edificio alcance la temperatura deseada. Estas observa-
ciones proporcionan una respuesta a la pregunta (c), en relacién con la temperatura dentro del
edificio durante el verano y el invierno, pregunta planteada al inicio de esta seccion.
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La hipdtesis establecida en el ejemplo 3, en el sentido de que la cantidad de calenta-
miento o enfriamiento es U(¢) = Ky[Tp — T(¢)] no siempre es adecuada. La usamos aqui y
en los ejercicios para ilustrar el uso de la constante de tiempo. Los lectores mds audaces po-
drfan experimentar con otros modelos para U(t), en particular si disponen de las técnicas nu-
méricas analizadas en las secciones 3.6 y 3.7. El proyecto E de la pdgina 147 analiza la
regulacion de la temperatura con controladores de razon fija.

1. Una taza de café caliente, inicialmente a 95°C, se

enfria hasta 80°C en 5 minutos, al estar en un cuarto
con temperatura de 21°C. Use sdlo la ley de enfria-
miento de Newton y determine el momento en que la
temperatura del café estard a unos agradables 50°C.
. Una cerveza fria, inicialmente a 35°F, se calienta
hasta 40°F en 3 minutos, estando en un cuarto con
temperatura 70°F. ; Qué tan caliente estard la cerveza
si se deja ahi durante 20 minutos?

. Un vino blanco a la temperatura ambiental de 70°F
se enfria en hielo (32°F). Si se necesitan 15 minutos
para que el vino se enfrie hasta 60°F, ; cudnto tiempo
se necesita para que el vino llegue a los 56°F?

. Un vino tinto se saca de la cava, donde estaba a 10°C
y se deja respirar en un cuarto con temperatura de
23°C. Si se necesitan 10 minutos para que el vino
llegue a los 15°C, ;en qué momento llegard la tem-
peratura del vino a los 18°C?

. Era el mediodia en un frio dia de diciembre en Tampa:
16°C. El detective Taylor llegé a la escena del crimen
para hallar al sargento sobre el caddver. El sargento
dijo que habia varios sospechosos. Si supieran el mo-
mento exacto de la muerte, podrian reducir la lista de
sospechosos. El detective Taylor sacé un termémetro
y midio la temperatura del cuerpo: 34.5°C. Luego sa-
li6 a comer. Al regresar, a la 1:00 p.m., hall6 que la
temperatura del cuerpo era de 33.7°C. ;En qué mo-
mento ocurri6 el asesinato? [Sugerencia: La tempera-
tura normal del cuerpo es de 37°C].

. En una fresca mafana de sdbado, mientras las perso-
nas trabajaban en el interior, el calefactor mantiene
la temperatura interior del edificio en 21°C. A me-
diodfa, el aparato se apaga y los empleados se van a ca-
sa. La temperatura exterior es constante e igual a
12°C durante el resto de la tarde. Si la constante de
tiempo para el edificio es de 3 horas, ;jen qué mo-
mento llegard la temperatura del edificio a 16°C? Si
algunas ventanas se dejan abiertas y la constante de
tiempo se reduce a 2 horas, ;en qué momento llegara
la temperatura interior a 16°C?

7.

10.

En una calurosa mafana de sdbado, cuando las per-
sonas trabajan dentro del edificio, el aire acondicio-
nado mantiene la temperatura interior en 24°C. A
mediodfa, el aire acondicionado se apaga y las per-
sonas se van a casa. La temperatura exterior es cons-
tante e igual a 35°C durante el resto de la tarde. Si la
constante de tiempo del edificio es de 4 horas, ;cudl
serd la temperatura dentro del edificio a las 2:00 p.m.?
Y alas 6:00 p.M.? ;En qué momento llegard la tem-
peratura interior del edificio a 27°C?

. Una cochera sin calefaccion ni aire acondicionado

tiene una constante de tiempo de 2 horas. Si la tem-
peratura exterior varfa como una onda senoidal con
un minimo de 50°F a las 2:00 A.M. y un médximo de
80°F a las 2:00 p.M., determine los instantes en que el
edificio alcanza sus temperaturas maxima y minima,
suponiendo que el término exponencial se extingue.

. Se va a construir un almacén sin calefaccion ni aire

acondicionado. Segtin la cantidad de aislamiento, la
constante de tiempo para este edificio puede variar
de 1 a 5 horas. Para ilustrar el efecto del aislamiento
sobre la temperatura dentro del almacén, suponga
que la temperatura exterior varfa como una onda se-
noidal, con un minimo de 16°C a las 2:00 A.M. y un
mdximo de 32°C a las 2:00 p.M. Suponiendo que el
término exponencial (que implica la temperatura ini-
cial 7)) se ha extinguido, ;cudl es la temperatura mi-
nima dentro del edificio, si la constante de tiempo es
1 hora? ;Y si la constante de tiempo es 5 horas?
(Cudl es la mdxima temperatura dentro del edificio
si la constante de tiempo es 1 hora? ;Y sies 5 horas?
Un lunes temprano por la mafiana, la temperatura en
la sala de lectura ha descendido hasta 40°F, igual a la
temperatura exterior. A las 7:00 A.M., el conserje en-
ciende el calefactor con el termostato puesto en 70°F.
La constante de tiempo para el edificio es 1/K = 2
horas y la constante de tiempo para el edificio junto
con su sistema de calentamiento es 1/K; = 1/2 hora.
Suponiendo que la temperatura exterior permanece
constante, ;cudl serd la temperatura dentro de la sala
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11.

12.

13.
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de lectura a las 8:00 A.M.? {En qué momento llegard
la temperatura dentro de la sala a 65°F?

Durante el verano, la temperatura dentro de una ca-
mioneta llega a 55°C, mientras que en el exterior es
constante e igual a 35°C. Cuando la conductora en-
tra a la camioneta, enciende el aire acondicionado
con el termostato en 16°C. Si la constante de tiempo
para la camioneta es 1/K = 2 horas y para la camio-
neta con el aire acondicionado es 1/K; = 1/3 hora,
(en qué momento llegard la temperatura dentro de la
camioneta a los 27°C?

Dos amigos se sientan a platicar y disfrutar una taza de
café. Al servir el café, el amigo impaciente agrega
de inmediato una cucharada de crema a su café. El
amigo relajado espera 5 minutos antes de afladir una
cucharada de crema (que se ha mantenido a tempe-
ratura constante). Es entonces cuando ambos co-
mienzan a tomar el café. ;Quién tiene el café mds
caliente? Suponga que la crema estd mds fria que el
aire y use la ley de enfriamiento de Newton.

Un sistema de calentamiento de agua mediante ener-
gfa solar consta de un tanque de agua caliente y un
panel solar. El tanque estd bien aislado y tiene una
constante de tiempo de 64 horas. El panel solar gene-
ra 2000 Btu/hora durante el dia, y el tanque tiene una
capacidad caldrica de 2°F por mil Btu. Si el agua en

NS™A" MECANICA DE NEWTON

14.

15.

16.
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el tanque estd inicialmente a 110°F y la temperatura
del cuarto donde estd el tanque es de 80°F, ;cudl serd
la temperatura en el tanque después de 12 horas de
luz solar?

En el problema 13 se usa ahora un tanque mds gran-
de con una capacidad caldrica de 1°F por mil Btu y
una constante de tiempo de 72 horas (con los demds
factores idénticos). ;Cudl serd la temperatura en el
tanque después de 12 horas?

La ley de Stefan para la radiacion establece que la ra-
z6n de cambio de la temperatura de un cuerpo a 7' gra-
dos Kelvin en un medio que estd a M grados Kelvin es
proporcional a M* — T*. Es decir,

AT iagt _
dr—k(M ™,

donde k es una constante positiva. Resuelva esta
ecuacion mediante separacion de variables. Expli-
que por qué las leyes de Newton y Stefan son casi
iguales cuando T es cercana a M y M es constante.
[Sugerencia: Factorice M* — T*].

Muestre que C; cos wt + C, sen wt se puede escribir
en la forma A cos(wt — ¢), donde A = \/C] + C3

y tan ¢ = C,/C,. [Sugerencia: Use una identidad tri-
gonométrica comun, con C; = A cos ¢, C, = A
sen ¢]. Use este hecho para verificar la representa-
cién alternativa (8) de F(¢) analizada en el ejemplo 2.

La mecanica es el estudio del movimiento de los objetos y el efecto de las fuerzas que ac-
tdan sobre tales objetos. Es la base de varias ramas de la fisica y la ingenieria. La mecanica
de Newton, o clasica, trata del movimiento de los objetos comunes, es decir, de los objetos
que son grandes en comparacién con un dtomo y lentos en comparacion con la velocidad de
la luz. Un modelo de la mecdnica de Newton se puede basar en las leyes del movimiento

de Newton: "

1. Cuando un cuerpo se sujeta a una fuerza externa resultante nula, éste se mueve a

velocidad constante.

2. Cuando un cuerpo se sujeta a una o mds fuerzas externas, la razén de cambio tem-
poral del momento del cuerpo es igual a la suma vectorial de las fuerzas externas

que actdan sobre €l.

Para un andlisis de las leyes de movimiento de Newton, véase University Physics, 10a. edicion, por F. W. Sears,
M. W. Zemansky y H. D. Young (Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Mass., 1999).
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3. Cuando un cuerpo interactia con otro, la fuerza del primer cuerpo sobre el segun-
do es igual en magnitud, pero opuesta en direccion, a la fuerza del segundo cuerpo
sobre el primero.

Los resultados experimentales obtenidos durante mds de dos siglos verifican que estas
leyes son extremadamente Utiles para el estudio del movimiento de los objetos comunes en
un marco de referencia inercial, es decir, un marco de referencia en donde un cuerpo no
perturbado se mueve con velocidad constante. La segunda ley de Newton, que s6lo se aplica
a marcos de referencia inerciales, nos permite formular las ecuaciones de movimiento para
un cuerpo. Podemos expresar la segunda ley de Newton como

P _ toxv)

- = riLx v,

dr

donde F(x, 1, v) es la fuerza resultante sobre el cuerpo en el instante z, posicién x y velocidad
vy p(r) es el momento del cuerpo en el instante 7. El momento es el producto de la masa del
cuerpo y su velocidad, es decir,

p() = mu(t) .

de modo que podemos expresar la segunda ley de Newton como

€)) m(i,—I; = ma = F(t, X, v) )
donde a = dv/dt es la aceleracion del cuerpo en el instante ¢.

Por lo general, uno sustituye v = dx/dt en vez de la velocidad en (1) y obtiene una ecua-
cion diferencial de segundo orden en la variable dependiente x. Sin embargo, en esta seccion
nos centraremos en situaciones donde la fuerza F no depende de x. Esto nos permite conside-
rar (1) como una ecuacion de primer orden

dv
2 m—- = F(t, v
@ =)
env(r).
Para aplicar las leyes de movimiento de Newton a un problema en mecdnica, el siguien-
te procedimiento general puede ser ttil.

PROCEDIMIENTO PARA MODELOS NEWTONIANOS

(a) Determine fodas las fuerzas importantes que actien sobre el objeto en estudio.
Es util trazar un sencillo diagrama del objeto que muestre estas fuerzas.

(b) Elija un eje de coordenadas adecuado en el cual represente el movimiento del
objeto y las fuerzas que actian sobre €l. Recuerde que este sistema de coordena-
das debe ser un marco de referencia inercial.

(c) Aplique la segunda ley de Newton expresada en la ecuacion (2) para determinar
las ecuaciones de movimiento del objeto.

En esta seccion expresaremos la segunda ley de Newton en uno de dos sistemas de uni-
dades: el U.S. Customary System (sistema inglés) o el sistema metro-kilogramo-segundo
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EJEMPLO 1

SOLUCION

(MKS). Las diversas unidades en estos sistemas se resumen en la tabla 3.2, junto con valores
aproximados para la aceleracidn gravitacional (en la superficie de la Tierra).

TABLA 3.2 UNIDADES MECANICAS EN LOS SISTEMAS
INGLES Y MKS

Unidad Sistema inglés Sistema MKS
Distancia pies (ft) metros (m)
Masa slugs kilogramos (kg)
Tiempo segundos (s) segundos (s)
Fuerza libras (Ib) newtons (N)

g (Tierra) 32 pies/s® 9.81 m/s*

Un objeto de masa m recibe una velocidad inicial hacia abajo v, y se le permite caer bajo la
influencia de la gravedad. Si la fuerza gravitacional es constante y la fuerza debida a la resis-
tencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto, determinar la ecuacién de movi-
miento para este objeto.

Hay dos fuerzas actuando sobre el objeto: una fuerza constante debida al empuje hacia abajo
de la gravedad y una fuerza debida a la resistencia del aire que es proporcional a la velocidad
del objeto y actian en forma opuesta al movimiento del objeto. Por lo tanto, el movimiento del
objeto se realizard a lo largo de un eje vertical. En este eje, elegimos el origen como el punto
donde el objeto fue lanzado inicialmente y definimos x(#) como la distancia que ha caido el
objeto hasta el instante ¢ (véase la figura 3.7).

Las fuerzas que actian sobre el objeto a lo largo de este eje se pueden expresar como si-
gue. La fuerza debida a la gravedad es

F,=mg,

donde g es la aceleracion debida a la gravedad en la superficie de la Tierra (véase la tabla
3.2). La fuerza debida a la resistencia del aire es

Fy = —bv(),

t=0
X(t)—lr F, = —-buv()
t

Fy=mg

Figura 3.7 Fuerzas sobre un objeto que cae
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donde b(> 0) es la constante de proporcionalidad’ y el signo negativo estd presente debido a
que la resistencia del aire actda en forma opuesta al movimiento del objeto. Por lo tanto, la
fuerza neta que actua en el objeto (véase la figura 3.7) es

A3 F=F +F,=mg — buv(r).

Ahora aplicamos la segunda ley de Newton sustituyendo (3) en (2) para obtener

mgy— = mg — bv .

ot

Como la velocidad inicial del objeto es vy, un modelo para la velocidad del cuerpo que cae
se expresa mediante el problema con valor inicial

@) m% =mg — bu , v{0) = vy ,

donde g y b son constantes positivas.

El modelo (4) es el mismo que el obtenido en la seccidn 2.1. Al usar separacion de va-
riables o el método de la seccidn 2.3 para ecuaciones lineales, obtenemos

5) vit) = ™ (vo - ";;g)e_”‘/"' ;

Como hemos considerado que x = 0 cuando ¢ = 0, podemos determinar la ecuacién de
movimiento del objeto integrando v = dx/dt con respecto de z. Asi, de (5) obtenemos

= = % — E . E —br/m
x(1) Jv(t)dt P (UU 3 )e +c,

y haciendo x = 0 cuando ¢ = 0, tenemos

0= m mg N
T p\" T “o

Por lo tanto, la ecuacion de movimiento es

(6) x(t) = %t + J':(vo - %)(1 - e“”‘/’") . m

En la figura 3.8 de la pdgina 112 hemos bosquejado las gréficas de la velocidad y la
posicién como funciones de ¢. Observe que la velocidad v(r) tiende a la asintota horizontal

Las unidades de b son Ib-s/pie en el sistema inglés y N-s/m en el sistema MKS.
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=z
=
-
-~ - 2
t - m, m m
*©) P x= 18 ——2g+ -
P b b b
-~
-~
- t t
0 Velocidad 0 Posicion

Figura 3.8 Grdficas de la posicion y la velocidad de un cuerpo que cae, cuando vy < mg/b

v = mg/b cuando r — +00 y que la posicién x(#) tiende en forma asintética a la recta

2
" s m
x=—gr——zg+—vﬂ
b b b

cuando 7 — +oo. El valor mg/b de la asintota horizontal para v(z) es la velocidad limite, o
terminal, del objeto, y, de hecho, v = mg/b = constante es una solucién de (4). Como las
dos fuerzas estdn en equilibrio, la llamamos una solucion de “equilibrio”.

Observe que la velocidad terminal depende de la masa pero no de la velocidad inicial
del objeto; la velocidad de cualquier cuerpo en caida libre tiende al valor limite mg/b. Los
objetos mds pesados realmente caen, en presencia de friccidn, mds rdpido que los ligeros,
pero para un objeto dado, la velocidad terminal es la misma, sin importar que se lance hacia
arriba o hacia abajo, o que simplemente se lance desde el reposo.

Ahora que hemos obtenido la ecuacién de movimiento para un objeto que cae con resis-
tencia del aire proporcional a v, podemos responder varias preguntas.

Un objeto de masa 3 kg se libera desde el reposo a 500 m sobre el piso y se le permite caer
bajo la influencia de la gravedad. Suponga que la fuerza gravitacional es constante, con g =
9.81 m/s? y que la fuerza debida a la resistencia del aire es proporcional a la velocidad
del objeto’ con constante de proporcionalidad b = 3 N-s/m. Determinar el momento en que
el objeto golpeard el suelo.

Podemos usar el modelo analizado en el ejemplo 1, convy =0,m =3,b =3y g = 9.81. De
(6), la ecuacion de movimiento en este caso es

(3)(9.81)  (37(9.81)
.
3 (a7

(1) = (1 —e ¥ = (981 — (9.81)(1 — &™) .

Como el objeto se libera a 500 m sobre el piso, podemos determinar el momento en que el

Los efectos de modelos de resistencia del aire mds sofisticados (como una ley cuadritica de arrastre) se analizan de
manera numérica en los ejercicios 3.6, problema 20.
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objeto golpea el suelo haciendo x(7) = 500 y despejando z. Asf, escribimos

500 = (9.81)¢ — 9.81 + (9.81)e ™

_, _ 50981
981

tt+e =35197,

donde hemos redondeado los cdlculos a dos cifras decimales. Por desgracia, esta ecuacién
no se puede resolver de manera explicita en términos de 7. Podriamos tratar de aproximar ¢
mediante el método de aproximacion de Newton (véase el apéndice A), pero en este caso, no
es necesario. Como ¢’ serd muy pequefio para  cercano a 51.97 (¢ 17 = 107%2), simple-
mente ignoramos el término e’ y obtenemos como aproximacién ¢ = 51.97 segundos. m

Una paracaidista cuya masa es de 75 kg se arroja desde un helicéptero que vuela a 4000 m
sobre el suelo y cae hacia la tierra bajo la influencia de la gravedad. Suponga que la fuerza
gravitacional es constante. Suponga ademds que la fuerza debida a la resistencia del aire es
proporcional a la velocidad de la paracaidista, con la constante de proporcionalidad b; =
15 N-s/m cuando el paracaidas se abre y con constante b, = 105 N-s/m cuando el paracai-
das se cierra. Si el paracaidas no se abre sino hasta 1 minuto después de que la paracaidista
deja el helicéptero, ;después de cudntos segundos tocard el suelo?

Sélo nos interesa el momento en que la paracaidista toca el suelo, no el lugar. Asf, sélo consi-
deramos el componente vertical de su descenso. Para esto, necesitamos usar dos ecuaciones:
una para describir el movimiento antes de abrir el paracaidas y la otra para aplicarse después
de abrirlo. Antes de abrirse el paracaidas, el modelo es igual al del ejemplo 1, con vy = 0,
m=75kg, b =b, = 15N-s/my g = 9.81 m/s> Six(t) es la distancia de caida de la para-
caidista durante 7 segundos y v, = dx,/dt, entonces al sustituir esto en las ecuaciones (5) y
(6), tenemos

v, (1) = W(l _ e—(ls/?s).r)

= (49.05)(1 — %),

() = (75)1(2.81)[ _ (75()123.281) (1 — e~055)
49,051 — 245.25(1 — %) |

I

Por lo tanto, después de un minuto, cuando ¢ = 60, la paracaidista estd cayendo a razon de
i (60) = (49.05)(1 — &%) = 49,05 m/s

y ha caido
x,(60) = (49.05)(60) — (245.25)(1 — €% %) = 269775 m .

(En éstos y otros cdlculos de este problema, redondeamos nuestras respuestas a dos cifras deci-
males).
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W T

2697.75 l
5\\ I/ El paracaidas se abre
.ﬁ_/_—__.l_——— x,(0) =0 en x,(60)
r=0 x,(T)
1302.25 l

Figura 3.9 La caida de la paracaidista

Ahora, al abrirse el paracaidas, la paracaidista estd a 4000 — 2697.75, 0 1302.25 metros
sobre el suelo y viaja a una velocidad de 49.05 m/s. Para determinar la ecuacién de movi-
miento después de abrirse el paracaidas, sea x,(7) la posicion de la paracaidista T segundos
después de abrirse el paracaidas (de modo que 7 = t — 60), al hacer x,(0) = 0 en x;(60)
(véase la figura 3.9). Ademds, suponga que la velocidad inicial de la paracaidista después de
abrir el paracaidas es igual a la velocidad final antes de abrirse; es decir, x;(0) = x{(60) =
49.05 m/s. Como las fuerzas que actdan sobre la paracaidista son las mismas que actian so-
bre el objeto del ejemplo 1, de nuevo podemos usar las ecuaciones (5) y (6). Con vy = 49.05,
m=75b=>b, =105y g = 9.81, tendremos de (6) que

(75)(9.81) 75 {75)(9.81) ~(108/75)7
0(T) = a5 T + 55| 4905 = ——g5— | (1 = 7]

=7.01T + 30.03(1 — e "'} .

Para determinar el momento en que la paracaidista llega al suelo, hacemos x,(T) =
1302.25, la altura a la que estaba la paracaidista al abrir su paracaidas. Esto da como resultado

7.01T + 30.03 — 30.03¢™ 4T = 1302.25
)] T—428¢ 4T — 18149 =0.

De nuevo, no podemos despejar a 7 en forma explicita. Sin embargo, observe que e~ 4" es

muy pequefio para 7 cercana a 181.49, de modo que ignoramos el término exponencial y ob-
tenemos 7= 181.49. Por lo tanto, la paracaidista golpeard el suelo 181.49 segundos después
de abrir el paracaidas, o 241.49 segundos después de arrojarse desde el helicoptero. m

En el cdlculo para T en la ecuacién (7), vimos que el término exponencial e~ 7 podia
despreciarse. En consecuencia, ignorando el término exponencial correspondiente en la
ecuacion (5), vemos que la velocidad de la paracaidista al momento del impacto es

mg (75){0.81)

by = 103 =701 m/s |,

que es la velocidad limite para su caida con el paracaidas abierto.
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En algunas situaciones, la fuerza de arrastre resistente sobre un objeto es proporcional a una
potencia de lvl con exponente distinto de 1. Entonces, cuando la velocidad es positiva, la se-
gunda ley de Newton para un objeto en caida se generaliza como

®  om= =mg—bv,
donde m y g tienen su interpretacion usual y b (>>0) y el exponente r son constantes experi-
mentales. [Mds en general, la fuerza de arrastre seria —blvl" signo(v)]. Exprese la solucién a
(8) parael casor = 2.

La solucién de equilibrio (positiva), con las fuerzas balanceadas, es v = vy = V mg/b. En
caso contrario, escribimos (8) como v’ = b(v§ — v*)/m, una ecuacién separable que podemos
resolver usando fracciones parciales o las tablas de integrales en el forro:

y después de un poco de dlgebra,
c; — 672vobt/m

V=Vy 5. -
c; + e 2vobt/m

dv 1 vy + v b
ﬁ=—ln E— ——[+Cl,
UO_U Z/UO 1)0—1)
vy + v

_6282vnbt/m
vo_v

Aqui, c3 = ¢, signo[(v, + v)/(vy — v)] queda determinada por las condiciones iniciales. De
nuevo, vemos que v tiende a la velocidad terminal v, cuando r — co.

A menos que se indique lo contrario, en los siguientes pro- 3.
blemas suponemos que la fuerza gravitacional es constan-
te, con g =9.81 m/s* en el sistema MKS 'y g = 32 pies/s’
en el sistema inglés.
1. Un objeto de masa 5 kg se libera desde el reposo a
1000 m sobre el suelo y se le permite caer bajo la in-
fluencia de la gravedad. Suponiendo que la fuerza .= 4.
debida a la resistencia del aire es proporcional a la ve-
locidad del objeto, con constante de proporcionalidad
b = 50 N-s/m, determine la ecuacién de movimiento
del objeto. ;Cudndo tocard el objeto al suelo? 5

2. Un objeto de 400 libras se libera desde el reposo a
500 pies sobre el suelo y se le permite caer bajo la
influencia de la gravedad. Suponiendo que la fuerza
en libras debida a la resistencia del aire es —10v,
donde v es la velocidad del objeto en pies/s, determi-
ne la ecuacion de movimiento del objeto. ;En qué
momento tocard el objeto al suelo?

Si el objeto del problema 1 tiene una masa de 500 kg
en vez de 5 kg, ;cudndo tocard al suelo? [Sugeren-
cia: En este caso, el término exponencial es dema-
siado grande como para ignorarlo. Use el método de
Newton para aproximar el instante 7 en que el objeto
golpea el suelo (véase el apéndice A)].

Si el objeto del problema 2 se libera desde el reposo
a 30 pies sobre el suelo en vez de 500 pies, ;cudndo
golpeard el suelo? [Sugerencia: Utilice el método de
Newton para hallar 7].

. Un objeto de masa 5 kg recibe una velocidad inicial

hacia abajo de 50 m/s y luego se le permite caer bajo
la influencia de la gravedad. Suponga que la fuerza en
newtons debida a la resistencia del aire es —10v, don-
de v es la velocidad del objeto en m/s. Determine la
ecuacion de movimiento del objeto. Si el objeto estd
inicialmente a 500 m sobre el suelo, determine el mo-
mento en que el objeto golpeard el suelo.
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Un objeto de masa 8 kg recibe una velocidad inicial
hacia arriba de 20 m/s y luego se le permite caer bajo
la influencia de la gravedad. Suponga que la fuerza en
newtons debida a la resistencia del aire es —16v, don-
de v es la velocidad del objeto en m/s. Determine la
ecuacion de movimiento del objeto. Si el objeto estd
en un principio a 100 m sobre el suelo, determine el
momento en que el objeto golpeard el suelo.

. Una paracaidista cuya masa es de 75 kg se arroja de

un helicoptero que vuela a 2000 m sobre el suelo y
cae hacia éste bajo la influencia de la gravedad. Su-
ponga que la fuerza debida a la resistencia del aire es
proporcional a la velocidad de la paracaidista, con la
constante de proporcionalidad b; = 30 N-s/m cuando
el paracaidas estd cerrado y b, = 90 N-s/m cuando se
abre. Si el paracaidas no se abre hasta que la veloci-
dad de la paracaidista es de 20 m/s, ;después de cudn-
tos segundos llegard ella al suelo?

. Un paracaidista cuya masa es de 100 kg se arroja de un

helicéptero que vuela a 3000 m sobre el suelo y cae
bajo la influencia de la gravedad. Suponga que la
fuerza debida a la resistencia del aire es proporcional
a la velocidad del paracaidista, con la constante de
proporcionalidad b; = 20 N-s/m cuando el paracaidas
estd cerrado y b, = 100 N-s/m cuando se abre. Si el
paracaidas no se abre hasta 30 segundos después de
que el paracaidista sale del helicéptero, ;después
de cudntos segundos llegard €l al suelo? Si el paracai-
das no se abre hasta 1 minuto después de que el para-
caidista sale del helicoptero, ;después de cudntos
segundos llegard €l al suelo?

. Un objeto con masa de 100 kg se lanza desde el re-

poso de una lancha hacia el agua y se deja hundir.
Aunque la gravedad jala el objeto hacia abajo, una
fuerza de flotacién de 1/40 veces el peso del objeto
lo empuja hacia arriba (peso = mg). Si suponemos
que la resistencia del agua ejerce sobre el objeto una
fuerza proporcional a la velocidad del objeto, con
constante de proporcionalidad 10 N-s/m, determine
la ecuacion de movimiento del objeto. ;Después de
cudntos segundos ocurrird que la velocidad del obje-
to es igual a 70 m/s?

Un objeto con masa de 2 kg se lanza desde el reposo
de una plataforma a 30 m sobre el agua y se deja caer
bajo la influencia de la gravedad. Después de que el
objeto golpea el agua, comienza a hundirse, con la
gravedad jaldndolo hacia abajo y una fuerza de flota-
cion empujandolo hacia arriba. Suponga que la fuer-
za de gravedad es constante, que no hay cambios en
el momento del objeto al golpear el agua, que la fuer-

11.
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za de flotacién es 1/2 del peso (peso = mg), y que la
fuerza debida a la resistencia del aire o del agua es
proporcional a la velocidad del objeto, con constante
de proporcionalidad b; = 10 N-s/m en el aire y
b, = 100 N-s/m en el agua. Determine la ecuacion de
movimiento del objeto. ;Cudl es la velocidad del ob-
jeto 1 minuto después de ser arrojado?

En el ejemplo 1 hallamos la velocidad del objeto en
funcién del tiempo (ecuacién (5)). En ocasiones es
util tener una expresion independiente de ¢ que rela-
cione v con x. Halle esta relacion para el movimien-
to del ejemplo 1. [Sugerencia: Si v(t) = V(x(t)),
entonces dv/dt = (dV/dx)V].

Un proyectil con masa de 2 kg se lanza hacia arriba
con una velocidad inicial de 200 m/s. La magnitud de
la fuerza sobre el proyectil debida a la resistencia del
aire es |v|/20. ;En qué momento alcanzard el proyec-
til su mdxima altura sobre el suelo? ;Cual es esa ma-
xima altura?

Cuando la velocidad v de un objeto es muy grande,
la magnitud de la fuerza debida a la resistencia del
aire es proporcional a v? y la fuerza actia en direccién
opuesta al movimiento del objeto. Un proyectil con
masa de 3 kg se lanza desde el suelo, hacia arriba y
con una velocidad inicial de 500 m/s. Si la magnitud
de la fuerza debida a la resistencia del aire es (0.1)v?,
(en qué momento alcanzard el proyectil su mdxima
altura sobre el suelo? ;Cudl es esa mdxima altura?

Un objeto de masa m se libera desde el reposo y cae
bajo la influencia de la gravedad. Si la magnitud de
la fuerza debida a la resistencia del aire es bv", don-
de b y n son constantes positivas, determine la velo-
cidad limite del objeto (suponiendo que este limite
existe). [Sugerencia: Justifique que la existencia de
una velocidad limite (finita) implica que dv/dt — 0
cuando t — +oq].

Un volante gira gracias a un motor que ejerce un mo-
mento de torsién constante 7' (véase la figura 3.10).

retraso

Figura 3.10 Volante controlado por un motor
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Un momento de retraso debido a la friccidn es pro-
porcional a la velocidad angular w. Si el momento
de inercia del volante es /'y su velocidad angular ini-
cial es wy, determine la ecuacion para la velocidad
angular w en funcion del tiempo. [Sugerencia: Use
la segunda ley de Newton para el movimiento de ro-
tacion; es decir, momento de inercia X aceleracion
angular = suma de los momentos de torsion].

Determine la ecuacién para la velocidad angular w
en el problema 15, suponiendo que el momento de
retraso es proporcional a v/ .

En el problema 16, sean I = 50 kg-m? y el momento
de retraso igual a 5 /@ N-m. Si el motor se apaga con
la velocidad angular en 225 radianes/segundo, deter-
mine el tiempo que tardard en detenerse por completo
el volante.

Cuando un objeto se desliza en una superficie, en-
cuentra una fuerza de resistencia llamada friccién.
Esta fuerza tiene magnitud uN, donde w es el coefi-
ciente de friccion cinética y N es la magnitud de la
fuerza normal aplicada por la superficie al objeto. Su-
ponga que un objeto de masa 30 kg se libera desde la
parte superior de un plano inclinado 30° con la hori-
zontal (véase la figura 3.11). Suponga que la fuerza
gravitacional es constante, que la resistencia del aire
es despreciable y que el coeficiente de friccidn cinéti-
caes u = 0.2. Determine la ecuacion de movimiento
para el objeto conforme se desliza en el plano. Si la su-
perficie superior del plano tiene una longitud de 5 m,
(cudl es la velocidad del objeto al llegar al fondo?

Figura 3.11 Fuerzas sobre un objeto en un plano inclinado

Un objeto con masa de 60 kg parte del reposo en la
parte superior de un plano inclinado a 45°. Suponga
que el coeficiente de friccion cinética es 0.05 (véase
el problema 18). Si la fuerza debida a la resistencia
del aire es proporcional a la velocidad del objeto, di-
gamos, —3wv, determine la ecuacién de movimiento
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del objeto. ;Cudnto tiempo tardard el objeto en lle-
gar a la parte inferior del plano inclinado si la rampa
mide 10 m de largo?

Un objeto en reposo en un plano inclinado no se des-
lizard hasta que la componente de la fuerza gravita-
cional hacia abajo de la rampa sea suficiente para
superar la fuerza debida a la friccién estdtica. La
friccién estdtica queda descrita mediante una ley
experimental similar al caso de la friccién cinética
(problema 18); tiene una magnitud de a lo mds wN,
donde u es el coeficiente de friccidn estdtica y N es,
de nuevo, la magnitud de la fuerza normal ejercida
por la superficie sobre el objeto. Si el plano estd in-
clinado un dngulo «, determine el valor critico o tal
que el objeto se deslizard si & > « pero no se move-
rd para o < o.

Un velero ha navegado (en linea recta) bajo un vien-
to ligero a 1 m/s. De pronto, el viento comienza a
arreciar, soplando lo suficiente como para aplicar
una fuerza constante de 600 N al velero. La unica
otra fuerza que actda sobre el bote es la resistencia
del agua, que es proporcional a la velocidad de la
embarcacion. Si la constante de proporcionalidad
para la resistencia del agua es b = 100 N-s/m y la
masa del velero es de 50 kg, determine la ecuacion
de movimiento del velero. ;Cudl es la velocidad Ii-
mite del velero bajo este viento?

En el problema 21, se observa que cuando la veloci-
dad del velero alcanza los 5 m/s, el bote comienza a
elevarse sobre el agua y a “planear”. Al ocurrir esto,
la constante de proporcionalidad para la resistencia
del agua cae hasta by = 60 N-s/m. Determine la nue-
va ecuacion de movimiento del velero. ;Cudl es la ve-
locidad Iimite del velero bajo este viento cuando estd
planeando?

Los veleros A y B tienen cada uno una masa de 60 kg
y cruzan la linea de salida al mismo tiempo en el pri-
mer tramo de una carrera. Cada uno tiene una veloci-
dad inicial de 2 m/s. El viento aplica una fuerza
constante de 650 N a cada bote, y la fuerza debida a la
resistencia del agua es proporcional a la velocidad del
bote. Para el velero A, las constantes de proporcionali-
dad son b; = 80 N-s/m antes de planear, cuando la ve-
locidad es menor que 5 m/s, y b, = 60 N-s/m cuando
la velocidad es mayor que 5 m/s. Para el velero B, las
constantes de proporcionalidad son b; = 100 N-s/m
cuando la velocidad es menor que 6 m/s y by = 50
N-s/m cuando la velocidad es mayor de 6 m/s. Si el
primer tramo de la carrera es de 500 m de longitud,
(cudl velero estard de lider al final del primer tramo?
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Vuelo de un cohete. Un cohete con masa inicial

mg kg se lanza de manera vertical desde el suelo. El

cohete arroja gas a la razén constante de a kg/s y a

una velocidad constante de 3 m/s con respecto del

cohete. Suponga que la magnitud de la fuerza gravi-
tacional es proporcional a la masa, con constante de
proporcionalidad g. Como la masa no es constante,
la segunda ley de Newton conduce a la ecuacion
(my — ar)@ —af = —glmy — at) ,
dt

donde v = dx/dt es la velocidad del cohete, x es la

altura sobre el suelo y m, — ar es la masa del cohete

t segundos después del lanzamiento. Si la velocidad

inicial es cero, resuelva la ecuacién anterior para de-

terminar la velocidad del cohete y su altura sobre el

suelo para 0 = 1 < my/ .

Velocidad de escape. De acuerdo con la ley de gra-

vitacion de Newton, la fuerza de atraccidn entre dos

objetos varfa de manera inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia entre ellos. Es decir, F, =

GM,M,/#*, donde M, y M, son las masas de los obje-

tos, 7 es la distancia entre ellos (de centro a centro), F,

es la fuerza de atraccion y G es la constante de propor-

cionalidad. Considere un proyectil de masa constante m

lanzado en forma vertical desde la Tierra (figura 3.12).

Sea ¢ el tiempo y v la velocidad del proyectil.

(a) Muestre que el movimiento del proyectil bajo la
fuerza gravitacional de la Tierra, queda descrito
mediante la ecuacion

dv gR

dt r?
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Tierra

Figura 3.12 Proyectil escapando de la Tierra

donde r es la distancia entre el proyectil y el
centro de la Tierra, R es el radio de la Tierra, M
es la masa de la Tierray g = GM/R>.

(b) Use el hecho de que dr/dt = v para obtener

(¢) Si el proyectil sale de la superficie de la Tierra
con velocidad vy, muestre que

. 2gR?
v‘=gT+v(2)—QgR.

(d) Use el resultado de la parte (c) para mostrar que
la velocidad del proyectil sigue siendo positiva
si y sélo si v3 — 2gR > 0. La velocidad v, =
28R es la velocidad de escape de la Tierra.

(e) Sig=9.81m/s’y R = 6370 km para la Tierra,
(cudl es la velocidad de escape de la Tierra?

(f) Si la aceleracién debida a la gravedad para la
Luna es de g,, = g/6 y el radio de la Luna es
R,, = 1738 km, ;cudl es la velocidad de escape
de la Luna?

FNSYS" CIRCUITOS ELECTRICOS

En esta seccién consideraremos la aplicacion de las ecuaciones diferenciales de primer
orden a circuitos eléctricos sencillos que estdn formados por una fuente de voltaje (por
ejemplo, baterfas o generadores), una resistencia y un inductor o un condensador. En la
figura 3.13 aparecen los circuitos llamados RL y RC. En la seccion 5.6 se analizardn cir-

cuitos mds generales.

Los principios fisicos que gobiernan los circuitos eléctricos fueron establecidos por G.
R. Kirchhoff' en 1859. Los principios son los siguientes:

1. Ley de la corriente de Kirchhoff: La suma algebraica de las corrientes que fluyen
en cualquier punto de unién debe anularse.

" Nota historica: Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) fue un fisico aleman que destac por sus investigaciones en

andlisis espectral, 6ptica y electricidad.
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2. Ley del voltaje de Kirchhoff: La suma algebracia de los cambios instantdneos del
potencial (caidas de voltaje) en torno de cualquier lazo cerrado debe anularse.

La ley de la corriente de Kirchhoff implica que la misma corriente pasa por cada ele-
mento del circuito de la figura 3.13.

Resistencia Resistencia

R R

E %L E —_-—C

Fuented Inductancia Fuented Capacitancia
de voltaje de voltaje

(@ (b)
Figura 3.13 (a) Circuito RL y (b) circuito RC

Para aplicar la ley del voltaje de Kirchhoff, debemos conocer la caida de voltaje a través
de cada elemento del circuito. Estas férmulas para el voltaje aparecen a continuacién (usted
puede consultar un texto de introduccién a la fisica para mds detalles).

(a) De acuerdo con la ley de Ohm, la caida de voltaje Ej a través de una resistencia es
proporcional a la corriente / que pasa por la resistencia:

Er = RI
La constante de proporcionalidad R se 1lama la resistencia.

(b) Se puede mostrar mediante las leyes de Faraday y Lenz que la caida de voltaje E; a
través de un inductor es proporcional a la razén de cambio instantdnea de la co-
rriente /I

dl

E, =L—.

k dt
La constante de proporcionalidad L se llama la inductancia.

(¢) Lacaida de voltaje E a través de un condensador es proporcional a la carga eléc-
trica g sobre el condensador:

1
E-=—q.
c Cq

La constante C es llamada la capacitancia.

Las unidades y simbolos comunes utilizados para los circuitos eléctricos aparecen en la
tabla 3.3.
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TABLA 3.3 UNIDADES Y SiIMBOLOS COMUNES UTILIZADOS
EN LOS CIRCUITOS ELECTRICOS

Representacion Representacion
Cantidad literal Unidades simbélica
Fuente de voltaje E voltio (V) —(O— Generador

— |— Baterfa

Resistencia R ohm () NN
Inductancia L henrio (H) 11
Capacitancia C faradio (F) —| |—
Carga q coulomb (C)
Corriente 1 amperio (A)

Suponemos que una fuente de voltaje suma voltaje o energia potencial al circuito.
Si E(t) denota el voltaje que se proporciona al circuito en el instante 7, entonces la ley
del voltaje de Kirchhoff aplicada al circuito RL en la figura 3.13(a) da

1)  E + Ep=Ei) .

Al sustituir en (1) las expresiones para E; y Ex tenemos

) L% + RI = E(r) .

Observe que esta ecuacion es lineal (compare la seccion 2.3); al escribirla en forma ca-
nénica obtenemos el factor integrante

u(@) = eJ(R/L)dt _ eRt/L i

que conduce a la solucion general [véase la ecuacidn (8), seccion 2.3]

(3) I(I) = e_Rt/L[ J(?R[/L@dt + K:| .

Para el circuito RL, por lo general se da la corriente inicial /(0) como condicién inicial.

Un circuito RL con una resistencia de 1 ) y un inductor de 0.01 H es controlado por un
voltaje E(f) = sen 100z V. Si la corriente inicial en el inductor es nula, determinar los
voltajes subsecuentes en la resistencia y en el inductor, asi como la corriente.

De la ecuacion (3) y las tablas de las integrales, vemos que la solucién general de la
ecuacion lineal (2) estd dada por

I([) = elOOt<J elOOtht + K)

0.01

¢'%%(100 sen 100¢ — 100 cos 100¢)
10,000 + 10,000

= elOO{IOO

_ sen 1007 ; cos 100z + Koo 100r
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Para I(0) = 0, obtenemos —1/2 + K = 0, de modo que K = 1/2y la corriente es
I(f) = 0.5(sen 100z — cos 100z + ¢~ %)

Entonces, los voltajes en el inductor y la resistencia estdn dados por
Eglr) = RI(r) = 1(7)

Eft) = L% = (0.5)(cos 1007 + sen 1007 — ¢~'%) g

Ahora regresemos al circuito RC de la figura 3.13(b). Al aplicar la ley del voltaje de
Kirchhoff se tiene

RI + q/C = E() .

Sin embargo, la corriente en el condensador es la razén de cambio de su carga: I =
dq/dt. Asi,

@) R— +~=E

es la ecuacion diferencial para el circuito RC. La condicion inicial para un condensador es su
cargagent = 0.

Suponga que un condensador de C faradios soporta una carga inicial de Q coulombs. Para al-
terar la carga, se aplica una fuente de voltaje constante de V voltios a través de una resisten-
cia de R ohms. Describir la carga del condensador para # > 0.

Como E(f) = V es constante en la ecuacion (4), ésta es separable y lineal; su solucién gene-
ral se encuentra facilmente:

q(t) = CV + Ke "/RC
La solucién que cumple la condicion inicial prescrita es

g(t) = v+ (Q — cV)e /RC

La carga en el condensador cambia de manera exponencial de Q a C'V al aumentar el tiempo. W

Si hacemos V = 0 en el ejemplo 2, vemos que la constante de tiempo (es decir, el tiem-
po necesario para que la carga en el condensador caiga a 1/e por su valor inicial) es RC. Asi,
un condensador es un dispositivo de almacenamiento de energia con fugas; inclusive la muy
alta resistencia del aire circundante puede disipar su carga, particularmente en un dia hime-
do. Los condensadores se utilizan en los teléfonos celulares para almacenar la energia eléc-
trica de la bateria cuando el teléfono se encuentra en un estado (mds o menos) inactivo de
recepcion y luego ayudar a la bateria a proporcionar energia durante el modo de transmision.

La constante de tiempo para la corriente en el inductor del circuito RL se puede deducir
en el ejemplo 1 como L/R. Una aplicacion del circuito RL es a las bujfas en un motor de
combustion. Si una fuente de voltaje establece una corriente no nula en un inductor y la
fuente se desconecta sibitamente, el rdpido cambio en lacorriente produce un alto dI/dt y, de
acuerdo con la férmula E; = L dI/dt, el inductor genera un pico de voltaje suficiente para
causar una chispa a través de las terminales, provocando la ignicién de la gasolina.

Si un inductor y un condensador aparecen juntos en un circuito, la ecuacién diferencial
correspondiente serd de segundo orden. Regresaremos a los circuitos RLC en la seccién 5.6.
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voltaje, en vez de una corriente, que es la integral o
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1. Un circuito RL con una resistencia de 5 () y un in-

ductor de 0.05 H tiene una corriente de 1 Aent = 0,
cuando se aplica una fuente de voltaje E(f) = 5 cos
120¢ V. Determine la corriente y el voltaje subse-
cuentes en el inductor.

. Un circuito RC con una resistencia de 1 {) y un con-
densador de 0.000001 F tiene un voltaje E(f) = sen
100z V. Si el voltaje inicial en el condensador es nu-
lo, determine el voltaje en la resistencia, el voltaje en
el inductor y la corriente subsecuentes.

. La trayectoria de una sefial eléctrica binaria entre
compuertas en un circuito integrado se puede mode-
lar como un circuito RC, como en la figura 3.13(b);
la fuente de voltaje modela la compuerta de transmi-
si6n y el condensador modela la compuerta de re-
cepcién. Por lo general, la resistencia es 100 () y la
capacitancia es muy pequefia, digamos 1072 F (1
picofaradio, pF). Si el condensador no tiene carga
inicialmente y la compuerta de transmision cambia
de manera instantdnea de 0 a 5 V, ;jcudnto tiempo
tarda el voltaje en la compuerta de recepcion en al-
canzar (digamos) 3 V? (Este es el tiempo necesario
para transmitir un “1” 16gico).

. Si la resistencia en el circuito RL de la figura 3.13(a)
es igual a cero, muestre que la corriente /(7) es direc-
tamente proporcional a la integral del voltaje aplica-
do E(f). De manera similar, muestre que si la
resistencia en el circuito RC de la figura 3.13(b) es
cero, la corriente es directamente proporcional a la
derivada del voltaje aplicado. (En las aplicaciones a
la ingenieria, con frecuencia es necesario generar un

derivada de otro voltaje. El proyecto D muestra cémo
lograr esto con un amplificador operacional).

. La potencia generada o disipada por un elemento de

un circuito es igual al voltaje a través del elemento
por la corriente que pasa por el elemento. Muestre
que la potencia disipada por una resistencia es
igual a I°R, que la potencia asociada a un inductor
es igual a la derivada de (1/2)LI?, y que la potencia
asociada a un condensador es igual a la derivada de
(1/2)CEZ

. Deduzca una ecuacién de equilibrio de la potencia

para los circuitos RL y RC. (Ver problema 5). Anali-
ce el significado de los signos de los tres términos de
potencia.

. Un electroimdn industrial se puede modelar como un

circuito RL, cuando se energiza mediante una fuente
de voltaje. Si la inductancia es 10 H y el embobina-
do contiene 3 () de resistencia, ;cudnto tiempo tarda
un voltaje constante aplicado en energizar el elec-
troimdn hasta 90% de su valor final (es decir, que la
corriente sea igual a 90% de su valor asintético)?

. Un condensador de 10~® F (10 nanofaradios) se carga

hasta 50 V y luego se desconecta. Se puede modelar
la fuga de la carga del condensador con un circuito
RC sin fuente de voltage y la resistencia del aire en-
tre las placas del condensador. En un dfa frio y seco,
el brinco en la resistencia del aire es 5 X 103 Q; en
un dia himedo, la resistencia es 7 X 10° (. ;Cudnto
tiempo tardard el voltaje del condensador en disipar-
se hasta la mitad de su valor original en cada dfa?

q METODO DE EULER MEJORADO

Aungque las técnicas analiticas presentadas en el capitulo 2 fueron ttiles para la gama de mo-
delos matemadticos presentados anteriormente en este capitulo, la mayor parte de las ecua-
ciones diferenciales que aparecen en las aplicaciones no se pueden resolver de manera
explicita o implicita. Esto es particularmente cierto para las ecuaciones de orden superior y
los sistemas de ecuaciones, que estudiaremos en capitulos posteriores. En esta seccién y la
siguiente analizaremos métodos para obtener una aproximacion numérica de la solucién de
un problema con valores iniciales para una ecuacion diferencial de primer orden. Nuestro
objetivo es desarrollar algoritmos que usted pueda utilizar con una calculadora o una compu-
tadora. Estos algoritmos también se extienden de manera natural a ecuaciones de orden su-
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perior (véase la seccién 5.3). Describiremos la justificacion detrds de cada método, pero de-
jaremos el andlisis mds detallado para textos de andlisis numérico.”
Consideremos el problema con valor inicial

1 y =flxy) . ¥(x0) = Yo -

Para garantizar que (1) tiene una unica solucién, suponemos que f'y 9f/dy son continuas en
un rectdngulo R := {(x, y): a < x < b, ¢ <y < d} que contiene a (xg, yy). El teorema 1 del
capitulo 1 implica que el problema con valor inicial (1) tiene una solucién dnica ¢(x) en al-
guin intervalo x, — 6 < x < xy + 6, donde & es un nimero positivo. Como d no se conoce a
priori, no hay garantfa de que la solucidn exista en un punto particular x(#x,), aunque x es-
té en el intervalo (a, b). Sin embargo, si 9f/dy es continua y acotada’" en la franja vertical

S={(xy)ra<x<b,—o0<y<oo},

se puede ver que (1) tiene una dnica solucién en todo el intervalo (a, b). Al describir los mé-
todos numéricos, supondremos que esta tiltima condicidn se satisface y que f tiene tantas de-
rivadas parciales continuas como sea necesario.

En la seccion 1.4 usamos el concepto de campos de direcciones para motivar un esque-
ma para aproximar la solucién del problema con valor inicial (1). Este esquema, llamado
método de Euler, es uno de los mds bdsicos, por lo que vale la pena analizar sus ventajas,
desventajas y posibles mejoras. Comenzaremos deduciendo el método de Euler de una ma-
nera ligeramente distinta a la presentada en la seccion 1.4.

Sea h > 0 fijo (h es el tamafio de paso) y consideremos los puntos equidistantes

2) X, =xgtnh, n=0,1,2,....

Queremos obtener una aproximacién de la solucién ¢(x) del problema con valor inicial (1)
en los puntos x, que estdn en el intervalo (a, b). Describiremos un método que genere valores
Yos Y1s Y2s - - - que aproximen a ¢(x) en los puntos respectivos xg, Xy, Xa, . . . ; es decir,

y.=d(x,), n=0,1,2,....

Por supuesto, el primer “aproximante” y, es exacto, pues y, = ¢(x) estd dado. Asi, debe-
mos describir la forma de calcular yy, y,, . . . .

Para el método de Euler, comenzamos integrando ambos lados de la ecuacion (1), de x,,
a x,.| para obtener

Xt

¢mH%WMu—J wmw=fm}&MMm,

’\F! ]

donde hemos sustituido ¢(x) en vez de y. Al despejar ¢(x,,+ ), tenemos

3) ¢uwn=¢mJ+J”}@me.

Ay

"Véase, por ejemplo, Numerical Solutions of Ordinary Differential Equations, por L. Shampine (Chapman & Hall,
Nueva York, 1994) o Numerical Analysis, 7a. edicion, por R. L. Burden y J. D. Faires (Brooks/Cole, 2001).

"TUna funcién g(x, y) estd acotada en S si existe un nimero M tal que |g(x, y)| = M para toda (x, y) en S.
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Sin conocer ¢(7), no podemos integrar f(1, ¢( ) ). Por lo tanto, debemos aproximar la integral
en (3). Supdngase que ya hemos hallado y, ~ ¢(x,,); entonces, el método mds sencillo consiste en
aproximar el drea bajo la funcién f ( t, d)(t)) mediante el rectdngulo con base [x,, x,1] y altura
f(x,. ¢(x,)) —véase la figura 3.13—. Esto da como resultado

¢(xn+l) = d)(xn) + (xn+1 - xn)f(xnv ¢('xn)) .

1, ¢(0)

n Xn+1

Figura 3.14 Aproximacién mediante un rectdngulo

Al sustituir 4 en vez de x,,,.; — x,, y la aproximacidn y, en vez de ¢(x,), obtenemos el esque-
ma numérico

4 Yn+1 =yn+hf(xmyn) ’ n=0,12,...,

que es el método de Euler.

Si partimos del valor dado y,, usamos (4) para calcular y; = yo + if(xo, yo), luego usa-
mos y, = y; + hf(xy, y1), y asi sucesivamente. En la seccién 1.4 aparecen varios ejemplos
del método de Euler.

Como analizamos en la seccién 1.4, si quisiéramos utilizar el método de Euler para
aproximar la solucion de un problema con valor inicial (1) en un punto particular de x, diga-
mos, x = ¢, entonces debemos determinar primero un tamafo de paso adecuado & tal que
Xo + Nh = c para algiin entero N. Por ejemplo, podemos considerar N = 1y h = ¢ — x,
para alcanzar la aproximacién justo después de un paso:

P(c) = plxo + h) = y;.

Si en vez de esto queremos usar 10 pasos en el método de Euler, elegimos 2 = (¢ — x)/10
y obtenemos en ultima instancia

d(c) = d(xo + 10h) = ¢(x19) = yi0 -

En general, segtin el tamafio de /1, obtendremos distintas aproximaciones de ¢(¢). Es razona-
ble esperar que cuando /1 se haga mds pequefio (o, de manera equivalente, N crezca), las
aproximaciones de Euler tenderdn al valor exacto ¢(c). Por otro lado, al disminuir 4, el nd-
mero (y costo) de los cdlculos crecerd, y con ello también aumentardn los errores surgidos
del redondeo. Asf, es importante analizar la forma en que el error en el esquema de aproxi-
macion varfa con h.
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Si se usa el método de Euler para aproximar la solucién ¢(x) = ¢* del problema
®) y=y, »0)=1,

en x = 1, entonces obtenemos aproximaciones de la constante ¢ = ¢(1). Se puede ver que
estas aproximaciones adoptan una forma particularmente sencilla que nos permite calcular el
error en la aproximacién con el tamafio de paso 4. De hecho, al hacer f(x, y) = y en (4) se
tiene

VYor1 =V T hy,= (1 +h)y,, n=0,1,2,....

Como y, = 1, obtenemos

yi=(+h)y=1+h
vy =(1+h)y; = (1+h)(1+h)=(1+h)?
y3=(1+h)y,=(1+h)(1+h)>=(1+h)

y, en general,
©  y=(+hn", n=012....

Para el problema (5) tenemos xy = 0, de modo que para obtener aproximaciones en x = 1
debemos hacer nh = 1. Es decir, h debe ser el reciproco de un entero (h = 1/n). Al reempla-
zar n por 1/h en (6), vemos que el método de Euler nos proporciona la (conocida) aproxima-
cién (1 + h)l/ " ala constante e. En la tabla 3.4 enumeramos esta aproximacién para i = 1,
1071,1072, 1072 y 10™*, junto con los errores correspondientes

e— (1+h)"",

La segunda y tercera columnas de la tabla 3.4 muestran que la aproximacion gana alre-
dedor de una cifra decimal de precisién cuando 4 disminuye en un factor de 10; es decir, el
error es aproximadamente proporcional a 4. Esta observacion se confirma mediante los datos
de la dltima columna de la tabla 3.4. De hecho (véase el problema 13 de los ejercicios 1.4),
se pueden utilizar métodos de cdlculo para mostrar que

Cermor  e— {1+, N
7 111151’1“ o ’]11_1}(1) P =57 1.35914

TABLA 3.4 APROXIMACIONES DE EULER A e = 2.71828. ..

Aproximacion de Euler Error Error
h (1 + k)" e— (1+h)V" h
1 2.00000 0.71828 0.71828
107" 2.59374 0.12454 1.24539
1072 2.70481 0.01347 1.34680
107 2.71692 0.00136 1.35790
107 2.71815 0.00014 1.35902

La situacién general es similar: al usar el método de Euler para aproximar la solucion
del problema con valor inicial (1), el error en la aproximacion es, en el peor de los casos, una
constante por el tamafio de paso . Ademads, en vista de (7), esto es lo mejor que uno puede
decir.
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Los analistas numéricos tienen una notacién conveniente para describir el comporta-
miento de convergencia de un esquema numérico. Para x fijo, denotamos por y(x; /) la apro-
ximacién de la solucién ¢(x) de (1) obtenida mediante el esquema correspondiente con un
tamafio de paso h. Decimos que el esquema converge en x si

lim y(x; 1) = ()

En otras palabras, cuando el tamafio de paso & decrece a cero, las aproximaciones para un es-
quema convergente tienden al valor exacto ¢(x). La razén con que y(x; k) tiende a ¢p(x)se
expresa con frecuencia en términos de una potencia adecuada de h. Si el error ¢p(x) — y(x; h)
tiende a cero como una constante por 4”, escribimos

d(x) — y(x; h) = O(K”)

y decimos que el método es de orden p. Por supuesto, mientras mayor sea la potencia p,
mds rdpida serd la razén de convergencia cuando 2 — 0.

Como hemos visto en nuestro andlisis anterior, la razén de convergencia del método de
Euler es O(h); es decir, el método de Euler es de orden p = 1. De hecho, el limite en (7) mues-
tra que para la ecuacion (5), el error es aproximadamente 1.36/4 para i pequefia. Esto significa
que para tener un error menor a 0.01 necesitamos que & < 0.01/1.36, 0 n = 1/h > 136 pasos
de cdlculo. Asf, el método de Euler converge demasiado lentamente como para tener usos prac-
ticos.

(Como mejorar el método de Euler? Para responder esta pregunta, regresemos a la de-
duccién expresada en las férmulas (3) y (4) y analicemos los “errores” introducidos para ob-
tener la aproximacion. El paso crucial en este proceso fue aproximar la integral

usando un rectdngulo (recuerde la figura 3.14). Este paso da lugar a lo que se llama error de
truncamiento local en el método. Por el cdlculo, sabemos que un mejor enfoque (mds preci-
s0) para aproximar la integral consiste en usar un trapecio; es decir, aplicar la regla del trape-
cio (véase la figura 3.15). Esto implica que

Lmﬁf(f, (f)(t}) dt = g[f(xm Q’J(xn]) + _f(xnﬂ, dlx, . ]))] ,

u

S, o)

n Xn+l

Figura 3.15 Aproximacién mediante un trapecio
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lo que conduce al esquema numérico

h
¥ yn+l=yn+3|:f(xn9yn)+f(xn+19yn+1)] ) n=0012....

Llamamos a la ecuacién (8) el esquema del trapecio. Es un ejemplo de método implicito.
Es decir, a diferencia del método de Euler, la ecuacién (8) s6lo da una férmula implicita pa-
ray,.1, pues y,+, aparece como argumento de f. Suponiendo que ya hemos calculado y,,
podriamos necesitar una técnica de cdlculo de raices, como el método de Newton (véase el
apéndice A), para calcular y, ;. A pesar de la inconveniencia de trabajar con un método im-
plicito, el esquema del trapecio tiene dos ventajas sobre el método de Euler. En primer lugar,
es un método de orden p = 2; es decir, converge con una razén proporcional a 4% y por tanto es
mds rdpido que el método de Euler. En segundo lugar, como se describe en el proyecto G, el
esquema del trapecio tiene la deseable caracteristica de ser estable.

(Podriamos modificar el esquema del trapecio para obtener un método explicito? Una
idea consiste en obtener primero una estimacién vy, del valor y,,; mediante el método de
Euler y luego usar la férmula (8) cambiando y,, | por y,; del lado derecho. Este proceso de dos
etapas es un ejemplo de método de prediccion-correccion: predecimos y, . ; usando el mé-
todo de Euler y luego usamos ese valor en (8) para obtener una aproximacién “mds correc-
ta”. Si hacemos y,+; =y, + hf(x,, y,) en el lado derecho de (8), obtenemos

n
O Inet =In+ G Ew ) H o+ oy WLy))] s m=01,,

donde x,,1; = x, + h. Este esquema explicito se conoce como el método de Euler mejorado.

Calcular la aproximacién mediante el método de Euler mejorado de la solucién ¢p(x) = ¢* de
y=y. y0)=1
en x = 1, usando tamafos de pasode h = 1, 107',1072,1073 y 1074,

Los valores de partida son xy = 0y yo = 1. Como f(x, y) = y, la férmula (9) se convierte en

h B
VYpt1 = ¥y T E[yn + (yn + hyn)] =yt hyr.' + EYH »

es decir,

}2
1)y = (1 Rt %)y,,_ :

Como y, = 1, vemos inductivamente que

]’12 n
¥, = 1+h+? , n=012....

Para obtener aproximaciones en x = 1, debemos tener 1 = x, + nh = nh, de modo que n =
1/h. Por lo tanto, las aproximaciones mediante el método de Euler mejorado de e = ¢(1) son
justamente

PRANTL
(1+h+?) .

En la tabla 3.5 hemos calculado esta aproximacion para los valores dados de 4, junto con los
errores correspondientes

2\ 1k
e—(1+h+%) .
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TABLA 3.5 APROXIMACIONES DE EULER MEJORADO A
e = 2.71828. ..

Aproximacion
n? )l/h Error

h I+h+ 7 Error n

1 2.50000 0.21828 0.21828
107! 2.71408 0.00420 0.42010
1072 2.71824 0.00004 0.44966
1073 2.71828 0.00000 0.45271
1074 2.71828 0.00000 0.45313

Al comparar los datos de esta tabla con los de la tabla 3.4, observamos que el método de Eu-
ler mejorado converge mucho mds rdapido que el método de Euler original. De hecho, de las
primeras entradas de la segunda y tercera columnas de la tabla 3.5, parece que la aproxima-
cion gana dos cifras decimales de precision cada vez que A disminuye en un factor de 10. En
otras palabras, el error es aproximadamente proporcional a h? (véase la ltima columna de la
tabla y también el problema 4). Las entradas de los dos dltimos renglones de la tabla deben
tomarse con precaucion. De hecho, cuando i = 1073 0 1 = 1074, el error real es tan peque-
flo que nuestra calculadora lo ha redondeado a cero, hasta cinco cifras decimales. Las entradas
en color en la udltima columna pueden ser poco precisas debido a la falta de cifras significati-
vas en la aritmética de la calculadora. m

Como sugiere el ejemplo anterior, el método de Euler mejorado converge con la razén
O(h?) y, de hecho, se puede demostrar que, en general, este método es de orden p = 2.

A continuacién damos un bosquejo de una subrutina que implanta el método de Euler en
un intervalo dado [xo, ¢]. Para fines de programacion, por lo general es mds conveniente dar

L_‘ SUBRUTINA DEL METODO DE EULER MEJORADO
Propésito  Aproximar la solucién ¢(x) del problema con valor inicial
Y =fxy), y(x) =0

paraxy =x = c.
ENTRADA Xy, Yo, ¢, N (nimero de pasos), PRNTR (=1 para imprimir la tabla)

Paso 1 Establezca el tamafio de paso h = (¢ — x)/N, x = X,y = Yo
Paso 2 Para i = 1 hasta N, realice los pasos 3-5
Paso 3 Haga
F=f(xy)
G=f(x+hy+hF)
Paso 4 Haga
x=x+h

y=y+h(F+G)/2

Paso 5 Si PRNTR = 1, imprimir x, y
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el nimero de pasos N en el intervalo que el propio tamafio de paso A. Para un intervalo que
comienza en x = X, y termina en x = ¢, la relacion entre 7 y N es

a1 Nh=c—xy .

(Observe que la subrutina incluye una opcién para imprimir x y y). Por supuesto, la implan-
tacion de este algoritmo con N pasos en el intervalo [x,, ¢] sélo produce aproximaciones a la
solucién real en N + 1 puntos equidistantes. Si quisiéramos usar estos puntos como apoyo
para graficar una solucién aproximada en todo el intervalo [x, c], entonces debemos “relle-
nar” de alguna manera los espacios entre estos puntos. Un método burdo consiste simple-
mente en unir los puntos mediante segmentos de recta, produciendo una aproximacion
poligonal de ¢(x). En los cédigos profesionales se utilizan técnicas mds sofisticadas para pres-
cribir los puntos intermedios.

Ahora queremos disefiar un programa que calcule ¢(c) con cierta precision deseada.
Como hemos visto, la precision de la aproximacion depende del tamafio de paso h. Nuestra
estrategia serd estimar ¢(c¢) para un tamafio de paso dado, luego dividir el tamarfio de paso y
volver a calcular la estimacion, y asi sucesivamente. Cuando dos estimaciones consecutivas
de ¢(c) difieren por menos de alguna cierta tolerancia dada &, consideramos la ultima esti-
macién como nuestra aproximacién de ¢(c). Admitimos que esto no garantiza que ¢(c) se
conozca dentro del rango &, pero proporciona un procedimiento razonable en la préctica.” El
siguiente procedimiento también contiene un salvavidas, para detenerse si la tolerancia de-
seada no se alcanza después de M subdivisiones de .

,—_l METODO DE EULER MEJORADO CON TOLERANCIA
Propésito  Aproximar la solucién del problema con valor inicial

Y =fxy),  y(x) =y,

en x = ¢, con tolerancia &
ENTRADA  Xg, Yo, G, € ,

M (nimero maximo de subdivisiones del tamafio de paso)
Paso 1 Haga z = yy, PTNTR =0

Paso 2 Para m = 0 a M, realice los pasos 3-7'"

Paso 3 Haga N = 2"

Paso 4 Llame a la SUBRUTINA DEL METODO DE EULER MEJORADO
Paso 5 Imprima A, y

Paso 6 Si|y — z| < &, vaya al paso 10

Paso 7 Hagaz =y

Paso 8 Imprima “¢(c) es aproximadamente”; y; “pero podria no estar dentro

de la tolerancia”; &
Paso 9 Vaya al paso 11

Paso 10 Imprima “¢(c) es aproximadamente”; y; “con tolerancia”; &
Paso 11 DETENERSE
SALIDA Aproximaciones de la solucion al problema de valor inicial en x = ¢

usando 2" pasos

"Los cédigos profesionales examinan la precisién con mucho mds cuidado y varfan el tamafio de paso adaptdndose
con este fin.

"'Para ahorrar tiempo, se puede comenzar con m = K < M en vez de m = 0.
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Si desea un procedimiento de conclusion que simule el error relativo

| aproximacion — valor real

[l

| valor real
reemplace el paso 6 por

=y

Paso 6’ Si

‘ < g, vaya al paso 10.

EJEMPLO 2 Utilizar el método de Euler mejorado con tolerancia para aproximar la solucién del proble-
ma con valor inicial

(12) y' =x+2, y(0)=025,

en x = 2. Para una tolerancia de ¢ = 0.001, utilizar un procedimiento de conclusién con ba-
se en el error absoluto.

SOLUCION Los valores de partida son x, = 0, y, = 0.25. Como estamos calculando la aproximacion pa-
ra ¢ = 2, el valor inicial para & es

h=(2=0)2"=2.
Para la ecuacidn (12), tenemos que f(x, y) = x + 2y, de modo que los nimeros F y G en la
subrutina son

F=x+2
G=(x+h)+2(x+hF)=x+2y+h(1+2x+4y),
y tenemos que
x=x+t#h
2

y=_y+g(F+G)=y+%(2x+4y)+%[l+2x+4y).

Asf, conxy = 0,y9 = 0.25y h = 2, obtenemos para la primera aproximacion
y=025+(0+1)+2(1+1)=525.

Para describir las demds salidas del algoritmo, usamos la notacién y(2; &) para la apro-
ximacién con tamafio de paso h. Asf, y(2;2) = 5.25, y vemos del algoritmo que

y(2:1) = 1125000  y(2;27°) = 2598132
(2271 = 1828125 y(2;27%) = 26.03172
v(2:27%) = 23.06067  y(2,277) = 26.04468
v(2;27%) = 2512012 y(2,27%) = 26.04797
v(2;27%) = 2579127  ¥(2,27°) = 26.04880

Como [y(2;277%) — y(2; 27%)| = 0.00083, que es menor que & = 0.001, nos detenemos.
La solucién exacta de (12) es ¢p(x) = %(ez" —Xx— %), de modo que hemos determinado
que

(2) = 5(& - %) ~ 26.04880 . m

En la siguiente seccién analizaremos métodos con razones de convergencia mds altas
que las de los métodos de Euler y Euler mejorado.
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En muchos de los problemas siguientes, serd iitil dispo-
ner de una calculadora o computadora. El lector puede
usar un paquete de software o escribir un programa para
resolver los problemas con valores iniciales mediante los
algoritmos del método de Euler mejorado de las pdginas
128 y 129. (Recuerde que todos los cdlculos trigonomé-
tricos se realizan en radianes).

1. Muestre que al usar el método de Euler para aproxi-
mar la solucion del problema con valor inicial

y' =5, y0)=1,
en x = 1, entonces la aproximacion con tamafo de
paso hes (1 + 5h)"/",
2. Muestre que al usar el método de Euler para aproxi-
mar la solucion del problema con valor inicial

l
yvo=—=y, =3,
) 5 ¥(0)
en x = 2, entonces la aproximacion con tamafo de
paso h es

h 2/h
3(1 - 5) .

3. Muestre que al usar el esquema del trapecio dado en
la férmula (8) para aproximar la solucién ¢(x) = €*
de

y =y, y0)=1,
en x = 1, entonces obtenemos

_{L+ 2 “0 12
}n+17 l_h/zyu’ =12 ...,

lo que conduce a la aproximacién

1+ hf2\ VA
(1 - h/2>
para la constante e. Calcule esta aproximacion para
h=1,100,10"% 103 y 1074 y compare sus resul-
tados con los de las tablas 3.4 y 3.5.
4. En el ejemplo 1 se mostré que la aproximacion de e

usando el método de Euler mejorado con tamafio de
paso h es

[
(1 + h+ 7) .

Demuestre primero que el error := ¢ — (1 + h +
h?/2)'/" tiende a cero cuando h — 0. Luego use la

regla de L"Hopital para mostrar que

Iim S = £ = 0.45305 .
f—=Q h' 3]

Compare esta constante con las entradas en la dltima
columna de la tabla 3.5.

. Muestre que al usar el método de Euler mejorado pa-

ra aproximar la solucion del problema con valor ini-
cial
, 1
vi=dy, yo)=7,
3
en x = 1/2, entonces la aproximacién con tamafio de
paso h es

SO+ 4n+ gR2ME

. Como la integral y(x) := [3f(¢)dr con limite supe-

rior variable satisface (para f continua) el problema
con valor inicial

y' =f1. »0)=0,
cualquier esquema numérico que sea utilizado para
aproximar la solucién en x = 1 dard una aproxima-
cién de la integral definida

1
J fle)dr .
0

Deduzca una férmula para esta aproximacion de la
integral usando

(a) el método de Euler.

(b) el esquema del trapecio.

(¢) el método de Euler mejorado.

. Utilice la subrutina del método de Euler mejorado

con tamafio de paso & = 0.1 para aproximar la solu-
cion al problema con valor inicial

y=x—=y, y(1)=0,

en los puntos x = 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 y 1.5. (Asf, la en-
trada N = 5). Compare estas aproximaciones con las
obtenidas mediante el método de Euler (véase el pro-
blema 6 de los ejercicios 1.4).

. Utilice la subrutina del método de Euler mejorado

con tamafo de paso 2 = 0.2 para aproximar la solu-
cion al problema con valor inicial

o1
y =;(y2+y), wl)=1,
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en los puntos x = 1.2, 1.4, 1.6 y 1.8. (Asf, la entrada
N = 8). Compare estas aproximaciones con las obte-
nidas mediante el método de Euler (véase el proble-
ma 5 de los ejercicios 1.4).

. Utilice la subrutina del método de Euler mejorado

con tamafo de paso 2 = 0.2 para aproximar la solu-
cion de

¥(0) =0,

en los puntos x = 0, 0.2,04, . .., 2.0. Use sus res-
puestas para hacer un bosquejo de la solucion en
[0, 2].

Utilice la subrutina del método de Euler mejorado
con tamafio de paso & = 0.1 para aproximar la solu-
cion de

y' =x+ 3cos(xy),

y(0) =1,

en los puntos x = 0, 0.1, 0.2, . . ., 1.0. Use sus res-
puestas para hacer un bosquejo de la solucién en
[0, 1].

Utilice el método de Euler mejorado con tolerancia
para aproximar la solucién de

dx

— =1+ rsenlix),
en t = 1. Para una tolerancia de ¢ = 0.01, use un
procedimiento de conclusién con base en el error ab-

soluto.

y =4cos(x+y),

x0) =0,

Utilice el método de Euler mejorado con tolerancia
para aproximar la solucién de

y(0) =0,

en x = 7. Para una tolerancia de ¢ = 0.01, use un
procedimiento de conclusién con base en el error ab-
soluto.

y=1-—seny,

Utilice el método de Euler mejorado con tolerancia
para aproximar la solucion de

y=1-y+y. »0) =0,
en x = 1. Para una tolerancia de ¢ = 0.003, use un
procedimiento de conclusion con base en el error ab-
soluto.
Experimente con la subrutina del método de Euler

mejorado y determine el valor mdximo en el interva-
lo [0, 2] de 1a solucién del problema con valor inicial

y(0) =2.
(Dodnde aparece este valor mdximo? Dé sus respues-
tas con dos cifras decimales.

y =sen(x +y),

La solucién del problema con valor inicial

dy 2
Ef(x+y+2) .

16.

17.

18.
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corta el eje x en un punto del intervalo [0, 1.4]. Ex-
perimente con la subrutina del método de Euler
mejorado para determinar este punto con dos cifras de-
cimales.

La solucidn del problema con valor inicial
dy ¥ _ a2 -
dx + X =Xy, ¥y (]) =3

tiene una asintota vertical (“explota”) en algtin punto
del intervalo [ 1, 2]. Experimente con la subrutina del
método de Euler mejorado para determinar este pun-
to con dos cifras decimales.

Utilice el método de Euler (4) con 4 = 0.1 para apro-
ximar la solucién del problema con valor inicial

y'=-20y, y0)=1,

enelintervalo0 = x =1 (es decir,enx = 0,0.1, ...,
1.0). Compare sus respuestas con la solucidn real
y = e 20, (Qué fall6? A continuaciodn, trate con el
tamafio de paso 4 = 0.025 y con & = 0.2. ; Qué con-
clusiones puede extraer en relacion con la eleccion

del tamafo de paso?

Errores locales versus errores globales. Al dedu-
cir la féormula (4) para el método de Euler, se us6 un
rectdngulo para aproximar el drea bajo una curva
(véase la figura 3.14). Con g(r) := f(1, ¢(1)), esta
aproximacion se puede escribir como

Satl
J gltyde = hglx,) , donde h=x,.,—x, .

Il!

(a) Muestre que si g tiene una derivada continua que
estd acotada en valor absoluto por B, entonces la
aproximacion del rectdngulo tiene un error O(h?),
es decir, para cierta constante M,

JM gle)dr — hg(x,)

Xy

= Mh? .

Esto se conoce como error local de truncamien-
to del esquema. [Sugerencia: Escriba

J:Alg(t)dr — hglx,) = J

Xn
A continuacidn, use el teorema del valor medio
para mostrar que |g(7) — g(x,)| = Blt — x,|.
Luego integre para obtener la cota para el error
(B/2)h*).

(b) Al aplicar el método de Euler, hay errores loca-
les de truncamiento en cada paso del proceso y
que se propagan en todos los cdlculos posterio-
res. Muestre que la suma de los errores locales

Lnt g

[g(r)—glx,)dr .
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de la parte (a) que surgen después de n pasos es
O(h). Este es el error global, que es igual a la
razon de convergencia del método de Euler.

Modelo logistico. En la seccion 3.2 analizamos la

ecuacion logistica

dp
=~ A —Apt . pl0) = po

y su uso para modelar el crecimiento de poblaciones.
Un modelo mds general implica la ecuacién
at

?
i =App — Ap" .

donde r > 1. Para ver el efecto de modificacion del
pardmetro r en (13), hagap; =3, A =1y py = 1.
Luego utilice la subrutina del método de Euler mejo-
rado con & = 0.25 para aproximar la solucién de (13)
enelintervalo0 =¢=S5parar = 1.5,2y 3. ;Cudl es
la poblacion limite en cada caso? Para r > 1, deter-
mine una férmula general para la poblacion limite.

13) pl0} = po

Cuerpo en caida. En el ejemplo 1 de la seccién
3.4 modelamos la velocidad de un cuerpo que cae
mediante el problema con valor inicial

du

"t

bajo la hipétesis de que la fuerza debida a la resis-

tencia del aire es —bv. Sin embargo, hay ocasiones

en que la fuerza debida a la resistencia del aire se

comporta mds como —bv’, donde r (>1) es una
constante. Esto conduce al modelo

=mg — bu , v(0) = v, .

dv _

14) moy = mg = bu" v{0) =, .

TAYLOR Y RUNGE-KUTTA

Métodos numéricos de orden superior: Taylor y Runge-Kutta
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Para ver el efecto de modificacion del pardmetro r en
(14),hagam =1, g = 9.81,b = 2 y vy = 0. Luego
utilice la subrutina del método de Euler mejorado
con h = 0.2 para aproximar la solucién de (14) en el
intervalo0 = ¢ = 5Sparar = 1.0, 1.5y 2.0. ;Cudl es
la relacion entre estas soluciones y la solucién cons-
tante v(z) = (9.81/2)"/72

Temperatura de un edificio. En la seccién 3.3 mo-
delamos la temperatura dentro de un edificio mediante
el problema con valor inicial

(15) % = K[M(t) — T(0] + H() + Uls) .
T(IO) =1y,

donde M es la temperatura fuera del edificio, T es la
temperatura dentro del edificio, H es la razon de ca-
lentamiento adicional, U es la razon de calentamiento
(mediante un calefactor) o de enfriamiento (mediante
un aire acondicionado), K es una constante positiva y
T, es la temperatura inicial en el instante 7. En un mo-
delo tipico, #; = 0 (media noche), T, = 65°F, H(t) =
0.1, U(r) = 1.5[70 — T(#)] y

M(t) =75 — 20 cos(mt/12) .

Por lo general, la constante K estd entre 1/4 y 1/2,
segtin factores como el aislamiento. Para estudiar el
efecto del aislamiento sobre este edificio, considere
el edificio tfpico descrito anteriormente y use la sub-
rutina del método de Euler mejorado con h = 2/3
para aproximar la solucién de (15) en el intervalo
0 =t =24 (un dfa) para K = 0.2,0.4 y 0.6.

37" METODOS NUMERICOS DE ORDEN SUPERIOR:

En las secciones 1.4 y 3.6 analizamos un procedimiento numérico sencillo, el método de Euler,
para obtener una aproximacién numérica de la solucién ¢(x) del problema con valor inicial

1) Y =f(xy),

¥(%0) = Yo -

El método de Euler es fécil de implantar, pues s6lo implica aproximaciones lineales a la solu-
cién ¢(x). Pero padece de una convergencia lenta, al ser un método de orden 1; es decir, el
error es O(/). Aun el método de Euler mejorado, analizado en la seccién 3.6, sélo tiene orden
2. En esta seccion presentaremos algunos métodos numéricos con razones de convergencia
mads rdpidas: los métodos de Taylor, que son extensiones naturales del procedimiento de Euler,
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EJEMPLO 1

y los métodos de Runge-Kutta, que son los esquemas mads populares para resolver problemas
con valor inicial, pues tienen razones de convergencia rdpidas y se programan con facilidad.
Como en la seccién anterior, suponemos que fy df/dy son continuas y acotadas en la
franja vertical{ (x, y): a <x < b, —co <y < oo} y que f tiene tantas derivadas parciales con-
tinuas como sea necesario.
Para deducir los métodos de Taylor, sea ¢,(x) la solucién exacta del problema con valor
inicial

2 bu(x) = (6 b)) s Balx) = 3

La serie de Taylor para ¢,(x) en torno del punto x,, es

2
@n('x) = ()b.'i('xll) + h(]fJ;i(,t_,,) + % :;(xn) + o,

donde & = x — x,,. Como ¢, satisface (2), podemos escribir esta serie en la forma
J— }12 ”
(3) cbrz(x) = ¥ + hf(.xm yn) + Ed’n(":n) + o

Observe que la féormula recursiva para y,; | en el método de Euler se obtiene truncando la se-
rie de Taylor después del término lineal. Para una mejor aproximacidn, usaremos mds térmi-
nos en la serie de Taylor. Para esto hay que expresar las derivadas de orden superior de la
solucidn en términos de la funcidn f(x, y).

Si y satisface y' = f(x, y), podemos calcular y” por medio de la regla de la cadena:

_Y Y

“@ Y=gl v+ ——{xy)y

E(“‘"’ )+ %(x, v)f(x, ¥)

= flxy)

De manera similar, definimos f3, f, . . . , correspondientes a las expresiones y” (x), y(4)(x),
etc. Si truncamos el desarrollo (3) después del término 4”, entonces, con la notacion anterior,
las formulas recursivas para el método de Taylor de orden p son

(5) Ant1 = Xp +h 2

h* h?
(6) Yur1 =¥n T hf(xmyu) + ﬁfZ(xnsyn) ot Ef.;(xmyn) .

Como antes, y, ~ ¢(x,), donde ¢(x) es la solucién del problema con valor inicial (1). Se
puede mostrar’ que el método de Taylor de orden p tiene la razén de convergencia
O(h?).

Determinar la férmula recursiva para el método de Taylor de orden 2 para el problema con
valor inicial

@y =sen(xy), y(0)=m.

"Véase Introduction to Numerical Analysis por J. Stoer y R. Bulirsch (Springer-Verlag, Nueva York, 1980).
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SOLUCION Debemos calcular f5(x, y) segun lo definido en (4). Como f(x, y) = sen(xy),

—(x,v) = vcos(xy) , —{x,y) = xcos{xy) .

af af
ax dy

Al sustituir en (4), tenemos

Bl ) = ) + 552 3)

= ycos(xy) + x cos(xy) sen{xy)

= ycos(xy) + %sen(ny) .

y las férmulas recursivas (5) y (6) se convierten en
Xt = Xn + h N
h? X,
Yp+1 = T hsen (xnyn) + ? Ya COS(.’C,,_V”) + ?Sen (anyn) s

donde xy = 0, yo = 7 son los valores de partida. m

La razén de convergencia O(h”) del método de Taylor de orden p plantea una pregunta
interesante: si pudiéramos hacer tender p a infinito, ;obtendriamos las soluciones exactas
para el intervalo [ x,, xo + /]? Esta posibilidad se explora con detalle en el capitulo 8. Por su-
puesto, una dificultad préctica al utilizar los métodos de Taylor de orden superior es el tedio-
so cdlculo de las derivadas parciales necesarias para determinar f, (por lo general, estos
cdlculos aumentan de manera exponencial con p). Una forma de superar esta dificultad es
utilizar uno de los métodos de Runge-Kutta.

Observe que el método general de Taylor tiene la forma

(8) Yn+1 = Yn + hF(xn’ Yns h) s
donde la eleccién de F depende de p. En particular [véase (6)], para
p=1. F=T{uyh)=fxy),
af of

h
) p=2, F=Tnyh) =flny) +3 )+ B_y(x" ¥ (e, )

La idea detrds del método de Runge-Kutta de orden 2 consiste en elegir F' en (8) de la forma

10) F = Ky(x,y; h) = f(x + ah,y + Bhf(x,y)),

donde las constantes o, f3 se eligen de modo que (8) tenga la razén de convergencia O(h?).
La ventaja en este caso es que K, se calcula mediante dos evaluaciones de la funcion original
f(x,y) y no implica las derivadas de f(x, y).

Para garantizar la convergencia O(4?), comparamos este nuevo esquema con el método
de Taylor de orden 2 y pedimos que

To(x,y; h) — Ky(x, y; h) = O(h*), cuando h—0.

"Nota histérica: Estos métodos fueron desarrollados por C. Runge en 1895 y W. Kutta en 1901.
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Es decir, elegimos «, 8 de modo que los desarrollos de Taylor para 7, y K, coincidan hasta
los términos de orden 4. Para (x, y) fijo, al desarrollar K, = K,(h) dado en (10), alrededor de
h = 0, vemos que

dKz

M(®h+om%

1) Kk = K,{0) +

sl )+ |a

L3y + B ) i+ 00

donde la expresion en corchetes para dK,/dh, evaluada en h = 0, es consecuencia de la regla
de la cadena. Al comparar (11) con (9), vemos que para que 7, y K, coincidan hasta los tér-
minos de orden &, debemos tener « = B = 1/2. Asi,

Ka(x, y: ) =f(x + 15?'-‘* + %f(x, }‘D .

El método de Runge-Kutta que hemos obtenido se llama el método del punto medio y tiene
las férmulas recursivas

(12) Xpp1 =%, + h,
h h
a3 Yu#1=¥n T+ hf x, + 55.)"" + Ef(xmyn} .

Por construccidn, el método del punto medio tiene la misma razén de convergencia que el
método de Taylor de orden 2; es decir, O(hz). Esta es la misma razén que la del método de
Euler mejorado.

De manera similar, se puede trabajar con el método de Taylor de orden 4 y, después de
algunos cdlculos laboriosos, obtener el método clasico de Runge-Kutta de cuarto orden.
Las férmulas recursivas para este método son

Xp41 =X, +h,
(14) 1
Yat1=Yn + g(k1 + 2h2 + 2k3 + Ky

donde
k= hf(xnsyn) 3

h k
k, th(xn +E’yn +?1) s

ok
k3 = hf(xn + 53.":! + ?) s
kd = hf(xn + h’yn + k3) .

El método cldsico de Runge-Kutta de cuarto orden es uno de los métodos populares debido
a que su razén de convergencia es O(h*) y a que es fécil de programar. Por lo general, pro-
duce aproximaciones muy precisas, aunque el nimero de iteraciones es razonablemente pe-
quefio. Sin embargo, al aumentar el nimero de iteraciones, pueden aparecer otros tipos de
errores.

A continuacion bosquejamos programas para el método de Runge-Kutta de cuarto or-
den. Como en el caso de los algoritmos para el método de Euler mejorado, el primer progra-
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ma (la subrutina Runge-Kutta) es titil para aproximar la solucién en un intervalo [xo, ¢]; su
entrada es la cantidad de pasos en el intervalo. Como en la seccién 3.6, el nimero de pasos N
se relaciona con el tamafio de paso & y el intervalo [xo, ¢] de la siguiente forma:

Nh=c—xy .

La subrutina tiene la opcion de imprimir una tabla de valores de x y y. El segundo algoritmo
(Runge-Kutta con tolerancia) de la pdgina 138 se utiliza para aproximar, para una tolerancia
dada, la solucion en un valor de entrada x = c¢. Este algoritmdr divide a la mitad los tamafos
de paso en forma sucesiva, hasta que las dos aproximaciones y(c; h) y y(c; h/2) difieren en
menos que la tolerancia prescrita ¢. Para tener un procedimiento de conclusién con base
en el error relativo, el paso 6 del algoritmo debe reemplazarse por

Paso 6’ Si )

Z
‘ < g, vaya al paso 10.

,—_l SUBRUTINA DEL METODO CLASICO DE RUNGE-KUTTA
DE CUARTO ORDEN

Propésito  Aproximar la solucién del problema con valor inicial

y =fxy) ., y(x) =y

paraxg =x=c¢
ENTRADA X, Yo, ¢, N (nimero de pasos), PRNTR (= 1 para imprimir la tabla)

Paso 1 Establezca el tamafio de paso & = (¢ — xy)/N, x = X9, ¥ = Yo
Paso 2 Para i = 1 hasta N, realice los pasos 3-5
Paso 3 Haga
ki = hf(x, y)
kr = h + J + ﬁ
2 f X 21.)’ )

ky=hflx + h,y + ky)

Paso 4 Haga

x=x+h

y=y+%(kl + 2k, + 2ks + ky)
Paso 5 Si PRNTR = 1, imprimir x, y

"Observe que la forma de este algoritmo es la misma que la del método de Euler mejorado de la pagina 129, excep-
to en el paso 4, donde se llama a la subrutina Runge-Kutta. En los c6digos para problemas de produccion se usan
procedimientos de conclusién mds sofisticados.
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I: ALGORITMO CLASICO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN
CON TOLERANCIA

Propésito  Aproximar la solucién del problema con valor inicial

[ A J—
v =f(xy) . y(x) =y
en x = ¢, con tolerancia &
ENTRADA Xy, Yo, ¢, €& M (nimero maximo de iteraciones)

Paso 1 Haga z = yy, PINTR =0
Paso 2 Para m = 0 a M, realice los pasos 3-7 (o para ahorrar tiempo,
comience con m > 0)
Paso 3 Haga N = 2"
Paso 4 Llame a la SUBRUTINA DEL METODO CLASICO
DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN
Paso 5 Imprima A, y
Paso 6 Si |z — y| < &, vaya al paso 10
Paso 7 Hagaz =y
Paso 8 Imprima “¢(c) es aproximadamente”; y; “pero podria no estar dentro

de la tolerancia”; &
Paso 9 Vaya al paso 11

Paso 10 Imprima “¢(c) es aproximadamente”; y; “con tolerancia”; &
Paso 11 DETENERSE
SALIDA Aproximaciones de la solucién al problema de valor inicial en x = ¢,

usando 2™ pasos.

EJEMPLO 2 Usar el algoritmo cldsico de Runge-Kutta de cuarto orden para aproximar la solucién ¢(x) del

SOLUCION

problema con valor inicial
y=y, y0)=1,
en x = 1 con tolerancia de 0.001.

Las entradas son xg = 0, yo = 1,¢ = 1, € = 0.001 y M = 25 (digamos). Como f(x, y) = y, las
formulas del paso 3 de la subrutina se convierten en

ky

ki = hy . kgzh.(y+?) , k3=h(y+%) . ke=hly + k).
El valor inicial para N en este algoritmo es N = 1, de modo que

h=(1-0)/1=1.
Ast, en el paso 3 de la subrutina, calculamos

kk=(1)(1)=1, ky=(1)(1+0.5)=1.5,

ky=(1)(1 +0.75) =175, ky=(1)(1+1.75) =275,

y, en el paso 4 de la subrutina, obtenemos para la primera aproximacién

Y=Yy + é(kl + 2."{2 + 2k3 + k4}

Il

|+ é[l + 2(15) + 2(1.75) + 2.75]

2770833 ,
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donde hemos redondeado a cinco cifras decimales. Como
lz =y =|yo — ¥ =|1 —2.70833| = 1.70833 > ¢,

comenzamos de nuevo y hacemos N = 2, h = 0.5.
Al realizar los pasos 3y 4 parai = 1y 2, obtenemos en ultima instancia (para i = 2) la
aproximacion

y=12.71735.

Como |z — y| = [2.70833 — 2.71821| = 0.00902 > &, comenzamos de nuevo y hacemos
N =4, h = 0.25. Esto conduce a la aproximacién

y =271821,
de modo que
|z — y| = [2.71735 — 2.71821| = 0.00086 ,

que es menor que ¢ = 0.001. Por lo tanto, ¢(1) = e = 2.71821. =

En el ejemplo 2 obtuvimos una mejor aproximacion de ¢(1) = e con h = 0.25 que la
obtenida en la seccion 3.6 mediante el método de Euler con 2 = 0.001 (véase la tabla 3.4) y
casi la misma precision que la obtenida en la seccion 3.6 mediante el método de Euler mejo-
rado con & = 0.01 (véase la tabla 3.5).

Usar la subrutina de Runge-Kutta de cuarto orden para aproximar la solucién ¢(x) del pro-
blema con valor inicial

as y=y. y0)=1,
en el intervalo 0 = x = 2 usando N = 8 pasos (es decir, & = 0.25).

En este caso, los valores de partida son xy = 0y y, = 1. Como f(x, y) = y?, las férmulas del
paso 3 de la subrutina son

, k)2
kljhy“, kzihy‘f‘? s

k:g = k4 = h(y + k3)2 .

1
=
SN
el
+
v | 3
—
{33

La salida muestra que

x =025 y = 133322,

x = 0.50 y = 1.99884 ,

x =075 y = 397238 ,

x = 1.00 y = 32.82820 ,

x =125 y = 4.09664 > 10",

1=150  y= desbordamiento.

(Qué ocurrié? Por fortuna, la ecuacién (15) es separable, y al resolverla, para ¢(x), obtenemos
¢(x) = (1 — x)~". Ahora es claro dénde estd el problema: la solucién real ¢(x) no estd defini-
da en x = 1. De haber sido mds cuidadosos, habriamos observado que df/dy = 2y no estd
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EJEMPLO 4

SOLUCION

acotada para toda y. Por lo tanto, la existencia de una unica solucién no queda garantizada
para toda x entre 0 y 2, y en este caso, el método no proporciona aproximaciones significati-
vas para x cercanas a (o mayores que) 1. m

Usar el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden para aproximar la solucién ¢(x) del pro-
blema con valor inicial

y=x-y, y0)=1,
en x = 2 con tolerancia de 0.0001.

Esta vez verificamos si df/dy estd acotada. En este caso, df/dy = —2y, que ciertamente no
estd acotada en cualquier franja vertical. Sin embargo, consideremos el comportamiento cua-
litativo de la solucién ¢(x). La curva solucién comienza en (0, 1), donde ¢'(0) =0 — 1 <0,
de modo que ¢(x) comienza decreciendo y continda de esta forma hasta cruzar la curva y =
J/x . Después de cruzar esta curva, ¢(x) comienza a crecer, pues ¢'(x) = x — ¢*(x) > 0. Al
crecer ¢(x), permanece debajo de la curvay = +/x . Esto es asi porque si la solucién estuvie-
se “cerca” de la curva y = /x, entonces la derivada de ¢(x) tenderia a cero, de modo que
no es posible superar la funcién +/x .

Por lo tanto, aunque el teorema de existencia y unicidad no garantiza una solucion, esta-
mos tentados a usar el algoritmo de cualquier manera. El argumento anterior muestra que tal
vez ¢(x) exista para x > 0, de modo que nos parece razonablemente seguro que el método
de Runge-Kutta de cuarto orden dé una buena aproximacion de la solucidn real ¢(x). Al pro-
ceder con el algoritmo, usamos los valores de partida x, = 0y yo = 1. Como f(x, y) = x — ¥,
las férmulas en el paso 3 de la subrutina se convierten en

k= hlx — ¥, kg—h{(x-+§)—(y+%)1 .
kS:th+§) - (y+%ﬂ o kg =h{lec+ R~ {y+ kP

En la tabla 3.6 damos las aproximaciones y(2; 2_”’“) para ¢(2),conm =0, 1,2,3y 4. El
algoritmo se detiene en m = 4, pues

v(2:0.125) — y(2; 0.25)| = 0.00000 .

Por lo tanto, ¢(2) = 1.25132 con una tolerancia de 0.0001. m

TABLA 3.6 APROXIMACION CLASICA DE RUNGE-KUTTA
DE CUARTO ORDEN PARA ¢(2)

Aproximacion
m h para ¢(2) (25 k) — y(25 2h)]|
0 2.0 —8.33333
1 1.0 1.27504 9.60837
2 0.5 1.25170 0.02334
3 0.25 1.25132 0.00038
4 0.125 1.25132 0.00000




Seccion 3.7 Métodos numéricos de orden superior: Taylor y Runge-Kutta 141

Use la subrutina de Runge-Kutta de cuarto orden con
h = 0.25 para aproximar la solucién del problema
con valor inicial

g]: Como en el caso de los ejercicios 3.6, serd iitil que el 9.
lector disponga de una calculadora o una computadora.
Para los problemas 1-17, verifique si df/dy estd o no

acotada. y(0) =1,

en x = 1. Compare esta aproximacion con la obteni-

y=x+1-y,
1. Determine las férmulas recursivas para el método de

Taylor de orden 2 para el problema con valor inicial
y(0) = .

. Determine las férmulas recursivas para el método de
Taylor de orden 2 para el problema con valor inicial

Y =xy—y, y0)=-1.

. Determine las férmulas recursivas para el método de
Taylor de orden 4 para el problema con valor inicial

Yy =cos(x+y),

10.

da en el problema 5 mediante el método de Taylor de
orden 4.

Use el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden
para aproximar la solucién del problema con valor
inicial

y=1l-xy, y(1)=1,
en x = 2. Para una tolerancia de € = 0.001, use un
procedimiento de conclusion con base en el error ab-

y=x—y, y0)=0. soluto.
. . . . 11. La solucién del problema con valor inicial
. Determine las férmulas recursivas para el método de
Taylor de orden 4 para el problema con valor inicial v o= % =yt yll) = 0414

yr:x2+y, y(0>:O
. Use los métodos de Taylor de 6rdenes 2y 4 con h =
0.25 para aproximar la solucién del problema con va-

lor inicial
y(0) =1,

en x = 1. Compare estas aproximaciones con la so-
lucién real y = x + ¢ “evaluadaenx = 1.

y=x+1-y,

. Use los métodos de Taylor de 6rdenes 2y 4 con h =
0.25 para aproximar la solucién del problema con va-
lor inicial

y=1-y, y0)=0,

12.

cruza el eje x en un punto del intervalo [ 1, 2]. Experi-
mente con la subrutina de Runge-Kutta de cuarto or-
den y determine este punto con dos cifras decimales.

Experimente con la subrutina de Runge-Kutta de
cuarto orden y determine el valor mdximo sobre el
intervalo [ 1, 2] de la solucién del problema con va-
lor inicial

(Ddnde aparece este mdximo? Proporcione sus res-
puestas con dos cifras decimales.

13. La solucidn del problema con valor inicial
en x = 1. Compare estas aproximaciones con la so- dv
luciéonreal y = 1 — ¢ *evaluadaen x = 1. ?d; =y =20y + ¥ + ", v(0} =3

. Use la subrutina de Runge-Kutta de cuarto orden
con h = 0.25 para aproximar la solucién del proble-
ma con valor inicial

y(0) =1,
en x = 1. (Asi, la entrada N = 4). Compare esta

aproximacién con la solucién real y = 3 — 2¢* eva-
luadaenx = 1.

y=2y—-6,

. Use la subrutina de Runge-Kutta de cuarto orden
con i = (.25 para aproximar la solucién del proble-
ma con valor inicial

y=1=y, »0)=0,
en x = 1. Compare esta aproximacion con la obteni-

da en el problema 6 mediante el método de Taylor de
orden 4.

14.

15.

tiene una asintota vertical (“explota”) en algtin punto
en el intervalo [0, 2]. Experimente con la subrutina
de Runge-Kutta de cuarto orden y determine este pun-
to con dos cifras decimales.

Use el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden
para aproximar la solucion del problema con valor
inicial

y(0) =1,

en x = 7. Para una tolerancia de ¢ = 0.01, use un
procedimiento de conclusion con base en el error ab-
soluto.

y' =ycosx ,

Use la subrutina de Runge-Kutta de cuarto orden
con i = 0.1 para aproximar la solucién de

y' =cos(5y) —x, y(0)=0,
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16.

17.

18.

19.

Capitulo 3

en los puntos x = 0, 0.1, 0.2, . . ., 3.0. Utilice sus
respuestas para hacer un bosquejo de la solucién en
el intervalo [0, 3].

Utilice la subrutina de Runge-Kutta de cuarto orden
con h = 0.1 para aproximar la solucién de

y(0) =0,

en los puntos x = 0, 0.1, 0.2, . . ., 4.0. Utilice sus
respuestas para hacer un bosquejo de la solucion en
el intervalo [0, 4].

El método de Taylor de orden 2 se puede utilizar para
aproximar la solucién del problema con valor inicial

y=y, y0)=1,
en x = 1. Muestre que la aproximacioén y, obtenida

usando el método de Taylor de orden 2 con el tama-
fio de paso 1/n estd dada por la férmula

1 I\
= |1+ —=-—+—=] , n=
In ( n 2nl)

La solucidn del problema con valor inicial es y = ¢,
de modo que y, es una aproximacién de la cons-
tante e.

y' =3 cos(y — 5x),

1,2,....

Si el método de Taylor de orden p se usa en el pro-
blema 17, muestre que

¥n

n=
Flujo de fluidos. En el estudio del flujo no isotér-
mico de un fluido newtoniano entre placas paralelas,
se halla la ecuacion

dly

S+ xfe =0,

x>0,
dx

mediante varias sustituciones, esta ecuacion se pue-
de transformar en la ecuacion de primer orden

dv _ fu 3 5% 4
a’u_u(2+ l)v + (u-f—z)v ;

20.

(1+1+ 1q+%+___+L),
no 2n-  6n pn’ 21.

Modelos matematicos y métodos numéricos que implican ecuaciones de primer orden

Utilice el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden
para aproximar v(3) si v(u) satisface v(2) = 0.1.
Para una tolerancia de & = 0.0001, use un procedi-
miento de conclusion con base en el error relativo.

Reacciones quimicas. La reaccién entre el 6xido
nitroso y el oxigeno para formar diéxido de nitrége-
no estd dada por la ecuacion quimica balanceada
2NO + O, = 2NO,. A temperaturas altas, la depen-
dencia de la razén de esta seccidn con respecto de
las concentraciones de NO, O, y NO, es compleja.
Sin embargo, a 25°C, la razén con que se forma el
NO, obedece la ley de accion de la masa y estd dada
por la ecuacion

%= ka X)z(ﬁ - g) :

donde x(#) denota la concentracién de NO, en el ins-
tante t, k es la constante de la razon, « es la concentra-
cion inicial de NO y B es la concentracion inicial de O
de O,. A 25°C, la constante k es 7.13 X 10° (li-
tros)?/(moles)*(segundo). Sean o = 0.0010 moles/
litro, B = 0.0041 moles/litro y x(0) = 0 moles/litro.
Use el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden para
aproximar x(10). Para una tolerancia de ¢ = 0.000001,
utilice un procedimiento de conclusién con base en el
error relativo.

Lineas de transmision. En el estudio del campo
eléctrico inducido por dos lineas de transmision cer-
canas, surge una ecuacion de la forma

& e = fl)

dx
Sean f(x) = 5x + 2y g(x) = x% Siz(0) = 1, utilice
el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden para
aproximar z(1). Para una tolerancia de ¢ = 0.0001,
usamos un procedimiento de conclusién con base en
el error absoluto.



PROYECTOS DE GRUPO PA

.A. Acuacultura

La acuacultura es el arte de cultivar plantas y animales originarios del agua. En el ejemplo aqui
considerado, se cultiva un lote de bagres en un estanque. Nos interesa determinar el mejor mo-
mento para recolectar los peces de modo que el costo (por libra) por el cultivo de los peces se
minimice.

Una ecuacion diferencial que describa el crecimiento de los peces puede ser

dW

My =W

donde W(z) es el peso de los peces en el instante #, y K y a son constantes de crecimiento deter-
minadas en forma empirica. La forma funcional de esta relacion es similar a la de los modelos
de crecimiento para otras especies. La modelacion de la tasa de crecimiento o la tasa de meta-
bolismo mediante un término W es una hipdtesis comun. Con frecuencia, los biélogos se re-
fieren a la ecuacion (1) como la ecuacion alométrica y puede ser apoyada por argumentos
plausibles como que la tasa de crecimiento depende del drea de la superficie de las entrafias
(que varian como w? »o depende del volumen del animal (que varia como W).

(a) Resuelva la ecuacion (1) cuando a # 1.

(b) La solucidén obtenida en la parte (a) crece sin limite, pero en la prdctica hay un peso
maximo limite W4, para el pez. Este peso limite se puede incluir en la ecuacion
diferencial que describe el crecimiento insertando una variable adimensional S que
puede variar entre O y 1 e implica un pardmetro u determinado en forma empirica.
A saber, ahora suponemos que

dW
2 —— = o
(2) 7 KWeS |

donde S:= 1 — (W/W_4)*. Cuando u = 1 — @, la ecuacién (2) tiene una solucién con
forma cerrada. Resuelva la ecuacién (2) cuando K = 10, a = 3/4, u = 1/4, W4 = 81
(onzas) y W(0) = 1 (onza). Las constantes dadas para ¢ se miden en meses.

(c) La ecuacion diferencial que describe el costo total C(#) en délares por criar un pez
durante ¢ meses tiene un término constante K; que especifica el costo mensual (debido
a costos tales como los intereses, la depreciacion y la mano de obra) y una segunda
constante K, que multiplica la tasa de crecimiento (debido a que la cantidad de alimen-
to consumida por el pez es aproximadamente proporcional a la tasa de crecimiento).

Es decir,
dc aw
3) dr_K‘JrK:dr .

Resuelva la ecuacién (3) cuando K, = 0.4, K, = 0.1, C(0) = 1.1 (d6lares) y W(r)
queda determinada segtn la parte (b).

(d) Bosqueje la curva obtenida en la parte (b) que represente el peso del pez en funcion
del tiempo. A continuacion, bosqueje la curva obtenida en la parte (c) que represente
el costo total de criar al pez en funcion del tiempo.

143
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(e) Para determinar el tiempo 6ptimo para recolectar el pez, bosqueje el cociente
C(r)/W(t). Este cociente representa el costo total por onza en funcién del tiempo.
Cuando este cociente alcanza su minimo (es decir, cuando el costo total por onza es
minimo), es el instante dptimo para recolectar los peces. Determine este instante
optimo redondeado a meses.

.B. Curva de persecucion

Obtenemos un modelo geométrico interesante al tratar de determinar la trayectoria de un perse-
guidor que caza una presa. Esta trayectoria se conoce como curva de persecucion. Estos pro-
blemas fueron analizados usando métodos de cdlculo cerca del afio 1730 (mds de dos siglos
después de que Leonardo da Vinci los estudiara). El problema mds sencillo consiste en deter-
minar la curva a lo largo de la cual un barco se mueve al perseguir a otro que navega a lo largo
de una linea recta, suponiendo que las velocidades de los dos barcos son constantes.

Supongamos que el barco A viaja a velocidad o persiguiendo al barco B, que navega con
una velocidad . Ademads, el barco A parte (en el instante ¢+ = 0) del origen y el barco B parte
del punto (1, 0) recorriendo la recta x = 1. Después de ¢ horas, el barco A se localiza en el pun-
to (x, y) y el barco B estd en el punto Q = (1, Br) (véase la figura 3.16). El objetivo es descri-
bir el lugar geométrico de los puntos P; es decir, determinar a y como funcion de x.

(a) El barco A persigue al barco B, de modo que en el instante ¢, el barco A debe apun-
tar directamente hacia el barco B. Es decir, la recta tangente a la curva de persecu-
cién en P debe pasar por el punto Q (véase la figura 3.16). Para que esto sea cierto,
muestre que

dy y-—pr
@ dr  x—1°
(b) Conocemos la velocidad con la que viaja el barco A, de modo que sabemos que la
distancia recorrida hasta el instante 7 es at. Esta distancia también es la longitud de
la curva de persecucién de (0, 0) hasta (x, y). Use la férmula para la longitud de arco
del cdlculo y muestre que

(5) ar = L VU [y ()]2d

B o=

0 1, 0)

Figura 3.16 La trayectoria del barco A al perseguir el barco B
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Al despejar ¢ en las ecuaciones (6) y (7), concluya que

I P Ve e

(c) Derive ambos lados de (6) con respecto de x para obtener la ecuacion de primer orden
dw —
(x l)dx_ a\/1+w,

donde w := dy/dx.
(d) Use separacion de variables y las condiciones iniciales x = 0y w = dy/dx = 0 cuan-
do ¢t = 0 para mostrar que

dy

) o

[(1 = ) #= — (1 — )8

(e) Para o > S (es decir, cuando el barco A navega mds rdpido que el barco B), utilice
la ecuacion (7) y las condiciones iniciales x = 0 y y = 0 cuando ¢ = 0 para deducir la
ecuacion de la curva de persecucion

1{(1 — x) Bl (1 = x)) B
® y=ol/—— = = T
2l 1+ Bl 1 — B/a a — B~

(f) Determine la posicién donde el barco A alcanza al barco B, si a > .
(g) Muestre que si a = 3, entonces la curva de persecucion estd dada por

af

+

®  u- %{%[(1 S 1] =l - x)} |

(Alcanzard el barco A al barco B en algin momento?

.C. Control de una aeronave en un vienfo cruzado
T. L. Pearson, Acadia University, Nueva Escocia

Un avién que vuela bajo la gufa de un faro no direccional (un transmisor de radio fijo, abrevia-
do NDB, por sus siglas en inglés) se mueve de modo que su eje longitudinal apunte siempre
hacia el faro (véase la figura 3.17). Un piloto se dirige hacia un NDB desde un punto donde el
viento forma dngulo recto con la direccion inicial del avién; el viento mantiene esa direccién
todo el tiempo. Suponga que la velocidad del viento y la del avidn en el aire (su “velocidad en
el aire”) se mantienen constantes. (Recuerde que esta ultima velocidad no es lo mismo que la
velocidad del avion con respecto del suelo).

(a) Localice el vuelo en el plano xy, colocando el inicio del viaje en (2, 0) y el destino en
(0, 0). Escriba la ecuacién diferencial que describe la trayectoria del avién sobre el
suelo. [Sugerencia: dy/dx = (dy/dt)/(dx/dt)].

(b) Haga una sustitucién adecuada y resuelva esta ecuacion. [Sugerencia: Véase la sec-
cion 2.6].

(¢c) Useel hechodequex =2yy=0ent =0 para determinar el valor adecuado de la
constante arbitraria en el conjunto de soluciones.

(d) Obtenga a y explicitamente en términos de x. Escriba su solucién en términos de una
funcién hiperbdlica.
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S~

NDB
Viento

Figura 3.17 Avién guiado a distancia

(e) Sea y el cociente de la velocidad del viento y la velocidad del avién en el aire. Use
un paquete de computo para graficar las soluciones en los casos y = 0.1,0.3,0.5 y
0.7, todas en el mismo conjunto de ejes. Interprete estas graficas.
(f) Analice los (jterrorificos!) casos y =1y y > 1.

.D. Retroalimentacion y el amplificador operacional

El amplificador operacional que aparece en la figura 3.18(a) es un dispositivo no lineal. Gra-
cias a las fuerzas de poder internas, los transistores concatenados, etcétera, proporciona un
enorme voltaje negativo en la terminal de salida O siempre que el voltaje en su terminal in-
versora (—) exceda al correspondiente en la terminal no inversora (+) y un enorme voltaje
positivo al invertir la situacién. Se puede expresar Egiga = G(E &ada — E entrada) €ON UNA ga-
nancia G grande (a veces de 1000 o mds), pero la aproximacién seria muy poco confiable
para muchas aplicaciones. Los ingenieros han logrado mejorar este dispositivo utilizando la re-
troalimentacion negativa, como se ilustra en la figura 3.18(b). Al conectar la salida con la

E-

entrada

E* E@®) Esalida

entrada

(@) (b)

E(®)

oV -—
(© (@

E,

salida

Figura 3.18 Derivador con amplificador operacional
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E(n) — Equliga

Tov
Figura 3.19 Integrador con amplificador operacional

terminal de entrada inversora, el amplificador operacional actda como un vigilante, evitando
un desequilibrio entre los voltajes de entrada inversor y no inversor. Con tal conexion, ambos
voltajes se mantienen en el mismo valor: 0 V (tierra eléctrica) para la situacion que se muestra.

Ademds, las terminales de entrada del amplificador operacional no extraen corriente: to-
da la corriente enviada a la terminal inversora se dirige de forma inmediata a la trayectoria de
retroalimentacién. Como resultado, la corriente extraida de la fuente indicada E(f) queda
descrita por el circuito equivalente que aparece en la figura 3.18(c):

E() =L J 1ar o 16 =cE

y esta corriente / fluye por la resistencia R de la figura 3.18(d), causando una caida de volta-
je de 0 a —RI. En otras palabras, el voltaje de salida Eg;q, = —RI = —RC(dE/df) es una ré-
plica a escala e invertida de la derivada del voltaje de la fuente. El circuito es un derivador
con amplificador operacional.

(a) Imite este andlisis para mostrar que el circuito en la figura 3.19 es un integrador
con amplificador operacional, con

1
Esa]ida = _EJE(I)dt 5

salvo una constante que depende de la carga inicial sobre el condensador.

(b) Disefie integradores y derivadores con amplificadores operacionales y retroalimen-
tacion negativa, pero con inductores en vez de condensadores. (En la mayor parte
de las situaciones, los condensadores son menos caros que los inductores, de modo
que son preferibles los disefios anteriores).

. E. Controles bang-~bang

En el ejemplo 3 de la seccidén 3.3 (pdgina 105), supusimos que la cantidad de calentamiento
o enfriamiento proporcionados por un calefactor o el aire acondicionado es proporcional a la
diferencia entre la temperatura actual y la temperatura deseada; recuerde la ecuacion

Ut) = Ky[1p — 100 .
En muchos hogares, los mecanismos de calefaccion/enfriamiento proporcionan una razén
constante de flujo de calor, digamos

_[Ki st T(6) > Ty,
ule) = {KE L si T < T,

(con K; <0).

(a) Modifique la ecuacion diferencial (9) del ejemplo 3 de modo que describa la
temperatura de un hogar con esta ley de control “bang-bang”.
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(b) Suponga que la temperatura inicial 7(0) es mayor que Tp,. Modifique las constantes
en la solucién (12) de la pagina 106 de modo que la férmula sea vdlida siempre que
T(t) > Tp.

(c) Silatemperatura inicial 7(0) es menor que Tp, ¢cudles valores deben tener las cons-
tantes en (12) de modo que la férmula sea vélida para 7(¢) < Tp?

(d) ;Como se deben unir las soluciones en (b) y (c) para obtener una descripcion comple-
ta (en términos del tiempo) de la temperatura T(z)?

. F. Precio, oferta y demanda

Es claro que la demanda de cualquier articulo (petrdleo, ropa o automdviles) depende de su
precio (entre otras cosas). Los articulos con mayor precio son por lo general menos atracti-
vos, a menos que el precio esté aumentando y los consumidores quieran adquirirlo a un
“precio bajo por introduccion”. Asi, para modelar matemadticamente la demanda D(f) de un
producto en el instante #, una estimacion cruda que ignora todos los factores excepto el pre-
cio tomaria la forma

D(1) = dy — dip(t) + dop’ (1) ,

donde p(?) es el precio unitario y las constantes d; son positivas. Quienes ofrecen el articulo tra-
tarfan naturalmente de capitalizarse con base en articulos con valor creciente, de modo que un
modelo crudo de funcion de oferta tomaria la forma

S(t) = 5o + sip(t) + s5:p' (1)

donde s, es positiva.

Si la demanda excede a la oferta, una estrategia para obtener ganancias indicaria que el
precio debe aumentar; si la oferta excede a la demanda, no habrd mds alternativa que reducir
los precios. Se llegard a un equilibrio econdmico si el precio fuese tal que la oferta equilibre
exactamente a la demanda: D(r) = S(1), p'(t) = 0y p(t) = p., = (dy— 50)/(d; + 51). Veamos una
cuestion mds interesante: ;Cémo evoluciona un precio (que no es de equilibrio) p(f) durante un
periodo en que la oferta sigue a la demanda, S(¢) = D(#)?

(a) Iguale D(¢) y S(¢) y resuelva la ecuacion diferencial resultante (suponiendo que s, #
d,) para p(t) en términos de su valor inicial p, = p(0).

(b) Estabilidad de precios Muestre que si (d, + s,)/(d, — s,) < 0,entonces p(7) tiende al
precio de equilibrio cuando ¢ — 0. ; Qué condiciones sobre las constantes garantizan
que el precio de equilibrio sea positivo (y por tanto realista)?

(¢) Inestabilidad de precios Muestre que si (d; + s1)/(dy — s5) > 0y py > p,,, entonces
p(t) crece sin limite cuando ¢ — . (Por supuesto, las férmulas crudas deben revisar-
se al crecer 7).

(d) Si el precio unitario de un articulo p(7) es $5 en t = 0 (meses) y la oferta y la deman-
da por miles de unidades se modelan como

S(t) =20 + p(r) + 6p'(1) ,
D(1) = 30 — 2p(s) + 4p' (1) ,

(cudl serd el precio unitario después de 10 meses? ;Hay estabilidad o inestabilidad de
los precios al aumentar #?
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.G. Estabilidad de métodos numéricos

Con frecuencia, los métodos numéricos se verifican con sencillos problemas con valores inicia-
les de la forma

®) y +Ay=0, y0)=1, (A= constante),

que tiene la solucién ¢(x) = e~ . Observe que para cada A > 0, la solucién ¢(x) tiende a ce-
ro cuando x — +o00. Asi, una propiedad deseable para cualquier esquema numérico que genere
aproximaciones yo, yi, y2, ¥3, - - . de ¢(x) en los puntos 0, &, 2k, 35, . . . es que, para A > 0,

9 y,—0 cuando n—o0 .
Para los métodos lineales de un paso, la propiedad (9) es la estabilidad absoluta.

(a) Muestre que para x,, = nh, el método de Euler aplicado al problema con valor inicial
(8) proporciona las aproximaciones

o= ((l—=A0)", n=0,1,2,...,

y deduzca que este método es absolutamente estable sélo cuando 0 < Ak < 2. (Esto
significa que para una A > 0 dada, debemos elegir el tamafio de paso % suficiente-
mente pequefio para que (9) se cumpla). Ademds, muestre que para i > 2/A, jel
error y, — ¢(x,) crece en forma exponencial!

(b) Muestre que para x,, = nh, el esquema del trapecio de la seccion 3.6, aplicado al pro-
blema (8), proporciona las aproximaciones

1= AR/ Co1s
T \T ¥ a2 0 T

y deduzca que este esquema es absolutamente estable para toda A > 0, 7 > 0.
(c) Muestre que el método de Euler mejorado, aplicado al problema (8), es absolutamen-
te estable para 0 < Ak < 2.

Meétodos multipaso. Al usar métodos numéricos multipaso, pueden surgir problemas de ines-
tabilidad que no pueden arreglarse eligiendo simplemente un tamafio de paso & suficientemente
pequeiio. Esto se debe a que los métodos multipaso producen “soluciones extrafias”, que pueden
dominar los cdlculos. Para ver qué puede ocurrir, consideremos el métodos de dos pasos

(10) Yn+1 = Yu—1 + 2hf(xn’ yn) > n= 1’ 2, ey

para la ecuacién y’ = f(x, y).
(d) Muestre que para el problema con valor inicial

an  y +2y=0, y0)=1,
la férmula de recurrencia (14), con x,, = nh, se convierte en
(12) Yut1 T 4hyn ~Yn-1=0.

La ecuacion (12), una ecuacion en diferencias, se puede resolver mediante el siguiente
procedimiento. Postulamos una solucion de la forma y, = r", donde r es una constante por de-
terminar.

(e) Muestre que al sustituir y, = r" en (12) obtenemos la “ecuacidn caracteristica”

Pt dhr—1=0,

con las raices

= —2h+ VI + 4y = 20— V4R
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Por analogia con la teorfa de las ecuaciones diferenciales de segundo orden, se puede
mostrar que una solucion general de (12) es

p— n n
Yn=ciri t e,

donde c; y ¢, son constantes arbitrarias. Asf, la solucion general de la ecuacién en di-
ferencias (12) tiene dos constantes independientes, mientras que la ecuacion diferen-
cial (11) tiene sélo una, a saber, ¢(x) = ce >
(f) Muestre que para cada h > 0,
lim=7r{=0, pero lim|r} =00 .
n—00

n—00

~%% cuando n — oo.

Por lo tanto, el término r{ se comporta como la solucién ¢(x,) = e
Sin embargo, la solucién extrafia r5 crece sin limite.

(g) La aplicacion del esquema (10) al problema con valor inicial (11) requiere dos valo-
res de partida y,, y;. Los valores exactos son y, = 1, y, = ¢ 2. Sin embargo, inde-
pendientemente de la eleccidn de los valores de partida y el tamafio de &, a partir de
cierto momento el término ¢,r5 dominard a toda la solucion de la ecuacién de recu-
rrencia al crecer x,,. Ilustre esta inestabilidad considerando y, = 1, y; = ¢~ *" y usan-
do una calculadora o computadora para calcular y,, ys, . . . , yigo @ partir de la férmula
de recurrencia (12) para i = 0.5 y h = 0.05. (Nota: Aunque las condiciones iniciales
se elijan de modo que ¢, = 0, el error de redondeo “excitard” a la solucién extrafia
dominante).

.H . Duplicacion de periodo y caos

En el estudio de los sistemas dindmicos se observan los fendmenos de duplicacion de periodo
y caos. Estos fenomenos se pueden apreciar al usar un esquema numérico para aproximar la
solucion de un problema con valor inicial para una ecuacién diferencial no lineal, como el mo-
delo logistico para el crecimiento de poblaciones:

4,
a3 S=ipli-p). po) =01,

(véase la seccion 3.2).

(a) Resuelva el problema con valor inicial (13) y muestre que p(t) tiende a 1 cuando
t— +oo0.

(b) Muestre que al usar el método de Euler (véanse las secciones 1.4 y 3.6) con tamafio
de paso & para aproximar la solucién de (13) se obtiene

(14)  pyey= (1 + 100)p, — (W0K)p; . pp=10.1.

(¢) Parah =0.18,0.23,0.25 y 0.3, muestre que las primeras 40 iteraciones de (14) pare-
cen (i) converger a 1 cuando 2 = 0.18, (ii) saltar entre 1.18 y 0.69 cuando & = 0.23,
(iii) saltar entre 1.23,0.54, 1.16 y 0.70 cuando 4 = 0.25 y (iv) no mostrar un patrén
visible cuando 4 = 0.3.

Las transiciones de la convergencia al salto entre dos nimeros, luego entre cuatro y as{ su-
cesivamente, se llama duplicacion del periodo. El fenémeno que aparece cuando 7 = 0.3 se
conoce como caos. Esta transicidon de la duplicacién del periodo al caos cuando /& aumenta
se observa con frecuencia en los sistemas dindmicos.

La transicion al caos se ilustra en el diagrama de bifurcacion (véase la figura 3.20). Este
diagrama se genera para la ecuacion (14) de la manera siguiente. Comenzamos en 7 = 0.18 y
calculamos la sucesion {p,} usando (14); a partir de n = 201, ubicamos los siguientes 30 valo-




1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2
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: : : : : h
0.20 0.22 0.24 0.26 0.28 0.30
Figura 3.20 Duplicacion de periodo, hacia el caos
res, es decir, Py, Pao2s - - - » P23o- A continuacion, incrementamos # en 0.001, para obtener

0.181 y repetir el proceso. Continuamos hasta que # = 0.30. Observe la forma en que la figura
se divide de una rama en dos, luego en cuatro, y asi sucesivamente hasta que se llega al caos.

Nuestra preocupacion es la inestabilidad del procedimiento numérico si 4 no se elige lo
bastante pequefio. Por fortuna, la inestabilidad observada para el método de Euler (la duplica-
cion del periodo y el caos) se reconoce de inmediato, pues sabemos que este tipo de comporta-
miento no es de esperar en una solucion de la ecuacién logistica. En consecuencia, de haber
usado el método de Euler y 7 = 0.23, 0.25 0 0.3 para resolver (13) en forma numérica, nos ha-
briamos dado cuenta de que 4 no era lo bastante pequefio.

La situacion para el método cldsico de Runge-Kutta de cuarto orden (véase la seccién 3.7)
es mas complicada. Puede ocurrir que para cierta eleccion de 4 haya una duplicacion del perio-
do, pero también es posible que para otras elecciones de /4 la solucién numérica converja a un
valor limite que no sea el valor limite para cualquier solucién de la ecuacion logistica en (17).

(d) Aproxime la solucion de (13) calculando las primeras 60 iteraciones del método cld-
sico de Runge-Kutta de cuarto orden usando el tamafio de paso 7 = 0.3. (Asi, para la
subrutina de la pdgina 137, N = 60y ¢ = (60)(0.3) = 18). Repitacon h = 0.325 y
h = 0.35. ;Cudles valores de 4 (si existen) cree que proporcionen la aproximacion
“correcta” a la solucién? ;Por qué?

En la seccion 5.7 se analizara con mas detalle el caos.
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W21 INTRODUCCION: EL OSCILADOR MASA-RESORTE
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Un oscilador masa-resorte amortiguado esta formado por una masa m unida a
un resorte fijo en un extremo, como se muestra en la figura 4.1. Disefie una ecua-
cion diferencial que gobierne el movimiento de este oscilador, tomando en cuen-
ta las fuerzas que actian sobre €l debido a la elasticidad del resorte, la friccion
(amortiguamiento) y las posibles influencias externas.

k m
/:\
/)
Punto de d —§
equilibrio

Figura 4.1 Oscilador masa-resorte amortiguado

La segunda ley de Newton —fuerza igual a masa por aceleracion (F = ma)— es sin duda la
ecuacion diferencial que aparece con mds frecuencia en la practica. Es una ecuacion diferen-
cial ordinaria de segundo orden, pues la aceleracion es la segunda derivada de la posicion y
con respecto del tiempo (a = d?y/dt?).

Al aplicar la segunda ley a un oscilador masa-resorte, los movimientos resultantes son
experiencias cotidianas y podemos aprovechar nuestra familiaridad con estas vibraciones pa-
ra obtener una descripcion cualitativa de las soluciones de ecuaciones de segundo orden mads
generales.

En relacion con la figura 4.1, la cual muestra el oscilador masa-resorte, cuando el resor-
te no estd estirado y la masa inercial m estd en reposo, el sistema estd en equilibrio; medi-

A
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mos la coordenada y de la masa mediante su desplazamiento a partir de la posicion de equi-
librio. Al desplazar la masa m con respecto del equilibrio, el resorte se estira o se comprime
y ejerce una fuerza que resiste al desplazamiento. Para la mayor parte de los resortes, esta
fuerza es directamente proporcional al desplazamiento y, por lo que estd dada por

@® Fresorte = _ky b

donde la constante positiva k es la rigidez y el signo negativo indica la naturaleza de oposi-
cion de la fuerza. La ley de Hooke, como se conoce comtinmente a la ecuacion (1), sélo es
vélida para desplazamientos suficientemente pequefios; si el resorte se comprime con una
fuerza suficiente de modo que cada vuelta del resorte presione a las demds, es claro que
la fuerza de oposicidn es cada vez mds grande.

Practicamente todos los sistemas mecdnicos experimentan la fuerza de friccidn; por lo
general, para el movimiento de vibracion, esta fuerza se modela mediante un término pro-
porcional a la velocidad:

dy
2) Ffriccién = _bE

=-by',
donde b = 0 es el coeficiente de amortiguamiento y el signo negativo tiene el mismo sig-
nificado que en la ecuacién (1).

Las otras fuerzas que actian sobre el oscilador se consideran por lo general como ex-
ternas al sistema. Aunque éstas pueden ser gravitacionales, eléctricas o magnéticas, lo co-
mtun es que las fuerzas externas mds importantes sean transmitidas a la masa sacudiendo la
base de la que cuelga el sistema. Por el momento reuniremos todas las fuerzas externas en
una sola funcién conocida Feema(t). La ley de Newton proporciona entonces la ecuacion
diferencial para el oscilador masa-resorte:

my" = —ky — by’ + Fey(t)
(0]
3) my" + by + ky = Fou(t) .

(Qué apariencia tienen los movimientos del sistema masa-resorte? La experiencia cotidiana
con amortiguadores gastados, un gong musical o tazones con gelatina nos dice que, cuando
no hay friccién (b = 0) o fuerzas externas, los movimientos (idealizados) son vibraciones
perpetuas como las que aparecen en la figura 4.2. Estas vibraciones se parecen a las fun-
ciones sinusoidales, donde su amplitud depende del desplazamiento y la velocidad iniciales.
La frecuencia de las oscilaciones aumenta para resortes mds rigidos y decrece para masas
mayores.

t t t

(@0 (O (0

Figura 4.2 (a) Oscilacion sinusoidal, (b) resorte mds rigido y (c) masa mds pesada

4
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EJEMPLO 1

SOLUCION

EJEMPLO 2

En la seccion 4.3 mostraremos una forma de encontrar estas soluciones. El ejemplo 1
contiene un rdpido cdlculo que confirma nuestras predicciones intuitivas.

Verificar que si b = 0y Fyema(?) = 0, la ecuacidn (3) tiene una solucién de la forma y(t)
= cos wt, y que la frecuencia angular w aumenta con k y disminuye con .

Bajo las condiciones dadas, la ecuacion (3) se simplifica a

@  omy k=0,

2

La segunda derivada de y(7) es —w’coswt, y si sustituimos esto en (4), tenemos

my" + ky = —mw*coswt + kcoswt ,

que se anula si @ = Vk/m. Esta @ aumenta con k y disminuye con m como se habia pro-
nosticado. W

Cuando hay friccidn, estas oscilaciones son amortiguadas y los movimientos se parecen
al mostrado en la figura 4.3. En la figura 4.3(a), la grafica presenta una oscilaciéon amorti-
guada; la friccion reduce la frecuencia y la amplitud parece decrecer en forma exponencial
con el tiempo. En la figura 4.3(b), la friccidn es tan dominante que evita por completo la os-
cilacion del sistema. Los dispositivos que supuestamente deben vibrar, como los diapasones
o los osciladores de cristal, se comportan como la figura 4.3(a); en este caso, el efecto de la
friccidén se considera por lo general como una pérdida mecdnica no deseada. Por otro lado,
los buenos sistemas de suspensién de los automdviles se comportan como la figura 4.3(b);
aprovechan la friccion para suprimir las oscilaciones.

(2) (®)

Figura 4.3 (a) Friccion baja y (b) friccion alta

Los procedimientos para resolver los sistemas masa-resorte (no forzados) con friccién
también se describen en la seccién 4.3 pero, como muestra en los ejemplos 2 y 3, los cdlcu-
los son mds complejos. El ejemplo 2 tiene un coeficiente de amortiguamiento relativamen-
te bajo (b = 6) e ilustra las soluciones del caso “subamortiguadas” en la figura 4.3(a). En el
ejemplo 3, el amortiguamiento es mds severo (b = 19) y la solucién estd “sobreamortigua-
da” como en la figura 4.3(b).

Verificar que el sinusoide con amortiguamiento exponencial dado por y(1) = e *cos4z es
una solucién de la ecuacion (3) si Foyena = 0, m =1,k =25y b = 6.

A
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EJEMPLO 3

SOLUCION

Seccion 4.1 Introduccion: El oscilador masa-resorte 155

Las derivadas de y son
y'(t) = —3e ¥cos4t — 4e 'sends ,
y"(t) = 9¢ 3 cos 4t + 12¢ 3'sen 4t + 12¢ 3'sen 4t — 16 ¥ cos 4t
= —TJe ¥cosdt + 24e F'sendt

y al sustituir en (3) se tiene
my” + by’ + ky = (1)y” + 6y’ + 25y
= —Te ¥ cos 4t + 24e 'sen 4t + 6(—3e 3 cos 4t — 4e~ ¥ sent)
+ 25¢ 3 cos 4t
0. m

-5

Verificar que la funcién exponencial sencilla y(f) = ¢~ es una solucién de la ecuacién (3)

S$i Fogtema = 0,m = 1,k =25y b = 10.
Las derivadas de y son y'(f) = —5e™ ™", y"(t) = 25¢~; al sustituir en (3) se tiene
my” + by +ky = (1)y" + 10y’ + 25y =25¢> + 10(—=5¢ ") + 25¢™> =0 . W

Si un sistema masa-resorte es controlado por una fuerza externa sinusoidal con frecuen-
cia angular w, nuestra experiencia indica que aunque la respuesta inicial del sistema fuese

499

un tanto errdtica, con el tiempo se “sincronizard” con el controlador y oscilard con la misma
frecuencia, como muestra la figura 4.4.

il
T

(@ (b)

Figura 4.4 (a) Fuerza de control y (b) respuesta

Los ejemplos comunes de sistemas que vibran sincronizados con sus controladores son
las bocinas de sistemas de sonido, ciclistas que utilizan su bicicleta sobre vias de ferrocarril,
circuitos electrénicos amplificadores y las mareas del océano (controladas por la influencia
gravitacional de la Luna). Sin embargo, la historia tiene mds de lo que se ha revelado hasta
ahora. Los sistemas pueden ser muy sensibles a la frecuencia particular w con la que se les
controla. Asf, las notas musicales afinadas con precisién pueden hacer vibrar un cristal fino,
las vibraciones inducidas por el viento con la frecuencia correcta (o incorrecta, segin se
vea) pueden derribar un puente y una llave de agua goteando puede causar dolores de cabe-
za fuera de lo comun. Estas respuestas “resonantes” (para las que las soluciones tienen
amplitudes mdximas) pueden ser algo destructivas, y los ingenieros en estructuras deben te-
ner mucho cuidado para garantizar que sus productos no resonardn con alguna de las vi-
braciones que podrian ocurrir en el ambiente de operacion. Por otro lado, los ingenieros de
radio realmente quieren que sus receptores resuenen en forma selectiva con el canal de trans-
misién deseado.
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EJEMPLO 4

SOLUCION

El célculo de estas soluciones forzadas es el tema de las secciones 4.4 y 4.5. El ejem-
plo 4 ilustra algunas caracteristicas de la respuesta y resonancia sincrénicas.

Determinar la respuesta sincrénica del oscilador masa-resorte conm = 1, b =1,k =25 a
la fuerza sen .

Buscamos soluciones de la ecuacion diferencial
5) y" +y" + 25y = sen Q¢

que son sinusoides en sincronia con sen ()#; asi que tratemos de usar la forma y(t) = A cos
Qt + B sen (t. Como

y' = —QA sen Qr + QBcos Qr
y" = —0%A cos Qr — O*Bsen Or

podemos simplemente sustituir estas formas en la ecuacion (5), agrupar términos y factori-
zar los coeficientes para obtener una solucion:

sen{)t = y" + y" + 25y

—0%A cos Ot — O?B sen Qt+[ —QAsen Ot + QB cos Ot ]
+25[A cos Ot + B sen ]

[—QB — QA + 25B] sen Ut + [—Q?A + QB + 25A] cos Ot ,

de modo que
QA+ (—Q*+25)B =1
(—Q*+25A+ QB =0 .
Tenemos que

_ -0 B= —0* + 25
Q>+ (02 —25)?° Q>+ (02 — 25?2 °

La figura 4.5 exhibe A y B como funciones de la frecuencia de control (). Es claro que apa-
rece una resonancia en cercade () = 5. W

En este capitulo sélo analizaremos ecuaciones diferenciales de la forma

(6) ay" + by +cy = fl1) ,

donde y(¢) [0 y(x), x(t), etcétera] es la funcidn incégnita; a, b y ¢ son constantes y f(¢)
[o f(x)] es una funcién conocida. La nomenclatura adecuada para (6) es que se trata de
una ecuacion diferencial ordinaria, lineal, de segundo orden con coeficientes constantes.
En capitulos posteriores generalizaremos nuestro punto de vista a ecuaciones con coefi-
cientes constantes, ecuaciones de orden superior, ecuaciones no lineales y sistemas de ecua-
ciones simultdneas. Sin embargo, (6) es un excelente punto de partida, pues podremos
obtener soluciones explicitas y observar, en forma concreta, las propiedades tedricas predi-
chas para ecuaciones mds generales. Como motivacion de los procedimientos matemadti-
cos y la teorfa necesaria para resolver (6), con frecuencia la compararemos con el
paradigma masa-resorte:

[inercia] X y” + [amortiguamiento] X y' + [rigidez] X y= Fcma -

A
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Figura 4.5 Amplitudes de vibracion en torno a una resonancia

. Verifique que para b = 0y Feyema = 0, la ecuacion

(3) tiene una solucion de la forma

y(t) = senwt, donde w = Vk/m .

« Si Foyierna () = 0, la ecuacion (3) se convierte en

my” + by +ky=0 .

Para esta ecuacion, verifique lo siguiente:

(a) Si y(¢) es una solucién, también lo es cy(¢), pa-
ra cualquier constante c.

(b) Si y,(¢) y y,(7) son soluciones, también lo es su

suma y,(¢) + ,(¢).

. Verifique que y = 2 sen 3¢ + cos 3¢ es una solucién

del problema con valores iniciales
2y" +18y=0; y0)=1, »y(0)=6.
Determine el maximo de |y(r)| para —oo < t < oo.

. Muestre que si Foyema(d) = 0,m =1,k =25y b = 10,

entonces la ecuacion (3) tiene las soluciones sobrea-
mortiguadas y,(f) = ey yy(r) = te” . ;Cudl es el
Iimite de estas soluciones cuando t — co?

. Verifique que el sinusoide con amortiguamiento expo-

nencial y(f) = e~ *sen (\[2 t) es una solucién de la
ecuacion (3) si Foyema® =0, m=1,b=4yk =6.
(Cudl es el limite de estas soluciones cuando ¢ — co?

. Se aplica una fuerza externa F(f) = 2cos2¢ a un siste-

ma masa-resorte conm = 1, b = 0y k = 4, que estd

inicialmente en reposo; es decir, y(0) = 0, y'(0) = 0.
Verifique que y(r) = 5 tsen 2t da el movimiento de
este resorte.  Qué ocurrird a largo plazo (al aumentar 7)
con el resorte?

En los problemas 7-9, determine una solucion sincroni-
ca de la forma A cos Qt + B sen Qt a la ecuacion de os-
cilador forzado dada, usando el método del ejemplo 4
para encontrar Ay B.

7. y" +2y" + 4y =3sen 51, Q=5
8.y +2y +dy=5send Q=3
9.y" 4+ 2y +4y =3cos 2t + 4sen2t, Q=2

10. Los osciladores no amortiguados forzados en la re-
sonancia tienen soluciones inusuales (no fisicas).

(a) Para estudiar esto, determine la solucién sincré-
nica A cos Q¢ + B sen ()t de la ecuacion gené-
rica del oscilador forzado

7 my" + by + ky = cos Qr .

(b) Bosqueje las graficas de los coeficientes A y

E B, como funciones de Q) param = 1, b = 0.1
y k = 25.

(¢) Haga ahora b = 0 en sus férmulas para Ay By

Q: vuelva a bosquejar las grdficas de la parte (b)

conm = 1yk=25.;Qué ocurre en () = 5? Ob-
serve que las amplitudes de las soluciones sin-
crénicas crecen sin limite cuando () tiende a 5.

4
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(d) Muestre en forma directa, sustituyendo la forma

(e)

A cos (¢ + B sen Wt en la ecuacion (7), que
cuando b = 0 no hay soluciones sincrénicas si
Q= Vk/m.

Verifique que (2m{)) 't sen Q¢ es una solucién
de la ecuacion (7) cuando b = 0y Q = Vk/m.
Observe que esta solucién no sincrénica crece
sin limite al aumentar el tiempo.

Y

Ecuaciones lineales de segundo orden

Es claro que no se puede despreciar el amorti-
guamiento al analizar un oscilador forzado en la
resonancia, pues en caso contrario las soluciones
no tienen sentido fisico, como muestra la parte
(e). Mds adelante en este capitulo estudiaremos
este comportamiento.

WAT2 ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS:

LA SOLUCION GENERAL

Comenzamos nuestro estudio de la ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coefi-

cientes

1) ay" + by’ + cy = fl1)

con el caso particular en que la funcién f(¢) es cero:

2) ay" + by +cy=0.

Este caso surge al considerar osciladores masa-resorte con vibracidn libre; es decir, sin apli-
car fuerzas externas. La ecuacién (2) se llama la forma homogénea de la ecuacion (1); f(¢)
es la “no homogeneidad” en (1). (Esta nomenclatura no se relaciona con la forma en que usa-
mos el término para las ecuaciones de primer orden en la seccion 2.6).

Al observar la ecuacidn (2) vemos que sus soluciones deben tener la propiedad de que
su segunda derivada pueda expresarse como combinacion lineal de sus derivadas de orden
uno y cero.” Esto sugiere tratar de hallar una solucién de la forma y = ¢'*, ya que las deri-
vadas de e" son precisamente constantes por e'. Si sustituimos y = ¢” en (2), obtenemos

ar’e™ + bre" + ce" =0 |

e"(ar* + br + ¢) =

Como ¢ nunca es cero, podemos dividir entre esto para obtener

A3 ar* +br+c¢=0.

En consecuencia, y = ¢ es una solucién de (2) si y sélo si r satisface la ecuacién (3). La
ecuacion (3) es la ecuacion auxiliar (o ecuacion caracteristica) asociada a la ecuacion ho-

mogénea (2).

La ecuacién auxiliar es cuadrdtica y sus raices son

_ —b+ Vb — 4ac

" 2a

—b — Vb* — dac

2a

Cuando el discriminante b*> — 4ac es positivo, las raices r, y r, son reales y distintas. Si
b — dac = 0, las raices son reales e iguales. Cuando b? — 4dac < 0, las raices son nimeros

La derivada de orden cero de una funcién es la propia funcién.

A
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complejos conjugados. En esta seccion consideraremos los dos primeros casos y pospondre-
mos el caso complejo para la seccion 4.3.

Determinar un par de soluciones de

) y' + 5y —6y=0.

La ecuacidn auxiliar asociada a (4) es
r2+5r—6=(r—1)(r+6)=0 .

que tiene las raices r; = 1,7, = —6. Asi, ' y ¢~% son soluciones. W

Observe que la funcién idénticamente nula, y(¢) = 0, siempre es solucién de (2). Ade-
mds, cada vez que tengamos un par de soluciones y,(r) y y,(¢) de esta ecuacién, como en
el ejemplo 1, podemos construir una infinidad de soluciones mediante sus combinacio-
nes lineales:

S) y(1) = 11 (1) + caa(1)

para cualquier eleccion de las constantes c; y ¢,. El hecho de que (5) sea una solucion de (2)
se puede ver mediante una sustitucién y un rearreglo:

ay” + by' + cy = alcyyy + cay2)" + blewy + caya)’ + cleyr + caya)
= aleyi + cayh) + blewyl + eyh) + clewn + eay)
= cilay] + by} + cy) + calays + by + cy))
=0+0.

Los dos “grados de libertad” c¢; y ¢, en la combinacién (5) sugieren que las soluciones
de la ecuacion diferencial (2) se pueden determinar con condiciones adicionales, como las
condiciones iniciales para las ecuaciones de primer orden en el capitulo 1, pero la presencia
de ¢, y ¢, lleva a suponer que se pueden imponer dos de tales condiciones en vez de una. Esto
es consistente con la interpretacién masa-resorte de la ecuacion (2), ya que la prediccidn del
movimiento de un sistema mecdnico requiere del conocimiento no sélo de la posicion ini-
cial y(0) y la velocidad y'(0) de la masa. Un tipico problema con valores iniciales para es-
tas ecuaciones de segundo orden aparece en el ejemplo siguiente.

Resolver el problema con valores iniciales
6) y'+2y —y=0; y(0)=0, y(0)=—1.

Primero encontramos un par de soluciones como en el ejemplo anterior. Luego ajustamos las
constantes ¢; y ¢, en (5) para obtener una solucién que cumpla las condiciones iniciales
sobre y(0) y ¥'(0). La ecuacidén auxiliar es

P+2r—1=0.
La férmula cuadrdtica indica que las raices de esta ecuacion son
r1=—l+\6 y r2=—1—\6.

En consecuencia, la ecuacion diferencial dada tiene soluciones de la forma

(7) y(t) — Cle(*lJr\/i)t + Cze(*]*\/i)t .

4
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Para determinar la solucién especifica que satisface las condiciones iniciales dadas en (6),
primero derivamos la y dada en (7) y luego sustituimos y y y’ en las condiciones iniciales
de (6), obteniendo

y(0) = cie® + ¢ |
y'(0) = (-1 + \/E)cleo + <—1 - \/i)czeo ,
0
O0=c¢ +c,

-1

(—1 + \/2)6‘1 + (—1 - \/E)CQ .

Al resolver este sistema se tiene ¢; = —\6/4 ye, = \/2/ 4. Asi,

4

(1) = - V2 (Vi —\fe(*“\/i)’
es la solucion deseada. W

Para comprender mejor el significado de la forma de solucién (5) con dos pardmetros,
necesitamos analizar algunas propiedades de la ecuacién de segundo orden (2). En primer
lugar, existe un teorema de existencia y unicidad para las soluciones a (2), similar al corres-
pondiente teorema 1 de la seccién 1.2 para las ecuaciones de primer orden, aunque modifi-
cado para indicar el hecho de que se necesitan dos condiciones iniciales para las ecuaciones
de segundo orden. Como motivacion para el teorema, supongamos que la ecuacién diferen-
cial (2) es realmente sencilla, con b = 0y ¢ = 0. Entonces y” = 0 dirfa que la grafica de
y(¢) no es mds que una linea recta, de modo que queda determinada de manera nica al es-
pecificar un punto de la recta,

@®) y(t) = Yo
y la pendiente de la recta,
©® Y=Y

El teorema 1 establece que las condiciones (8) y (9) bastan para determinar la solucién de
manera Unica para la ecuacion mds general (2).

EXISTENCIA Y UNICIDAD: CASO HOMOGENEO

Teorema 1. Para cualesquiera nimeros reales a, b, c, ty, Y,y Y}, existe una tnica
solucion del problema con valores iniciales

(10) ay" + by +¢cy=0; y(to) =Y, y’(to) =Y .

La solucién es vilida para todo ¢ en (—oo, +00).

Observe que, en particular, si una solucion y(t) y su derivada se anulan en forma si-
multdnea, entonces y(t) debe ser la solucion idénticamente nula.

En esta seccidn y la siguiente construiremos soluciones explicitas de (10), de modo que
la cuestion de existencia de una solucién no constituye en realidad un problema. Sin embargo,

A
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es muy importante saber que la solucidn es unica. La demostracién de la unicidad es un tan-
to distinta al resto del capitulo, por lo que la pospondremos para el capitulo 13.*

Ahora queremos usar este teorema para mostrar que, dadas dos soluciones, y,(#) y (1),
de la ecuacién (2), siempre podemos encontrar valores de ¢, y ¢, tales que ¢,y;(f) + c,y,(¢)
cumplan las condiciones iniciales dadas en (10), y por tanto sea la tnica solucién del pro-
blema con valores iniciales. Pero necesitamos ser un poco mds precisos; si, por ejemplo,
,(2) no es mds que la solucién idénticamente nula, entonces c;y,(¢) + c,y,(t) = ¢y, (?) tie-
ne en realidad sélo una constante y no puede esperarse que satisfaga dos condiciones. Ade-
mds, si y,(¢) es s6lo un miltiplo constante de y,(z), digamos, y,(t) = ky,(¢), entonces de
nuevo ¢,y (1) + coy,(f) = (¢; + kep)y,(f) = Cy,(z) tiene en realidad una sola constante. La
condicién que necesitamos es la independencia lineal.

INDEPENDENCIA LINEAL DE DOS FUNCIONES

Definicion 1. Un par de soluciones y,(¢) y y,(¢) son linealmente independientes
en el intervalo I si y sélo si ninguna de ellas es un multiplo constante de la otra en
1" Decimos que y, y y, son linealmente dependientes en I si una de ellas es un mul-
tiplo constante (incluyendo al cero) de la otra en /.

REPRESENTACION DE LAS SOLUCIONES A UN PROBLEMA
CON VALORES INICIALES

Teorema 2. Si y(f) y y,(¢) son dos soluciones cualesquiera a la ecuacién diferen-
cial (2), linealmente independientes en un intervalo I que contenga a #y, entonces se
pueden determinar constantes Unicas c; y ¢, tales que c;y{(f) + c,y,(¢) satisfaga el
problema con valores iniciales (10) en 1.

Serd sencillo demostrar el teorema 2, una vez establecido el siguiente lema técnico.

UNA CONDICION PARA LA DEPENDENCIA LINEAL
DE LAS SOLUCIONES

Lema 1. Para cualesquiera niimeros reales a(# 0), b y ¢, si y;(f) y y,(t) son dos so-
luciones de la ecuacidn diferencial (2) en un intervalo / y se cumple la igualdad

A1) yi(My'A7) = yi(TyA7) =0

en cualquier punto 7 de I, entonces y; y y, son linealmente dependientes en /. (La
expresion del lado izquierdo de (11) se llama el Wronskiano de y; y y, en el punto
7; véase el problema 34).

*Todas las referencias a los capitulos 11-13 se refieren al texto ampliado Fundamentos de las ecuaciones diferen-
ciales y problemas con valores en la frontera, cuarta edicién.

"Esta definicién se generaliza a tres o mds funciones en el problema 39 y el capitulo 6.

4
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Demostracion del lema 1. Caso 1. Si y,(7) # 0, hagamos « igual a y,(7)/y,(7) y con-
sideremos la solucién a (2) dada por y(¢) = ky, (). Esta satisface las mismas “condiciones
iniciales” en 7 = 7 que y,(t):

W) =B =) ) = 200 =40

donde la iltima igualdad es consecuencia de (11). Por unicidad, y,(¢) debe ser la misma fun-
cién que ky;(r) en 1.

Caso 2. Si y,(t) =0 pero yi(r) # 0, entonces (11) implica que y,(7) = 0. Sea
k = v4(7)/yi(7). Entonces la solucién a (2) dada por y(¢) = ky,(¢) (de nuevo) satisface las
mismas “condiciones iniciales” en t = T que y,(¢):

Por unicidad, y,(¢) = ky,(r) en L.

Caso 3. Si y,(t) = y}(7) = 0, entonces y,(7) es una solucién de la ecuacién diferencial
(2) que satisface las condiciones iniciales y,(7) = y{(7) = 0; pero y(¢) = 0 es la snica so-
lucién a este problema con valores iniciales. Asf, y,(¢) = 0, que es un muiltiplo constante de

¥a(2).

Demostracién del teorema 2. Ya sabemos que y(t) = ¢,y,(f) + c,y,(¢) es una solucién
de (2), asi que debemos mostrar que podemos elegir c; y ¢, de modo que

(i) = cyi(te) + cavalty) = Yy

y'(tg) = cyilty) + cayiltn) = Yy .
Pero un sencillo procedimiento algebraico muestra que estas ecuaciones tienen la solucién®

Yoya(te) — Yiya(ty) Yiyi(to) — Yoyi(to)

yilto)y5(t0) = yilto)y2(to) yoer yilto)ya(to) — ¥'(2o)ya (o)

siempre que el denominador no se anule; el lema técnico nos garantiza que se cumple esta
condicién. W

=

Ahora podemos decir que si y; y y, son soluciones linealmente independientes de (2)
en (—oo, +00), entonces (5) es una solucién general, ya que cualquier solucién y,(t) de
(2) se puede expresar de esta forma: basta elegir ¢; y ¢, de modo que c;y; + ¢,y, concuer-
den con el valor de y, y de su derivada en un punto cualquiera. Por unicidad, ¢y, + ¢;y, y
¥, deben ser la misma funcidn. Ver figura 4.6.

( Como determinar una solucion general para la ecuacién diferencial (2)? Ya conocemos
la respuesta si las raices de la ecuacion auxiliar (3) son reales y distintas, pues claramente
y1(¢) = € no es un muiltiplo constante de y,(¢) = €' sir; # r,.

Por ejemplo, para despejar c;, se multiplica la primera ecuacién por y'»(fy), la segunda por y,(fo) y se restan.

A
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V() 1

\
(Ambas no pueden
ser soluciones)

Pendiente
V' (%)

7 8

Figura 4.6 y(1,), y'(f,) determinan una tnica solucién.
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RAICES REALES DISTINTAS

Si la ecuacidén auxiliar (3) tiene raices reales distintas r, y r,, entonces y,(z) = ¢y

y5() = €”' son soluciones de (2) y y(r) = c;e”"" + c,e™" es una solucién general.

Cuando las raices de la ecuacion auxiliar son iguales, s6lo obtenemos una solucién
no trivial, y; = e’’. Para satisfacer dos condiciones iniciales, y(f;) y y'(#,), debemos obtener una
segunda solucidn linealmente independiente. La siguiente regla es la clave para obtener esa se-
gunda solucidn.

r RAICES REPETIDAS

Si la ecuacién auxiliar (3) tiene una rafz repetida r, entonces y,(t) = ey y,(t) = te"*

son

soluciones de (2) y y(f) = c;e” + c,te” es una solucién general.

Tlustraremos este resultado antes de dar su demostracion.

Determinar una solucién del problema con valores iniciales

12)

y'+4y +4y =0, y(0)=1, y’(0)=3.

SOLUCION Laecuacidén auxiliar para (12) es

rP+dr+4=(r+2P=0.

4
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EJEMPLO 4

2

Como r = —2 es una raiz doble, (12) debe tener soluciones y; = ¢ 2y y, = te”*'; confir-

memos que y,(¢) es una solucidn:

»(t) =17,

yi(t) = e 2 — 2te™ ¥,

yi(t) = —2e 72 — 27 + 4te % = —4e” M + 4te™ |

Y+ Ay + Ay, = —de ¥ + At + A(eTH = 2ueH) + die”? =0 .
Observe ademds que e~ > y te~ > son linealmente independientes, pues ninguna es multiplo
de la otra en (—o0, 00). Por tltimo, sustituimos la solucién general y(t) = cre ¥+ cpte™ ¥
en las condiciones iniciales:

y(O) = cle0 + cz(O)eO =1,
y'(0) = —2¢1€° + 26" — 2¢,(0)e® = 3,

y resolvemos las ecuaciones para ver que ¢; = 1, ¢, = 5. Asi, y = ¢ % + 5te”* es la solu-
cién deseada. W

(Por qué ocurre que y,(t) = e’ es solucién de la ecuacién diferencial (2) cuando r es
una raiz doble y no en otros casos? En capitulos posteriores veremos una justificacion teo-
rica de esta regla en circunstancias muy generales; sin embargo, por el momento sélo vere-
mos qué ocurre si sustituimos y, en la ecuacion diferencial (2):

rt

ya(t) = re"

yi(1) = € + rte

y5(1) = re™ + re'" + r’te’’ = 2re’ + e’

ayy + byy + ¢y, = [2ar + ble™ + [ar? + br + clte” .

Ahora, si r es una raiz de la ecuacidn auxiliar (3), la expresion en el segundo corchete se anula.
Sin embargo, si r es una raiz doble, la expresion en el primer corchete también se anula:

—b * \/b2—4ac: —b * (0)

13 = s
(13) d 2a 2a

por tanto, 2ar + b = 0 para una raiz doble. En tal caso, y, es una solucion.

El método descrito para resolver las ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden
con coeficientes constantes se aplica a cualquier ecuacién lineal homogénea con coeficien-
tes constantes (incluso de primer orden). En el capitulo 6 estudiaremos con detalle las ecua-
ciones de orden superior. Por el momento nos conformaremos con ilustrar el método
mediante un ejemplo. Observemos que una ecuacion lineal homogénea de orden # tiene una
solucion general de la forma

y(1) = e (0) + et) + -+ + ea(t)

donde las soluciones individuales y;(¢) son “linealmente independientes”, lo que significa
que y; se puede expresar como combinacion lineal de las demds; véase el problema 39.

Determinar una solucién general de

(14) y'+3y" =y —=3y=0.

A
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SOLUCION Si tratamos de hallar soluciones de la forma y = ¢”, entonces, como con las ecuaciones de
segundo orden, debemos hallar las raices de la ecuacion auxiliar

asy r~P+32-r-3=0.

Observemos que » = 1 es una raiz de la ecuacién anterior; al dividir el polinomio del lado
izquierdo de (15) entre r — 1 obtenemos la factorizacién

r=1)F+4r+3)=(r—-1Dr+1)Fr+3)=0.

Por tanto, las raices de la ecuacidn auxiliar son 1, —1 y —3, de modo que tres soluciones de
(14) son €', e 'y e~ La independencia lineal de estas tres funciones exponenciales se de-
muestra en el problema 40. Asf, una solucion general de (14) es

16)  y(t)=cie+ e+ e |

Hasta ahora s6lo hemos analizado las soluciones exponenciales de una ecuacion li-
neal de segundo orden con coeficientes constantes. Tal vez usted se haya preguntado dén-
de estan las soluciones vibratorias que controlan a los osciladores masa-resorte. En la
siguiente seccidn veremos que éstas surgen cuando las soluciones de la ecuacién auxiliar
son complejas.

En los problemas 1-12, halle una solucion general de la ~ 21. Ecuaciones de primer orden con coeficientes cons-
ecuacion diferencial dada. tantes.

1. y" + 5y + 6y =0 2.y =y =2y=0 (a) Sustituya y = €' y determine la ecuacién auxi-
3.9 + 8y +16y=0 4. 9" + 6y +9y =0 liar para la ecuacidn lineal de primer orden
” ’ _ ” ’ _ ay, + by =0 ’
5.2 +2 —z2=0 6. y" =5 +6y=0 donde a y b son constantes, con a # 0.
7.2u" +7u —4u =0 8. 6y +y —2y=0 (b) Use el resultado de la parte (a) para determinar
9.y —y — 11y =0 10. 4" — 4y’ +y=0 la solucién general.
11. 4w" + 20w + 25w = 0 En los problemas 22-25,. use el me’tod.o/ descrito en el
problema 21 para determinar una solucion general de la
12. 3y" + 11y’ =7y =0 ecuacion dada.
En los problemas 13-20, resuelva el problema con valo- 22. 3y, ~ =0 23. Sy , Ty =0
res iniciales dados. 24. 32 +11z=0 25. 6w" — 13w =0
13,y +2y =8 =0; y0)=3,y(0)=-12 26. Problemas con valores en la frontera. Si se es-

pecifican los valores de una solucién a una ecuacion
.y +y =0; y0)=2,y(0)=1 diferencial en dos puntos distintos, estas condicio-
15. y" +2y'+y=0; y0)=1,y(0)=-3 nes se llaman condiciones en la frontera. (En con-
traste, las condiciones iniciales especifican los

16. " —4y' +3y =05 y(0)=1,y(0)=1/3 valores de una funcién y su derivada en el mismo

17. 2" =27 —2z=0; z(0)=0, 7/(0) = punto). La finalidad de este ejercicio es mostrar que

18. y" — 6y + 9y =0; y(0)=2, y'(0) =25/3 los problemas con Valgres en l.a fron.ter.a no tienen
un teorema de existencia y unicidad similar al teore-

19. y" =4y =5y =0; y(=1)=3,y(-1)=9 ma 1. Dado que toda solucion de

20y =4y +4y=0; y(1)=1,y(1)=1 an Yy +y=0
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tiene la forma
¥() = cycost+ cysent ,
donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias, muestre que

(a) Existe una tnica solucién de (17) que satisfa-
ce las condiciones en la frontera y(0) = 2y
y(/2) = 0.

(b) No existe una solucién de (17) que satisfaga
y(©0) =2y y(m) = 0.

(c) Existe una infinidad de soluciones de (17) que
satisfacen y(0) = 2y y(7) = —2.

En los problemas 27-32, use la definicion 1 para deter-
minar si las funciones y' y y* son linealmente indepen-
dientes en el intervalo (0,1).

27. y,(t) = e""cos 2t ; y,(t) = e "sen 2t
28. y,(t) = €3 5 y(t) = ¥
29. 2

30.
31.

32
33

34.

)
1) =te* 5 (1) = e
)
)

() =03 y,(r) = ¢

. Sean y; y y, dos funciones definidas en (—oo, 00).

(a) Cierto o falso: Si y; y ¥, son linealmente depen-
dientes en el intervalo [a,b], entonces y; y ¥,
son linealmente dependientes en un intervalo
menor [c,d} C [a, b]

(b) Cierto o falso: Si y; y ¥, son linealmente depen-
dientes en el intervalo [a,b], entonces y; y ¥,
son linealmente dependientes en un intervalo
mayor [C,D] D [a,b]

Wronskiano. Para cualesquiera dos funciones di-

ferenciables y; y y,, la funcién

a8 Wiy, »:](0) = »(0ya(e) — y1(O)ya(0)
se llama el wronskiano™ de y, y y,. Esta funcién

juega un papel crucial en la demostracién del teo-
rema 2.

(a) Muestre que W[y,,y,] se puede expresar de ma-
nera conveniente como el determinante 2 X 2

yi(t)  y(2)
yilr)  yh(2)

(b) Sean y,(¢), y,(¢) un par de soluciones de la
ecuacion homogénea ay” + by’ + cy = 0 (con
a # 0) en un intervalo abierto /. Demuestre que
y1(t) y y,(¢) son linealmente independientes en

Wiy, 3] (1) =

3s.

36.

37.

38.

39.

Y

Ecuaciones lineales de segundo orden

I siy s6lo si su wronskiano nunca se anula en /.
[Sugerencia: Esto sélo es una reformulacion del
lema 1].

(c) Muestre que si y;(z) y y,(¢) son cualesquiera
dos funciones diferenciables linealmente depen-
dientes en I, entonces su wronskiano es idénti-
camente nulo en /.

Sean y,(t) = £y y,(¢t) = |£}]. ;Son y, y y, lineal-

mente independientes en los siguientes intervalos?

@) (0,00) , () (~00,0) , (¢) (~00,00) .

(d) Calcule el wronskiano (véase el problema 34)
de estas dos funciones en (—o0, 00). ;Por qué su
respuesta no contradice la parte (b) del proble-
ma 347

Realice los pasos siguientes para demostrar que el
wronskiano (véase el problema 34) de cualesquiera
dos soluciones y;, y, de la ecuacion ay” + by’ +
¢y = 0 estd dada por la formula de Abel
Wiy, 3:](6) = Ce
donde la constante C depende de y; y y,.
(a) Muestre que el wronskiano W satisface la ecua-
cion aW' + bW = 0.
(b) Resuelva la ecuacion de primer orden en la
parte (a).

ten (—o0,0) .

Use la férmula de Abel del problema 36 para expli-
car por qué el wronskiano de cualquier par de solu-
ciones de ay” + by’ + cy = 0 es idénticamente nulo
o bien nunca se anula en (—o0, 00).

Explique por qué dos funciones son linealmente de-
pendientes en un intervalo [ si y s6lo si existen cons-
tantes ¢ y ¢, no ambos nulos, tales que

ei(t) + eon(t) =0
Dependencia lineal de tres funciones. Tres fun-
ciones y(t), y,(t) y y3(t) son linealmente depen-
dientes en un intervalo 7 si, en dicho intervalo, al
menos una de estas funciones es combinacion lineal
de las otras dos [por ejemplo, si y,(t) = c1y,(t) +
¢,,(2)]. En forma equivalente (compare el proble-
ma 38), vy, ¥, ¥ y3 son linealmente dependientes en
I si existen constantes Cy, C, y C3, no todas nulas,
tales que

Ciyi(t) + Cyy,5(f) + C3y5(t) = 0 para toda ¢

enl

paratodazen/ .

En caso contrario, decimos que estas funciones son
linealmente independientes en 1.

"Nota histdrica: El wronskiano recibe el nombre del matemdtico polaco H. Wronski (1778-1863).

A



Seccion 4.3

Para cada uno de los siguientes incisos, determi-
ne si las tres funciones dadas son linealmente depen-
dientes o independientes en (—oo, 00):

(a) yl(t) =1 s y2(t) =1, y3(t) = tz .

() yi(t) = =3, yalt) = 5sen’t , y3(t) = cos’t
©) y(t)=e", y(t)=te', yi(t) = 1%’
@ yi(t)=e", »m)=e", ys(t) = cosht

40. Use la definicidn en el problema 39 y demuestre que
siry, r, y r3 son nimeros reales distintos, entonces las
funciones e, e’ y " son linealmente independien-
tes en (—oo, 00). [Sugerencia: Suponga lo contrario,

"'+ c,e™ para todo t. Divida

para obtener e = ¢ + e y

es decir, que "’ = ce
entre e
luego derive para deducir que e =" y 37" 5on
linealmente dependientes, lo que es una contradic-

cion. (;Por qué?)].

En los problemas 41-46, determine tres soluciones li-
nealmente independientes (véase el problema 39) de la
ecuacion diferencial de tercer orden dada y escriba una
solucion general como combinacion lineal de éstas.

4L y" +y" — 6y + 4y =0

Ecuaciones auxiliares con raices complejas 167

42. y" —6y" —y' +6y=0

43. 7" + 27" — 47 —8z=0

44, y" —Ty" + Ty + 15y =0

45. y" + 3y" —4y' — 12y =0

46. w" +w" — 4w’ + 2w =20

47. Resuelva el problema con valores iniciales

Y=y =0; y0)=2,

y'(©0) =3, y"(0)=-1

48. Resuelva el problema con valores iniciales
Y2yt =y 2y =0
y(0)=2,y(0)=3,y"(0)=5.

U

CJ 49. Use el método de Newton u otro procedimiento nu-

mérico para aproximar las raices de la ecuacion
auxiliar y determine soluciones generales de las
siguientes ecuaciones:

(a) 3y" + 18y" + 13y — 19y =0 .
(b) yV —5y" +5y=0 .
(©) y' — 3y — 5y" + 15y" + 4y’ — 12y =0 .

WAT3 ECUACIONES AUXILIARES CON RAICES COMPLEJAS

La ecuacion armdnica simple y" + y = 0, que recibe este nombre por su relacién con la
vibracién fundamental de un tono musical, tiene como soluciones y;(t) = costy y,(t) =
sen t. Observe, sin embargo, que la ecuacién auxiliar asociada a la ecuacién armdnica es

r* + 1 = 0, que tiene raices imaginarias r = +i, donde i denota

—1.7 En la secci6n an-

terior expresamos las soluciones de una ecuacion lineal de segundo orden con coeficien-
tes constantes en términos de funciones exponenciales. Parecerfa entonces que es posible
atribuir un significado a las formas e’ y e "' y que estas “funciones” estarian relacionadas
con cos ¢y sen . Esta concordancia se logra mediante la formula de Euler, analizada en

esta seccion.

Cuando b* — 4ac < 0, las raices de la ecuacién auxiliar

(€)) ar’> +br+c¢=0

asociadas a la ecuacién homogénea

) ay" + by +cy=0

"Los ingenieros eléctricos utilizan con frecuencia el simbolo j para denotar \/—1.

4
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son los nimeros complejos conjugados

rn=a+if y n=a—i3 (iZ\/jl),

donde «, B son los nimeros reales

b _ Vdac — b*
3) a=—o Y BET
a 2a

Como en la seccién anterior, quisiéramos garantizar que las funciones ¢’ y ¢’? son solucio-
nes de la ecuacioén (2). Esto es cierto, aunque antes de mostrarlo debemos enfrentar ciertas
cuestiones fundamentales. Por ejemplo, si r; = a + i3 es un nimero complejo, debemos
aclarar qué entendemos por la expresion elatibr gj suponemos que las leyes de los exponen-
tes se aplican a los nimeros complejos, entonces

(4) e(uH—iB)l — eaH—iBI — eateiﬁl .
Ahora sélo debemos aclarar el significado de ¢’

Para esto, supondremos que la serie de Maclaurin de ¢° para los nimeros complejos z
es la misma que para los niimeros reales. Como i* = —1, entonces para  real tenemos

) -02 -011
e’9=1+(i0)+(12‘) + +(ln') +

2 .3 4 .5

:1+ie_i_i+i+i

20 31 40 5!

0>  o* . 0 0
<1—2!+4!+--->+1<0—3!+5!+~~ .

Ahora, recordemos la serie de Maclaurin para cos 0 y sen 0:

02 0*
cosf =1 o0 +74! + e,
. 63 &
sen 6 = 0—§+§+

Reconocemos estos desarrollos en la serie propuesta para ¢ y hacemos la identificacién
Q)] e =cos@ +isenb ,

que se conoce como férmula de Euler.
Al usar la férmula de Euler (con 8 = Bt) en la ecuacién (14) tenemos
6) Aatibl = e*(cos Bt + isen Bt) ,

que expresa la funcion compleja B en términos de funciones reales conocidas. Al dar

sentido a e(“+i3>’, podemos mostrar ahora (problema 30) que
) % detiB = (o + jB)elatiBr |

"Nota histdrica: Esta férmula apareci6 por vez primera en la obra monumental de dos volimenes Introduction in
Analysin Infinitorum (1748) de Leonhard Euler.

A
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y al elegir & y B como en (3), tenemos que la funcién compleja e * A" es en realidad una
solucidén de la ecuacién (2), al igual que @ 7B asi 1a solucién general estd dada por

@) (1) = el P cpelemiB

ce®(cos Bt + isen Bt) + c,e*(cos Bt — isen Bt)

El ejemplo 1 muestra que, en general, las constantes ¢; y ¢, que aparecen en (8) para un
problema con valores iniciales dado son complejas.

Usar la solucién general (8) para resolver el problema con valores iniciales

Yy +2y+2y=0 y(0)=0, y(0)=2.

La ecuacién auxiliar es 2 + 2r + 2

-2 +*V4-—-38 .
r=——"—"—"—=-—1=%®i.

2

0, con raices

Por tanto, si« = —1y 8 = 1, una solucion general estd dada por
y(t) = cie (cost + isent) + c,e (cost — isent) .
Para las condiciones iniciales tenemos

y(0) = ¢,¢%(cos 0 + isen0) + c,%(cos 0 — isen0) =¢; + ¢, =0 ,

y'(0) = —c;e%(cos 0 + isen0) + ¢1®(—sen 0 + i cos 0)
—c,¢%(cos 0 — isen0) + c,’(—sen 0 — i cos 0)
= (=1 +i)c; + (=1 — i),
=2.
Como resultado, ¢, = —i,c, =iy y(t) = —ie '(cos t + isent) + ie "(cost — isent),0

simplemente 2¢ " senz. W

La forma final de la respuesta en el ejemplo 1 sugiere que busquemos una pareja alter-
nativa de soluciones de la ecuacion diferencial (2) que no necesite de la aritmética comple-
ja, lo que haremos a continuacion.

En general, si z(¢) es una funcién con valores complejos que depende de la variable real
t, podemos escribir z(¢) = u(t) + iv(t), donde u(t) y v(¢) son funciones con valores rea-
les. Las derivadas de z(t) estdn dadas entonces por

dz _du | .dv d’z _d*u _ .d%v

ar—dar laro dtz_dt2+ldt2 '

El siguiente lema muestra que la solucién con valores complejos ¢ * P da lugar a dos so-
luciones linealmente independientes con valores reales.

4
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SOLUCIONES REALES OBTENIDAS A PARTIR DE SOLUCIONES
COMPLEJAS

Lema 2. Seaz(t) = u(¢) + iv(t) una solucién de la ecuacién (2), donde a, by ¢
son nimeros reales. Entonces la parte real u(¢) y la parte imaginaria v(¢) son solu-

ciones de (2) con valores reales.

Demostracién. Por hipétesis, az” + bz’ + ¢z = 0, de donde
aw” + ")+ bu' + ')+ clu +iv) =0,
(au” + bu' + cu) + i(av” + bv' + cv) =0 .

Pero un nimero complejo se anula si y s6lo si sus partes real e imaginaria se anulan. Asf,
debemos tener

au" +bu' +cu=0y av" +bv +cv=0,

lo que significa que u(t) y v(¢) son soluciones con valores reales de (2). H

Al aplicar el lema 2 a la solucién
@Bl = %1 o5 Bt + i sen Bt ,

obtenemos lo siguiente.

r RAICES COMPLEJAS CONJUGADAS

Si la ecuacion auxiliar tiene raices complejas conjugadas « + i3, entonces dos solu-
ciones linealmente independientes de (2) son

e*cos Bt 'y e*senpt ,
y una solucion general es
©) y(t) = ¢, cos Bt + c,e* sen Bt ,

donde c; y ¢, son constantes arbitrarias.

En el andlisis anterior estudiamos algunos detalles importantes relativos a los nimeros
complejos y las funciones con valores complejos. En particular, se requiere otro andlisis pa-
ra justificar el uso de las leyes de los exponentes, la formula de Euler e incluso del hecho de
que la derivada de " es re” cuando r es una constante compleja.” Si no se siente a gusto
con nuestras conclusiones, le pedimos que sustituya la expresion (9) en la ecuacidén (2) pa-
ra verificar que realmente es una solucidén.

"La demostracién dejard claro que esta propiedad es valida para cualquier ecuacién diferencial lineal homogénea
cuyos coeficientes tengan valores reales.

T'Un tratamiento detallado de estos temas aparece, por ejemplo, en Fundamentals of Complex Analysis, tercera edi-
cion, por E. B. Saff y A. D. Snider (Prentice Hall, Upper Saddle River, Nueva Jersey, 2003).

A
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SOLUCION
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Tal vez se pregunte qué habria pasado al trabajar con la funcién ¢ ~ #" en vez de ¢@ * P,
Dejaremos como ejercicio verificar que ¢* ~ A" da lugar a la misma solucién general (9).

Determinar una solucién general de

10) y'+ 2y +4y=0.

La ecuacion auxiliar es
rP+2r+4=0,

con raices

2= V4-16_ -2 tz\/—12 1+

r = =

2

Por tanto, cona = —1,8 = \@, una solucién general de (10) es
(1) = CIE_ZCOS(\/T; t) + cze_’sen(\/S t) .l

Cuando la ecuacion auxiliar tiene raices complejas conjugadas, las soluciones (reales)
oscilan con valores positivos y negativos. Este tipo de comportamiento se observa en los re-
sortes.

En la seccion 4.1 analizamos la mecdnica del oscilador masa-resorte (figura 4.1, pagina 152)
y vimos que la segunda ley de Newton implica que la posicién y(¢) de la masa m queda des-
crita mediante la ecuacion diferencial de segundo orden

Ay my"(s) + by'(t) + ky(1) =0,
donde los términos se identifican fisicamente como
[inercialy” + [amortiguamiento]y’ + [rigidez]y = O

Determinar la ecuacion de movimiento de un sistema de resorte cuando m = 36 kg, b = 12
kg/seg (que es equivalente a 12 N-seg/m), k = 37 kg/seg?, y(0) = 0.7 my y'(0) = 0.1 m/seg.
Hallar también y(10), el desplazamiento después de 10 segundos.

La ecuacién de movimiento estd dada por y(t), la solucién del problema con valores inicia-
les para los valores dados por m, b, k, y(0) y y'(0). Es decir, buscamos la solucién a

(12)  36y" + 12y’ +37y =0, y(0)=0.7, y'(0)=0.1.
La ecuacidn auxiliar para (12) es
36r2 4+ 12r +37=0,

con raices

—12= V144 —436)(37) _ 12 = 12V1-37 _ 1

r = = —= =+

72 72

N

Por tanto, con « = —1/6, 8 = 1, el desplazamiento y(¢) se puede expresar en la forma

13) (1) = cie cos t + cre Osent .

4
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EJEMPLO 4

Podemos hallar ¢, y ¢, sustituyendo y(¢) y y'(¢) en las condiciones iniciales dadas en (12).
Al derivar (13) obtenemos una férmula para y’(z):

c ¢
y' (1) = <_6l + cz>e_’/6cost + (—cl - 2>e_’/65ent .

6

Al sustituir en las condiciones iniciales, se obtiene el sistema

Cq =0.7 .
al

6+C2:O.] .

Al resolver, vemos que ¢; = 0.7 y ¢, = 1.3/6. Con estos valores, la ecuacién de movimien-
to se convierte en

y(t) = 0.7¢ o cos t + %6_1/6 sent ,

y(10) = 0.7¢"Pcos 10 + %e*/%en 10~ —0.13m. W

Del ejemplo 3 vemos que cualquier ecuacion diferencial de segundo orden con coefi-
cientes constantes ay” + by’ + cy = 0 se puede interpretar como la descripcion de un sis-
tema masa-resorte con masa a, coeficiente de amortiguamiento b, rigidez del resorte ¢ y
desplazamiento y, si estas constantes tienen un sentido fisico; es decir, si a es positiva y b,
¢ son no negativas. Nuestro andlisis en la seccion 4.1 y las bases fisicas sugieren que vere-
mos soluciones oscilatorias amortiguadas en este caso. Esto es consistente con la ecuacion
(9). Cona = my c = k, la tasa de decaimiento exponencial « es igual a —b/(2m) y la fre-
cuencia angular 8 es igual a \/ 4mk—b*/(2m), debido a la ecuacién (3).

Asi, es un poco sorprendente que las soluciones de la ecuacion y” + 4y’ + 4y = 0 no
oscilen; la solucién general aparecié en el ejemplo 3 de la seccion 4.2 (pdgina 163) como
cre” + cye” ™. El significado fisico de esto es simplemente que cuando el coeficiente de
amortiguamiento b es muy alto, la friccion resultante evita la oscilacion de la masa. En vez
de pasar por el punto de equilibrio del resorte, sélo se asienta poco a poco. Esto podria ocu-
rrir si una masa ligera y un resorte débil se sumergen en un fluido viscoso.

La férmula anterior para la frecuencia de oscilacién 8 muestra que no hay oscilaciones
para b > 'V 4mk. Este fendmeno de sobreamortiguamiento se analiza con detalle en la sec-
cién 4.8.

Es muy revelador contemplar las predicciones de la analogia masa-resorte cuando los
coeficientes b y ¢ en la ecuacién ay” + by’ + cy = 0 son negativos.

Interpretar la ecuacién
14) 36y" — 12y' + 37y =0

en términos del sistema masa-resorte.

A
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EJEMPLO 5
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La ecuacion (14) es una alteracién menor de la ecuacion (12) en el ejemplo 3; la ecuacién
auxiliar 36r> — 12r + 37 tiene raices r = (+)g = i. Asi, su solucién general es

15) (1) = C1€+t/6 cost + czeJ”/6 sent .
Al comparar la ecuacién (14) con el modelo masa-resorte
16) [inercia ]y’ + [amortiguamiento |y’ + [rigidez]y = 0 ,

tenemos un coeficiente de amortiguamiento negativo b = —12, que da lugar a una fuerza de
friccion Fiieeisn = —bY’, 1a cual imparte energia al sistema en vez de quitdrsela. El incre-
mento en energia con el tiempo se traducird entonces en oscilaciones de cada vez mayor am-
plitud, de acuerdo con la férmula (15); una grafica tipica aparece en la figura 4.7.

Figura 4.7 Grifica solucién para el ejemplo 4

Interpretar la ecuacion
an y' + 5y —6y=0
en términos del sistema masa-resorte.

Al comparar la ecuacién dada con (16), vemos un resorte con una rigidez negativa k = —6.
(Qué significa esto? Cuando la masa se aleja del punto de equilibrio del resorte, el resorte
repele la masa con una fuerza F . = —ky que se intensifica cuando el desplazamiento au-
menta. Es claro que el resorte “exilia” a la masa hacia (mds o menos) infinito y esperamos
que todas las soluciones y(t) tiendan a oo al aumentar ¢ (excepto la solucién de equilibrio
y(1) = 0).

De hecho, en el ejemplo 1 de la seccién 4.2 mostramos que la solucién general a la
ecuacion (17) es

18) cre' + ce .
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En realidad, si examinamos las soluciones y(¢) que comienzan con un desplazamiento uni-
tario y(0) = 1y velocidad y'(0) = vy, vemos que

_6+U0 1_1)0

t —6t
19) y(t) 7 el + 7 e R

y las gréficas de la figura 4.8 confirman nuestra prediccion de que todas las soluciones (que
no sean de equilibrio) divergen, excepto aquella con vy = —6.

vy =-18 vy =-12

Figura 4.8 Grificas solucion para el ejemplo 4

(Cudl es el significado fisico de esta solucién acotada aislada? Es claro que si la masa
recibe una velocidad inicial hacia adentro de —6, apenas tendrd la energia suficiente para su-
perar el efecto del resorte que la empuja hacia +oo, pero no la suficiente para cruzar el pun-
to de equilibrio (y ser empujada a —oco). Asi, tiende en forma asintética a la (delicada)
posicién de equilibrio y = 0. W

En la seccidn 4.7 veremos que al asumir mayor libertad en la interpretacion masa-resor-
te podremos predecir caracteristicas cualitativas de ecuaciones mds complejas.

En esta seccidon hemos supuesto que los coeficientes a, b y ¢ de la ecuacion diferen-
cial eran nimeros reales. Si ahora permitimos que sean constantes complejas, las raices
r1y rp de la ecuacidén auxiliar (1) también son complejas en general, aunque no necesa-
riamente conjugadas entre si. Cuando r; # r,, una solucion general de la ecuacion (2)
mantiene la forma

y(t) = e + e’

pero ¢; y ¢, son ahora constantes complejas arbitrarias, por lo que debemos recurrir a los
arduos cdlculos del ejemplo 1.

Observemos también que una ecuacion diferencial compleja puede considerarse como
un sistema de dos ecuaciones diferenciales reales, pues siempre podemos trabajar por sepa-
rado con sus partes real e imaginaria. Los sistemas se analizan en los capitulos 5 y 9.

A
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En los problemas 1-8, la ecuacion auxiliar para la ecua-
cion diferencial dada tiene raices complejas. Determine

una solucion general.

1.

3.
S.
7.

y"+9y =0 2.y +y=0

7/ =67 +10z=0 4. y"— 10y’ +26y=0
w"+ 4w’ + 6w =0 6. ' —4y' +7y=0
4y"—4y'+26y=0 8. 49" +4y' + 6y =0

En los problemas 9-20, determine una solucion ge-

neral.

9.
11.
13.
15.
17.
19.

y' =8y +7y=0 10.
7"+ 107 +25z=0 12.
y' + 2y +5y=0 14.
y" + 10y’ + 41y =0 16.
y' =y +7y=0 18.
y'+y"+3y'=5y=0 20.

y'+4y"+8y=0
u" +7u=20
y'—=2y"+26y=0
y'=3y'—1ly=0
2y"+13y'—=Ty=0
Yoyt 2y =0

En los problemas 21-27, resuelva el problema con valo-

res iniciales dado.

21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.

Yy +2y+2y=0; y0)=2, y0)=1
Y2 +17y=0; y0)=1, y(0)=-1
w'—d4w +2w=0; w0)=0, w(0)=1
y' +9=0; yo)=1, y0)=1
Y' =2y +2y=0;  ym=e", y(m)=0
y' =2y +y=0;: y0)=1, y0)=-2
Y= 4y + Ty =6y =03 y0)=1, y(0)=0,
y"(0) =0

Para ver el efecto de la variacion del pardmetro b en
el problema con valores iniciales

y'+by +4y=0; y0)=1, y(0)=0,

resuelva el problema para b = 5,4 y 2 y bosqueje
las soluciones.

Determine una solucién general de las siguientes
ecuaciones de orden superior.

(a) y!// _ y// + y/ + 3y o 0

(b) y" +2y" + 5y — 26y =0

(©) yV + 13y” +36y =0

Use la representacion para ¢*# en (6) y verifique
la férmula de derivacion (7).

Use la analogia masa-resorte para predecir el com-
portamiento de la solucién al problema con valores

32.

33.

34.

4

iniciales dado, cuando t — +o0. Luego confirme su
prediccidn resolviendo el problema.

(@ y +16y=0; y(0)=2, »'(0)=0
(b) y"+ 100y’ +y=0; y0)=1, )
(©) y'—6y'+8y=0; y0)=1,
(dy'+2y'=3y=0; y0)=-2, y(0)=
(e y' —y —6y=0; y0)=1, y(0)=1

Resorte en vibracién sin amortiguamiento. Un
resorte en vibracion con amortiguamiento puede
modelarse mediante el problema con valores inicia-
les (11) del ejemplo 3 haciendo b = 0.

(a) Sim = 10kg, k = 250 kg/seg?, y(0) =03 my
y'(0) = —0.1 m/seg, determine la ecuacion de
movimiento para este resorte en vibracién con
amortiguamiento.

(b) Cuando la ecuacion de movimiento tiene la for-
ma en (9), se dice que el movimiento es oscila-
torio con frecuencia B/27. Determine la
frecuencia de oscilacién para el sistema de re-
sorte de la parte (a).

Resorte en vibracion con amortiguamiento. Use
el modelo de un resorte en vibracion con amortigua-
miento analizado en el ejemplo 3:

(a) Determine la ecuacion de movimiento para el
resorte en vibracién con amortiguamiento si
m = 10 kg, b = 60 kg/seg, k = 250 kg/seg?,
y(0)=03my y'(0) = —0.1 m/seg.
Determine la frecuencia de oscilacién para el
sistema de resorte de la parte (a). [Sugerencia:
Véase la definicién de frecuencia dada en el pro-
blema 32(b)].

Compare los resultados de los problemas 32 y
33 y determine el efecto del amortiguamiento
sobre la frecuencia de oscilacién. ;Qué otros
efectos tiene sobre la solucion?

(b)

(o)

Circuito en serie RLC. En el estudio de un circui-
to eléctrico consistente en una resistencia, un con-
densador, un inductor y una fuerza electromotriz
(véase la figura 4.9 de la pagina 176), llegamos a un
problema con valores iniciales de la forma

dl q _ .
(20 Ldt+RI+C—E(t),

q(0) = ¢ ,

I(O)=IO ’
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donde L es la inductancia en henrios, R es la resis-
tencia en ohms, C es la capacidad en faradios, E(¢)
es la fuerza electromotriz en voltios, ¢(¢) es la car-
ga en coulombs sobre el condensador en el instante
te I = dg/dt es la corriente en amperios. Determine
la corriente en el instante 7 si la carga inicial sobre el
condensador es nula, la corriente inicial es nula, L =
10H,R =20Q, C = (6260) 'FyE(t) = 100 V.
[Sugerencia: Derive ambos lados de la ecuacion di-
ferencial en (20) para obtener una ecuacién lineal
homogénea de segundo orden para I(t). Luego use
(20) para determinar dI/dt en t = 0].

R

M

200

gty —=C

\o

Ny

L

Figura 4.9 Circuito en serie RLC

Puerta de doble accién. El movimiento de una
puerta de doble accién con un tornillo de ajuste que
controla la cantidad de friccion sobre las bisagras
se representa mediante el problema con valores ini-
ciales

10"+ b0 +k0=0; 60)=6,, 60)=v,,
donde 6 es el dngulo de apertura de la puerta, [ es el
momento de inercia de la puerta en torno de sus bi-
sagras, b > 0 es una constante de amortiguamiento
que varia con la cantidad de friccién sobre la puerta,
k > 0 es la constante de resorte asociada a la puer-
ta, 0y es el dngulo inicial de apertura de la puerta y
vy es la velocidad angular inicial impartida a la
puerta (véase figura 4.10). Si I, k estdn fijos, deter-
mine los valores de b para los que la puerta no con-
tinuard oscilando al cerrarse.

Figura 4.10 Vista superior de una puerta de doble accién

36.

37.

38.

Y

Ecuaciones lineales de segundo orden

Aunque la forma (9) de la solucién general real es
conveniente, también se puede usar la forma

Q1) d P+ gyeleib)
para resolver problemas con valores iniciales, como

se mostro en el ejemplo 1. Los coeficientes d; y d,
son constantes complejas.

(a) Use la forma (21) para resolver el problema 21.
Verifique que su forma es equivalente a la dedu-
cida mediante (9).

(b) Muestre que, en general, d; y d, en (21) deben
ser complejos conjugados para que la solucion
sea real.

Las ecuaciones auxiliares para las siguientes ecua-

ciones diferenciales tienen raices complejas repeti-

das. Adapte el procedimiento de “raices repetidas”

de la seccidn 4.2 para determinar sus soluciones ge-

nerales:

@ y'+2y"+y=0.

(b) ¥y + 4y" + 12y" + 16y’ + 16y =0 .
[Sugerencia: La ecuacion auxiliar es * +2r +
4)* = 0].

Ecuaciones de Cauchy-Euler. Una clase impor-
tante de ecuaciones diferenciales con coeficientes
variables son aquellas que pueden expresarse en la
forma

2

d’y dy
2 —
axdx2+bxx+cy—h(x),

(22) d

donde a, b y ¢ son constantes y y(x) es la funcién
incognita. Tales ecuaciones reciben el nombre de ecua-
ciones de Cauchy-Euler o equidimensionales. El ob-
jetivo de este problema es mostrar que la sustitucion
x = ¢ transforma (22) en una ecuacién con coeficien-
tes constantes en la nueva variable independiente 7.
(a) Use la regla de la cadena para mostrar que para
x=é,
dy  dy
— = x— .
dt dx
(b) Derive la ecuacion de la parte (a) con respecto
de ¢ para obtener
2 2
D _b, L4y
dr* dt dx?
(c) Sustituya las formulas de las partes (a) y (b) en la
ecuacidn (22) para obtener el coeficiente constante
2

d d
23) ad—t;v +(b— a)% + ey = h(e) .
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39. Para determinar una solucién general de la ecuacion (c) Exprese y en términos de la variable original x
de Cauchy-Euler para obtener
d? d NNV -3
3x2—y+11xl—3y20 x>0, y(x) = cx'P + ¢x73 parax >0 .
dx? dx

En los problemas 40-44, use la técnica del problema 38
para obtener una solucion general de cada una de las si-

(a) Use la sustitucion x = ¢' del problema 38 y guientes ecuaciones de Cauchy-Euler para x > 0.

obtenga de (23) la ecuacion con coeficientes 40. xzy” () + 7o' (x) — Ty(x) = 0

complete los pasos siguientes.

constantes 42 d
> dy M2 s un? ey=0
3@"1‘85—3)):0. de dx
(b) Muestre que la ecuacion de la parte (a) tiene la 42. x%y"(x) = 3xy'(x) + 6y(x) = 0
solucién general 43. x%y"(x) + 9y’ (x) + 17y(x) = 0
y(t) = c1e? + e . 4. x°y"(x) + 3xy'(x) + 5y(x) = 0

A" ECUACIONES NO HOMOGENEAS: EL METODO
DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

En esta seccion usaremos una “estimacion juiciosa” y deduciremos un procedimiento sencillo
para determinar una solucién de una ecuacion lineal no homogénea con coeficientes constantes

1 ay" + by +cy=f@) ,

donde 1a no homogeneidad f(¢) es un tnico término de un tipo especial. Nuestra experien-
cia en la seccidn 4.3 indica que (1) tendrd una infinidad de soluciones. Por el momento nos
conformaremos con obtener una solucién particular. Para motivar el procedimiento, veamos
primero algunos ejemplos ilustrativos.

EJEMPLO | Determinar una solucién particular de
2) y' 4+ 3y + 2y =3¢t.

SOLUCION  Necesitamos hallar una funcidn y(t) tal que la combinacién y” + 3y’ + 2y sea una funcién
lineal de ¢, a saber, 3z. ;Qué tipo de funcién y “termina” como una funcion lineal después
de combinar sus derivadas de orden cero, uno y dos? Una respuesta inmediata es otra fun-
cion lineal, asi que hacemos la prueba con y(¢) = Aty trataremos de hacer corresponder
y1 + 3y] + 2y, con 3t.

Tal vez usted haya notado por qué esto no funciona: y, = At, y/ = Ay y{" = 0 im-
plica que
y1 + 3y + 2y, = 3A + 24t ,
y para que esto sea igual a 3¢, necesitamos que A = 0 y que A = 3/2. Tendriamos mejor
suerte si agregamos un término constante a la funcién de prueba: y,(¢) = Ar + B. Entonces
y2=A y3=0y
v + 3y, + 2y, = 3A + 2(At + B) = 24t + (3A + 2B) ,

lo que concuerda exitosamente con 37 si 24 = 3y 3A + 2B = 0. Al resolver este sistema te-
nemos que A = 3/2y B = —9/4. Asf, la funcién

3 9
ya(t) = XA

es una solucion de (2). W

4
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EJEMPLO 2

SOLUCION

EJEMPLO 3

SOLUCION

El ejemplo 1 sugiere el método siguiente para determinar una solucién particular de la
ecuacion

ay" + by’ + cy = Ct", m=0,1,2,...;
a saber, proponemos una solucién de la forma
yp(t) = Amtm + -0+ Alt + AO .

con coeficientes indeterminados A;, y hacemos corresponder las potencias de zen ay” + by’
+ ¢y con Cr"." Este procedimiento implica resolver m + 1 ecuaciones lineales con m + 1
incognitas Ay, Ay,..., A, con la esperanza de que tengan solucion. La técnica se llama el mé-
todo de coeficientes indeterminados. Como lo muestra el ejemplo 1, debemos conservar
todas las potencias 1™, ™1, ..., ¢!, 1% de la solucién de prueba, aunque no estén presentes
en la no homogeneidad f(t).

Determinar una solucién particular de

(3) Y+ 3y +2y=10" .

Suponemos que y,(t) = Ae*, pues entonces Y,y ¥, mantendrdn la forma exponencial:
yp+ 3y, + 2y, = 9A¢” + 3(34e™) + 2(Ae™) = 20Ae™.

Al hacer 20Ae* = 10¢* y despejar A tenemos que A = 1/2; asf,

es una solucién de (3). H

Determinar una solucion particular de
()] y" + 3y +2y=sent .
Nuestra accién inicial seria suponer que y;(¢) = A sen ¢, pero esto fracasa pues las deriva-
das introducen términos con cosenos:
yi+3y|+ 2y, = —Asent + 3Acost + 2Asent = Asent + 3Acost ,

y al hacer corresponder esto con sen ¢ deberd ocurrir que A sea igual a 1 y a 0. Asi, inclui-
mos el término del coseno en la solucién de prueba:

yp(t) = Asent + Bcost ,
yp(t) = Acost — Bsent ,
yy(t) = —Asent — Bcost ,

+En este caso, el coeficiente de t* en ay” + by’ + cy se anula para k # m y es igual a C para k = m.

A
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EJEMPLO 4

SOLUCION

de modo que (4) se convierte en

vy (1) + Sy;,(t) + 2y,,(t) = —Asent — Bcost + 3Acost — 3Bsent
+ 2Asent + 2B cos ¢t
(A —3B)sent + (B + 3A)cos t

sent .

Las ecuaciones A — 3B = 1, B + 3A = 0 tienen la solucion A = 0.1, B = —0.3. Asi,
la funcién

y,,(t) =0.1sent — 0.3 cost

es una solucion particular de (4). H

Mais en general, para una ecuacion de la forma
5) ay” + by’ + cy = Csen Bt (oC cos Bt) ,
el método de coeficientes indeterminados sugiere intentar con
6) y,,(t) = A cos Bt + B sen Bt
y resolver (5) en términos de las incégnitas A y B.
Si comparamos la ecuacion (5) con la ecuacion del sistema masa-resorte
(7 [inercia] X y” + [amortiguamiento] X y' + [rigidez] X ¥ = Feyerna »

podemos interpretar (5) como la descripcion de un oscilador amortiguado, perturbado con
una fuerza sinusoidal. Asi, de acuerdo con nuestro andlisis de la seccion 4.1, es de esperar
que a largo plazo la masa responda moviéndose en sincronia con la sinusoide. En otras pa-
labras, la forma (6) es sugerida por la experiencia fisica y matemadtica. En la seccion 4.9 se
dard una descripcion completa de los osciladores forzados.

Determinar una solucidn particular de
®) Y +dy =5

Nuestra experiencia con el ejemplo 1 sugiere que consideremos una solucién de prueba
de la forma y,(1) = (A#* + Bt + C)¢', para corresponder a la no homogeneidad en (8).
Vemos que

y, = (Ar* + Bt + C)e' ,
y, = (2At + B)e' + (Ar* + Bt + C)e' ,
yp = 2Ae' + 2(2At + B)e' + (At* + Bt + C)e' ,
yp + 4y, = €'(2A + 2B + C + 4C) + te'(4A + B + 4B) + t%'(A + 4A)
= 5t%" .

Al asociar los términos semejantes se tiene que A = 1, B = —4/5,y C = —2/25_ Una so-
lucion estd dada por
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Como muestran nuestros ejemplos, cuando el término no homogéneo f(¢) es una fun-
cion exponencial, un seno, un coseno o una potencia de 7 veces cualquiera de ellas, la fun-
cién f(t) sugiere la forma de una solucién particular. Sin embargo, ciertas situaciones
obstaculizan la aplicacion directa del método de coeficientes indeterminados. Considere, por
ejemplo, la ecuacién

® yrty =5,

El ejemplo 1 sugiere que tratemos con y,(t) = A, un polinomio de grado cero. Pero la sus-
titucion en (9) es intitil:

(A)" + (A) =0#5.

El problema surge porque cualquier funcién constante, como y;(¢) = A, es una solucién de
la ecuacion homogénea correspondiente y” + y’ = 0, y el coeficiente indeterminado A se
pierde al sustituir en la ecuacién. Encontraremos la misma situacion si tratamos de hallar
una solucién de

10)  y" —y =3¢
de la forma y, = Aé’, pues €' es solucién de la ecuacién homogénea asociada y
(Ae")" — (Ae) = 0 # 3¢ .

El “truco” para refinar el método de coeficientes indeterminados en estas situaciones
tiene el sabor de la l6gica de la seccién 4.2, cuando se desarroll6 un método para hallar una
segunda solucién de las ecuaciones homogéneas con raices dobles. Bdsicamente agregamos
un factor adicional de ¢ a la solucion de prueba sugerida por el procedimiento bdsico. En
otras palabras, para resolver (9) intentamos con y,(t) = At en vez de A, y para resolver (10)
tratamos con y,(t) = Ate en vez de Ae":

9" yp=At, y,=A, y, =0,
ypoty=0+A=5,
A=5, yl()=5;

(10")  y,=Ate', y,=Ae + Ate' , y,=2Ae" + Ate',
Yy = ¥ = 2Ae’ + Ate' — Ate' = 3e'

_3 e
A_2’ yp(t)_ 2

Para ver por qué esta estrategia resuelve el problema y para generalizarla, recordemos la for-
ma de la ecuacidn diferencial original (1), ay” + by’ + ¢y = f(t). Su ecuacién auxiliar aso-
ciada es

A1) a+br+c=0,

y si r es una raiz doble, entonces

12) 2ar + b =0

también se cumple [ecuacién (13), seccion 4.2].

A
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Ahora, supongamos que el término f () tiene la forma Ct"¢’" y que tratamos de obte-
ner tal f(¢) sustituyendo y,(t) = (A" + A, """ + - + At + Ag)e”, con la potencia n
por determinar. Para simplificar la exposicidn, s6lo enumeramos los términos principales de
Ypr Yp ¥ Vp:

y, = Agt"e" + A, 1"l + A, _pt" %" + (términos de menor orden, t.m.o.)
yp=Agrt"e” + Ant" e + A, yrt" e + A,y (n — 1)rm 2"
+ A,_rt"" %" + (Lot.) ,
yh = Agtt"e™ + 24,nrt" e + An(n — 1)t %"
+ A, 7t e+ 24, r(n — 1)t % 4+ A, _or’t" % + (Lout) .
Entonces, el lado izquierdo de (1) se convierte en
13) ay, + by, + cy,

= A,(a’® + br + c)t"e" + [An(2ar + b) + A, (ar® + br + ¢)]" " e

+ [An(n — Da+ A, (n — 1)2ar + b) + A, (@ + br + ¢)]t" 2"
+ (Lo.t.) ,

y observamos lo siguiente:

Caso 1.  Sir no esraiz de la ecuacidn auxiliar, el término principal de (13) es A, (ar?
+ br + ¢)t"e" y para obtener f(t) = Ct"e" debemos hacer n = m:

yp(t) = (Amtm + -+ A]I + Ao)e” .

Caso 2.  Siresunaraiz simple de la ecuacién auxiliar, se cumple (11) y el término prin-
cipal en (13) es A,n(2ar + b)t"~'¢" y para obtener f(t) = Ct"¢’" debemos hacer n = m + 1:
ypt) = (A t™ ™+ A" + o+ At + Agle” .

Sin embargo, ahora puede prescindirse del dltimo término Age™, pues éste resuelve la ecua-
cion homogénea asociada, de modo que podemos factorizar ¢ y renumerar los coeficientes
para escribir

yp(t) = I<Amtm + o A]l‘ + Ao)ert .
Caso 3.  Sir es una raiz doble de la ecuacién auxiliar, se cumplen (11) y (12) y el
término principal en (13) es A,n(n — 1)at"~%e""; para obtener f(t) = Ct"e" debemos ha-
cern=m+ 2:

yp(t) = (Am+2tm+2 + Am+ltm+] + -+ Aztz + A]t + A())erl N

pero de nuevo cancelamos las soluciones de la ecuacion homogénea asociada y renumera-
mos para escribir

yp(t) = (A" + - + At + Ag)e” .

Resumimos esto mediante la siguiente regla.

4
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EJEMPLO 5

SOLUCION

r RAICES REALES DISTINTAS

Para hallar una solucion particular de la ecuacion diferencial ay” + by’ + cy =
Cr"e"”, use la forma

14)  y,(0) = £+ -+ A+ Agle
con

(i) s = 0 sirno es raiz de la ecuacion auxiliar asociada;
(i) s = 1 si r es raiz simple de la ecuacion auxiliar asociada; y
(iii) s = 2 si r es raiz doble de la ecuacion auxiliar asociada.

Para hallar una solucidn particular de la ecuacidn diferencial ay” + by’ + cy =
Ct"e™ cos Bt o ay” + by’ + cy = Ct"e™ sen Bt, use la forma

15)  y,(t) = (A" + -+ At + Ag)e™ cos Bt
+ (B, " + -+ + Byt + By)e“ sen Bt ,
con

(iv) s = 0 si a + i3 no es raiz de la ecuacién auxiliar asociada; y

(v) s = 1sia + if es raiz de la ecuacion auxiliar asociada.

[La forma (15) se deduce facilmente de (14) haciendo » = a + i3 y considerando las partes
real e imaginaria, como en la seccion 4.3 anterior].

Observacion 1. La no homogeneidad C#" corresponde al caso en que r = 0.

Observacion 2. La justificacién rigurosa del método de coeficientes indeterminados [in-
cluyendo el andlisis de los términos que descartamos en (13)], serd presentada en un contex-
to mds general en el capitulo 6.

Determinar la forma de una solucidn particular a

(16) y' + 2y — 3y Zf(t) s
donde f(¢) es igual a
(a) 7cos3t (b) 2te'sent  (c) Pcosat  (d) 5¢ (e) 3te'  (F) 2

La ecuacion auxiliar de la ecuacién homogénea correspondiente a (16), P +2r—3=0,
tiene raices ry = 1 y r, = —3. Observe que las funciones en (a), (b) y (c) estdn asociadas a
raices complejas (debido a los factores trigonométricos). Estas son claramente distintas de
r1y rp, de modo que las formas de las soluciones corresponden a (15) con s = O:

(a) yp(t) = Acos3t + Bsen3t

A
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EJEMPLO 6

SOLUCION

EJEMPLO 7

SOLUCION

(b) y,(t) = (Ajt + Ag)e’ cos 1 + (Bt + By)e' sen t
(C) yp(t) = (A2t2 + Alt + Ao)COS Tt + (thz + Blt + Bo)sen Tt

Para la no homogeneidad en (d) apelamos a (ii) y consideramos y,(t) = Ate™ ¥ pues
—3 es una raiz simple de la ecuacién auxiliar. De manera andloga, para (e) consideramos
yp(t) = A1 + Ap)e' y para (f) usamos y,(t) = 1A + Ayt + Ay)e'. |

Determinar la forma de una solucidn particular a

' =2y +y=£0),
para el mismo conjunto de no homogeneidades del ejemplo 5.

En este caso, la ecuacién auxiliar para la ecuacién homogénea correspondiente es > — 2r +
1 = (r — 1)> = 0, con la raiz doble r =1. Esta raiz no estd ligada a las no homogeneidades
(a) a (d), de modo que podemos usar las mismas formas de prueba para (a), (b) y (c) del
ejemplo anterior, mientras que y(t) = Ae” ¥ sirve para (d).

Como r = 1 es una raiz doble, tenemos que s = 2 en (14) y las formas de prueba para
(e) y (f) deben cambiarse por

(©) y,(t) = 1*(Ayr + Ag)e’

(f) yp(t) = tz(Aztz + Alt + A0>€[

respectivamente, de acuerdo con (iii). H

Determinar la forma de una solucidn particular a

y" —2y" + 2y =5te’cost .

Ahora, la ecuacién auxiliar para la ecuacién homogénea correspondiente es > — 2r +2 = 0
y tiene raices complejas r; = 1 + i, 7, = 1 — i. Como la no homogeneidad implica a e cos
Btcona = B = 1,esdecir,« + iB =1 + i = r|, la solucién toma la forma

yp(t) = t(Ayt + Ag)e' cos t + t(Byt + Byle'sent . W

La no homogeneidad tan 7 en una ecuacién como y” + y’ + y = tan 7 no tiene una de
las formas para las que puede usarse el método de coeficientes indeterminados; por ejemplo,
las derivadas de la “solucién de prueba” y(¢) = A tan ¢ pueden complicarse, y no es claro
qué términos adicionales deban agregarse para obtener una solucién. En la seccién 4.6
analizaremos un procedimiento diferente que puede controlar tales términos no homogé-
neos. Recuerde que el método de coeficientes indeterminados se aplica sélo a no homo-
geneidades que sean polinomios, exponenciales, senos o cosenos, o productos de estas
funciones. El principio de superposicién de la seccion 4.5 muestra la forma de extender el
método a las sumas de tales no homogeneidades. Ademads, proporciona la clave para armar
una solucidn general de (1) que sirva para los problemas con valores iniciales, lo que hemos
evitado hasta el momento en nuestros ejemplos.

4
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Y

Ecuaciones lineales de segundo orden

En los problemas 1-8, decida si puede aplicarse o no el
método de coeficientes indeterminados para encontrar
una solucion particular de la ecuacion dada.

Ly +2y —y=1t'e

5y" — 3y’ + 2y = t* cos 4t

x" +5x" = 3x =3
. 2y"(x) — 6y'(x) + y(x) = (senx)/e*
. y"(0) + 3y'(8) — y(h) = sec 0

. 20" (x) — 3w(x) = 4x sen’x + 4x cos’x
ty" —y'" + 2y = sen 3¢
. 82/ (x) — 2z(x) = 3x'%* cos 25x

® NS A W N

En los problemas 9-26, determine una solucion particu-
lar de la ecuacion diferencial.

9. y" +3y=-9
10. y" + 2y’ —y =10
11. 27" + z = 9¢*
12. 2x' + x = 312

13. y" —y" + 9y = 3sen 3¢t
14. y"(x) + y(x) = 2~

d?y dy
IS.E*Sd + 6y = xe"
16. 0"(1) — 6(tr) = tsen ¢
17. y" — 2y' + y = 8¢’

18. y" + 4y = 8 sen 2¢
19. 4y" + 11y’ — 3y = —2te ¥

20.
21.
22,
23.
24. Y
25.
26.

y" + 4y = 16t sen 2t
x”(t) — 4x'(1) + 4x(r) = re*
x"(t) — 2x'(r) + x(¢) = 241%'
' (6) = 7y'(6) = 6°
y"(x) + y(x) = 4x cos x
y" 4+ 2y + 4y = 111e* cos 3t

y' 4+ 2y + 2y = 4te " cos ¢

En los problemas 27-32, determine la forma de una so-
lucion particular de la ecuacion diferencial. (No evaliie
los coeficientes).

27.
28.
29.
30.
31.
32,

y" + 9y = 4 sen 3¢
V' 4+ 3y — Ty =t
y" — 6y’ + 9y = 5%
y' —2y' 4+ y="Te cost
V' 4+ 2y 4+ 2y =8¢’
y 3

sen ¢

" —y = 12y = 21%"

En los problemas 33-36, use el método de coeficientes

indeterminados para hallar una solucion particular de
la ecuacion de orden superior dada.

33.
34.
35.
36.

y" —y"+y=sent

2y/// + 3y1/ + y/ _ 4y — e—t
ym + y// _ 2y — tet
y(4) —3y" — 8y =sent

WNNALS EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION Y REVISION
DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

El siguiente teorema describe el principio de superposicién, una observacion sencilla que,
sin embargo, dota al conjunto solucién de nuestras ecuaciones de una estructura poderosa.
Extiende la aplicabilidad del método de coeficientes indeterminados y nos permite resolver
problemas con valores iniciales para ecuaciones diferenciales no homogéneas.

A
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EJEMPLO |

SOLUCION
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r PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Teorema 3. Sea y; una solucién de la ecuacion diferencial
ay" + by’ +cy = fit)

y sea y, una solucion de
ay" + by +cy =f(t) .

Entonces, para cualesquiera constantes ¢ y ¢,, la funcién c¢;y; + ¢,y, es una solu-
cion de la ecuacion diferencial

ay" + by’ +cy = c1fi(t) + e2 (1)

Demostracidn. Esto es directo; al sustituir y reordenar tenemos que

aleyr + eay)" + blewyy + eay)" + clewn + cayn)

= cilay] + byy + cyi) + exlay’s + by + cyn)

=c1filt) + efo(r) . @
Determinar una solucién particular de
M Y +3y +2y=3t+ 107 y
Q?) V' 4+ 3y + 2y = —9¢ + 20e™ .
En el ejemplo 1 de la seccién 4.4 vimos que y,(¢) = 37/2 — 9/4 era una solucién de y" +
3y’ 4+ 2y = 3t; en el ejemplo 2 vimos que y,(t) = €*/2 resuelve y” + 3y’ + 2y = 10e™.
Asf, por superposicién, y; + y, = 3t/2 — 9/4 + ¢%/2 resuelve la ecuacién (1).

El lado derecho de (2) es igual a menos tres veces (37) mds dos veces (10€*). Por tan-
to, esta misma combinacién de y; y y, resuelve (2):

y(t) = =3y, + 2y, = =3(3t/2 — 9/4) + 2(¥[2) = —=9t/2 + 27/4 + ¢ . W
Si consideramos una solucidn particular y, de una ecuacién no homogénea como
G @ +by =)
y la agregamos a una solucion general ¢;y; + ¢,Y, de la ecuacion homogénea asociada a (3),
4 ay" + by +cy=0,
la suma

S) y() = y,(1) + e (1) + cy(1)

es, de acuerdo con el principio de superposicién, de nuevo una solucion de (3):

aly, + ciyr + )" + bly, + ciyi + o)’ + (v, + ey + )
=f()+0+0=f(1) .

4
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Capitulo 4 Ecuaciones lineales de segundo orden

Como (5) contiene dos pardmetros, es de esperar que sea posible elegir ¢; y ¢, para que sa-
tisfagan condiciones iniciales arbitrarias. Es fdcil verificar que esto ocurre.

r EXISTENCIA Y UNICIDAD: CASO NO HOMOGENEO

Teorema 4. Para cualesquiera nimeros reales a, b, ¢, ty, Yy y Y|, supéngase que
y,(t) es una solucion particular de (3) en un intervalo I que contiene a 7, y que
y1(t) y y,(¢) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea
asociada (4) en 1. Entonces existe una tnica solucion en [ al problema con valores
iniciales

(6) ay" +by +cy=f1), ) =Y y() =Y,

y estd dada por (5), para la eleccion adecuada de las constantes cy, ¢,.

Demostracidén. Yahemos visto que el principio de superposicion implica que (5) re-
suelve la ecuacion diferencial. Para satisfacer las condiciones iniciales en (6) debemos ele-
gir las constantes de modo que

{yp(t()) + eyilt) + canalty) = Yy
(7 ! ! !
) yplto) + cyilto) +cayh (o) = Yy .

Pero al igual que en la demostracion del teorema 2 de la seccién 4.2, un sencillo procedi-
miento algebraico muestra que la eleccion

. (Yo — y,(t0) ]ya(t0) = [ Y1 — yp(t0) Iyalt0)
! yilto)yh(to) — ¥/ (20)ya(to) Y
(Y1 = yplt0) Iyi(20) = [Yo = 3, (t0) ]¥1(20)

5(

yilto)ys (1) — ¥i(10)y2(to)

resuelve (7), a menos que el denominador sea cero, pero el lema 1 de la seccién 4.2 nos ga-
rantiza que esto no ocurre.
(Por qué es tnica la solucién? Si y;(z) fuese otra solucién de (6), entonces la diferen-

cia yn(t) = y,(t) + ciyi(t) + caya(t) — yi(t) satisfarfa
® { ayty + byl + cyy = (1) — f(t) =0 ,
yulte) = Yo = Yo =0, yulty)) =Y, - ¥, =0.

Pero el problema con valores iniciales (8) admite la solucién idénticamente nula, y el teore-
ma 1 de la seccién 4.2 se aplica debido a que la ecuacidén diferencial en (8) es homogé-
nea. En consecuencia, (8) tiene solamente la solucidn idénticamente nula. Asi, yj; + 0y

YVI= Ypr Y1t ey, B

Cy =

Estas deliberaciones nos llevan a decir que y = y,, ¢;y; + ¢,y, es una solucién gene-
ral de la ecuacion no homogénea (3), ya que cualquier solucion y,(t) se puede expresar de
esta forma. (Demostracion: Como en la seccion 4.2, simplemente elegimos ¢; y ¢, de mo-
do.q.ue Yp Tc1y1 + ¢y, concuerde con el valqr y la deri.vada de y, en cualquier punto; por
unicidad, y,+ c1y; + ¢2¥2 ¥ ¥, deben ser la misma funcion).

A
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EJEMPLO 2

SOLUCION

EJEMPLO 3

SOLUCION
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Dado que y,(t) = £ es una solucién particular de

yn —y= 2 — t2 ,
encontrar una solucion general y una solucién que satisfaga y(0) = 1, y'(0) = 0.
La ecuacién homogénea correspondiente

ylf — y — 0 ,
tiene la ecuacién auxiliar asociada 7 — 1 = 0. Como r = *+1 son las raices de esta ecua-
cién, una solucién general de la ecuacién homogénea es ¢ e’ + c,e'. Al combinar esto con
la solucién particular y,(t) = 7 de la ecuacién no homogénea, vemos que una solucién ge-
neral es

y(t) =12+ cre' + e
Para cumplir las condiciones iniciales, sea

y(O) =0%+ cleo + cze_o =1,

y(0)=2X0+c1e’ —ce =0,

loquedacy =¢, = % La respuesta es

y(t) =1 + %(6” +e ) =1*+ coshr. @

Un sistema masa-resorte es controlado por una fuerza externa sinusoidal (5 sen ¢ + 5 cos 7).
La masa es igual a 1, la constante de resorte es 2 y el coeficiente de amortiguamiento es 2,
de modo que el andlisis de la seccién 4.1 implica que el movimiento queda descrito median-
te la ecuacion diferencial

) y' 4+ 2y’ +2y=5sent+ 5cost .

Si la masa se coloca inicialmente en y(0) = 1, con una velocidad y'(0) = 2, determine su
ecuacion de movimiento.

La ecuacion homogénea asociada y” + 2y’ + 2y = 0 fue estudiada en el ejemplo 1 de la
seccién 4.3; vimos que las raices de la ecuacién auxiliar son —1 *i, lo que conduce a una
solucién general c;e ' cos t + ce ' sen t.

El método de coeficientes indeterminados dice que debemos tratar de hallar una solu-
cion particular de la forma A sen ¢ + B cos ¢ para la primera no homogeneidad 5 sen #:

(10) y, =Asent + Bcost, y,=Acost— Bsent, y,= —Asent— Bcost ;
Yy + 2y, + 2y, = (=A — 2B + 2A)sent + (=B + 2A + 2B)cost = 5sent .

Al igualar coeficientes se requiere que A = 1, B = —2, de modo que y, = sens — 2 cos .
La segunda no homogeneidad 5 cos ¢ pide la forma idéntica para y, y conduce a (—A
— 2B +2A)sent + (—B + 2A + 2B)cost = 5cos 1,0 A = 2, B = 1. Por tanto, y, = 2 sen
t+ cost.
Por el principio de superposicidn, una solucion general de (9) estd dada por la suma

y=cie "cost+ ce "sent+ sent —2cost+ 2sent + cost

=cie 'cost+ cre 'sent+ 3sent — cost .

4
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Capitulo 4 Ecuaciones lineales de segundo orden

EJEMPLO 4

SOLUCION

Las condiciones iniciales son

y(0)=1=rce%cos0 + c,e ®sen0 + 3sen0 — cos0 =¢; — 1 ,

y'(0)=2=c;[—e"cost —e "sent]|,—og+ c;[—e "sent+ e "cost],—g
+ 3cos0 + sen0
=-—c tc+3,

como se requiere que ¢; = 2, ¢, = 1, tenemos que

a1 y(t) =2e "cost+ e 'sent+ 3sent — cost . W

La solucion (11) ejemplifica las caracteristicas de las oscilaciones forzadas con amorti-
guamiento anticipadas en la seccién 4.1. Existe una componente sinusoidal (3 sen # — cos )
en sincronia con la fuerza de control (5 sen ¢ + 5 cos £) y una componente (2¢ ' cost + e '
sen t) que se extingue. Cuando el sistema se “bombea” en forma sinusoidal, la respuesta es
una oscilacion sinusoidal sincronizada, después de una transicién inicial que depende de las
condiciones iniciales; la respuesta sincronizada es la solucién particular proporcionada por
el método de coeficientes indeterminados y la transicién es la solucién de la ecuacién ho-
mogénea asociada. Esta interpretacion se analiza con detalle en las secciones 4.8 y 4.9.

Tal vez haya observado que debido a que las dos formas de coeficientes indetermina-
dos en el dltimo ejemplo eran idénticas y destinadas a sumarse entre si, podriamos haber uti-
lizado la forma (10) para concordar con ambas no homogeneidades al mismo tiempo,
obteniendo la condicién

v+ 2y, +2y,=(~A— 2B+ 2A)sent + (=B + 2A + 2B)cost = Ssent + 5cost ,

con solucion y, = 3 sen t — cos 1. El siguiente ejemplo ilustra este procedimiento “me-
jorado”.

Determinar una solucién particular de

(12)  y" —y =8te' + 2’

Es fécil ver que una solucién general de la ecuacién homogénea asociada es c;e’ + c,e ™
Asi, una solucién particular correspondiente a la no homogeneidad 8te’ tiene la forma #(A;t
+ Ap)ée’, mientras que para corresponder a 2e’ se necesita la forma Agte'. Por tanto, podemos
concordar con ambas con la primera forma:

v, = Ayt + Agle’ = (A2 + Agt)e’
( lt + A()t)e + (2Alt + A()) [Alt2 + (2A1 + A())t + A():Iet .
(2411 + (2A; + Ag)Je’ + [Ar? + (2A; + Ag)t + Ag e’
(A2 + (44, + Ag)t + (24, + 24)]e!

<
S3 o%
([

Yo =y, = [4A1t + (24, + 24)]e’
= 8te' + 2¢' ,

lo que da A, = 2, Ay = —1, de modo que y, = 2" — f)e'. W

Generalizamos este procedimiento modificando el método de coeficientes indetermina-
dos como sigue.
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EJEMPLO 5

SOLUCION

EJEMPLO 6

SOLUCION
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r METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS (REVISADO)

Para determinar una solucion particular de la ecuacién diferencial
ay” + by’ + cy = P,(t)e" ,

donde P,,(¢) es un polinomio de grado m, usamos la forma

13)  y, () = A"+ o+ A+ Aye

si r no es raiz de la ecuacion auxiliar asociada, hacemos s = 0; si r es una raiz sim-
ple de la ecuacidn auxiliar asociada, hacemos s = 1; y si r es una raiz doble de la
ecuacion auxiliar asociada, hacemos s = 2.

Para determinar una solucion particular de la ecuacion diferencial

ay” + by’ + cy = P,,(t)e* cos Bt + Q,(t)e*' sen Bt ,

donde P,,(¢) es un polinomio de grado m y Q,(t) es un polinomio de grado n, usa-
mos la forma

14  y,(1) = Ak + - + Ayt + Ag)e* cos Bt
+ (B + -+ + Byt + By)e™ sen Bt ,

donde k es el mdximo de m y n. Si @ + i3 no es raiz de la ecuacién auxiliar asocia-
da, hacemos s = 0; si « + i3 es raiz de la ecuacién auxiliar asociada, hacemos s = 1.

Escriba la forma de una solucién particular de la ecuacion
y" 4+ 2y 4+ 2y =5e 'sent + 5S¢ 'cost .

Las raices de la ecuacién homogénea asociada y” + 2y" + 2y = 0 se calcularon en el ejem-
plo 3, como —1 * i. La aplicacion de (14) indica la forma

yp(t) = A3 + Ay + Ayt + Ag)e " cost + t(Bst + By* + Byt + Bye 'sent . [

El método de coeficientes indeterminados se aplica a las ecuaciones diferenciales linea-
les de orden superior con coeficientes constantes. Daremos los detalles en el capitulo 6, aun-
que el siguiente ejemplo es claro.

Escriba la forma de una solucion particular de la ecuacién

y'+ 2" +y =5¢"sent+ 3+ Tre " .
La ecuacion auxiliar para la ecuacién homogénea asociada es r° + 2r* + r = r(r + 1)> = 0,
con una raiz doble r = —1 y una raiz simple r = 0. Término a término, las no homogenei-

dades sugieren las formas

Age "cost + Bye "sent  (paraSe 'sent) ,
tA (para 3) ,
P(Ajt + Ag)e™”  (paraTte™) .

4
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(Si —1 fuese una raiz friple, necesitarfamos (A + Ag)e '

Y

Ecuaciones lineales de segundo orden

para 7te ). Por supuesto, debe-

mos renombrar los coeficientes, de modo que la forma general es

yplt)

= Ae 'cost + Be 'sent + tC + (Dt + E)e”" . B

1. Dado que y,(t) = cos t es una solucién de
y'—y' +y=sent
y que y,(f) = ¢*/3 es una solucién de
y/r_y/ +y:€2t ,

use el principio de superposicién para determinar
soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales:

@ y"—y +y=5sent
(b) y" —y' +y=sent — 3¢
(© vy —y +y=4sent+ 18

2. Dado que y,(z) = (1/4)sen 2t sen 2t es una so-
lucién de y" + 2y" + 4y = cos 2t y que
y,(t) = t/4 — 1/8 es una solucién de y" + 2y’ +
4y = t, use el principio de superposicion para deter-
minar soluciones de lo siguiente:

(@) y" + 2y +4y =1+ cos2t
(b) y" +2y" + 4y = 2t — 3 cos 2t
(¢) y" +2y' + 4y =11t — 12 cos 2¢
En los problemas 3-8 se da una ecuacion no homogénea

y una solucion particular. Determine una solucion gene-
ral para la ecuacion.

yplt) = —t
4. y" +y' =1, yl,(t)=t
5.0"—60 —20=1-2t, 6,(1)=1—1
6. y" + 5y + 6y =6x> + 10x + 2 + 12¢% ,
y,,(x)=e"+x2
7.y" =2y —y+ 2",
8. y" =2y + 2tan’x ,

3.y'"—y=1¢,

yp(x) = x2e*

yplx) =

En los problemas 9-16, decida si el método de coeficien-
tes indeterminados junto con el principio de superposi-
cion puede aplicarse para determinar una solucion
particular de la ecuacion dada. No resuelva la ecuacion.

tan x

9.3y" + 2y 4+ 8y =1+ 4t — e’ sent
10. y" —y +y = (e + 1)?

11. y" — 6y’ — 4y = 4sen3r — &P + 1/t

12. y/ +y +1y=¢e" + 7
13. 2y" + 3y’ — 4y = 2t + sen’t + 3
14. y" — 2y" + 3y = cosht
15. y" +e'y +y=7+ 3t
16. 2y" —y' + 6y = *¢ "sent — 8t cos 3t + 10’
En los problemas 17-22, determine una solucion general
de la ecuacion diferencial.
17. y" —y = —11t + 1
18. y" — 2y — 3y =3>—5
19. y"(x) — 3y"(x) + 2y(x) = ¢*senx
20. y"(0) + 4y(h) = send — cos 6
21. y"(0) + 2y'(0) + 2y(0) = e
22. y"(x) + 6y'(x) + 10y(x)
= 10x* + 240 + 2x% — 12x + 18

0 cos 0

En los problemas 23-30, determine la solucion del pro-
blema con valores iniciales.

23.y'—y=1, y(0)=0
24. y" =6t ; y(0)=3, y(0)=-1
25. 72"(x) + z(x) = 2¢7*;  z(0) Z(0)=0

26.y" +9y=27; y0) =4, y(0)=6

27. y"(x) — y'(x) — 2y(x) = cos x — sen 2x;
y(0) = =7/20, y'(0) =1/5

28. y" +y —12y=e' + e — 1 ;
y0)=1, y(0)=3

29. y"(0) — y(0) = sen @ — ¥ ;
y0)=1, y'(0)=-1

30 '+ 2y +y=1>+1—¢";

En los problemas 31-36, determine la forma de una
solucion particular para la ecuacion diferencial. No
resuelva la ecuacion.

31. y" +y=sent + tcost + 10’

32. ylr —y= e2t + te2t + t2821

A
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331" —x' —2x=e'cost—1P+1r+1

34. y" + 5y' + 6y = sent — cos 2t

35. y" — 4y’ + 5y = ¢ + tsen 3t — cos 3t

36. y" — 4y’ + 4y = 2% — ¥

En los problemas 37-40, determine una solucion par-
ticular de la ecuacion de orden superior dada.

37. 9" —2y" —y + 2y =2+ 4 —9

38. y<4> —5y" + 4y =10cost — 20 sen ¢

39. y" +y" =2y =te' + 1

40. y¥ — 3y + 3y" — y' =61 — 20

41. Término Forzamiento Discontinuo. En ciertos
modelos fisicos, el término no homogéneo, o Forza-
miento g(¢) en la ecuacién

ay” + by + cy = g(t)

puede no ser continuo sino tener una discontinui-
dad de salto. Si esto ocurre, aun asi podemos ob-
tener una solucion razonable mediante el siguiente
procedimiento. Considere el problema con valores
iniciales

Y F 2y + 5y =g(0)
donde

y(0) =0,y (0)=0,

0sit>3m2

(a) Determine una solucién al problema con valores
iniciales para 0 = t < 37/2.
(b) Determine una solucién general para t > 37/2.

(c¢) Ahora elija las constantes en la solucién general
de la parte (b) de modo que la solucion de la
parte (a) y la solucién de la parte (b) coincidan,
junto con sus primeras derivadas, en t = 37/2.
Esto nos da una funcién continuamente diferen-
ciable que satisface la ecuacién diferencial ex-
ceptoent = 37/2.

42. Vibraciones forzadas. Como se vio en la seccién
4.1, un resorte en vibracién con amortiguamiento
que recibe una fuerza externa se puede modelar
mediante

15  my" + by +ky =g(t) ,

donde m > 0 es la masa del sistema de resorte, b > 0
es la constante de amortiguamiento, £ > 0 es la
constante de resorte, g(¢) es la fuerza sobre el siste-
ma en el instante 7, y y(¢) es el desplazamiento del
sistema de resorte desde el equilibrio en el instante
t. Suponga que b* < 4mk.

El principio de superposicién y revision de los coeficientes indeterminados 191

(a) Determine la forma de la ecuacién de movimiento
para el sistema de resorte cuando g(¢) = sen Bt
hallando una solucién general de la ecuacién
(15).

(b) Analice el comportamiento a largo plazo de este
sistema. [Sugerencia: Considere lo que ocurre a
la solucidn general obtenida en la parte (a) cuan-
do t — +o0].

43. Un sistema masa-resorte recibe una fuerza externa
sinusoidal g(¢) = 5 sen ¢. La masa es igual a 1, la
constante de resorte es igual a 3 y el coeficiente de
amortiguamiento es igual a 4. Si la masa se coloca
inicialmente en y(0) = 1/2 y en reposo, es decir,
¥'(0) = 0, determine su ecuacién de movimiento.

44. Un sistema masa-resorte recibe una fuerza externa
g(t) = 2sen3t + 10 cos 3t. Lamasa es igual a 1, la
constante de resorte es igual a 5 y el coeficiente de
amortiguamiento es 2. Si la masa se coloca inicial-
mente en y(0) = —1, con velocidad inicial y'(0) =
5, determine su ecuacion de movimiento.

45. Topes. Con frecuencia se colocan topes en los ca-
minos, como el que aparece en la figura 4.11, para
evitar el exceso de velocidad. La figura sugiere que
un modelo grueso del movimiento vertical y(¢) de
un auto que llega al tope con la velocidad V estd da-
do por

y()=0,

cos<7TLVt> para [t| < L/2V
my" + ky =

0 para L2V =1t .
(La ausencia de un término de amortiguamiento in-
dica que los amortiguadores del auto no estdn fun-
cionando).

parat = —L/[2V ,

(®)
...... '..'.' '4

Velocidad

cos(rx/L)

x=-L12 x=L/2

Figura 4.11 Tope

(a) Hagam = k = 1 y L = @ por conveniencia y re-
suelva este problema con valores iniciales. Por
tanto, muestre que la férmula para el movimien-
to oscilatorio después que el auto ha pasado por
el tope es y(t) = A sen t, donde la constante A
depende de la velocidad V.
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(b) Grafique la amplitud |A| de la solucién y(t) de-
terminada en la parte (a) contra la velocidad del
auto V. Use la grdfica para estimar la velocidad
que produce la sacudida mds violenta del ve-
hiculo.

46. Muestre que el problema con valores en la frontera

y' + Ay =sent y(0)=0, y(m)=1,
tiene solucion siy s6losil # *1, *2, £3,....

47. Determine la(s) solucidn(es) de

y" + 9y = 27cos6¢

(si existe) que satisfaga las condiciones en la fronte-
ra

@ y(0)= -1, y(w/6)=3
®) y(0)= -1, y(#/3)=5
© y(0)=-1, y(@/3)=-1

FNNA.6 VARIACION DE PARAMETROS

Hemos visto que el método de coeficientes indeterminados es un procedimiento sencillo pa-
ra hallar una solucidn particular cuando la ecuacion tiene coeficientes constantes y el térmi-
no no homogéneo es de un tipo especial. Aqui presentamos un método mds general, llamado
variacién de parametros,” para hallar una solucién particular.

Considere la ecuacion lineal no homogénea de segundo orden

(1) ay" + by’ + cy = g(1)

y sean {y,(7), y,(¢)} dos soluciones linealmente independientes para la ecuacién homogénea
correspondiente

ay" + by +¢cy=0.
Entonces sabemos que una solucion general de esta ecuacion homogénea estd dada por

2 yult) = eyi(t) + ean(t)

donde c; y ¢, son constantes. Para hallar una solucién particular de la ecuacién no homogé-
nea, la estrategia de la variacion de pardmetros consiste en reemplazar las constantes en (2)
por funciones de ¢. Es decir, buscamos una solucion de (1) de la forma'’

3) Y(t) = vi(Oy1(8) + va()ya(0)

Como hemos introducido dos funciones incdgnitas v (¢) y v,(¢), es razonable esperar
que podamos imponer dos ecuaciones (requisitos) sobre estas funciones. Naturalmente, una
de estas ecuaciones debe provenir de (1). Asi, introducimos yp(t) dada por (3) en (1). Para
realizar esto, primero debemos calcular y,'(¢) y y,"(t). De (3) obtenemos

yp = (viyr + vhys) + (vy 1 + vayh) .

Para simplificar los cdlculos y evitar las derivadas de segundo orden para las incégnitas vy,
v,, en la expresién para y), imponemos la condicién

@) viyp t vy, =0
Asi, la férmula para y, se convierte en

5) yp = vy +uys,

"Nota histérica: El método variacién de pardmetros fue ideado por Joseph Lagrange en 1774.

"En el problema 36 de los ejercicios 2.3 desarrollamos este enfoque para ecuaciones lineales de primer orden.
Debido al parecido entre las ecuaciones (2) y (3), esta técnica se conoce a veces como “variacion de constantes”.

A
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y entonces

(6) Yp = UL Uyl uys +ouys

Ahora, al sustituir y,, y, y y, dadas por (3), (5) y (6) en (1) tenemos

7 g= ay’l’, + byl’, + ¢y,
= a(viy] + vy + viys + u’h) + bluy] + vh) + (v + vay)
= a(viy] + viys) + vi(ay' + by] + cyi) + valays + bys + cy))
=a(viy] + vhy}) + 0+ 0

ya que y; y y, son soluciones de la ecuacion homogénea. (7) se reduce a
1y’ ! ! g
®) vyt F vy =
En resumen, si podemos hallar v; y v, que satisfagan (4) y (8), es decir,

vi+yv;=0,
©9) vy T vz

yivi + ywy =5
entonces y, dada por (3) serd una solucion particular de (1). Para determinar v, y v,, prime-

ro resolvemos el sistema lineal (9) en términos de v; y v5 . Usamos la regla de Cramer (véa-
se Apéndice C) para obtener

—g(1)y,(1) g(t)y (1)

Y0 s i) ¥ i ]

donde la expresion en corchetes del denominador (el Wronskiano) nunca se anula de acuerdo
con el lema 1 de la seccidn 4.2. Al integrar estas ecuaciones obtenemos finalmente

3 —g(1)y,(1) 3 g(t)y (1)
a0 0= D)~y &Y Y - D) — i) ™

Repasemos este procedimiento.

r METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

Para determinar una solucion particular de ay” + by’ + cy = g:

(a) Se hallan dos soluciones linealmente independientes {y,(z), y,(¢)} de la ecua-
cion homogénea correspondiente y se considera

Yp(1) = vi(Ohy1 (1) + valt)ya(e) -
(b) Se determinan v, () y v,(¢) resolviendo el sistema (9) en términos de vj(z) y
v4(1) y se integra.
(¢) Se sustituye vy(#) y v,(7) en la expresion para y, () y asf obtener una solucién
particular.

Por supuesto, en el paso (b) se pueden usar las férmulas en (10), pero v,(¢) y v,() son
tan faciles de derivar que le recomendamos no memorizarlas.

4
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EJEMPLO | Determinar una solucién general en (—/2, 7/2) de

1) 4yt
I =tanft .
arr 7

SOLUCION Observe que dos soluciones independientes de la ecuacion homogénea y” + y = 0 son
cos ty sen t. Ahora hacemos
(12) (1) = vi(t)cos t + vy(r)sen t
y, en relacion con (9), resolvemos el sistema
(cos H)vi(1) + (sent)vh(r) =0 ,
(—sen t)v}(r) + (cos t)vh(r) = tant ,
en términos de v|(¢) y vj(). Esto da

vi(t) = —tantsent ,

vj(t) = tant cost = sent .

Al integrar obtenemos

2
- _ — _ | sen’t
a3 v (1) J tan ¢sen ¢ dt f cos7 &

_ 2
—Jrl cos tdt = J(cost — sec t)dt
cost

sent — In|sect + tan¢| + Cy ,

14 v = Jsentdt = —cost+C, .

Sélo necesitamos una solucion particular, de modo que igualamos C; y C, para simpli-
ficar los cdlculos. Luego, al sustituir v{(¢) y v,(t) en (12), obtenemos
yy(t) = (sent — In|sect + tant|)cost — cost sent ,
lo que se simplifica como

yp(t) = —(cos t) In|sec t + tant| .

Podemos eliminar los simbolos de valor absoluto porque sec ¢ + tant = (1 + sent)/
cos t >0 para —[2 <1 < /2.

Recuerde que una solucidén general de una ecuacion no homogénea estd dada por la su-
ma de una solucién general de la ecuacion homogénea y una solucién particular. En conse-
cuencia, una solucién general de la ecuacién (11) en el intervalo (—/2, 7/2) es

1s) y(t) = ¢;cost + cysent — (cost)In (sect + tanz) . W

Observe que en el ejemplo anterior, las constantes C; y C, que aparecen en (13) y (14)
se igualaron a cero. De retener estas constantes arbitrarias, el efecto final serfa sumar C;
cos t + C, sen t a (15), lo que es claramente redundante.

A
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Determinar una solucién particular en(—/2, 7/2) de

&y

(16) 2

+y=tant+3r— 1.

Si usamos g(¢) = tan ¢ + 3¢ — 1, el procedimiento de variacién de pardmetros nos lleva a
una solucion. Pero en este caso es mds sencillo analizar por separado las ecuaciones

2

an i s
— =tant ,
a0

18) Lo

a7

y luego usar el principio de superposicion (teorema 3, pagina 185).
En el ejemplo 1 vimos que
yq(t) = —(cost) In(sec ¢ + tan ¢)

es una solucidn particular de la ecuacién (17). Para la ecuacion (18), podemos aplicar el mé-
todo de coeficientes indeterminados. Al buscar una solucién de (18) de la forma y,(t) = At
+ B, obtenemos rdpidamente

y(t)=3t—1.

Por tltimo, aplicamos el principio de superposicion para obtener

Yolt) + y,(1)
—(cos f)In(sect + tant) + 3¢t — 1

¥pl2)

como solucién particular de la ecuacién (16). B

Observe que no podriamos resolver el ejemplo 1 mediante el método de coeficientes in-
determinados por la no homogeneidad de tan ¢ . En el capitulo 6 veremos que otra ventaja
importante del método de variacidon de pardmetros es su aplicabilidad a las ecuaciones cu-
yos coeficientes son funciones de .

En los problemas 1-10, determine una solucion general 8. y" + 9y = sec?(31) 9. y" + 4y = csc?(2t)

de la ecuacion diferencial usando el método de varia-

cion de pardmetros.

1. y" + 4y = tan 2¢

10. y" + 4y + 4y =¢ *Int

2. y" +y=sect En los problemas 11-18, determine una solucion general

3. 2x" — 2x' — 4x = 23 4. y' —y=2t+4 de la ecuacion diferencial.

Sy =2y +y=1e 6.y +2 +y=e' MLy +y=tan’s

7. y"(0) + 16y(8) =

sec 460
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13.
14.
15.
16.

17.
18.

19

20.
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Capitulo 4

y' 4+ y=tant+ e — 1
V" + 4v = sec*(2r)

y"(6) + y(6) = sec® 0

y' +y=3sect— 1>+ 1
y' + 5y + 6y = 18

1 1
— + — I §
2 2y = tan 2¢ e

yr/ _ 6yr + 9y — t—3e3r

. Exprese la solucion al problema con valores ini-

ciales

usando integrales definidas. Use la integracién nu-
mérica (Apéndice B) para aproximar las integrales y
determine una aproximacién de y(2) con dos cifras
decimales.
Use el método de variacién de pardmetros para mos-
trar que

t

y(t) = ¢jcost + c,sent + Jf(s) sen(t — s)ds
0

es una solucion general de la ecuacion diferencial
y'+y=f),
donde f(¢) es una funcién continua en (—oo, 00).

[Sugerencia: Use la identidad trigonométrica sen(t
— §) =sentcoss — sen s cos t.]

Ecuaciones con coeficientes variables. El método
de variacion de pardmetros también se aplica a ecua-
ciones con coeficientes variables de la forma

(19)  a(e)y” + bty + c(t)y = g(t).

Y

Ecuaciones lineales de segundo orden

Si yi(¢), y,(¢) son soluciones de la ecuacién homo-
génea correspondiente, linealmente independientes
en un intervalo 'y a(t) # 0 en I, entonces (19) tie-
ne una solucidn particular de la forma (3), donde v/,
v, quedan determinadas nuevamente por las ecua-
ciones (9), aunque reemplazando la constante a por
la funcién a(t).

En los problemas 21-24, determine una solucion par-

ticular de la ecuacion con coeficientes variables dado
que y;, ¥, son soluciones linealmente independientes de
la ecuacion homogénea correspondiente para t > 0.

21.

22,

23.

24,

25.

' =+ 1)y +y =17y

yvi=eée, y,=t+1

2y — Ay + 6y =1 +1;

=1, y=¢

'+ (5t = 1)y — 5y =P
yw=5t—1, y,=e

'+ (1 =20y + (t— 1)y =te;
yy=¢€, y,=¢€'lnt

La ecuacion de Bessel de orden un medio,

() + )+ (= Dt =0
tiene dos soluciones linealmente independientes,

1/2 1/2

yilx) =x"Y2cosx y y(x) =x"" senx.

Determine una solucién general de la ecuacién no
homogénea

x%y" + xy’ +<x2 - i)y = x/? (x >0).

’.’ CONSIDERACIONES CUALITATIVAS PARA
ECUACIONES CON COEFICIENTES VARIABLES
Y ECUACIONES NO LINEALES

En esta seccién analizamos algunas ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes
variables y algunas ecuaciones no lineales. Primero mostraremos unos cuantos ejemplos pa-
ra ilustrar las profundas diferencias que pueden ocurrir. Luego mostraremos como la analo-
gfa con el oscilador masa-resorte, discutida en la seccidn 4.1, puede aprovecharse para
predecir algunas de las caracteristicas cualitativas de ecuaciones mds complicadas.

A
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Para comenzar, veamos una ecuacion lineal con coeficientes constantes, una ecuacion
lineal con coeficientes variables y dos ecuaciones no lineales.

(a) La ecuacion
1) 3y" + 2y +4y =0

es lineal, homogénea con coeficientes constantes. Sabemos todo sobre estas ecua-
ciones; las soluciones son, en el peor de los casos, productos de polinomios por
exponenciales por sinusoides en 7, y se pueden encontrar soluciones unicas para
cualesquiera datos prescritos y(a), y'(a) en cualquier instante t = a. Tiene la pro-
piedad de superposicion: Si y;(¢) y y,(¢) son soluciones, también lo es y(t) =

c1yi(t) + eryo(1).

(b) La ecuacion
Q) A=Ay -2ty +2y=0

también tiene la propiedad de superposicion, como se ve facilmente. La ecuacién
(2) es una ecuacion lineal con coeficientes variables. Es un caso particular de la
ecuacion de Legendre (1 — %)y” — 21y’ + Ay = 0, la cual surge en el andlisis
de fendmenos de onda y difusién en coordenadas esféricas.

(¢) Las ecuaciones
@ ' -6r=0,
@ - 2y'f=0

no comparten la propiedad de superposicién debido a los términos con el cuadrado y
la raiz cibica de y (por ejemplo el término cuadrético y* no se reduce a y3 + y3)
Son ecuaciones no lineales."

Las soluciones de las ecuaciones lineales con coeficientes variables son mds complica-
das que las de las ecuaciones con coeficientes constantes. Por lo general, se hallan median-
te laboriosas técnicas con series de potencias, como veremos en el capitulo 8. La ecuacion
de Legendre (2) tiene una solucién sencilla, y,(¢) = #, como puede verse ficilmente median-
te un cdlculo mental. Su segunda solucién linealmente independiente para —1 <t < 1 se to-
ma por lo general como

®  w=in(iE) 1

Observe en particular el comportamiento cerca de + = *1; jninguna de las soluciones de
nuestras ecuaciones con coeficientes constantes divergia a un punto finito!

Podriamos haber anticipado el comportamiento problemadtico para la ecuacién de Le-
gendre en + = *1 de haberla escrito como

2 Yy
e

+Aungque el término cuadrdtico y? convierte a la ecuacién (3) en no lineal, la aparicién de #* en (2) no impide su li-

nealidad (en y).
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Esta forma muestra claramente que la segunda derivada “explota” en, digamos, r = 1, a me-

nos que y'(1) y y(1) sean iguales [llevando la fraccién en (6) a la forma indeterminada 0/0].

De hecho, para nuestra solucién bien comportada y, () = ¢, tenemos que y;(1) = y',(1) = 1.
Es fécil generalizar lo anterior: Una ecuacion con coeficientes variables

a)(t)y" + a(t)y’ + agt)y =0

no garantiza el tener una solucién que cumpla con datos iniciales especificados en forma ar-
bitraria y(a), y'(a) ent = a si el punto a es un cero del coeficiente principal a,(t). Tales
puntos se identifican con mayor precisién como “puntos singulares” en el capitulo 8.

No existen procedimientos generales para resolver ecuaciones no lineales. Sin embar-
go, el siguiente lema es muy 1util en ciertas situaciones, como las ecuaciones (3) y (4).
Tiene una interpretacion fisica en extremo significativa, que exploraremos en el proyecto E
del capitulo 5; por ahora sélo ofreceremos la tentacién al lector mediante un nombre su-
gerente.

r EL LEMA DE LA INTEGRAL DE LA ENERGIA

Lema 3. Sea y(¢) una solucién de la ecuacién diferencial

) y' =f)

donde f(y) es una funcién continua que no depende de y' ni de la variable inde-
pendiente 7. Sea F(y) una integral indefinida de f(y); es decir,

_d
F0) =4 FO) -
Entonces la cantidad
L,
®  E()=5y(07~ F(y()
€s constante, esto es,

©) %E(t) —0 .

Demostracién.  Esto es inmediato; insertamos (8), derivamos y aplicamos la ecua-
cion diferencial (7):

— 1 ron dl ’
2 dyy
=y' [y = f(y)]

=0.m
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Como resultado, una ecuacién de la forma (7) se puede reducir a
1) SO -F) =K,

para cierta constante K, que es equivalente a la ecuacion separable de primer orden

dy
— == +

dt 2[F(Y) K]

con la solucién implicita a dos pardmetros (seccién 2.2)

v
an =+ 4.
2[F(y) + K]

Usaremos la férmula (11) para ilustrar algunas caracteristicas excepcionales de las
ecuaciones no lineales.

Aplicar el lema de la integral de la energfa para explorar las soluciones de la ecuacién no li-
neal y” = 6y?, dada en (3).

Como 6y = i(2)/3), la forma de solucién (11) se convierte en

dy
t:ijf’y”.
V2[2y* + K]

Para simplificar los cdlculos consideramos el signo positivo en las soluciones, con K = 0.
[ Z
Entonces vemos que = [ 3y 32 dy = —y 24 ¢ o

12 y(0)=(c—172,

para cualquier valor de la constante c.

Es claro que esta ecuacién es un enigma; las soluciones pueden explotar en t =1, t =
2,t = 7 o en cualquier otro lugar; ademds, jla ecuacién 3 no proporciona pistas de por qué
esto debe ocurrir! Por otro lado, hemos encontrado una familia infinita de soluciones lineal-
mente independientes por pares (en vez de las dos esperadas). Aun asi no podemos formar
con ellas una solucién que satisfaga (por ejemplo) y(0) = 1, y'(0) = 3; todas nuestras solu-
ciones (12) cumplen que y'(0) = 2y(0)*? y la ausencia de un principio de superposicién evi-
ta el uso de combinaciones lineales ¢ y,(t) + cyy,(¢). W

Aplicar el lema de la integral de la energfa para explorar las soluciones de la ecuacién no li-
neal y” = 24y'?, dada en (4).

Como 24y'/* = diy(]sy“ﬁ), la férmula (11) da

sy
r==x +c.
2[18y43 + K]

De nuevo consideramos el signo positivo y nos enfocamos en soluciones con K = 0. Lue-
go vemos que ¢ = y'3/2 + ¢. En particular, y,(¢) = 8 es una solucién y satisface las con-
diciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 0. Pero observe que y,(¢) + 0 también es solucién de
(4) 1y satisface las mismas condiciones iniciales! Por tanto, la caracteristica de unicidad, ga-

4
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EJEMPLO 3

SOLUCION

rantizada para ecuaciones lineales con coeficientes constantes por el teorema 1 de la seccidn
4.2, puede fallar en el caso no lineal.

Asf, estos ejemplos han demostrado algunas violaciones a las propiedades de existencia
y unicidad (al igual que el “ser finitas”) que aparecian en el caso de coeficientes constantes.
No debe sorprendernos entonces que las técnicas de solucion para las ecuaciones con coefi-
cientes variables y no lineales de segundo orden sean mds complicadas, si existen. Recuer-
de, sin embargo, que en la seccion 4.3 vimos que nuestra familiaridad con la ecuacién del
oscilador masa-resorte

(13) Fexterna = | inercia]y” + [ amortiguamiento |y’ + [rigidez |y
=my" + by + ky

nos ayudo a hacer una idea de las caracteristicas cualitativas de las soluciones de otras ecua-
ciones con coeficientes constantes. (Véase la figura 4.1, pdgina 152). Llevando a otro nivel
estas analogias, también podemos anticipar algunas caracteristicas de las soluciones en los
casos de coeficientes variables y no lineales. Una de las ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden con coeficientes variables mds sencillas es

14) Y +1y=0.

Usar la analogia masa-resorte para predecir la naturaleza de la solucion a la ecuacion (14)
parat > 0.

Al comparar (13) con (14), vemos que la segunda ecuacion describe un oscilador masa-re-
sorte, donde la rigidez del resorte “k” varia con el tiempo; de hecho, se vuelve cada vez mds
rigido al transcurrir el tiempo [“k” = ¢ en la ecuacion (14)]. Asi, desde el punto de vista fi-
sico, es de esperar que haya oscilaciones cuya frecuencia aumente con el tiempo, mientras
que la amplitud de las oscilaciones disminuye (debido a que el resorte es cada vez mds difi-
cil de estirar). Obtenida mediante cdlculos numéricos, la solucién de la figura 4.12 exhibe
precisamente este comportamiento.

AR
SAWARY
[
/

—

\J

Figura 4.12 Solucién de la ecuacion (14)

Observacion. Los esquemas para el cdlculo numérico de las soluciones a ecuaciones de
segundo orden aparecerdn en la seccion 5.3. Si se dispone de tales esquemas, ¢ por qué el
andlisis cualitativo desarrollado en esta seccion? La respuesta es que los métodos numéricos
solo proporcionan aproximaciones de las soluciones a problemas con valores iniciales y su
exactitud puede ser dificil de predecir (en especial para las ecuaciones no lineales). Por

A
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ejemplo, los métodos numéricos suelen ser ineficaces cerca de puntos singulares o en los gran-
des intervalos necesarios para estudiar el comportamiento asintético. En este punto, los
argumentos cualitativos pueden revelar lo razonable de la solucién numérica.

Es fécil verificar (problema 1) que si y(¢) es una solucién de la ecuacién de Airy
as) Yy ' -un=0,

entonces y(—1) resuelve y” + ty = 0, de modo que las “funciones de Airy” exhiben el com-
portamiento que se muestra en la figura 4.12 para tiempos negativos. Para ¢ positiva, la ecua-
cion de Airy tiene una rigidez negativa “k” = —t, cuya magnitud aumenta con el tiempo.
Como observamos en la seccion 4.3, la rigidez negativa tiende a reforzar y no a oponerse a
los desplazamientos, de modo que las soluciones y(#) crecen rdpidamente con el tiempo
(positivo). La solucién conocida como la funcién de Airy del segundo tipo Bi(t), que apa-
rece en la figura 4.13, se comporta conforme a lo esperado.

AAWIAN
/NN

Figura 4.13 Funciones de Airy

En la seccidn 4.3 sefialamos también que los sistemas masa-resorte con rigidez del re-
sorte negativa pueden tener soluciones aisladas acotadas si el desplazamiento y(0) y la ve-
locidad y’(0) iniciales se eligen precisamente para contraatacar la fuerza repulsiva del
resorte. La funcién de Airy del primer tipo Ai(¢), que también aparece en la figura 4.13, es
tal solucion del “resorte de Airy”; la velocidad inicial dirigida hacia dentro es apenas la ade-
cuada para superar el empuje hacia afuera del resorte cada vez mds rigido, y la masa tiende
a un estado de equilibrio delicado y(t) = 0.

Ahora veamos la ecuacion de Bessel, que surge del andlisis de fenémenos de ondas o
difusion en coordenadas cilindricas. La ecuacion de Bessel de orden n se escribe

” 1; 12 —
(16) y+ty +<1 t2>y—0.

Es claro que hay irregularidades en + = 0, andlogas a aquellas en t = =1 para la ecuacién
de Legendre (2); en el capitulo 8 estudiaremos esto con detalle.

Aplicar la analogia masa-resorte para predecir caracteristicas cualitativas de las soluciones
a la ecuacién de Bessel para r > 0.

4
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SOLUCION

EJEMPLO 5

SOLUCION

Al comparar (16) con el paradigma (13), observamos que:

* la inercia “m” = 1 se fija en la unidad.
* existe un amortiguamiento positivo (“b” = 1/1), aunque se debilita con el tiempo; y
* larigidez (“k” = 1 — n*/1%) es positiva cuando ¢ > n y tiende a 1 cuando 7 — +oc.

Asfi, es de esperar que las soluciones oscilen con amplitudes que disminuyen lentamente
(debido al amortiguamiento) y la frecuencia de la oscilacion debe asentarse en un valor
constante (dado por Vk/m = 1 radidn por unidad de tiempo, de acuerdo con los procedi-
mientos de la seccion 4.3). Las gréficas de las funciones de Bessel J,(7) y Y, (f) del primer y
segundo tipo de orden n = %, ejemplifican estas predicciones cualitativas; véase la figura 4.14.

El efecto de las singularidades en el coeficiente en ¢ = 0 se manifiesta en la grafica de Y (¥).
|

Y1)

Figura 4.14 Funciones de Bessel

Aunque la mayoria de las funciones de Bessel deben calcularse con métodos de series
de potencias, si el orden n es la mitad de un entero, entonces J,(f) y Y,(¢) tienen expresiones
explicitas. De hecho, J;5(1) = VZsentyY, ple) = — V/Z cos t. Usted puede verificar di-
rectamente que estas funciones resuelven la ecuacion (16).

Dar un andlisis cualitativo de la ecuacion de Bessel modificada de orden n:
” 1 ’ iz —
an y' + paJ <1 tz)y—O.

Esta ecuacion también exhibe una masa unitaria y un amortiguamiento positivo decrecien-
te. Sin embargo, la rigidez converge ahora a menos uno. Esperamos entonces que las solu-
ciones tipicas diverjan cuando t — + oo. La funcién de Bessel modificada del primer tipo
L,(t) de orden n = 2 que aparece en la figura 4.15 sigue esta prediccion, mientras que la fun-
cion de Bessel modificada del segundo tipo K,(f) de orden n = 2 que aparece en la figura
4.15 exhibe el mismo tipo de equilibrio entre la posicion y la velocidad inicial que teniamos
para la funcién de Airy Ai(#). De nuevo, es evidente el efecto de la singularidadenz = 0. W

A
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(1) L0

Figura 4.15 Funciones de Bessel modificadas

Usar el modelo masa-resorte para predecir caracteristicas cualitativas de las soluciones a la
ecuacion de Duffing no lineal

a8) y+y+y =y +Q10+y)y=0.

Aunque la ecuacidn (18) es no lineal, puede compararse con el paradigma (13) si pensamos
en una masa unitaria, sin amortiguamiento y una rigidez (positiva) “k” = 1 + y?, que au-
menta cuando el desplazamiento y crece. (Este efecto de rigidez creciente aparece en cier-
tos colchones por razones terapéuticas).” Tal resorte es cada vez mds rigido cuando la masa
se aleja, aunque regresa a su valor original cuando la masa regresa. Estas excursiones de
gran amplitud deben oscilar mds rdpido que las de baja amplitud, y las formas sinusoidales
en las gréficas de y(f) deben “pellizcarse” en sus picos. Estas predicciones cualitativas se
muestran en las soluciones numéricas de la figura 4.16. m

LA
VY

Figura 4.16 Graficas solucién de la ecuacién de Duffing

La fascinante ecuacion de van der Pol
19 Yy-Q0-yp +y=0

surgid en el estudio de las oscilaciones eléctricas observadas en los tubos de vacio.

Los editores opinaron que es mejor dejar a la imaginacién las graficas de las oscilaciones en un colchén tera-
péutico.
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EJEMPLO 7

SOLUCION

EJEMPLO 8

SOLUCION

Predecir el comportamiento de las soluciones a la ecuacion (19) usando el modelo masa-re-
sorte.

Al comparar con el paradigma (13), observamos una masa y rigidez unitarias, amortigua-
miento positivo [“b” = — (1 — y?)] cuando || < 1. Asi, la friccion amortigua los movi-
mientos de alta amplitud pero energiza las oscilaciones pequerias. El resultado es que todas
las soluciones (no nulas) tienden a un ciclo limite tal que la friccién sufrida cuando |y(7)| > 1
se compensa con el empuje de friccidn negativa cuando | y(#)| < 1. La figura 4.17, generada
por computadora, muestra la convergencia al ciclo limite para algunas soluciones a la ecua-
cion de van der Pol. B

\MM\I\
ay

Figura 4.17 Soluciones a la ecuacién de van der Pol Figura 4.18 Un péndulo

Por dltimo, consideremos el movimiento del péndulo que aparece en la figura 4.18. Es-
te movimiento se mide mediante el dngulo 6(f) que forma el péndulo en el instante 7 con la
recta vertical que pasa por O. Como muestra el diagrama, la componente de gravedad, que
ejerce una torca sobre el péndulo y por ende acelera la velocidad angular df/dt, estd dada
por —mg sen 6. En consecuencia, el andlogo rotacional de la segunda ley de Newton, forca
igual a la razon de cambio del momento angular, indica (véase el problema 7)

(20)  ml%*0" = —¢mgsen 6 ,
o bien

Q21 m + m% sen® =0 .

Dar un andlisis cualitativo del movimiento del péndulo.

Si escribimos (21) como

g+ M8 senf
" ¢ 0

0=0

y comparamos con el paradigma (13), vemos una masa fija m, amortiguamiento nulo y una
rigidez dada por

@sent‘)
¢ 0

“k” —
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La gréfica de esta rigidez aparece en la figura 4.19, donde vemos que los movimientos de
baja amplitud son controlados por una rigidez de resorte casi constante e igual a mg/¢, las
consideraciones de la seccién 4.3 dictan la conocida férmula

(%) sen6
4 0

mg/t

=21 2
-7 e

0

Figura 4.19 "Rigidez" del péndulo

para la frecuencia angular de las oscilaciones casi sinusoidales. Véase la figura 4.20, que
compara una solucion de la ecuacion (21) generada por computadora con la solucion de la
ecuacién con rigidez constante con las mismas condiciones iniciales.”

Sin embargo, para movimientos mayores, la rigidez decreciente distorsiona la na-
turaleza sinusoidal de la grdfica de 6(¢) y reduce la frecuencia. Esto es evidente en la fi-
gura 4.21.

0 Rigidez exacta )

2 ] /

Zrad /A\ %‘ rad 4
t

Rigidez constante

Figura 4.20 Movimiento del péndulo con baja amplitud Figura 4.21 Movimiento del péndulo con alta amplitud

Por ultimo, si el movimiento tiene tanta energia que 0 alcanza el valor 7, la rigidez cam-
bia de signo e incita al desplazamiento; el péndulo pasa el dpice y aumenta su velocidad al
caer; este movimiento giratorio se repite en forma continua. Véase la figura 4.22 en la pdgi-
na 206. W

"Esta tltima se identifica como la ecuacion linealizada en el proyecto D.

4
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Figura 4.22 Movimiento del péndulo con gran amplitud

El célculo de las soluciones a la ecuaciones de Legendre, Bessel y Airy y el andlisis de
las ecuaciones no lineales de Duffing, van der Pol y el péndulo, constituyeron un reto para
muchos de los grandes matemadticos del pasado. Asi, es gratificante observar que el andlisis
cualitativo aqui desarrollado descubre sus principales caracteristicas.

1. Muestre que si y(7) satisface y” — ry = 0, entonces 4. Muestre que las tres soluciones 1/(1 — 1), 1/(2 — 1)?

y(—1) satisface y" + ty = 0.
2. Use el paradigma (13). ;Cudles son la inercia,
el amortiguamiento y la rigidez en la ecuacion

y" — 6y*> = 07 Si y > 0, ;cudl es el signo de la 5

“constante de rigidez”? ;Su respuesta ayuda a ex-
plicar el comportamiento de fuga de las soluciones
y() = (e — *?

3. Trate de predecir las caracteristicas cualitativas de la
solucién a y” — 6y> = 0 que satisface las condicio-
nes iniciales y(0) = —1, y'(0) = —1. Compare con la
figura 4.23, generada por computadora. [Sugeren-
cia: Analice el signo de la rigidez del resorte].

/.

Figura 4.23 Solucién para el problema 3

y 1/(3 — H? de y" — 6y* = 0 son linealmente inde-
pendientes en (—1,1). (Véase el problema 39 de los
ejercicios 4.2, pagina 166).

. (a) Use el lema de la integral de la energia para de-

ducir la familia de soluciones y(f) = 1/(t —¢) a
la ecuacién y” = 2y°.

(b) Para ¢ # 0, muestre que estas soluciones son li-
nealmente independientes por parejas, para dis-
tintos valores de ¢ en un intervalo adecuado en
tornode t = 0.

() Muestre que ninguna de estas soluciones satisfa-
ce las condiciones iniciales y(0) = 1, y'(0) = 2.

. Use el lema de la integral de la energfa para mos-

trar que los movimientos del oscilador masa-resorte
libre sin amortiguamiento my” + ky = 0 cumplen

m(y')* + ky* = constante .

. Ecuacion del péndulo. Para deducir la ecuacién

del péndulo (21), realice los pasos siguientes.

(a) El momento angular de la masa del péndulo m
medido en torno del soporte O de la figura 4.18
en la pdgina 204 estd dado por el producto de la
longitud del "brazo de palanca” € y el compo-
nente del momento vectorial mv perpendicular
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al brazo de la palanca. Muestre que esto da co-
mo resultado

do

momento angular = mf> ar

(b) La torca producida por la gravedad es igual al
producto de la longitud del brazo de palanca €
por la componente de la fuerza (vectorial) de
gravedad mg perpendicular al brazo de palanca.
Muestre que esto implica

torca = —€{mg sen 6 .

Ahora use la ley de Newton para el movimien-
to rotacional y deduzca la ecuacién del péndu-
lo (20).

(c)

8. Use el lema de la integral de la energfa para mostrar
que los movimientos del péndulo cumplen

(0')°

5 cos § = constante .

|00

9. Use el resultado del problema 8 para determinar el
valor de 6(0), la velocidad inicial que debe impartir-
se a un péndulo en reposo, para que éste tienda (pe-
ro no cruce) el dpice de su movimiento. Haga € = g.

10. Use el resultado del problema 8 para demostrar que
si el péndulo de la figura 4.18 se libera desde el re-
poso con un dngulo a,0 < a < 7, entonces
|6(¢)| = a a para toda t. [Sugerencia: Las condicio-
nes iniciales son 6(0) = «, 6'(0) = 0; muestre que
la constante del problema 8 es igual a —(g/€) cos a].

11. Use la analogia masa-resorte para explicar la natura-

leza cualitativa de las soluciones de la ecuacion de
Rayleigh

@) Yy -[1-0Py +y=0
que aparecen en las figuras 4.24 y 4.25.

m

|

|

g

|

\;

t

s

v v v

Figura 4.24 Solucién de la
ecuacion de Rayleigh
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

207

|

\

\

\
\
\
\
\

vy v v v VvV

Figura 4.25 Solucién de la
ecuacion de Rayleigh

Verifique que la funcién y,(#) en la ecuacion (5) re-
suelve la ecuacion de Legendre (2).

La figura 4.26 de la pagina 208 contiene las gréficas
de soluciones a las ecuaciones de Duffing, Airy y
van der Pol. Trate de relacionar la solucién con la
ecuacion.

Verifique que las férmulas para las funciones de
Bessel J;/5(?), Y;,(7) realmente resuelven la ecua-
cion (16).

Use la analogia con el oscilador masa-resorte para
decidir si todas las soluciones de las siguientes ecua-
ciones diferenciales permanecen acotadas cuando
t— + oo.

@y +7y=0 (b) y' —7Fy=0
(© y +y =0 @ y" +y°=0
(e) y" + (4 + 2cost)y = 0 (ec. de Mathieu)
®) y' +o'+y=0 (@ Yy -t —-y=0

Use el lema de la integral de la energia para mostrar
que toda solucién de la ecuacién de Duffing (18)
permanece acotada; es decir, que | y(r) | = M para
cierta M. [Sugerencia: Justifique primero que y?/2
+ y*/4 = K para alguna K].

Dia del juicio final. La Tierra gira en torno del Sol
en una Orbita casi circular con radio r = a, comple-
tando una vuelta en el tiempo T = 2m(a’/ GM)'?,
que es un afio terrestre; aqui, M es la masa del Sol y
G es la constante de gravitacion universal. La fuer-
za gravitacional del Sol sobre la Tierra estd dada por
GMm/r*, donde m es la masa de la Tierra. Por lo
tanto, si la Tierra “se detuviese”, perdiendo su velo-
cidad orbital, seguiria una linea recta hacia el Sol, de
acuerdo con la segunda ley de Newton:

mﬂ _ _GMm
ar* rr
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Si esta catdstrofe ocurre, ;qué fraccién del afio nor- ma de la integral de la energfa y las condiciones ini-
mal T tardarfa la Tierra en estrellarse contra el Sol ciales r(0) = a, r'(0) = 0].

(es decir, en alcanzar r = 0)? [Sugerencia: Use el le-

y y

| N

! / \ \
/! / : i / !, t
AN ,f'fr ’ \/

(a) (b)

(©

Figura 4.26 Grificas solucion para el problema 13

A8 UNA MIRADA DE CERCA A LAS VIBRACIONES
MECANICAS LIBRES

En esta seccion regresamos al sistema masa-resorte de la figura 4.1 (pdgina 152) y analiza-
remos su movimiento con mds detalle. La ecuacién que lo describe es

d’ d
1) Foy = [inercia}d—z + [amoﬂiguamiento}i + [rigidez |y
t

=my" + by +ky.
Nos centraremos en un caso sencillo, cuando b = 0y Fyema = 0, llamado el caso libre

sin amortiguamiento. Entonces, la ecuacion (1) se reduce a

d2y
2) m?-l—ky:O

y, al dividir entre m, se tiene
&y

&y 20 —
3 dt2+wy 0,
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donde w = Vk/m. La ecuacién auxiliar asociada a (3) es r* + w® = 0, que tiene raices com-
plejas conjugadas *wi. Por tanto, una solucién general de (3) es

4) y(t) = C; cos wt + C, sen wt .
Podemos expresar y(f) en la forma mds conveniente

5) y(t) = Asen(wt + &) ,
con A = 0, haciendo C; = Asen ¢ y C, = A cos ¢. Es decir,

Asen(wt + ¢) = A cos wt sen ¢ + A sen wt cos ¢
= Cjcos wt + C, sen wt .

Al despejar Ay ¢ en términos de C; y C,, se tiene
C
© A=VCi+G oy tme=g,
2

donde el cuadrante en que se encuentra ¢ queda determinado por los signos de C; y C,. Es-
to se debe a que sen ¢ tiene el mismo signo que C; (sen ¢ = C;/A) y cos ¢ tiene el mismo
signo que C, (cos ¢ = C,/A). Por ejemplo, si C; > 0y C, < 0, entonces ¢ estd en el se-
gundo cuadrante. (Observe que en particular ¢ no es simplemente el arco tangente de C,/C,,
que estaria en el cuarto cuadrante).

Es evidente de (5) que, como dijimos en la seccién 4.1, el movimiento de una masa
en un sistema libre sin amortiguamiento no es mds que una onda sinusoidal, o lo que se
llama un movimiento arménico simple. (Véase la figura 4.27). La constante A es la ampli-
tud del movimiento y ¢ es el dngulo fase. El movimiento es periédico con periodo 27/,
y frecuencia natural w/27, donde @ = V k/m. El periodo se mide en unidades de tiempo y
la frecuencia natural en periodos (o ciclos) por unidad de tiempo. La constante w es la fre-
cuencia angular para la funcion seno en (5) y se mide en radianes por unidad de tiempo.
En resumen:

frecuencia angular = v = V'k/m (radianes/segundo)
frecuencia natural = w/27  ciclos/segundo)

periodo = 27 /w (segundo)

bl A \ Periodo /\ Periodo
—¢ < \ 27/w / \ 2mlw

/ U : \/ |

Figura 4.27 Movimiento arménico simple con vibraciones libres sin amortiguamiento

4
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EJEMPLO |

SOLUCION

Observe que la amplitud y el dngulo fase dependen de las constantes C; y C,, que a su
vez quedan determinadas por la posicion y velocidad iniciales de la masa. Sin embargo, el
periodo y la frecuencia dependen sé6lo de k y m y no de las condiciones iniciales.

Se fija una masa de 1/8 kg a un resorte con rigidez k = 16 N/m, como se muestra en la fi-
gura 4.1. La masa se desplaza 1/2 m a la derecha del punto de equilibrio y luego se le im-

parte una velocidad hacia afuera (hacia la derecha) de V2 m/seg. Despreciando cualesquie-
ra fuerzas de amortiguamiento o externas que puedan estar presentes, determinar la ecuacion
de movimiento de la masa, junto con su amplitud, periodo y frecuencia natural. ; Después de
cudnto tiempo pasa la masa por el punto de equilibrio?

Como tenemos un caso de vibracidn libre sin amortiguamiento, la ecuacién de movimiento
es (3). Asi, vemos que la frecuencia angular es

_ |k _ J16 _
® =4/ /8 8\V2 rad /seg .

Al sustituir este valor de w en (4) se tiene
(7 y(t) = C, cos(8\/2t) + C, sen(S\@t) .

Ahora usamos las condiciones iniciales y(0) = 1/2my y'(0) = V2 m/seg, para hallar C|
y C, en (7). Es decir,

1/2=y(0) = C, ,

V2 =y(0) = 8V2G, ,

de modo que C; = 1/2'y C, = 1/8. Por tanto, la ecuaciéon de movimiento de la masa es

6] y(t) = %cos(Sﬁt) + %sen(S\/it) .

Para expresar y(7) en la forma alternativa (5), hacemos

é

A=VCH+ 3= V2P + (18] =T,

Como C; y C, son ambos positivos, ¢ estd en el primer cuadrante, de modo que ¢ = arctan
4 = 1.326. Por tanto,

© )= \éﬁsen(S\ﬁt + ) .

Asf, la amplitud A es \E/ 8m, y el dngulo fase ¢ es aproximadamente 1.326 radianes. El

periodo es P =27 /w = 277/(8\/2) = \677/8 segundos, y la frecuencia natural es 1/P =

8/ (\/277) ciclos por segundo.
Por ultimo, para determinar el momento en que la masa pasard por la posicion de equi-
librio, y = 0, debemos resolver la ecuacién trigonométrica

10) (1) = \?sen(S\@t +¢) =0

A
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en términos de 7. La ecuacion (10) se satisface siempre que

nm —¢ nm — 1326

8\V2 CAVZ R

donde n es entero. Al hacer n = 1 en (11) determinamos el primer instante ¢ en que la masa
cruza la posicién de equilibrio:

an  s\2t+d=nm o t=

t:Tr_qb
8\V2

Por supuesto, en la mayorfa de las aplicaciones del andlisis de vibraciones existe cierto
tipo de fuerza de friccién o de amortiguamiento que afecta las vibraciones. Esta fuerza pue-
de deberse a algin componente del sistema, como un amortiguador en un auto, o bien un
medio que rodea al sistema, como el aire o algin liquido. Ahora estudiaremos los efectos del
amortiguamiento sobre las vibraciones libres, de modo que la ecuacion (2) se generaliza a

~0.16seg . N

@ w2 oo
m— — =0.
dr* a
La ecuacidn auxiliar asociada a (12) es
13) mr>+br+k=0,

y sus raices son

b+ \/H2 —
14) b= 2:1 4mk:—iiﬁm.

2m

Como vimos en las secciones 4.2 y 4.3, la forma de la solucién a (12) depende de la na-
turaleza de estas raices y, en particular, del discriminante b — 4dmk.
Movimiento subamortiguado u oscilatorio (b* < 4mk)

Cuando b* < 4mk, el discriminante b> — 4mk es negativo y existen dos raices complejas
conjugadas de la ecuacion auxiliar (13). Estas raices son o * i3, donde

asy a= b, B:=ﬁ\/4mk—b2.

2m
Por tanto, una solucién general de (12) es
(16)  y(1) = e™(C, cos Bt + C,sen Bt) .

Como en el caso del movimiento arménico simple, podemos expresar y(f) en la forma
alternativa

a7 y(t) = Ae“ sen(Bt + @) ,

donde A = VC % + C % y tan ¢ = C,/C,. Ahora es evidente que y(f) es el producto de un
factor de amortiguamiento exponencial,

Aeat — Ae*(b/Zm)t ,

y un factor sinusoidal sen(Bt + ¢), que produce el movimiento oscilatorio. Debido a que el
factor seno varfa entre —1 y 1 con periodo 277/, la solucién y(f) varfa entre —Ae® y Ae™

4
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con cuasiperiodo P = 27 /B = 4mr |\ 4mk — b? y cuasifrecuencia 1/P. Ademds, como
by m son positivos, @« = —8/2m es negativo, de modo que el factor exponencial tiende a
cero cuando ¢t — +o0. En la figura 4.28 aparece la grdfica de una solucion tipica. El siste-
ma se llama subamortiguado, pues no hay un amortiguamiento suficiente (b es demasiado
pequeiio) para evitar que el sistema oscile.

A Ae(xt

< Aesen(Br + §)

- Cuasiperiodo
s At =271/B

Figura 4.28 Movimiento oscilatorio amortiguado

Es facil ver que cuando b — 0, el factor de amortiguamiento tiende a la constante A y
la cuasifrecuencia tiende a la frecuencia natural del movimiento arménico subamortiguado
correspondiente. La figura 4.28 demuestra que los valores de ¢ donde la grdfica de y(f) toca
a las curvas exponenciales £ Ae™ son cercanos (pero no iguales) a los mismos valores de ¢
donde y(7) alcanza sus valores maximos y minimos (véase el problema 13).

Movimiento sobreamortiguado (b? > 4mk)

Cuando b? > 4mk, el discriminante b*> — 4mk es positivo y hay dos raices reales distintas de
la ecuacidn auxiliar (13):

A8)  ri= =t VP —dmk = = = LB ik

Por tanto, en este caso una solucion general de (12) es
19) y(t) = Cie™ + Cre™ .
Es claro que r, es negativa y como b* > b* — 4mk (es decir, b > V' b*> — 4mk), se sigue que

r| también es negativa. Por tanto, cuando t — +o00, las dos exponenciales en (19) decaen y
y(t) — 0. Ademds, como

yr(t) —_ Clrle}’,t + Czrzerzt — erlt(clrl + Czrze(rz—r’,)t) ,

vemos que la derivada es idénticamente nula (cuando C; = C, = 0) o se anula a lo mds
en un valor de # (cuando el factor entre paréntesis se anula). Si se ignora la solucién trivial

A
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y(¢) = 0, esto implica que y(f) tiene a lo mds un maximo o minimo local para > 0. Por tan-
to, y(#) no oscila. Esto deja, desde un punto de vista cualitativo, sdlo tres posibilidades para
el movimiento de y(f), de acuerdo con las condiciones iniciales; éstas se ilustran en la figu-
ra 4.29. El caso en que b* > 4mk se llama un movimiento sobreamortiguado.

y y y

No hay
maximos
ni minimos

locales

Un Un
maximo minimo
local local

e

(a) (®) (©

Figura 4.29 Vibraciones sobreamortiguadas

Movimiento criticamente amortiguado (b? = 4mk)

Cuando b* = 4mk, el discriminante b> — 4mk se anula y la ecuacién auxiliar tiene la raiz re-
petida —b/2m. Por tanto, una solucién general de (12) es

20) (1) = (C, + Cyt)e lmr

Para comprender el movimiento descrito por y(#) en (20), primero consideramos el com-
portamiento de y(¢) cuando t — +oc0. Por la regla de L'Hopital,

C] + Czl C2
@)  lim y() = lim ——= = lfm ———=—— =10
t—+o00 t—+0o0 e(b/Zm)t t—+o00 (b/zm)e(b/Zm)t

(recuerde que b/2m > 0). Por tanto, y(¢) se extingue hasta anularse cuando t — +oco. A con-
tinuacion, como

V() = <C2 -l - z’fnczr>e<b/2m)’ ,
vemos de nuevo que una solucion no trivial puede tener a lo mds un mdximo o un minimo
local para r > 0, de modo que el movimiento rno es oscilatorio. Si b fuese ligeramente menor,
habria oscilaciones. Asf, el caso especial en que b*> = 4mk es un movimiento criticamente
amortiguado. Cualitativamente, los movimientos criticamente amortiguados son similares
a los movimientos sobreamortiguados (véase de nuevo la figura 4.29).

Supdngase que el movimiento de un sistema masa-resorte con amortiguamiento queda des-
crito mediante
d%y

dy
2) L4+ p2L4+25y=0; 0)=1, 0)=0.
@ 3 " y (0) y'(0)

Determine la ecuacién de movimiento y bosqueje su grédfica para los tres casos en que b =
6,10y 12.
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SOLUCION La ecuacion auxiliar para (22) es

23) rP+br+25=0,

cuyas raices son

(24)

r=—

N | o

i%\/bz ~ 100 .

Caso 1. Cuando b = 6, las raices de (24) son —3 * 4i. Este es entonces un caso de
subamortiguamiento y la ecuacién de movimiento tiene la forma

25) y(t) = Cle_Sl cos 4t + C2€—3r sen 4t .
Al hacer y(0) = 1y y'(0) = 0 se obtiene el sistema
C1:1, _3C1+4C2:0,

cuya solucién es C; = 1,C, = 3/4. Para expresar y(¢) como el producto de un factor de
amortiguamiento y un factor sinusoidal [recuerde la ecuacién (17)], hacemos

5 C 4
A=NVETE=2, me=S-2

4° c, 3°

donde ¢ es dngulo en el primer cuadrante, pues C; y C, son ambos positivos. Entonces

@6 ¥{1) = Je senldi + )

donde ¢ = arctan (4/3) =~ 0.9273. El movimiento de resorte subamortiguado se muestra en
la figura 4.30(a).

/

11+ 611 64T 11-6+11 FE T
22 22

(1 + 5t)e™"

b=10

(b)

Figura 4.30 Soluciones para diversos valores de b

A



EJEMPLO 3

Seccién 4.8 Una mirada de cerca a las vibraciones mecanicas libres 215

Caso 2. Cuando b = 10, sélo hay una raiz (repetida) a la ecuacién auxiliar (23), a
saber, »r = —5. Este es un caso de amortiguamiento critico, y la ecuacion de movimiento tie-
ne la forma

@n YD) =(C + C)e™ .

Al hacer y(0) = 1y y'(0) = 0 tenemos
=1, C,—5C; =0,

de modo que C; = 1, C, = 5. Asi,

(28)  y(1) = (1 + 51)e™ .

La gréfica de y(f) dada en (28) se representa mediante la curva inferior de la figura 4.30(b).
Observe que y(7) se anula sélo parat = —1/5 y por tanto no cruza el eje ¢ para t > 0.

Caso 3. Cuando b = 12, las raices de la ecuacion auxiliar son —6 =+ \/ﬁ Este es
un caso de sobreamortiguamiento y la ecuacién de movimiento tiene la forma

29) (1) = Cel VI 4 cyel=6-ViT)
Al hacer y(0) = 1y y'(0) = 0 tenemos

aQ+G=1, (-6+Vi)c+(-6-Vil)g =0,
de donde €, = (11 + 6V/11)/22y ¢, = (11 = 6\V/11)/22. Por tanto,

W) = L 62\56(,“\@), LA 62\56(,6,\@),

(30) = 5 e
(~6+ V1)
_ ¢ -2V
=5 {11+6\ﬂ+(11—6\ﬂ)e2 “f}.

La gréfica de este movimiento sobreamortiguado se representa mediante la curva superior
en la figura 4.30 (b). ®

Es interesante observar en el ejemplo 2 que cuando el sistema estd subamortiguado
(b = 6), 1a solucién tiende a cero como e >'; cuando el sistema estd criticamente amortigua-

do (b = 10), la solucién tiende a cero casi como e™>"; y cuando el sistema estd sobreamorti-

guado (b= 12), la solucidn tiende a cero como e(76+\m)’ ~ ¢~ 298! Esto significa que si el
sistema estd subamortiguado, no sélo oscila sino que se extingue mds lentamente que en el ca-
so criticamente amortiguado. Ademds, si el sistema estd sobreamortiguado, de nuevo se ex-
tingue mds lentamente que en el caso critico (lo que coincide con nuestra intuicidn fisica de
que las fuerzas de amortiguamiento limitan el retorno al equilibrio).

Una masa de 1/4 de kg estd unida a un resorte con una rigidez de 4 N/m como se muestra en
la figura 4.31(a) de la pagina 216. La constante de amortiguamiento b para el sistema es
de 1 N-seg/m. Si la masa se desplaza 1/2 m a la izquierda y recibe una velocidad inicial de
1 m/seg a la izquierda, determine la ecuacién de movimiento. ;Cudl es el mdximo despla-
zamiento que alcanzard la masa?

4
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y
1
zm
F—
k=4N/m 1
TSTEETEEE0 |4 kg‘

d) b =1 N-sec/m ———

SOLUCION

Equilibrio /
-5

El desplazamiento maximo
es ¥(0.096) = —0.55 m

(a) (b)

Figura 4.31 Sistema masa-resorte y grafica del movimiento para el ejemplo 3

Al sustituir los valores de m, b y k en la ecuacién (12) e imponer las condiciones iniciales,
obtenemos el problema con valores iniciales

1dY dy 1
31 ——+—+4=0; 0)=——
GO v Tt W0 =3
Los signos negativos de las condiciones iniciales indican el hecho de que los desplazamien-
tos y el empuje inicial son hacia la izquierda.
Se puede verificar ficilmente que la solucién a (31) es

(32) y(t) = —%e*Zt cos<2\/§t) — %e*ﬁ Sen<2\/3t) ’

o bien,

(33) y(t) = \/zezz sen(2\ﬁt + q§) ,

donde tan ¢ = \/§/2y ¢ estd en el tercer cuadrante pues C; = —1/2y C, = —1/\/§ son
ambos negativos. (Véase un bosquejo de y(f) en la figura 4.31(b)).

Para determinar el desplazamiento mdximo desde el equilibrio, debemos determinar el
valor médximo de | y(¢)| sobre la grdfica de la figura 4.31(b). Como y(7) se extingue en forma
exponencial, esto ocurrird en el primer punto critico de y(7). Al calcular y'(¢) de (32), igua-
lar a cero y resolver se tiene

y'(1) = E_Zt{\% sen(Z\/St) - cos(2\/§t)} =0,

%sen(Z\/gt) = cos(2\/§t) ,

tan(2\f3t) = % .
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Asf, la primera raiz positiva es

t= 7arctanﬁ =~ 0.096 .

2V3
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Al sustituir este valor para ¢ en la ecuacion (32) o (33) se tiene que y(0.096) =—0.55. Por
tanto, el desplazamiento maximo es aproximadamente 0.55 m y aparece a la izquierda del

equilibrio. W

1. Una masa de 3 kg estd unida a un resorte con rigi-

dez k = 48 N/m. La masa se desplaza 1/2 m a la iz-
quierda del punto de equilibrio y recibe una
velocidad de 2 m/seg hacia la derecha. La fuerza de
amortiguamiento es despreciable. Determine la
ecuacion de movimiento de la masa, junto con su
amplitud, periodo y frecuencia. ;Cudnto tiempo
después de su liberacion pasa la masa por la posi-
cién de equilibrio?

. Una masa de 2 kg estd unida a un resorte con ri-

gidez k = 50 N/m. La masa se desplaza 1/4 m a la
izquierda del punto de equilibrio y recibe una velo-
cidad de 1 m/seg hacia la izquierda. Desprecie la
fuerza de amortiguamiento y determine la ecuacion
de movimiento de la masa, junto con su amplitud,
periodo y frecuencia. ;Cudnto tiempo después de su
liberacion pasa la masa por la posicion de equili-
brio?

. El movimiento de un sistema masa-resorte con

amortiguamiento queda descrito por

y"(e) + by'(1) + 16y(1) = 0 ;

y0)=1, »y()=0.
Determine la ecuacién de movimiento y bosqueje su
gréfica parab = 0, 6, 8 y 10.

. El movimiento de un sistema masa-resorte con

amortiguamiento queda descrito por
y"(1) + by'(r) + 64y(1) = 0 ;
yo0)=1, »y(©)=0.

Determine la ecuacién de movimiento y bosqueje su
grafica para b = 0, 10, 16 y 20.

. El movimiento de un sistema masa-resorte con

amortiguamiento queda descrito por

y"(2) + 10y' (1) + ky(r) = 0 ;
y0)=1, y(0©)=0.

10.

Todos los problemas se refieren a la configuracion ma-
sa-resorte que aparece en la figura 4.1, pdgina 152.

Determine la ecuacién de movimiento y bosqueje su
gréfica para k = 20, 25 y 30.

. El movimiento de un sistema masa-resorte con

amortiguamiento queda descrito por
y' () + 4y'(1) + ky(1) = 0 ;
y0)=1, y(0)=0.

Determine la ecuacién de movimiento y bosqueje su
grafica parak = 2,4y 6.

. Una masa de 1/8 kg se une a un resorte con rigidez

16 N/m. La constante de amortiguamiento para el
sistema es 2 N-seg/m. Si la masa se mueve 3/4 m a
la izquierda del equilibrio y recibe una velocidad
inicial hacia la izquierda de 2 m/seg, determine la
ecuacién de movimiento de la masa y dé su factor de
amortiguamiento, cuasiperiodo y cuasifrecuencia.

Una masa de 20 kg se une a un resorte con rigidez
200 N/m. La constante de amortiguamiento para
el sistema es 140 N-seg/m. Si la masa se mueve
25 cm a la derecha del equilibrio y recibe una ve-
locidad inicial hacia la izquierda de 1 m/seg,
;cudndo regresard por vez primera a su posicién
de equilibrio?

. Una masa de 2 kg se une a un resorte con rigidez

40 N/m. La constante de amortiguamiento para el
sistema es 8V/5 N-seg/m. Si la masa se mueve 10
cm a la derecha del equilibrio y recibe una veloci-
dad inicial de 2 m/seg hacia la derecha, ;cudl serd
el desplazamiento maximo con respecto del equi-
librio?

Una masa de 1/4 kg se une a un resorte con rigidez
8 N/m. La constante de amortiguamiento para el
sistema es 1/4 N-seg/m. Si la masa se mueve 1m a
la izquierda del equilibrio y se libera, ;cudl serd el
desplazamiento maximo hacia la derecha?
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Una masa de 1 kg se une a un resorte con rigidez
100 N/m. La constante de amortiguamiento para el
sistema es 0.2 N-seg/m. Si la masa se empuja hacia
la derecha desde la posicion de equilibrio con una
velocidad de 1 m/seg, ;cudndo alcanzard su despla-
zamiento mdximo hacia la derecha?

Una masa de 1/4 kg se une a un resorte con rigidez
8 N/m. La constante de amortiguamiento para el
sistema es 2 N-seg/m. Si la masa se mueve 50 cm a
la izquierda del equilibrio y recibe una velocidad
inicial de 2 m/seg hacia la izquierda, ; cudndo alcan-
zard la masa su desplazamiento médximo hacia la iz-
quierda?

Muestre que para el sistema subamortiguado del
ejemplo 3, los instantes en que la curva solucién y(r)
en (33) toca las curvas exponenciales +\/7/12¢ %

14.

15.

16.

Y

Ecuaciones lineales de segundo orden

no son los mismos valores de ¢ para los que la fun-
cion y(¢) alcanza sus extremos relativos.

Para un sistema subamortiguado, verifique que
cuando b — 0 el factor de amortiguamiento tiende a
la constante A y la cuasifrecuencia tiende a la fre-
cuencia natural \/k/m/(21).

(Puede deducirse el valor de la constante de amorti-
guamiento b observando el movimiento de un siste-
ma subamortiguado? Suponga que la masa m es
conocida.

Una masa unida a un resorte oscila con un periodo
de 3 seg. Después de agregar 2 kg, el periodo se con-
vierte en 4 segundos. Si se desprecia las fuerzas de
amortiguamiento o externas, determine cudnta masa
se adjunto originalmente al resorte.

NZAT9 UNA MIRADA DE CERCA A LAS VIBRACIONES
MECANICAS FORZADAS

Ahora consideraremos las vibraciones de un sistema masa-resorte al aplicarle una fuerza ex-
terna. En particular nos interesa la respuesta del sistema a un término de fuerza sinusoidal.
Como paradigma, investigaremos el efecto de una funcién de fuerza coseno sobre el siste-
ma descrito por la ecuacion diferencial

dy
@ dr*

dy
m7+b5+ky=F0cosyt ,

donde F, y vy son constantes no negativas y 0 < b*> < 4mk (de modo que el sistema estd suba-

mortiguado).

Una solucién de (1) tiene la forma y =y, + y,, donde y, es una solucién particular y y;,
es una solucion general de la ecuacion homogénea correspondiente. En la ecuacion (17) de

la seccién 4.8 vimos que

) wlt) = Ae~b2m)i sen<

donde A y ¢ son constantes.

\/ 2
4n;k bt+¢>,
m

Para determinar y,, podemos usar el método de coeficientes indeterminados (seccién
4.4). Por la forma del término no homogéneo sabemos que

3)

y,,(t) = A;cosyt + A, sen yt ,

donde A; y A, son constantes por determinar. Al sustituir esta expresion en la ecuacion (1)

y simplificar tenemos

“@

[(k — my*)A, + byA;]cos yt + [(k — my*)A, — byA, |sen yt = Fycos yt .

A
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Al igualar los coeficientes correspondientes de ambos lados, obtenemos
(k = my)A; + byAy = Fy ,
—byA; + (k — my)A, =0 .

Resolvemos para obtener

Folk = my?) Foby
5 A= , A, = .
C) 1 (k _ myz)z + bzyz 2 (k _ my2)2 + bz,yz

Por tanto, una solucién particular de (1) es

Fy
(6) y, (1) = (k — my?*)cos yt + by sen yt] .
» (k— my?) + bzyz[ ]

La expresion entre corchetes puede escribirse como

V(k — my*? + b*y? sen(yt + 6) ,
de modo que podemos expresar y, en la forma alternativa

y,,(t) - \/(k - my2)2 + b2y2

@) sen(yt + 0) ,

donde § = A;/A, = (k — my?*)/(by) y el cuadrante en que se encuentra f queda determina-
do por los signos de A; y A,.

Al combinar las ecuaciones (2) y (7) tenemos la siguiente representacion de una solu-
cion general a (1) en el caso 0 < b? < dmk:

Vamk — b* F,
®) y(1) = Ae(b2m) sen<mt + q’)) + 0
2m \/(k — my?P + biy?

La solucion (8) es la suma de dos términos. El primero, y, representa una oscilaciéon amor-
tiguada y depende sélo de los pardmetros del sistema y las condiciones iniciales. Debido al
factor de amortiguamiento Ae~®/ Zmt este término tiende a cero cuando ¢ — +oo. En con-
secuencia se conoce como la parte transitoria de la solucién. El segundo término y, en (8)
es el resultado de la funcion de fuerza externa f(f) = F cos yt. Como la funcion de fuerza,
Y, €8 una sinusoide con frecuencia angular y. Es la solucién sincrona que anticipamos en la
seccién 4.1. Sin embargo, y, estd desfasada de f(7) (por el dngulo 6 — 7/2) y su magnitud
difiere por el factor

sen(yt + 6) .

1
\/(k - my2)2 + b2y2

Al extinguirse el término transitorio, el movimiento del sistema masa-resorte se convierte
esencialmente en el del segundo término y, (v€ase la figura 4.32 en la pdgina 220). Por tan-
to, este término se llama la solucién de estado estable. El factor que aparece en (9) se co-
noce como ganancia de frecuencia o factor de ganancia, pues representa la razén entre la
magnitud de la respuesta sinusoidal y la magnitud de la fuerza de entrada. Observe que es-
te factor depende de la frecuencia 7y y tiene unidades de longitud/fuerza.

®

4
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02 1
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Figura 4.32 Convergencia de y(7) a la solucidn de estado estable y,(f) cuandom = 4,b = 6,k =3,Fy =2,y = 4
EJEMPLO | Una masa de 10 kg estd unida a un resorte con rigidez k = 49 N/m. En el instante ¢ =

SOLUCION

0 se aplica una fuerza externa f{(f) = 20 cos 4¢ N al sistema. La constante de amor-
tiguamiento para el sistema es 3 N—seg/m. Determinar la solucién de estado estable
para el sistema.

Al sustituir los pardmetros dados en la ecuacién (1) obtenemos

dzy

dy
10 10— + 3— + 49y = 20 cos 4¢ ,
(10) dr? dt J 0

donde y(7) es el desplazamiento (desde el equilibrio) de la masa en el instante 7.

Para determinar la respuesta de estado estable, debemos producir una solucién par-
ticular de (10) que sea sinusoidal. Podemos lograr esto mediante el método de coeficientes
indeterminados, estimando una solucién de la forma A, cos 4 + A, sen 4¢. Pero asi fue
como dedujimos la ecuacidn (7). Asi, sustituimos directamente en (7) y vemos que

) = =
V(49 — 1607 + (9)(16)

(11) sen(4r + ) = (0.18) sen(4r + 6) ,

donde tan 8 = (49 — 160)/12 = —9.25. Como el numerador (49 — 160) es negativo y el
denominador 12 es positivo, 6 es un dngulo en el cuarto cuadrante. Asf,

6 ~ arctan(—9.25) =~ —1.46 ,

y la solucién de estado estable estd dada (aproximadamente) por

(12) (1) = (0.18) sen(4s — 1.46) . W

A
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El ejemplo anterior ilustra un punto importante ya marcado antes. La respuesta de
estado estable (12) a la funcidén de fuerza sinusoidal 20 cos 4 es una sinusoide de la
misma frecuencia pero distinta amplitud. El factor de ganancia [véase (9)] en este caso es
(0.18)/20 = 0.09 m/N.

En general, la amplitud de la solucién de estado estable a la ecuacién (1) depende de la
frecuencia angular vy de la funcién de fuerza y estd dada por A(y) = Fy M(y), donde

1
\/(k — my?)? + b*y?
es la ganancia de frecuencia [véase (9)]. Esta férmula es vélida incluso cuando b* = 4mk.
Para un sistema dado (m, b y k fijos), con frecuencia es de interés conocer la forma en
que este sistema reacciona a entradas sinusoidales de varias frecuencias (y es una variable).
Para este fin es muy util la grdfica de la ganancia M(y), conocida como curva de respuesta
de frecuencia, o curva de resonancia para el sistema.

Para trazar la curva de respuesta de frecuencia, primero observamos que paray = 0 te-
nemos M(0) = 1/k. Por supuesto, y = 0 implica que la fuerza F; cos yt es estdtica; no hay
movimiento en el estado estable, de modo que este valor de M(0) es adecuado. Observe tam-
bién que cuando y — oo la ganancia M(y) — 0; la inercia del sistema limita la medida en
que puede responder a vibraciones muy rapidas. Como ayuda adicional para describir la gra-
fica, calculamos de (13)

2y - ()]
[(k — my?)? + bz,yz}s/z ’

13  M(y)=

(14 My =

Se sigue de (14) que M’(y) = 0 siy sdlo si

kb
(15) y=0 o y=v%=\——53-
m 2m

Ahora, cuando el sistema estd sobreamortiguado o criticamente amortiguado, de modo
que b* = 4mk > 2mk, el término dentro del radical en (15) es negativo, y por tanto M'(y) = 0
s6lo cuando y = 0. En este caso, cuando vy crece desde 0 hasta infinito, M(7y) decrece desde
M(0) = 1/k hasta el valor limite cero.

Cuando b* < 2mk (lo que implica que el sistema estd subamortiguado), entonces 7, es
real y positivo, y es fdcil verificar que M(y) tiene un mdximo en vy,. Al sustituir vy, en (13)
se tiene

1/b
kb

a6 Mly,) =
m  4m?
El valor v,/27 se llama la frecuencia de resonancia para el sistema. Cuando el sistema es
estimulado por una fuerza externa a esta frecuencia, se dice que estd en resonancia.
Para ilustrar el efecto de la constante de amortiguamiento b sobre la curva de resonan-

cia, consideramos un sistema en que m = k = 1. En este caso, las curvas de respuesta de fre-
cuencia estdn dadas por

1
N /(1 — P + b2y
y para b < \/2, la frecuencia de resonancia es ,/27 = (1/27)V'1 — b?/2. La figura 4.33
de la pédgina 222 exhibe las graficas de las curvas de respuesta de frecuencia para b = 1/4,

an My =

4
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' ¥
0 1 2

Figura 4.33 Curvas de frecuencia de respuesta para diversos valores de b

1/2,1,3/2y 2. Observe que cuando b — 0 la magnitud mdxima de la ganancia de frecuen-
cia aumenta y la frecuencia de resonancia vy,/27 para el sistema amortiguado se acerca a

V k/m/ 27 = 1/27, la frecuencia natural del sistema no amortiguado.

Para entender lo que estd ocurriendo, considere el sistema no amortiguado (b = 0) con
término de fuerza F cos yt. Este sistema queda descrito por

2

d’y
(18) mﬁ + ky = Fycos vyt .

Una solucién general de (18) es la suma de una solucion particular y una solucién general
de la ecuacion homogénea. En la seccion 4.8 mostramos que esta ultima describe al movi-
miento armonico simple:

19)  y,(t) =Asen(wt + @), = Vk/m .
La férmula para la solucién particular dada en (7) es vdlida para b = 0, siempre que
v+ w= \/k/? Sin embargo, cuando b = 0y vy = w, la forma que usamos con los coe-

ficientes determinados para deducir (7) no funciona, debido a que cos wt y sen wt son solu-
ciones de la ecuacién homogénea correspondiente. La forma correcta es

(20) yp(t) = At cos wt + Ayt sen wt ,

A



Secciéon 4.9 Una mirada de cerca a las vibraciones mecanicas forzadas 223

que conduce a la solucién

Fy
QD oy, = Imey ! Sen OF -

[La verificacion de (21) es directa]. Por tanto, en el caso de resonancia no amortiguada
(cuando vy = w), una solucion general de (18) es

Fo
(22) y(t) =A sen(a)t + ¢) + ——+tsen wt .
2mw

Regresando a la cuestion de resonancia, observe que la solucién particular en (21) oscila
entre *(Fyt)/(2mw). Por tanto, cuando ¢ — +oo la magnitud mdxima de (21) tiende a co
(véase la figura 4.34).

Figura 4.34 Oscilacion no amortiguada de la solucion particular en (21)

Es claro del andlisis anterior que si la constante de amortiguamiento b es muy
pequeiia, el sistema queda sujeto a grandes oscilaciones cuando la funcion de fuerza
tiene una frecuencia cercana a la frecuencia de resonancia del sistema. Son estas grandes
vibraciones en la resonancia las que preocupan a los ingenieros. De hecho, se sabe que
las vibraciones de resonancia han provocado el rompimiento de las alas de los aviones, el
colapso de los puentes’ y (algo menos catastréfico) que los vasos de vino se hagan aiiicos.

Cuando el sistema masa-resorte cuelga verticalmente como en la figura 4.35 de la
pagina 224, la fuerza de gravedad debe tomarse en cuenta. Esto se logra facilmente. Si y se
mide hacia abajo desde la posicidn en que el resorte no estd estirado, la ecuacién corres-
pondiente es

my" + by + ky = mg ,

Un andlisis interesante de uno de tales desastres, el del puente Tacoma Narrows en el estado de Washington, aparece
en Differential Equations and Their Applications, cuarta edicion, por M. Braun (Springer-Verlag, Nueva York,
1993). Los investigadores siguen tratando de entender este desastre; véanse los articulos “Large-Amplitude
Periodic Oscillations in Suspension Bridges: Some New Connections with Nonlinear Analysis”, por A. C. Lazer
y P. J. McKenna, SIAM Review, vol. 32 (1990): 537-578, o “Still Twisting”, por Henry Petroski, American
Scientist, vol. 19 (1991): 398-401.
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Figura 4.35 Resorte (a) en posicion natural, (b) en equilibrio, (c) en movimiento

y si el lado derecho se reconoce como un término de fuerza sinusoidal con frecuencia nula
(mg cos 01), entonces la respuesta sincrona de estado estable es una constante igual a y,(f)
= mg/k. Ahora, si redefinimos de modo que y(¢) se mida desde este nivel (real) de equili-
brio, como se indica en la figura 4.35 (c),

Youevalt) = (1) — mg/k
entonces la ecuacién
my" + by' + ky = mg + Fey(t)
se simplifica; vemos que
MYueva + B¥iueva + Knueva = m(y — mg/k)" + b(y — mg/k)' + k(y — mg/k)

=my" + by + ky — mg
:mg+Fexl(t)_mg >

(23) my;;ueva + by;meva + kynueva = FCXI(I) *

Asi, la fuerza gravitacional se puede ignorar si y(f) se mide desde la posicién de equilibrio.
Al adoptar esta convencion, podemos eliminar el subindice de aqui en adelante.

Suponga que el sistema masa-resorte del ejemplo 1 cuelga en forma vertical. Determinar la

solucion de estado estable.

Esto es trivial; la solucién de estado estable es idéntica a la que calculamos antes,

= 20 sen
i) = V(49 — 160)% + (9)(16) (s +6)

[ecuacién (11)], pero ahora y, se mide desde la posicién de equilibrio, que es mg/k = 10 X
=~ 9.8/49 = 2 m por debajo de la posicién del resorte sin estirar. B

L S
I @
o bien
EJEMPLO 2
SOLUCION
EJEMPLO 3

Un peso de 64 libras se une a un resorte vertical, haciendo que se estire 3 pulgadas al llegar
al reposo en el equilibrio. La constante de amortiguamiento para el sistema es 3 1b-seg/pie.

A
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Se aplica una fuerza externa f{f) = 3 cos 12¢ libras al peso. Determinar la solucién de estado
estable para el sistema.

Siun peso de 64 libras estira un resorte en 3 pulgadas (0.25 pies), entonces la rigidez del resorte
debe ser 64/0.25 = 256 libras/pie. Asf, si medimos el desplazamiento desde el nivel (real) de
equilibrio, la ecuacion (23) se convierte en

(24) my” + by’ + ky = 3cos 12t ,

con b = 3y k = 256. Pero recordemos que la unidad de masa en el sistema inglés es el slug,
que es igual al peso dividido entre la constante de aceleracion gravitacional g = 32 pies/
seg’ (tabla 3.2, pdgina 110). Por tanto, m en la ecuacién (24) es 64/32 = 2 slugs y tenemos

2y" + 3y’ + 256y = 3 cos 12¢ .

La solucioén de estado estable estd dada por la ecuacién (6) con Fy =3y y = 12:

wlt) = :

(256 — 2-12%)* + 32.12?

580

[(256 — 2-12%)cos 127 + 3+ 12 sen 12¢]

3 (—8cos 12t +9sen12t) . W

En los problemas siguientes, haga g§ = 32 pies/seg’
para el sistema inglés y g = 9.8 m/seg’ para el sistema
mks.

1. Bosqueje la curva de respuesta de frecuencia (13)
parael sistemaenquem =4, k=1,b = 2.

2. Bosqueje la curva de respuesta de frecuencia (13)
para el sistemaenque m = 2,k = 3,b = 3.

3. Determine la ecuacion de movimiento para un sis-
tema no amortiguado en resonancia descrito por

4y | 9y = 2 cos 3
— =2cos 3t ;
dr? Y

y0)=1, y(0)=0.

Bosqueje la solucién.

4. Determine la ecuacién de movimiento para un sis-
tema no amortiguado en resonancia descrito por

Y o5
— =5cost ;
ar

y0)=0, y(0)=1.

Bosqueje la solucién.

5. Un sistema no amortiguado queda descrito por

%y
m—= + ky = Fycos yt ;
dt2 y 0 Y

y(0) =y'(0) =0,
donde y # w = Vk/m.
(a) Determine la ecuacion de movimiento del sis-
tema.
(b) Use identidades trigonométricas para mostrar
que la solucion puede escribirse en la forma

2F, w+y w—y
y(t) = sen t]sen t] .
m(w? — y?) 2 2

(¢) Cuando 7y estd cerca de w, entonces w — 7y es
pequeiio, mientras que w + <y es relativamente
grande en comparacion con @ — 7. Por tanto,
y(t) puede verse como el producto de una fun-
cion sinusoidal con variacion lenta, sen[(w —
v)t/2] y una funcién sinusoidal con variacién
rdpida, sen[(w + 7)t/2]. El efecto neto es una
funcién sinusoidal y(f) con frecuencia (w —
vy)/4r, que sirve como la amplitud variable con
el tiempo de una funcién sinusoidal con fre-
cuencia (w + 7y)/4m. Este fendmeno vibratorio
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se conoce como latidos y se usa para afinar ins-
trumentos de cuerda. Este mismo fendmeno se
llama en electrénica modulacion de la ampli-
tud. Para ilustrar este fendmeno, bosqueje la
curvay()paraFy =32, m =2, 0 =9yy=1.

6. Deduzca la formula para y,(f) dada en (21).

7. Los amortiguadores en autos, aviones, etcétera,

10

pueden describirse como sistemas masa-resorte for-
zados sobreamortiguados. Deduzca una expresion
andloga a la ecuacion (8) para la solucion general de
la ecuacién diferencial (1) cuando b? > 4mk.

La respuesta de un sistema sobreamortiguado a una
fuerza constante queda descrita mediante la ecuacién
(Dconm=2,b=8,k=6,F,=18yy=0.Siel
sistema parte del reposo [y(0) = y'(0) = 0], calcule
y bosqueje el desplazamiento y(7). ;Cudl es el valor
limite de y(#) cuando t — +00? Interprete esto fisi-
camente.

Una masa de 8 kg se une a un resorte que cuelga
desde el techo, haciendo que el resorte se estire 1.96
m hasta llegar al reposo en equilibrio. En el instante
t = 0 se aplica una fuerza externa F(z) = cos 2t N
al sistema. La constante de amortiguamiento del sis-
tema es 3 N-seg/m. Determine la solucién de esta-
do estable para el sistema.

Muestre que el periodo del movimiento armoénico
simple de una masa que cuelga de un resorte es

RESUMEN DEL CAPITULO

11.

12.

13.

Y

Ecuaciones lineales de segundo orden

27\ 1/g, donde I denota la cantidad (mds alld de su
longitud natural) que se estira el resorte cuando la
masa estd en equilibrio.

Una masa con un peso de 8 libras se une a un resor-
te que cuelga del techo y alcanza el reposo en su po-
sicion de equilibrio. En ¢ = 0 se aplica una fuerza
externa F(f) = 2 cos 2t libras al sistema. Si la cons-
tante de resorte es 10 libras/pie y la constante de
amortiguamiento es 1 Ib-seg/pie, determine la ecua-
cion de movimiento de la masa. ;Cudl es la frecuen-
cia de resonancia para el sistema?

Una masa de 2 kg se une a un resorte que cuelga del
techo, haciendo que el resorte se estire 20 cm hasta
llegar al reposo en equilibrio. En el instante r = 0, la
masa se desplaza 5 cm por debajo de la posicion de
equilibrio y se libera. En este mismo instante se
aplica una fuerza externa F(#) = 0.3 cos ¢ N al siste-
ma. Si la constante de amortiguamiento para el sis-
tema es 5 N-seg/m, determine la ecuacién de
movimiento para la masa. ;Cudl es la frecuencia de
resonancia para el sistema?

Una masa que pesa 32 libras se une a un resorte que
cuelga del techo y llega al reposo en su posicién de
equilibrio. En el instante = O se aplica una fuerza
externa F(¢f) = 3 cos 4¢ libras al sistema. Si la cons-
tante de resorte es 5 libras/pie y la constante de
amortiguamiento es 2 libras-seg/pie, determine la
solucion de estado estable para el sistema.

En este capitulo analizamos la teorfa de las ecuaciones lineales de segundo orden con coe-
ficientes constantes y presentamos métodos para resolver estas ecuaciones. También estudia-
mos la descripcién matemdtica de los sistemas mecdnicos en vibracién y vimos cémo la
analogia masa-resorte puede usarse para predecir caracteristicas cualitativas de las solucio-
nes a algunas ecuaciones no lineales con coeficientes variables.

Las caracteristicas importantes y las técnicas de solucién para el caso lineal se enu-

meran a continuacion.

Ecuaciones lineales homogéneas (Coeficientes constantes)

ay” + by + cy =0,

a(+0), b,c constante .

Soluciones linealmente independientes: y;, y,. Dos soluciones y; y y, a la ecuacion
homogénea en el intervalo 7 son linealmente independientes en 7 si ninguna de las funciones
es un multiplo de la otra en I. Esto serd cierto si su Wronskiano,

Wy y2](2) = yi(e)ys(e) = yi(e)ya(e)

A
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es distinto de cero para algtin (y por tanto para todo) 7 en 1.

Solucién general de una ecuacion homogénea: c;y; + ¢,y,. Siy; y y, son soluciones li-
nealmente independientes de la ecuacion homogénea, entonces una solucion general es

y(2) = ei8) + ealt)
donde c; y ¢, son constantes arbitrarias.

Forma de la solucion general. La forma de una solucién general para una ecuacién ho-
mogénea con coeficientes constantes depende de las raices

_—b+ \Vb* — dac _ —b— Vb* - dac

" 2a ’ 2= 2a

de la ecuacion auxiliar
ar*+br+c=0, a#0.

(a) Cuando b* — 4ac > 0, la ecuacién auxiliar tiene dos raices reales distintas r, y 7,
y una solucion general es

V(1) = cre" + cpe™ .

(b) Cuando b* — 4ac = 0, la ecuacién auxiliar tiene una raiz real repetida r = r| = r,
y una solucién general es

y(t) = c1e" + cpte” .

(¢) Cuando b* — 4ac < 0, la ecuacién auxiliar tiene raices complejas conjugadas r =
a * i3y una solucidén general es

y(t) = c1e cos Bt + c,e*sen Bt .

Ecuaciones lineales no homogéneas (coeficientes constantes)
ay” + by + cy = g(t)
Solucion general de una ecuacion no homogénea: y, + ¢, y; + ¢,¥;. Si y, es una solucién

particular de la ecuacién no homogénea y y;, y, son soluciones linealmente independientes
de la ecuacion homogénea correspondiente, entonces una solucion general es

¥(t) = y,(1) + en(1) + eayalt)

donde c; y ¢, son constantes arbitrarias.
Dos métodos para hallar una solucién particular y, son los de coeficientes indetermina-
dos y variacion de pardmetros.

4
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Coeficientes indeterminados: g(t) = p,(t)e*’ {COS bt

sen ft
ecuacion no homogénea con coeficientes constantes es un polinomio p,(f), una exponencial
de la forma e*', una funcién trigonométrica de la forma cos B¢ o sen ¢, o cualquier produc-
to de estos tipos de funciones, entonces se puede hallar una solucién particular de una for-
ma adecuada. La forma de la solucién particular implica ciertos coeficientes por determinar
y depende de que @ + i3 sea una raiz de la ecuacion auxiliar correspondiente. Véase el
cuadro resumen en la pagina 189. Los coeficientes por determinar se hallan sustituyendo la
forma en la ecuacion diferencial e igualar los coeficientes de términos semejantes.

}. Si el lado derecho g(f) de una

Variacién de parametros: y(t) = vy(¢t)y;(t) + v,(¢)y,(t). Siy; y v, son dos soluciones li-
nealmente independientes de la ecuacién homogénea correspondiente, entonces una solu-
cién particular de la ecuacién no homogénea es

(1) = vy (1) + va(0)ya(0)
donde v y v} se determinan mediante las ecuaciones
viyi tvayn =0
viyt +vayy = g(/a.
Principio de superposicion. Si y; y y, son soluciones a las ecuaciones
ay" + by +ey=g y ay' tby +cy=g,
respectivamente, entonces ¢; y; + ¢, y, es una solucién de la ecuacién
ay" + by +cy=cig + 8-

El principio de superposicién permite determinar una solucién particular cuando el término
no homogéneo es la suma de no homogeneidades para los que puedan calcularse soluciones
particulares.

PROBLEMAS DE REPASO

En los problemas 1-28, determine una solucion general — 12. 2y" — 3y” — 12y’ + 20y =0

de la ecuacion diferencial dada.

L.y"+8' —9y=0 2. 49" +14y'+y=0
3.49" —4y' + 10y =0 4. 9y"—30y'+25y=0
5.6y" — 11y +3y=0 6. y"+8y —14y=0

13. y" + 16y = te'

14. v" — 4" +Tv =0

15. 3y” + 10y”" + 9y + 2y =0
16. y" +3y" + 5y + 3y =0

7. 365"+ 24 + 5y =0 8. 25)"+20)+4y=0 17, ym 4 10y — 11y = 0

9. 16z"—567'+49z=0 10. u”" + 1lu =0 . 18. y¥ = 1201

172" (1) + 5x(t) =0, >0 19. 4y” + 8y" — 11y + 3y =0

"Véase el andlisis de las ecuaciones de Cauchy-Euler en el problema 38 de los ejercicios 4.3, en la pagina 176.

A



20. 2y" —y=tsent

2. y" =3y + Ty =T — ¢

22. y" — 8y" — 33y = 546 sen ¢

23. y"(0) + 16y(0) = tan 46

24. 10y" +y —3y=1— ¢l

25. 4y" — 12y" + 9y = &7 + ¥

26. y" + 6y’ + 15y = ¢¥ + 75
27.5x%" 4+ 2xy’ — 2y = 6x" % + 3x ,
28.Fy" = 5x7 1y — 13x7 2y | x>0

x>0

En los problemas 29-36, determine la solucion al proble-
ma con valores iniciales dado.

29. y' + 4y + 7y =0

y0)=1, y(0)=-2
30. y"(0) + 2y'(0) + y(0) = 2 cos 6
y0)=3, y(0)=0
31. y" — 2y' + 10y = 6 cos 3t — sen 3¢
y0)=2, y'(0)=-8
32. 4" —4y' +5y=0
y0)=1, y(0)=-11/2
33. y" — 12y" + 27y" + 40y =0
y0)=-3. y(0)=-6., y(0)=-12
34.y" + 5y — 14y =0
y0)=5, »y(0)=1

229

Ejercicios de escritura técnica

35.y"(0) + y(0) =sech ; y(0)=1, y(0)=2
36. 9y" + 12y +4y =0

y0)=-3., y(0)=3
37. Use la analogia oscilador masa-resorte para decidir

si todas las soluciones a cada una de las siguien-
tes ecuaciones diferenciales estdn acotadas cuando

t— + oo.
(@ y +ty=0 (b) y' —1r'y=0
(© y +y =0 @ y +y»*=0

(e y"+(3+sently=0 (f) y"+y'+y=0
@® y' -7y —y=0

38. Una masa de 3 kg se une a un resorte con rigidez k =
75 N/m, como en la figura 4.1, pdgina 152. La masa
se desplaza 1/4 m a la izquierda y recibe una veloci-
dad de 1 m/seg a la derecha. La fuerza de amortigua-
miento es despreciable. Determine la ecuacion de
movimiento de la masa asi como su amplitud, perio-
do y frecuencia. ;Cudnto tiempo después de su libe-
racién ocurre que la masa pasa por la posicion de
equilibrio?

39. Un peso de 32 libras se une a un resorte vertical, ha-
ciendo que se estire 6 pulgadas al llegar al reposo en
equilibrio. La constante de amortiguamiento para el
sistema es 2 libras-seg/pie. Se aplica una fuerza ex-
terna F(¢) = 4 cos 8¢ libras al peso. Determine la so-
lucion de estado estable del sistema. ;Cudl es su
frecuencia resonante?

EJERCICIOS DE ESCRITURA TECNICA

1. Compare los dos métodos (coeficientes indetermina-
dos y variacion de pardmetros) para determinar una
solucidn particular de una ecuacién no homogénea.
(Cudles son las ventajas y desventajas de cada uno?

2. Considere la ecuacion diferencial

d? d

T iy=o,

dx dx
donde b es una constante. Describa la forma en que
cambia el comportamiento de las soluciones a esta

ecuacion cuando b varia.
3. Considere la ecuacion diferencial

d2y
— +cy=0,
dx? Y

donde c es constante. Describa la forma en que cam-
bia el comportamiento de las soluciones a esta ecua-
cidén cuando ¢ varia.

4. Para estudiantes con conocimientos de dlgebra li-
neal: Compare la teorfa para ecuaciones lineales de
segundo orden con la de sistemas de n ecuaciones li-
neales en n incégnitas cuya matriz de coeficientes
tiene rango n — 2. Use la terminologifa del 4lgebra li-
neal (por ejemplo, subespacio, base, dimension,
transformacion lineal y nicleo. Analice ecuaciones
homogéneas y no homogéneas.

Ver la discusién de las ecuaciones de Cauchy-Euler en el problema 38 del ejercicio 4.3 en la pdgina 176.
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PROYECTOS DE GRUPO PAR!/

.A. Coeficientes indeterminados y aritmética compleja

La técnica de coeficientes indeterminados descrita en la seccién 4.5 se puede mejorar con la
ayuda de la aritmética compleja y las propiedades de la funcion exponencial compleja. Las
férmulas esenciales son

@Bl = %(cos Bt + isen B) ,

% eletiBl — (a + iﬁ)e(a+i3)t .
Re el@ Bl = o cog Bt Im el@+iBl = % gen Bt |

y mds en general,
6 Re[(a + ib)e(”iﬁ)’] = ¢“(a cos Bt — b sen Bt) ,
) Im[(a + ib)e®*®"] = ¢*(b cos Bt + a sen Bi) .
Ahora consideremos una ecuacion de segundo orden de la forma
3 Lly]=ay" + by +cy=g¢,
donde a, b y ¢ son nimeros reales y g tiene la forma particular
) g(t) = e*[(a, " + + - + ayt + ay)cos Bt + (b, " + -+ + byt + by)sen ft] ,

donde los a;’s, b;’s, a'y B son nimeros reales. Tal funcién se puede expresar siempre como la
parte real o imaginaria de una funcién que implica a la exponencial compleja. Por ejemplo, si
usamos la ecuacion (1), se puede verificar rapidamente que

5 gl)=Re[G()],
donde
6)  G(t)=e* P (a, + ib)" + -+ + (ay + iby)t + (ag + iby)] .

Ahora, supdéngase por el momento que podemos hallar una solucién con valores complejos Y
de la ecuacion

(7 LY =aY" +bY +cY =G .

Entonces, como a, b y ¢ son nimeros reales, obtenemos una solucién y de (3) con valores
reales, considerando la parte real de Y; es decir, y = Re Y resuelve (3). (Recuerde que en el le-
ma 2, pagina 170, demostramos este hecho para ecuaciones homogéneas). Asi, necesitamos en-
focarnos sélo en determinar una solucion de (7).

El método de coeficientes indeterminados implica que cualquier ecuacién diferencial de la
forma

6] L[Y] = B (a, + ib)t" + - + (ay + ib)t + (ao + ibp)]
tiene una solucion de la forma
) Y, (1) = 12 B A"+ o + A+ A

donde A4, . . ., Ay son constantes complejas y s es el menor entero no negativo tal que ningin
término en (9) sea solucion (compleja) de la ecuaciéon homogénea correspondiente L[Y] = 0.

A
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Podemos determinar las constantes incégnitas A; sustituyendo (9) en (8) e igualando los coe-
ficientes de términos semejantes. Con estos hechos en mente, podemos (pagando el precio del
uso de la aritmética compleja) evitar los métodos de la seccién 4.5 y evitar la poco placentera
tarea de calcular derivadas de una funcién como €*(2 + 3¢ + *)sen(2¢), que incluye factores
exponenciales y trigonométricos.

Realice este procedimiento para determinar soluciones particulares de las siguientes ecua-
ciones:

(@) y" +y=-e'(cos2t — 3sen2t) .
(b) y" — 2y' + 10y = te'sen 3t .

El uso de la aritmética compleja no s6lo mejora los cdlculos sino que muestra su utilidad
al analizar la respuesta de un sistema lineal a una entrada sinusoidal. Los ingenieros eléctricos
han hecho buen uso de esto en su estudio de los circuitos RLC introduciendo el concepto de la
impedancia.

B. Una alternativa al método de coeficientes
indeterminados’

Sea
Liy] =y" + by +cy=g(1)

una ecuacioén general no homogénea con coeficientes constantes. El proyecto anterior demos-
tré que cualquiera de las formas que aparece en la seccién 4.5 (es decir, las formas permisibles
para la no homogeneidad g(7) que hacen de la ecuacion susceptible al método de coeficientes in-
determinados) se puede expresar en la forma genérica

g(t) = Re[p,(1)e”'] ,

donde p, () es un polinomio complejo de grado n y y es una constante compleja. [Véanse las
ecuaciones (5) y (6) del Proyecto A]. Esto sugiere que un cambio de variable dependiente de
la forma

Y(1) = v(r)e”

podria simplificar la ecuacién (compleja) L[ Y ] (1) = p,(r)e”, pues cada uno de los términos
Y’, Y” contendrian el factor exponencial comin ¢”’, que entonces se cancelaria en la ecuacion:

Y = Ve + yVe”
Y' = VeV + 2yV'e" + yPVer
L[Ve"] = (V" + 2yV' + ¥y*V)e" + b(V' + yV)e? + cVe” = p,(t)e” .

Después de reordenar, podemos enfrentar una tarea mds sencilla, la de resolver una ecuacién
con coeficientes constantes con una no homogeneidad polinomial:

(10) V' +aV + BV =p,(t)=apt"+a,_t"" '+ - +ait+ a,

dondew =2y + by B=v>+ by + c.

Sugerido en articulos de E. R. Love y R. C. Gupta

4
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La ecuacién (10) se puede resolver directamente mediante la siguiente estrategia. Calcu-
lamos sus primeras n derivadas, reduciendo el polinomio a una constante:

V" +aV" + BV =nagt" '+ (n— Da,_t" 2+ - +aq
V@4 av + BV = n(n - l)ant'ﬁ2 + (n - 1)(11 - Z)a,,,lt”73 + - +2a,

V(n-H) + aV (n) + Bv(ﬂ_l) = I’l!a,lf
v+ 4oy e+ 4 Bv(n) =nla, .

Ahora, si 8 # 0, la tltima ecuacién tiene una solucién V() = constante = n'a,/B; es-

to puede sustituirse en la penultima ecuacion [junto con el hecho de que yltl) = 0] para ob-

tener V*D; al continuar esta sustitucién regresiva obtendremos una férmula para V(¢) [usando
la ecuacion (10)].

Por otro lado, si 8 = 0 pero a # 0, la tiltima ecuacién tiene una solucién V" *V(r) = cons-
tante = nla,/a. A su vez, esto puede sustituirse en la pentiltima ecuacién para obtener V (re-
cuerde que 3 = 0) y asf sucesivamente, hasta llegar a la primera ecuacién, lo que proporciona
una férmula para V' (). Una integracién simple (con la constante aditiva usual) nos da V(7).

Por tltimo, si « y 8 son ambos nulos, no hay necesidad de implantar este proceso de-
bido a que la ecuacién

V" = p,(1)

se puede resolver directamente con dos integraciones.

Realice este procedimiento para determinar soluciones particulares a las siguientes ecua-
ciones.

@ y"+3y +2y=3t+1.

b)) y"+y =3t+1.

(© y'"=3t+1.

(d) yu _ yr _ 12y — e4l .

(e) y" + 2y — 3y = (1> + 31)e’ .

(f) y" +2y" — 3y = t*cos mt .

(8 y" + 2y — 3y =2te'sent — e'cost .

(h) y" — 2y’ 4+ 10y = te' sen 3¢t .

(i) y" +y=e"[cos2t — 3sen2t] .

Explique el significado de la constante de integracién para el caso 8 = 0. ;Qué ocurrié
con el factor “#” mencionado en la seccién 4.4?

I C. Método de convolucién

La convolucion de dos funciones g y fes la funcién g * f definida por
t
(s=00= | = vr)av.

0

El objetivo de este proyecto es mostrar como usar las convoluciones para obtener una solu-
cion particular a una ecuacién no homogénea de la forma

an ay" + by’ + cy = f(1) ,

donde a, b y ¢ son constantes, a # 0.

A
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(a) Use laregla de Leibniz,

d (' ~_("on
d j W, v)dv = J h (1 v)dv + 1)

a a

para mostrar que

(yf)' (1) = (v = £)(2) + y(0)f (1)

y

(yf)" (1) = (v" = f)(r) + ¥ (0)f (1) + ¥(0)f" (1) ,

suponiendo que y y f son suficientemente diferenciables.

(b) Sea y(() la solucidn de la ecuacion homogénea ay” + by’ + cy = 0 que satisface
y5(0) = 0, y4(0) = 1/a. Muestre que y,*f es la solucién particular de la ecuacién
(11) que satisface y(0) = y'(0) = 0.

(¢) Sea y(¢) la solucion de la ecuacion homogénea ay” + by’ + cy = 0 que satisface
y(0) = Y, y'(0) = Y,, y sea y, como se definid en la parte (b). Muestre que

(ys # £)(2) + wile)
es la unica solucidn al problema con valores iniciales
12) & +by +ey=f>0t); y0)=Y,, y(0) =Y.

(d) Use el resultado de la parte (c) para determinar la solucion de cada uno de los si-
guientes problemas con valores iniciales. Realice todas las integraciones y exprese
sus respuestas en términos de funciones elementales.

i)y +y=tanr; y0)=0, y(0)=-1.
(i) 2y" +y —y=e'sent ; y(0) =1, y'(0)=1.
(i) y" =2y +y=Vie';  y0)=2, y(0)=0.

I D. Linealizacién de problemas no lineales

Un punto de vista ttil para analizar una ecuacién no lineal consiste en estudiar su ecuacién li-
nealizada, que se obtiene reemplazando los términos no lineales mediante aproximaciones li-
neales. Por ejemplo, la ecuacién no lineal

2
a3 L eno=o0,
dr?

que describe el movimiento de un péndulo simple, tiene

d%0
14 2 4+0=0
(14) "

como linealizacion para 6 pequeiia. (El término no lineal sen 6 ha sido reemplazado por la
aproximacion lineal 0).

Una solucién general de la ecuacion (13) utiliza las funciones elipticas de Jacobi
(véase el Proyecto G), que son algo complicadas, de modo que trataremos de aproxi-
mar las soluciones. Para esto usaremos dos métodos: las series de Taylor y las lineali-
zaciones.
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(a) Deduzca los primeros seis términos de la serie de Taylor en torno de ¢t = 0 de la solu-

cién a la ecuacién (13) con condiciones iniciales #(0) = /12, 6(0) = 0. (El método
de las series de Taylor se analiza en el proyecto A del capitulo 1 y la seccion 8.1).

(b) Resuelva la ecuacion (14) sujeta a las mismas condiciones iniciales 6(0) = /12,

0'(0) = 0.

(¢) En los mismos ejes de coordenadas, grafique las dos aproximaciones determinadas

en las partes (a) y (b).

(d) Analice las ventajas y desventajas del método de series de Taylor y el método de li-

. E.

nealizacion.
(e) Dé€ una linealizacion para el problema con valores iniciales.

x"(t) + 0.1[1 = x*()]x'(r) + x(r) = 0 x(0)=04, x'(0)=0,

para x pequefia. Resuelva este problema linealizado para obtener una aproximacion

al problema no lineal.

Ecuaciones no lineales que pueden resolverse mediante
técnicas de primer orden

Ciertas ecuaciones no lineales de segundo orden (a saber, aquellas que carecen de variables de-
pendientes o independientes) pueden resolverse reduciéndolas a un par de ecuaciones de pri-
mer orden. Esto se lleva a cabo haciendo la sustitucién w = dy/dx, donde x es la variable
independiente.

15)

(16)

(a)

(b)

Para resolver una ecuacién de la forma y” = F(x, y') donde falta la variable depen-
diente y, hacemos w = y’" (de modo que w’ = y"), obteniendo el par de ecuaciones

w' = F(x,w) ,

y =w.

Comow' =F (x, w) es una ecuacién de primer orden, disponemos de las técnicas del
capitulo 2 para resolver en términos de w(x). Una vez determinada w(x), la integra-

mos para obtener y(x).
Use este método para resolver

2xy"—y’+§=0, x>0.

Para resolver una ecuacién de la forma y” = F(y, y’) en donde falta la variable in-
dependiente x, hacemos w = dy/dx para obtener, usando la regla de la cadena,

d’y dw dwdy dw

A e C At A

dx*>  dx dy dx dy

Asi, y" = F(y,y') es equivalente al par de ecuaciones

w % =F ( v, w) s
dy
dx
En la ecuacion (15), observe que y juega el papel de la variable independiente; por
tanto, al resolverla se obtiene w(y). Luego, al sustituir w(y) en (16), obtenemos una
ecuacion separable que determina a y(x).

Con este método, resuelva las siguientes ecuaciones.

d%y dy>2 d>  dy
Doy 2 =1+ (). )2 +y2=o0.
@ 2y dx? (dx (@) dx? Y dx

w .

A
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(c) Cable suspendido. En el estudio de un cable suspendido entre dos puntos fijos (véa-
se la figura 4.36), aparece el problema con valores iniciales

dy 1 dy\?
@y _ 2 1+ <y> ; y(0) =a , y'(0)=0,
dx a dx

S}

donde (# 0) es constante. Resuelva este problema con valores iniciales en términos
de y. La curva resultante se llama catenaria.

Figura 4.36 Cable suspendido

.F.' Reingreso del Apolo

Alar Toomre, Massachussets Institute of Technology

Cada vez que los astronautas de las naves Apolo regresaban de la Luna en la década de 1970,
tenfan cuidado en ingresar a la atmdsfera de la Tierra a lo largo de una trayectoria que formase
un pequefio dngulo « con la horizontal. (Véase la figura 4.37). Esto era necesario para evitar

[TPl]

fuerzas “g” intolerablemente grandes durante su reingreso.

Figura 4.37 Trayectoria de reingreso

Para apreciar las bases de su preocupacion, considere el problema idealizado

dizsz _KeS/H @ g
dt? dt)”’

donde Ky H son constantes y la distancia s se mide hacia abajo desde algtin punto de referen-
cia sobre la trayectoria, como se muestra en la figura. Esta ecuacién aproximada pretende que
la unica fuerza sobre la cdpsula durante el reingreso es la resistencia del aire. Para un cuerpo
como el Apolo, la resistencia es proporcional al cuadrado de la velocidad y a la densidad at-

4
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mosférica local, que decae exponencialmente con la altura. Intuitivamente, serfa de esperar que
la desaceleracién predicha por este modelo dependeria fuertemente de la constante K (que to-
ma en cuenta la masa y el drea del vehiculo, entre otras cosas); pero de manera notable, para
cdpsulas que entran a la atmdsfera (en “s = —00”) con una velocidad comun V), la desacele-
racién mdxima resulta ser independiente de K.

(a) Verifique esta ultima afirmacién demostrando que esta desaceleracién mdxima no es
mds que V3/(eH). [Sugerencia: La variable independiente ¢ no aparece en la ecua-
cién diferencial, de modo que es ttil hacer la sustitucién v = ds/dt; véase el pro-
yecto E, parte (b)].

(b) Verifique también que en el instante de mayor desaceleracion, cualquiera de estas
naves viajard precisamente a la velocidad V;,/ Ve, habiendo perdido casi 40% de su
velocidad original.

(c) Use los datos plausibles V, = 11 km/seg y H = 10/(sen ) km, estime cudn peque-
o debe elegirse o para no perturbar a los viajeros que retornan con no mds de 10 g.

(G. Péndulo simple

En la seccion 4.7 analizamos el péndulo simple consistente en una masa m suspendida por una
varilla de longitud € con masa despreciable y obtuvimos el problema no lineal con valores
iniciales

2

0
17) ;+%sen0=0; 00)=a, 00 =0,

donde g es la aceleracion debida a la gravedad y 6(¢) es el dngulo que forma la varilla con la
vertical en el instante ¢ (véase la figura 4.18, pagina 204). En este caso se supone que la masa
se libera con velocidad nula con un dngulo inicial @, 0 < a < 7. Queremos determinar la
ecuacion de movimiento para el péndulo y su periodo de oscilacion.

(a) Use la ecuacion (17) y el lema de la integral de la energia analizado en la seccion
4.7 para mostrar que

da6\* _ 2g
<dt> = 6(0050—cosa)

y por tanto

{ db

28 \/cos 0 — cosa
(b) Use la identidad trigonométrica cos x = 1 — 2 sen’(x/2) para expresar df como

dt =

0

dr = L ¢ d :
t 2\/; \/senz(a/Z) — sen(6/2)

(c) Haga el cambio de variable sen(f/2) = sen(a/2) sen ¢ para escribir df en la forma

18) d donde k = sen(a/2) .

_ \/? do
1= - —F—,
§\1 -k sen’ ¢
(d) El periodo P(«x) del péndulo se define como el tiempo necesario para que el péndulo
oscile desde un extremo hasta el otro y regrese (es decir, de &« a —a 'y de regreso a
a). Muestre que el periodo de oscilacion estd dado por

A
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Pla) 4\/?r/2 d¢
a) =4/ —,
8lo V1 — K*sen’ ¢

donde k := sen(a/2). [Sugerencia: El periodo es justamente cuatro veces el tiempo
que tarda el péndulo en ir de § = O hasta 8 = «].

La integral en (19) se llama una integral eliptica del primer tipo y se denota por
F(k, /2). Como es de esperar, el periodo del péndulo simple depende de la longitud
€ de la varilla y el desplazamiento inicial a. De hecho, al verificar la tabla de inte-
grales elipticas mostrard que el periodo casi se duplica cuando el desplazamiento
inicial se incrementa de 7r/8 hasta 157 /16 (para € fija). ;Qué ocurre cuando a tien-
de a m?

Integre la ecuacién (18) para mostrar que

P(a) \/?J"’ ds \/?
s A LRk g)
' 4 8Jo /1 — K sen’s 8 (k)

Para k fijo, F(k, ¢) tiene una “inversa”, denotada sn(k,u), que satisface u = F(k, ¢) si
y s6lo si sn(k,u) = sen ¢. La funcién sn(k, u) es una funcién eliptica de Jacobi y
tiene muchas propiedades que recuerdan a las de la funcién seno. Use la funcién
eliptica de Jacobi sn(k, u) y exprese la ecuacién de movimiento para el péndulo en la
forma

0= 2arcsen{ksn{k,\/§<—t+})ia)>}} : osrspia) :

donde k = sen(a/2).

I H. Comportamiento asinto6tico de las soluciones

En la aplicacion de la teorfa de sistemas lineales a problemas mecdnicos encontramos la ecua-

cién

(22)

y' +py +qy=f(1),

donde p y ¢ son constantes positivas con p*> < 4q y f(f) es una funcién de fuerza para el siste-
ma. En muchos casos es importante que el ingeniero de disefio sepa que una funcién de fuer-
za acotada dé lugar sélo a soluciones acotadas. Mds especificamente, ;como afecta el
comportamiento de f(¢) para valores grandes de ¢ al comportamiento asintético de la solucién?
Para responder esta cuestion, haga lo siguiente:

(a) Muestre que la ecuacién homogénea asociada a la ecuacion (22) tiene dos solucio-

nes linealmente independientes dadas por

e cos Bt , e*sen Bt ,

donde o = —p/2<0y,8=%\/4q—p2.

(b) Sea ¢(¢) una funcion continua definida en el intervalo [0, co). Use la férmula de va-

riacion de pardmetros para mostrar que cualquier solucién a (22) en [0, co) se puede
expresar en la forma

4
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(23)  y(1) = c1e™ cos Bt + c,e* sen Bt

t

- %em cos Bt J Ff(v)e ¥ sen Bvdv

0

t
+%em sen Bt J Ff(v)e ™ cos Bvdv .
0

(c) Suponiendo que festd acotada en [0, co) (es decir, existe una constante K tal que
|f(v)| = K para toda v = 0) use la desigualdad del tridngulo y otras propiedades
del valor absoluto para mostrar que y(f) dada en (23) satisface

01 = (el + e + 21— e

para toda ¢t > 0.

(d) De manera similar, muestre que si f;(z) y f>(¢) son dos funciones continuas y acota-
das en [O, o) tales que |fi(f) — f>(t)| = & paratoda t >,y si ¢, es una solucién
de (22) con ¢ = f, y f> es una solucién de (22) con ¢ = f,, entonces

|¢)I([) - ¢2(I)| = Me“ + éﬁ(l _ ea(t—to))

para toda r > ), donde M es una constante que depende de ¢, y ¢, pero no de t.

(e) Ahora, suponga que f(1) — F,, cuando  — + 0o, donde F, es una constante. Use el
resultado de la parte (d) para demostrar que cualquier solucion ¢ de (22) debe satis-
facer ¢(t) — Fy/q cuando t — +oo. [Sugerencia: Elija f; = f, f» = Fy, ¢; = o,
$> = Fo/ql.
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Introduccion a los sistemas

y el analisis del plano fase

TS TANQUES INTERCONECTADOS

Dos grandes tanques, cada uno de los cuales contiene 24 litros de una solucion
salina, estan conectados entre si mediante unos tubos, como se muestra en la
figura 5.1. El tanque A recibe agua pura a razon de 6 litros/minuto y el liquido
sale del tanque B con la misma razon; ademas, se bombean 8 litros/minuto de
liquido del tanque A al tanque B y 2 litros/minuto del tanque B al tanque A.
Los liquidos dentro de cada tanque se mantienen bien revueltos, de modo que
cada mezcla es homogénea. Si en un principio la solucion salina en el tanque A
contiene x, kg de sal y la del tanque B contiene inicialmente y, kg de sal, deter-
minar la masa de sal en cada tanque en el instante ¢ > 0.

. A B
6 L/min | 8 L/min I
—_—
x(f) S y(®
24 MO 24 LOO
O O .
x(0) = o ke e — Y0 = yo ke 6 L/min
|
2 L/min

Figura 5.1 Tanques interconectados

Observe que el volumen de liquido en cada tanque es constante e igual a 24 litros, debido al
equilibrio entre las razones de entrada y salida. Por lo tanto, tenemos dos funciones incégni-
tas de #: la masa de sal x(#) en el tanque A y la masa de sal y(f) en el tanque B. Si centramos
nuestra atencién en un tanque a la vez, podemos deducir dos ecuaciones que relacionen estas
incégnitas. Como el sistema es alimentado con agua pura, esperamos que el contenido de sal
de cada tanque tienda a cero cuando ¢ — +oo0. 239

N
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Para formular las ecuaciones de este sistema, igualamos la razén de cambio de sal en
cada tanque con la razén neta con la que se transfiere la sal a ese tanque. La concentracion
de sal en el tanque A es [x(¢)/24] [kg/litro], de modo que el tubo superior saca sal del tanque
A arazén de [8x/24] [kg/minuto]; de manera similar, el tubo inferior lleva sal al tanque A a
razén de [2y/24] [kg/minuto] (la concentracién de sal en el tanque B es [y/24] [kg/litro)].
El flujo de agua pura, por supuesto no transfiere sal (simplemente mantiene el volumen del
tanque A en 24 litros). Por nuestra premisa,

dx , , .
ar = razon de entrada — razon de salida ,

de modo que la razén de cambio de la masa de sal en el tanque A es

ax_2 8 _ 1 1

dr — 247 " 24 T 120 T3
La raz6n de cambio de sal en el tanque B se determina mediante los mismos tubos de cone-
xién y por el tubo de drenado, que saca [6y/24] [kg /minuto]:

dy 8 2 6 1 1

dr 24° T 247 T 24V T3 T3

Asf, los tanques interconectados quedan descritos mediante un sistema de ecuaciones

diferenciales:
o1 1
" X 3x + B vy,
11
y 3 37

Aunque ambas incSgnitas x() y y(7) aparecen en cada una de las ecuaciones (1) (estdn “aco-
pladas™), la estructura es tan transparente que podemos obtener una ecuacion sélo en térmi-
nos de y, despejando x en la segunda ecuacion,

2 x=3y'+y,

y sustituyendo (2) en la primera ecuacién para eliminar x:

’ r__l ' L
By +y) =306y +y) + 55,

W AY ==y 2yt 5

3y"+2y’+£y=0.

Esta tltima ecuacion, que es lineal con coeficientes constantes, se resuelve ficilmente me-
diante los métodos de la seccion 4.2 Como la ecuacion auxiliar

1
2 _
3r +2r+4—0
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tiene raices —1/2, —1/6, una solucién general es
®) y(t) = cre ™+ cre o
Una vez determinada y, usamos la ecuacién (2) para deducir una férmula para x:

c c
@) x(t) = 3(—21e_’/2 - 626_’/6> + cle_’/2 + cze_’/6 = —%cle_’/z + %cze_’/é .

Las férmulas (3) y (4) contienen dos pardmetros indeterminados, ¢, y ¢,, que podemos
ajustar para cumplir con las condiciones iniciales dadas:

1 1
x(0) = Tt 50 = X, y0)=c +c =y,
)
Yo~ 2xg Yot 2x
aT T Q=7

Asf, las masas de sal en los tanques A y B en el instante 7 son, respectivamente,

_ (Y= 2%\ Yo+ 2%\ g
x(t) = <4 >e + 4 e s
0= (52 (2529)

El procedimiento de eliminacién que utilizamos para resolver este ejemplo se genera-
liza y formaliza en la siguiente seccidn, para hallar soluciones de todos los sistemas li-
neales con coeficientes constantes. Ademads, en secciones posteriores mostraremos la
forma de extender los algoritmos numéricos para ecuaciones de primer orden a siste-
mas generales y veremos aplicaciones a los osciladores acoplados y los circuitos eléc-
tricos.

Es interesante observar en (5) que todas las soluciones del problema de tanques in-
terconectados tienden a la solucién constante x(¢) = 0, y(¢) = 0 cuando t — + 00, lo que
es consistente con nuestras expectativas fisicas. Esta solucidn constante se identificard
como una solucion de equilibrio estable en la seccion 5.4, donde presentamos el andlisis
del plano fase. Para una clase general de sistemas es posible identificar y clasificar los equi-
librios y obtener asi informacion cualitativa acerca de las demds soluciones, aunque no po-
damos resolver el sistema de manera explicita.

La tltima seccion de este capitulo proporciona una introduccién a una moderna drea de
las matemdticas conocida como la teoria de caos.

C))

METODO DE ELIMINACION PARA SISTEMAS
CON COEFICIENTES CONSTANTES

d
La notacién y'(r) = % = % y fue disefiada para sugerir que la derivada de una funcion y es

el resultado de operar la funcién con el operador diferencial % De hecho, las segun-

4
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. . o dy _ dd
das derivadas se forman iterando la operacién: y”(f) = 2 didr y. Por lo general, se usa

EJEMPLO |

SOLUCION

EJEMPLO 2

SOLUCION

el simbolo D en vez de %, y la ecuacion diferencial de segundo orden

y' +4y +3y=0
se representa’ mediante
D%y + 4Dy + 3y = (D* + 4D + 3)[y] = 0.

Asi, hemos adoptado en forma implicita la convencién de que el “producto” D por D,
se interpreta como la composicion de D consigo mismo al operar sobre funciones: D?y sig-
nifica D(D[y]); es decir, la segunda derivada. De manera similar, el producto (D + 3)(D + 1)
opera sobre una funcién como

(D+3)D+ 1)[y] = (D+3)[@+1)[y]] = (D +3)[y +]
= D[y’ + y] + 3[y’ + y]
=0G"+y)+ @y +3y)=y"+4y +3y=(D*+4D + 3)
vyl .

[¥]

Asi, (D + 3)(D + 1) es el mismo operador que D* + 4D + 3; al aplicarlos a funciones
dos veces diferenciables, los resultados son idénticos.

Mostrar que el operador (D + 1)(D + 3) es lo mismo que D* + 4D + 3.

Para cualquier funcién dos veces diferenciable y(7), se tiene

(D + 1D +3)[y] = (D + D[(D+3)[y]] = (D + D]y + 3]
=D[y" +3y] + 1[y" +3y] = (" +3y) + (' +3y)
=y’ + 4y +3y = (D*+ 4D + 3)[y].
Portanto, (D + 1)(D+3)=D*>+4D +3. ®
Como (D + 1)(D +3)= (D + 3)(D+ 1) = D? + 4D + 3, es tentador generalizar y
proponerse considerar expresiones como aD* + bD + ¢ como si fuesen polinomios ordina-

rios en D. Esto es cierto, siempre que restrinjamos a a, b, ¢ a ser constantes. El siguiente
ejemplo con coeficientes variables es instructivo.

Mostrar que (D + 3¢)D no es lo mismo que D(D + 31).

Con y(f) como antes,

(D+30)D[y] = (D +30)[y'] =y" + 3y ;
D(D + 3t)[y] = D[y’ +3ty] =y + 3y + 31y’ .

iNo son iguales! W

TAlgunos autores utilizan el operador de identidad I, definido por / [ y] =y, y escriben mds formalmente D* + 4D

+ 3I en vez de D* + 4D + 3.
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EJEMPLO 3

SOLUCION

Como el coeficiente 3¢ no es constante, “interrumpe” la interaccion del operador diferen-
cial D con la funcién y(r). Mientras trabajemos con expresiones como aD? + bD + ¢ con
coeficientes constantes a, by c, el “dlgebra” de los operadores diferenciales sigue las mismas
reglas que el dlgebra de los polinomios. (Véanse los problemas 39-41 para insistir sobre este
punto).

Esto significa que el conocido método de eliminacidn, utilizado para resolver sistemas
algebraicos como

3x—2y+z=4,
x+y—z=0,
2x —y+3z=6,
se puede adaptar para resolver cualquier sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes. De hecho, usamos este enfoque al resolver el sistema que surgié en
el problema de los tanques interconectados de la seccion 5.1. Nuestro objetivo en esta sec-
cién es formalizar este método de eliminacion de modo que podamos atacar casos mds ge-
nerales de sistemas lineales con coeficientes constantes.

Primero mostraremos como aplicar el método a un sistema lineal de dos ecuaciones di-
ferenciales de primer orden de la forma

ax'(t) + ax(r) + asy' (1) + agy(t) = £i(1) |
asx' (1) + agx(t) + a7y’ (1) + agy(r) = fo(1) ,

donde ay, a,, . . ., ag son constantes y x(z), y(¢) es la pareja de funciones por determinar.
Con notacion de operadores, esto es

(@\D + ay)[x] + (a3D + ay)[y] = fi .
(asD + aG)[x} + (a7D + ag)[y} =f.

Resolver el sistema

x'(6) = 3x(t) — 4y(r) + 1,

@
y'(1) = 4x(r) — 7y(¢) + 107 .

El lector que ha permanecido alerta puede observar que como y' no aparece en la primera
ecuacion, podriamos usar la segunda para expresar y en términos de x y x’ y sustituir en la se-
gunda ecuacidn para deducir una ecuacién “desacoplada” que s6lo contenga a x y sus deriva-
das. Sin embargo, este sencillo truco no nos servird para sistemas mas generales (véase el
problema 18).

Para utilizar el método de eliminacion, primero escribimos el sistema con notacién de
operadores:

(D—3)[x] +4y=1,

@
—4x + (D + 7)[y] = 10t .

Al modelar el procedimiento de eliminacion para sistemas algebraicos, podemos eliminar x
de este sistema sumando 4 veces la primera ecuacién a (D — 3) aplicada a la segunda. Es-
to da como resultado

(16 + (D —3)(D + 7))M =4-1+ (D—3)[10¢t] =4 + 10 — 301 ,
lo que se simplifica como

3 (D* + 4D — 5)[y] = 14 — 30¢ .

4
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La ecuacion (3) no es mds que una ecuacion lineal de segundo orden en y con coeficientes
constantes, que tiene la solucién general

) y(t) = Cie ™ + Che' + 61+ 2,

que podemos hallar mediante coeficientes indeterminados.
Para determinar x(¢), tenemos dos opciones.

Método 1. Regresamos al sistema (2) y eliminamos y. Logramos esto "multiplicando” la
primera ecuacién en (2) por (D + 7)y la segunda por —4 sumando los resultados para obtener

(D> + 4D — 5)[x] =7 — 40t .
Esta ecuacién también se puede resolver mediante coeficientes indeterminados para obtener
5) x(t) = Kje ™' + Kyel + 8+ 5,

donde K; y K, son constantes arbitrarias, que no necesariamente son iguales a las constan-
tes C; y C, utilizadas en la féormula (4).

Es razonable esperar que el sistema (1) sélo implique dos constantes arbitrarias, pues
consta de dos ecuaciones de primer orden. Asi, las cuatro constante C;, C», K; y K, no son
independientes. Para determinar la relacién entre ellas, sustituimos las expresiones para x(¢)
y y(#) dadas en (4) y (5) en una de las ecuaciones en (1), digamos, la primera. Esto da como
resultado

—5Kie "+ Kyel + 8 =
3Kie '+ 3Kye' + 24t + 15 — 4C1e > — 4Cye’ — 241 — 8 + 1,

lo que se simplifica como
(4C, — 8K )e ™' + (4C, — 2Ky)e' = 0 .

Como €'y e ' son funciones linealmente independientes en cualquier intervalo, esta tltima
ecuacion es vdlida para toda t s6lo si

4C1_8K1:O y 4C2_2K2:0

Por lo tanto, K, = C;/2y K, = 2C,.
Entonces, una solucién del sistema (1) estd dada por la pareja

(6) x(t) = %Clefst +2Ce' + 8t + 5, y(t) = Cie ™ + Cre' + 61+ 2 .

Como es de esperar, esta pareja es una solucion general de (1), en el sentido de que cual-

quier solucion de (1) se puede expresar de esta manera.

Método 2. Un método mds sencillo para determinar x(z) una vez que se conoce y(t) con-
siste en usar el sistema para obtener una ecuacién para x(¢) en términos de y(¢) y y'(¢). En
este ejemplo, al despejar x(¢) en la segunda ecuacién de (1) obtenemos:

x(1) = /() + () = 21

A
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—

Al sustituir la y t) dada en (4) se tiene

x(t) =

= %Cle*S’ +2C,e' +8t+5,

[=5C1e ™ + Ce' + 6] + %[Cle_S’ + Coe' + 61 + 2] — %t

ENGE

lo que coincide con (6).

El procedimiento anterior sirve, de manera mds general, para cualquier sistema lineal
de dos ecuaciones y dos incdgnitas con coeficientes constantes, sin importar el orden de las
ecuaciones. Por ejemplo, si L;, L,, L3, y L, denotan operadores diferenciales con coeficien-
tes constantes (por ejemplo, polinomios en D), entonces el método se puede aplicar al siste-
ma lineal

Ll[x} + Lz[Y] =h
L3[x} + L4[y] =f .

Como el sistema tiene coeficientes constantes, los operadores conmutan (por ejemplo,
L,L, = L4L,) y podemos eliminar variables de la manera algebraica usual. Al eliminar la
variable y se tiene

(W) (LiLy — LoL3)[x] = gy ,
donde g; = L4[ fi] — L,[ f>]. De manera similar, eliminando la variable x se tiene
® (LiLy — LoL3)[y] = &2

donde g, ‘=L;[f,] — L;[ fi]. Ahora, si L{L, — L,L; es un operador diferencial de orden n,
entonces una solucion general de (7) contiene n constantes arbitrarias, y una solucién general
para (8) también contiene n constantes arbitrarias. Asf, surge un total de 2n constantes. Sin em-
bargo, como vimos en el ejemplo 3, sélo n de estas constantes son independientes para el sis-
tema y las restantes se pueden expresar en términos de éstas.” La pareja de soluciones
generales de (7) y (8) escritas en términos de las n constantes independientes es llamada solu-
cion general del sistema.

Si ocurre que L{L, — L,L5 es el operador nulo, se dice que el sistema es degenerado.
Como en el problema donde se buscan los puntos de interseccion de dos rectas paralelas o
iguales, un sistema degenerado puede no tener soluciones, o si posee soluciones, éstas pue-
den implicar cualquier cantidad de constantes arbitrarias (véanse los problemas 23 y 24).

r PROCEDIMIENTO DE ELIMINACION PARA SISTEMAS 2 x 2

Para determinar una solucién general del sistema

Li[x] + L[yl = £ »
Ly[x] + Ly[y] = 1,
donde L, L,, L3, y L, son polinomios en D = d/dt:

(a) Asegurese de escribir el sistema en forma de operadores.

"Para una demostracién de este hecho, véase Ordinary Differential Equations, por M. Tenenbaum y H. Pollard
(Dover, Nueva York, 1985), capitulo 7.

4
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(b) Elimine una de las variables, por ejemplo y, y resuelva la ecuacion resultante
para x(z). Si el sistema es degenerado, jdeténgase! Se necesita un andlisis
particular para determinar si hay o no soluciones.

(¢) (Atzajo) De ser posible, use el sistema para deducir una ecuacion que implique
y(t) pero no a sus derivadas. [En caso contrario, vaya al paso (d)]. Sustituya la
expresién hallada para x() en esta ecuacién y obtenga una férmula para y(z).
Las expresiones para x(¢), y(¢) dan la solucién general deseada.

(d) Elimine x del sistema y determine y(z). [Al despejar y(z) se tienen m4s constan-
tes; de hecho, el doble de las necesarias].

(e) Elimine las constantes adicionales sustituyendo las expresiones para x(¢) y y(z)
en una o ambas ecuaciones del sistema. Escriba las expresiones para x(t) y
y(¢) en términos de las demds constantes.

EJEMPLO 4 Determinar una solucién general para
x'(e) +y'(e) = x(1) + y(1) = =1,
x'(1) + y'(e) — x(1) = 2.

SOLUCION  Primero expresamos el sistema con notacién de operadores:

®

(D = )[x] + (D + D[y] = -1,

(10)
(D= 1)[x] +Dy] =+

Eneste caso, L, '=D* — 1,L,'=D + 1,Ly'=D — 1,y L, = D.
Al eliminar y se tiene (véase (7)):
(D>~ 1)p=(D+ 1) - 1)[x] =D[-1] = (D + 1)[*]
lo que se reduce a
(D= 1)((D+ 1D~ (D+1))[x] = 20—,
1) (D= 1D + 1)[x] = =2t — ¢*.
Como (D — 1)*(D + 1) es de tercer orden, es de esperar que haya tres constantes arbitra-
rias en una solucion general del sistema (9).
Aunque los métodos del capitulo 4 se centraron en la solucion de ecuaciones de segun-
do orden, hemos visto varios ejemplos de como extenderlos naturalmente a ecuaciones de
orden superior.” Al aplicar esta estrategia a la ecuacién de tercer orden (11), observamos que

la ecuacién homogénea correspondiente tiene la ecuacién auxiliar (r — 1)*(r + 1) = 0 con
raices r = 1, 1, — 1. Por lo tanto, una solucion general de la ecuaciéon homogénea es

Xh(f) = Cle’ + C2t€t + C3€_t .

Para determinar una solucion particular de (11), usamos el método de coeficientes indeter-
minados con x,(t) = At* + Bt + C. Al sustituir esto en (11) y determinar A, By C, tene-
mos (después de un poco de dlgebra)

x,(t) = —1* =41 -6 .

En el capitulo 6 se da un tratamiento detallado a las ecuaciones de érdenes mds altas.

A



JE

Seccion 5.2 Método de eliminacién para sistemas con coeficientes constantes 247

EJEMPLO 5

SOLUCION

Asf, una solucién general de la ecuacidn (11) es
12) x(t) = x,(1) + x,(t) = Cre' + Cote' + Cs¢™" — 1 — 4t — 6 .

Para determinar y(), seguimos el atajo descrito en el paso (c) del recuadro con el pro-
cedimiento de eliminacion. Al restar la segunda ecuacion en (10) de la primera, tenemos

(D> = D)[x] +y=—-1—-1¢

de modo que
y=D-D)x] -1-1¢

Al insertar la expresién para x(f) dada en (12), obtenemos
y(t) = Cie' + Cylte’ + €') — Cse ™" — 2t — 4

—[Cie" + Cylte' + 2e') + Cse " —2] — 1 — 1,
(13)  y()= —Cre' —2Cse " —1* =2t =3 .

Las férmulas para x(z) en (12) y y(z) en (13) proporcionan la solucién general de (9). W

El método de eliminacién también se aplica a sistemas lineales con tres 0 mds ecuaciones
e incdgnitas; sin embargo, se vuelve demasiado complejo al aumentar el nimero de ecuacio-
nes o incognitas. Los métodos matriciales que se presentan en el capitulo 9 son mds adecua-
dos para sistemas mds grandes. En este caso ilustramos la técnica de eliminacién para un
sistema 3 X 3.

Determinar una solucién general de

x(1) + 2y(1) = z(1)
(14) y’(r) = x(1) + 2(1) ,
z 4x (t) — 4y( ) + 5z(l‘) .

Primero expresamos el sistema con notacién de operadores:

(D-1)[x]-2y+z=0,
(15) —x+D[y]—z=0,
—dx+4y+ (D-5)[z] =0.

Al eliminar z de las dos primeras ecuaciones (sumdndolas) y luego de las dos tltimas, se ob-
tiene (después de algo de dlgebra, que omitimos)

16 (D - 2)[x] + (D - 2)[y]
—(D = 1)[x] + (D= 1)(D - 4)[y]

Al eliminar x de este sistema de 2 X 2, obtenemos

(D-1)(D-2)(D-3)[y]=0,

que tiene la solucién general

0
0.

A7) y(r) = Cie' + Cre® + Cye™ .

4
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Al seguir el atajo, sumamos las dos ecuaciones en (16) para obtener una expresion pa-
ra x en términos de y y sus derivadas, que se simplifica como

x=(D*—4D +2)[y] =y" — 4y’ + 2y .
Al sustituir la expresion (17) para y(7) en esta ecuacién, obtenemos
(18)  x(1) = —Cie' — 2C,e* — Cye™ .
Por tiltimo, al usar la segunda ecuacién en (14) para hallar z(¢), obtenemos
2(1) = y'(1) = x(r)
y sustituirla en y(z) y x(¢) tenemos
(19)  z(r) = 2Cje’" + 4C,e* + 4Cqe™ .

Las expresiones para x(¢) en (18), y(¢) en (17) y z(¢) en (19) proporcionan una solucién
general con Cy, C,, y C3 como constantes arbitrarias. W

En los problemas 1 a 18, use el método de eliminacion 13 dx _ 4 14 dx fy=¢2
para determinar una solucion general para el sistema li- ot Y “ar Y ’
neal dado, donde la derivacion es con respecto de t. dy dy
a7 +y —x + @ 1

L.x+y =2y, 2. x' =3y,

_ [ — _ dw dx d

T =y o=y 15 S5 = 5wk 20+ 5, 16 Sobxr =t
3.4 +2y=0, 4. ¥ =x-y, G+ az 1T PO ie

Py — [— _ — = 3w X — =

x' =y 0 y y — 4x d z dr
5. +y —x=5, 6. x'=3x—2y+sent, 17. x" +5x — 4y =0,

.X’+y/+y=1 y’=4x—y—cost _x+yrr+2y:0
7. D+ Du] = (D+ 1)[v] =", 18. x" +y" —x' =2t

(D= D[u] + 2D + 1)[v] =5 Xy —xty=-1
8. (D - 3)[x] + (D — 1)[),] =1, En los problemas 19 a 21, resuelva el problema con va-

lores iniciales dado.
(D+1)[x]+(D+4))y]=1 4
x ) _

9. x' +y +2x=0, 19'dt_4x+y’ H0)=1,

X +y —x—y=sent dy

Y Y E=—2x+y; y(0)=0.

10. 2x' +y —x—y=e ",

Xty +2xt+y=e¢ 20.%=2x+y—62’; x(0) =1,
11. (D*— )[u] +5v=¢", 12. D*[u] + D[v] =2, dy

2u+(D2+2)[v] =0 4u+ D[v] =6 w s 0=l
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2
21.%231, x0)=3, x0)=1,
d2y
PR y0)=1, y(0)=-1

22. Verifique que la solucidén al problema con valores

iniciales
x'=5x—3y—2; x(0) =2,
y =4 —-3y—1; y(O)IO

satisface |x()| + |y(¢)] = + oo cuando t — + oo.

En los problemas 23 y 24, muestre que el sistema lineal
dado es degenerado. Al tratar de resolver el sistema, de-
termine si no tiene soluciones o si tiene una infinidad.
23. (D — 1)[x] + (D —1)][y] = —3¢7%,

(D +2)[x] + (D +2)[y] = 3¢
24. D[x] + (D + 1)[y] = €',

D[x] + (D + 1)[y] =0

En los problemas 25 a 28, use el método de eliminacion
para determinar una solucion general para el sistema
dado de tres ecuaciones con las tres funciones incogni-

tas x(t), y(t), z(1).

25. X' =x+2y— 1z, 26. x' =3x+y—z,
y=x+2z, y=x+2y—-2z,
7 =4x — 4y + 5z 77 =3x+3y—z2

27. x' =4x — 4z , 28. X' =x+2y+z,
y' =4y -2z, y =6x—y,
7= —2x— 4y + 4z 7 =-x—-2y—z

En los problemas 29 y 30, determine el rango de valores
(si éste existe) del pardmetro \ que garantice que todas
las soluciones x(t), y(t) del sistema dado permanezcan
acotadas cuando t— + 0.

dx dx
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31. Dos grandes tanques, cada uno con 100 litros de li-
quido, estdn conectados entre s{ mediante tubos, de
modo que el liquido fluye del tanque A al tanque B
a razén de 3 litros/minuto y de B al A a razén de 1
litro/minuto (véase la figura 5.2). El liquido dentro
de cada tanque se mantiene bien revuelto. Una solu-
cion salina con una concentracion de 0.2 kg/litro de
sal fluye hacia el tanque A a razén de 6 litros/minu-
to. La solucion (diluida) sale del sistema del tanque
A a4 litros/minuto y del tanque B a 2 litros/minuto.
Si en un principio, el tanque A contiene agua pura
y el tanque B contiene 20 kg de sal, determine la
masa de sal en cada tanque en el instante t = 0.

32. En el problema 31 flufan 3 litros/minuto de liquido
del tanque A al tanque B y 1 litro/minuto del B al A.
Determine la masa de sal en cada tanque en el instante
t = 0 si ahora fluyen 5 litros/minuto del A al By 3
litros/minuto del B al A, manteniendo los demas
datos.

33. En el problema 31, suponga que no hay salida de la
solucién del sistema desde el tanque B, que sélo fluye
1 litro/minuto del A al B y sélo entran 4 litros/minu-
to al sistema en el tanque A, manteniendo los demads
datos. Determine la masa de sal en cada tanque en el
instante t = 0.

34. Sistema de retroalimentacién con retraso acumu-
lado. Muchos sistemas fisicos y biol6gicos implican
retrasos de tiempo. Un retraso de tiempo puro tiene
una salida igual a la entrada, pero retrasada en el
tiempo. Un tipo mds comun de retraso es el retraso
acumulado. Un ejemplo de tal sistema de retroali-
mentacion aparece en la figura 5.3 en la pagina 250.
En este caso, el nivel de fluido en el tanque B deter-
mina la razén con que el fluido entra al tanque A.
Suponga que esta razon estd dada por
R,(1) = a[V - Vz(t)}, donde oy V son constantes

29, =&x-—y, 30. =—x+ Ay, positivas y V,(¢) es el volumen de fluido en el tanque
dt dt B en el instante 7.
dy 3y + dy (a) Si la razén de salida R; del tanque B es cons-
a7 a7 tante y la razén de flujo R, del tanque A al B es
A B
6 L/min l 3 L/min I
0.2 kg/L x(7) I y(®)
1room4a 100mc
O O
4 L/min x(0) =0 kg D — y(0) =20 kg 2 L/min
1 L/min

Figura 5.2 Problema de mezclas para tanques interconectados entre si

4
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Figura 5.3 Sistema de retroalimentacién con retraso acumulado

3s.

4 hr

R,(t) = KV,(t), donde K es una constante po-
sitiva y V;(¢) es el volumen de fluido en el tan-
que A en el instante 7, muestre entonces que este
sistema de retroalimentacién queda descrito
mediante el sistema

dv,

= alv=w) - ki) |
dv,

7 KV](I) —R5 .

(b) Determine una solucién general para el sistema de
la parte (a) cuando o = (min)~!, V = 20 Litros,
K =2 (min) !, y Ry = 10 litros/minuto.

Use la solucion general obtenida en la parte (b).
(Qué se puede decir acerca del volumen de fluido

en cada uno de los tanques cuando t — +oco0?

(c)

Para fines de enfriamiento, una casa consta de dos
zonas: la zona A del desvdn y la zona B habitable
(véase la figura 5.4). El drea habitable se enfria me-
diante un sistema de aire acondicionado que elimina
24,000 Btu/h. La capacidad caldrica de la zona B es
de 1/2°F por cada mil Btu. La constante de tiempo
para la transferencia de calor entre la zona A y el ex-

2 hr

[ ]24,000 Bu/hr

Figura 5.4 Casa con aire acondicionado y desvdn

36.

4 hr

37.

38.

Y

Introduccion a los sistemas y el analisis del plano fase

terior es de 2 horas, entre la zona B y el exterior es
de 4 horas y entre las dos zonas es de 4 horas. Si la
temperatura exterior se mantiene en 100°F, ;qué
temperatura puede alcanzarse en la zona A del des-
van? (En la seccion 3.3 se estudid el calentamiento
y el enfriamiento de edificios).

Un edificio consta de dos zonas, A y B (véase la fi-
gura 5.5). Solo la zona A es calentada mediante una
caldera que genera 80,000 Btu/h. La capacidad cal6-
rica de la zona A es de 1/4°F por cada mil Btu. La
constante de tiempo para la transferencia de calor
entre la zona A y el exterior es de 4 horas, entre la
zona B no calentada y el exterior es de 5 horas y en-
tre las dos zonas es de 2 horas. Si la temperatura ex-
terior permanece en 0°F, jhasta qué temperatura
podrd enfriarse la zona B no calentada B?

x() 2 hr y(®) 5hr

Figura 5.5 Edificio con dos zonas, una de ellas calentada

En el problema 36, si se coloca una pequefia calde-
ra que genera 1,000 Btu/h en la zona B, determine la
minima temperatura que podria tenerse en la zona B
si ésta tiene una capacidad caldrica de 2°F por cada
1,000 Btu.

Carrera armamentista. Un modelo matemadtico
simplificado para una carrera armamentista entre
dos paises cuyos gastos en defensa quedan expresados
mediante las variables x(r) y y() estd dado por el
sistema lineal

dx _ _ ) _
dt_2y x+a; x(O)—l,
dy

E—4x—3y+b, y(O)—4,

donde a y b son constantes que miden la confianza
(o desconfianza) que cada pafs tiene en el otro. De-
termine si habrd un desarme (xy y tienden a cero al
crecer t), una carrera armamentista estabilizada (x y
y tienden a una constante cuando t — +00) 0 una
carrera armamentista desenfrenada (x y y tiende
+ 00 cuando t — +00).

A
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39. Operadores diferenciales con coeficientes cons- (a) Leyes conmutativas:
tantes. SeanA}./Bdos operadores dlfer.enc:lales li- A+B=B+A.
neales con coeficientes constantes; por ejemplo,

AB = BA .

A
B:

azDz + alD + ay ,
b,D* + b,D + b, ,

(b) Leyes asociativas:
(A+B)+C=A+(B+C),
(AB)C = A(BC) .

(c) Ley distributiva: A(B + C) = AB + AC .

donde ay, a,, a,, by, by, y b, son constantes. Defini-
mos la suma A + B como

(4 + B)[y] =A[y] + B[y], ;
y el producto AB como 40. Sean A= (D-1),B=(D+2), y y=x

Calcule
(4B)[y] = A[B[y]] .

@ Aly] . ®) B[A[y]] . (© B[] .
Observe que el producto AB es el operador com-
puesto que se obtiene al aplicar primero B y luego A. (d A [B [y ] ] - (e) AB. (f) (AB) [y ] :
Decimos que dos operadores A y B son iguales si 41
Aly] = B[y] para cualquier funcién y con las deri-
vadas necesarias. Con estas definiciones, verifique (@ D*+3D — 4. (b) D*+D—6.

las siguientes propiedades: () 2D>+9D —5. (d) D*—2.

. Factorice los siguientes operadores diferenciales:

FEY3 METODOS NUMERICOS PARA SISTEMAS
Y ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR

Aunque en el capitulo 2 estudiamos una media docena de métodos analiticos para obtener
soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, las técnicas para las ecua-
ciones de orden superior o los sistemas de ecuaciones son mucho mds limitadas. En el capi-
tulo 4 nos centramos en resolver la ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes
constantes. El método de eliminacién de la seccion anterior también se restringia a sistemas
con coeficientes constantes. De hecho, las ecuaciones lineales de orden superior y los siste-
mas con coeficientes constantes se pueden resolver de manera analitica mediante extensio-
nes de estos métodos, como veremos en los capitulos 6, 7 y 9.

Sin embargo, si las ecuaciones (incluso una sola ecuacion lineal de segundo orden) tie-
nen coeficientes variables, el proceso de solucién es mucho menos satisfactorio. Como ve-
remos en el capitulo 8, las soluciones se expresan como series infinitas, y su cdlculo puede
ser mds laborioso. (Una notable excepcion es la ecuacion de Cauchy-Euler, o equidimensio-
nal; una sencilla sustitucion la transforma en una ecuacion con coeficientes constantes; véa-
se la pagina 176). Virtualmente no sabemos nada de la forma para obtener soluciones
exactas a ecuaciones no lineales de segundo orden.

Por fortuna, todos los casos (ecuaciones o sistemas no lineales, de orden superior, con
coeficientes constantes o variables) pueden enfrentarse mediante una unica formulacién que
conduce a varios enfoques numéricos. En esta seccion veremos la forma de expresar las
ecuaciones diferenciales como un sistema en forma normal y la forma de “vectorizar” el mé-
todo de Euler para el cédlculo de soluciones y aplicarlo a tales sistemas. Aunque en los capi-
tulos posteriores volveremos a los métodos analiticos de solucidn, la versidn vectorizada de
la técnica de Euler o la técnica mds eficiente de Runge-Kutta estardn disponibles para la ex-
ploracién numérica de problemas intratables.

4
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Forma normal

Un sistema de m ecuaciones diferenciales en las m funciones incégnitas x;(t), x5(f),..., x,,(t)
expresado en el formato

-xrl(t) :fl(t’ X15 X5+ - - ’xm) s
M 0 = fltxx . x)

x,m(t) :fm(t’ X1 X5+ v o s -xm)

es llamado forma normal. Observe que (1) consta de m ecuaciones de primer orden que en con-
junto se ve como una versién vectorizada de una tinica ecuacion genérica de primer orden

) x'=ft,x)

y que el sistema expresado en la ecuacion (1) de la seccién 5.1 asume esta forma, al igual
que las ecuaciones (1) y (14) de la seccién 5.2. Un problema con valores iniciales para (1)
implica determinar una solucién de este sistema que satisfaga las condiciones iniciales

xi(t)) = ar, x(to) = ars ..., x,(t0) = ay,

para valores prescritos ty, aj, dy, . . . s Gy,

La importancia de la forma normal estd subvaluada por el hecho de que la mayor parte
de los cédigos profesionales para problemas con valores iniciales suponen que el sistema es-
td escrito en esta forma. Ademds, para un sistema lineal en forma normal, se puede aplicar
la poderosa maquinaria del dlgebra lineal. [De hecho, en el capitulo 9 mostraremos que las
soluciones x(f) = ce® de la sencilla ecuacién x’ = ax se puede generalizar a sistemas con
coeficientes constantes en forma normal].

Por estas razones, es gratificante observar que una (sola) ecuacién de orden superior se
puede convertir en un sistema equivalente de ecuaciones de primer orden.

Un método para convertir una ecuacion diferencial de orden m

@ ) = fleyy )

en un sistema de primer orden consiste en introducir, como incdgnitas adicionales, la serie
de derivadas de y:

x(®) =y, x,O =y, .... x,0:=y"" .
Con este esquema obtenemos m — 1 ecuaciones de primer orden de manera muy sencilla:
xi(0) = y'(t) = x,(t) ,
) x(t) = y"(6) = x3(¢)

xXpoy(6) = YY) = x,(0) .

La m—ésima y tltima ecuacidn constituye entonces una reformulacién de la ecuacion origi-
nal (3) en términos de las nuevas incognitas:

)] x,’,,(t) = y(m)(t) =f(t9 X19 X2y - - . s xm) .

Si la ecuacién (3) tiene condiciones iniciales y(1p) = aj, ' (to) = ay, - . ., Y™ V(1) = a,,, €l
sistema (4)-(5) tiene condiciones iniciales x,(ty) = ay, x,(ty) = aa, . . ., x,,(tg) = a,.

A
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EJEMPLO |

SOLUCION

Convertir el problema con valores iniciales

©® () +30' (@) +y@) =sent;  y(0)=1, y'(0)=5
en un problema con valores iniciales para un sistema en forma normal.

Primero expresamos la ecuacion diferencial en (6) como

y'(t) = =31y'(t) — y(1)* + sent .

Al hacer x,(¢) := y(¢) y x,(¢) := y'(¢), obtenemos
(1) = x(0)

x5(1) = =3mx,(t)— x, () + sent .

Las condiciones iniciales se transforman en x;(0) = 1, x,(0) = 5. W

Método de Euler para sistemas en forma normal

Recuerde de la seccion 1.4 que el método de Euler para resolver una sola ecuacion de primer
orden (2) se basa en la estimacion de la solucién x en el instante (z, + /) mediante la aproxi-
macién

W) x(tg + h) = x(tp) + hx'(1y) = x(10) + hf(fo, x(h))) ,

y que como consecuencia, el algoritmo se puede resumir mediante las férmulas recursivas
®) bipt =8, T o,

) X1 = X, + hf(t,, x,), n=0,1,2,...

[compare las ecuaciones (2) y (3), seccién 1.4]. Ahora podemos aplicar la aproximacion (7)
a cada una de las ecuaciones en el sistema (1):

10)  xilto + h) = xi(to) + hxf (1) = xi(10) + hfk(fo, x1(to), xa(t0), - . . ,Xm(fo)) ,
yparak = 1,2,...m,llegamos a las formulas recursivas

an - g =u+th,

xl;n+1 = xl;n + hfl(tm xl;m x2;n’ e ey xm;n) >
(12) X2in+1 .: X2:n + hfZ(tn’ Xlons X2ons + + - s xm;n) s
Xmin+1 = Xmn + hfm(tn’ Xl X2ips + + 5 xm;n) (l’l = 07 1’ 2’ . ) .

Aqui nos estorba la intitil notacion x,,, para la aproximacion al valor de la p-ésima funcién x,

P
en el instante ¢ = #, + nh; es decir, x,,, = x,,(to + nh). Sin embargo, si consideramos las incég-

nitas y los lados derechos de (1) como componentes de vectores

X(t) = [xl(t)7 x2(t)’ R xm(t):l s
f(r, x) = [fl(t, X1 Xos s X ) ot X0 Xos o X))y oo font X X ,xm)] ,

entonces (12) se puede expresar en la forma mds agradable

(13) Xp+1 = Xy + hf(tns Xn) .

4
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EJEMPLO 2 Use el método de Euler vectorizado con tamafio de paso & = 0.1 para determinar una apro-

ximacion de la solucién al problema con valores iniciales
) YO+ 4+ 3 =0 y0)=15, y(0)=-25,

en el intervalo [0, 1].

Para el tamafio de paso dado, el método proporcionaria aproximaciones para y(0.1), y(0.2),
., ¥(1.0). Para aplicar el método de Euler vectorizado a (14), primero convertimos el pro-
blema a su forma normal. Al hacer x;, = y y x, = y’, obtenemos el sistema

SOLUCION

xl, = )Cz; )Cl(O) =15 N
(5)
X' = —4x, — 3x;; x(0)=—-25 .
Al comparar (15) con (1), vemos que f;(t, x;, x,) = x, y fol(t, x1, x,) = —4x, — 3x,.
Con los valores de partida of #, = 0, x;9 = 1.5, y x50 = —2.5, calculamos

.X'](Ol) =X T X1 + th;O =15+ 01(_25) = 1.25 ,

x5(0.1) = x5 = x29 + h(—4x29 — 3x19) = —=2.5 + 0.1[—4(—-2.5) = 3-1.5] = —1.95 ;

x1(0.2) = x5 = x1 + hxyy = 1.25 + 0.1(—1.95) = 1.055 ,

%5(0.2) = x35 = x5 + h(—4x3; — 3xp,) = —1.95 + 0.1[ —=4(—1.95) — 3-1.25] = —1.545 .

Continuamos con el algoritmo para obtener los valores restantes, que aparecen en la ta-
bla 5.1, junto con los valores exactos calculados mediante los métodos del capitulo 4. Ob-
serve que la columna x,., proporciona las aproximaciones de y'(¢), pues x,(f) = y'(). W

TABLA 5.1 APROXIMACIONES DE LA SOLUCION A (14) EN EL EJEMPLO 2

t = n(0.1) Xi;n y Exacta X2;n y’ Exacta
0 1.5 1.5 —-2.5 —-2.5
0.1 1.25 1.275246528 —1.95 —2.016064749
0.2 1.055 1.093136571 —1.545 —1.641948207
0.3 0.9005 0.944103051 —1.2435 —1.35067271
0.4 0.77615 0.820917152 —1.01625 —1.122111364
0.5 0.674525 0.71809574 —0.842595 —0.9412259
0.6 0.5902655 0.63146108 —0.7079145 —0.796759968
0.7 0.51947405 0.557813518 —0.60182835 —0.680269946
0.8 0.459291215 0.494687941 —0.516939225 —0.585405894
0.9 0.407597293 0.440172416 —0.4479509 —0.507377929
1 0.362802203 0.392772975 —0.391049727 —0.442560044
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EJEMPLO 3

SOLUCION

El método de Euler es mds o menos preciso para este problema, con un tamafio de pa-
so de 1 = 0.1. El siguiente ejemplo demuestra los efectos del uso de menores valores de A
para mejorar la precision.

Para el problema con valores iniciales del ejemplo 2, usar el método de Euler para estimar
¥(1) para mitades sucesivas de tamafio de paso & = 0.1, 0.05, 0.025, 0.0125, 0.00625.

Con el mismo esquema del ejemplo 2, hallamos las siguientes aproximaciones, denotadas
por y(1;h) (obtenida con tamafio de paso h):

Ro| 01 | 005 | 0025 | 00125 | 0.00625
y(1:h) | 036280 | 037787 | 0.38535 | 0.38907 | 0.39092

[Recuerde que el valor exacto, redondeado a cinco cifras decimales, es y(1) = 0.39277]. &

El esquema de Runge-Kutta descrito en la seccion 3.7 también es ficil de vectorizar; los
detalles aparecen en la pdgina siguiente. Como seria de esperar, su desempefio es mucho
mds preciso, pues proporciona una coincidencia de 5 cifras decimales con la solucién exac-
ta para un tamaifio de paso de 0.05:

h | 01 | 005 | 0025 | 0.0125 | 0.00625
y(1:h) | 0.39278 | 0.39277 | 039277 | 0.39277 | 0.39277

Como en la seccion 3.7, ambos algoritmos se pueden codificar para repetir el cdlculo
de y(1) con una sucesién de tamafios de paso cada vez menores hasta que dos estimacio-
nes consecutivas coincidan salvo cierta tolerancia dada e. Aqui hay que interpretar “dos
estimaciones que coinciden salvo £” como la diferencia entre los componentes de las
aproximaciones sucesivas [es decir, las aproximaciones a y(1) y y’(1)] sea menor que &.

Una aplicacién a la dindmica de poblaciones

A principios del siglo XX, A. J. Lotka y V. Volterra desarrollaron en forma independiente un
modelo matemadtico para la dindmica de poblaciones de especies en competencia, una de las
cuales es un depredador con poblacién x,(¢) y la otra es su presa con poblacién x,(z). Este
modelo supone que hay una gran cantidad de alimento disponible para la presa, de modo que
la tasa de natalidad de la presa debe seguir la ley de Malthus o exponencial (véase la seccién
3.2); es decir, la tasa de natalidad de la presa es Ax;, donde A es una constante positiva. La
tasa de mortalidad de la presa depende del nimero de interacciones entre los depredadores
y las presas. Esto queda descrito por la expresion Bx;x,, donde B es una constante positiva.
Por lo tanto, la razén de cambio en la poblacion de las presas por unidad de tiempo es
dx,/dt = Ax; — Bxx,. Suponiendo que los depredadores dependan completamente de la
presa como su alimento, entonces la tasa de natalidad de los depredadores depende del nu-
mero de interacciones con las presas; es decir, la tasa de natalidad de los depredadores es
Dxx,, donde D es una constante positiva. Suponemos que la tasa de mortalidad de los de-
predadores es Cx,, pues sin alimento, la poblacién morirfa a una razén proporcional a la po-
blacion presente. Por lo tanto, la razén de cambio en la poblacion de depredadores por
unidad de tiempo es dx,/dt = —Cx, + Dxx,. Al combinar estas dos ecuaciones obtenemos

4
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el sistema de Lotka-Volterra para la dindmica de poblaciones de dos especies en competen-
cia:

x1 = Ax; — Bxyx, ,
16) 1 1 1%2
x3 = —Cx, + Dx1x; .

En general, tales sistemas no se pueden resolver de manera explicita. En el siguiente
ejemplo obtenemos una solucién aproximada de tal sistema mediante la forma vectorizada

del algoritmo de Runge-Kutta.
Para el sistema de dos ecuaciones

xq :fl(f’xhxz) >

xQ’ :fZ(t’xlvxZ) ’

con condiciones iniciales x(fy) = x}.0, X,(fy) = 2,0, la forma vectorizada de las ecuaciones
(14), pagina 136, se convierte en

tn+l::tn+h (n:O,l,Z,...),
1
a7 Xin+1°= X + g(kl,l + 2kl,z + 2k1,3 + k|,4) s

— 1
Xop+1 "= Xon + g(kz,l + 2kyy + 203 + kpy)
donde £ es el tamafio de paso; parai = 1y 2,

hﬁ Ins X1, ne xZn) ’

(
(18) hﬁEtn +35 2° xl;n + %kl,l’ xZ;n + %k2,1> s

1 1
hfz 1, + X1 + Ekl,Zs X2:n + §k2,2> s

hﬁ(tn_l—h xln+k13’ x2n+k23) .

Es importante observar que k;.; y k,.; deben calcularse antes que k; , y k; ;. De manera
similar, hay que calcular k., y k,, para calcular k, 5 y k,.3, etcétera. En el programa del apén-
dice E se bosqueja la aplicacion del método para graficar soluciones aproximadas en un in-
tervalo dado [to, 1 ] o bien obtener aproximaciones de las soluciones en un punto dado, con
la tolerancia deseada.

EJEMPLO 4 Usar el algoritmo cldsico de Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas con el fin de apro-
ximar la solucién del problema con valores iniciales

xXp=2x; — 2x1x, ; x,(0)

1 b
3

19)

Xy = XX — X x2(0)

A
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ent = 1. Comenzando desde & = 1, contintie dividiendo a la mitad el tamafio de paso has-
ta que dos aproximaciones sucesivas de x,(1) y de x,(1) difieran a lo mds en 0.0001.

SOLUCION En este caso, fi(t, X, x,) = 2x; — 2x,x, y fo(t, X1, %) = x;x, — x,. Con los datos 7, = 0,
X0 = 1, x5, = 3, procedemos con el algoritmo para calcular x;(1; 1) y x,(1; 1), las aproxi-
maciones de x,(1), x,(1) usando 4 = 1. Por las férmulas en (18) tenemos que

= h(2x19 = 2xpex20) = 2(1) = 2(1)(3) = -4 ,
kyy = h(x10%00 = X20) = (1)(3) =3 =0,
h[2<x10 + 2t) = 2000 + 2hi) (a0 + ko) |
=2[1+3(-4)] - 2[1 + 3(-4)][3 + ;0]
=-2+23)=4,

kyy = h[<x1;0 + %ku) (xz;o + %k2,1> - (xz;o + %ku)]

A(=9][3+50] - [3+50)]

I
+
|

De manera andloga calculamos
kis = h[2(xi0 + 2hi) = 2(rro + 2hio) (v + 3ho2) | = 6
kos = h[ (v + Shia) (v20 + 2hao) = (va0 + 2ha) | =0
kig = h[2(x10 + ky3) — 2(x10 + ki3) (600 + ka3)] = =28,
kya = h[(x10 + ki 3) (%00 + kp3) = (20 + kos)] = —18 .

Insertando estos valores en la formula (17) obtenemos

+ é(kl,1 + 2kyp + 2k + kig)

X110 = X110
=1+é(—4+8+12—28)=—1 ,
1
X1 = Xp0 T g(kz,l + 2kyy + 2ky3 + kay)
1

=3+8(0—12+0+18)=4,

como las aproximaciones respectivas a x;(1) y x,(1).

4
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Al repetir el algoritmo con & = 1/2 (N = 2) obtenemos las aproximaciones x;(1;27!) y
x,(1;27") para x;(1) y x,(1) En la tabla 5.2 enumeramos las aproximaciones x,(1;2~")
y x,(1;27™) para x,(1) y x,(1) usando el tamafio de paso & = 2 " param =0, 1,2, 3y 4.
Nos detenemos en m = 4, pues

Ix1(1;273) — x,(1;27%)| = 0.00006 < 0.0001

1%,(1;27%) — x,(1;27%)| = 0.00001 < 0.0001 .

Por tanto, x;(1) = 0.07735y x,(1) =~ 1.46445, con tolerancia 0.0001. M

TABLA 5.2 APROXIMACIONES DE LA SOLUCION
DEL SISTEMA (17) EN EL EJEMPLO 4

m h x,(1; h) x,(15 h)
0 1.0 —-1.0 4.0

1 0.5 0.14662 1.47356
2 0.25 0.07885 1.46469
3 0.125 0.07741 1.46446
4 0.0625 0.07735 1.46445

Para hacerse una mejor idea de la solucidn del sistema (19), en la figura 5.6 hemos gra-
ficado la aproximacion de la solucién para 0 < ¢ =< 12, usando interpolacion lineal para unir
las aproximaciones vectorizadas de Runge-Kutta para los puntos t = 0, 0.125, 0.25, . . .,
12.0 (es decir, con h = 0.125). La gréfica sugiere que los componentes x; y x, son periddi-
cos en la variable t. En el proyecto D usamos el andlisis en el plano fase para mostrar que,
en efecto, las ecuaciones de Volterra-Lotka tienen soluciones periddicas.

—ttt—t—+——+—+——+—+—+—+— ¢
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 5.6 Grificas de los componentes de una solucién aproximada del sistema de Volterra-Lotka (17)

A
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En los problemas 1 a 7, convierta el problema con valo-

res iniciales dado en un problema con valores iniciales

para un sistema en forma normal.

Loy"() + 1y'(r) = 3y() = % 5
y0)=3, y(0)=-6.

2. y"(r) = cos(t — y) + y*(1) 5
yO0) =1, y(0)=0

3. y(4)(t - y(3) 1)+ 7y(t) = cost ;
YO =y =1, y0O=0, »0O)=2

4. y0) = [y ()] = sen(y(1)) + & ;
¥(0) =y'(0)= - =y%0) =0

5. x"+y—-x'=2t; x(3)=5, x(3)=2,
y'—x+y =-1; y3)=1, y@=-1
[Sugerencia: haga x;=x, x,=x", x3=y,
xg=y'].

6. 3x"+5x—2y =0 ; x(0)=—1, x'(0)=0,
4y"+2y—6x=0; y0)=1, y'(0)=2

7. x" —y=t; x(0) = x'(0) = x"(0) = 4,
2+ 5y —2y=1:  y0)=y(0)=1

8. Forma de Sturm-Liouville. Una ecuacién de se-

gundo orden estd en la Forma de Sturm-Liouville.
si se expresa como

[p(t)y'(0)]" + q(0)y(0) = 0 .
Muestre que las sustituciones x; = y, x, = py’ pro-
ducen la forma normal

Xy =x/p,

Xh = —qxy .
Si y(0) = ayy’(0) = b son los valores iniciales

para el problema de Sturm-Liouville, ;cudl es el va-
lor de x,(0) y x,(0)?

. En la seccion 3.6 analizamos el método de Euler

mejorado para aproximar la solucién de una ecua-
cioén de primer orden. Extienda este método a siste-
mas normales y proporcione las férmulas recursivas
para resolver el problema con valores iniciales.

Usted necesitard una computadora y una version pro-

gramada del método de Euler vectorizado y del algoritmo

cldsico de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver los

problemas 10 a 30. (El instructor puede indicar si se uti-
liza otro software).

En los problemas 10 a 13, use el método de Euler

vectorizado con h = 0.25 para determinar una aproxima-

cion de la solucion al problema con valores iniciales da-

do en el intervalo indicado. (Para un intervalo ty = t =

¢, recuerde que el dato con el niimero de pasos N y el ta-

mario de pasos h cumplen la relacion Nh = ¢ — t;).

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Yyt ty=0;

y0)=1, y(0)=0 en[0,1].
(1+2)y" +y —y=0;
y0)=1, y'(0)=—1 enf0,1].
t2y"~|—y=t+2;

y(1)=1, y(1)=-1 en[1,2]
y' =12 -yt

y0)=0, y(0)=1 en[0,1].

(¢ Podrfa estimar la solucién?).

Use el algoritmo vectorizado de Runge-Kutta con
h = 0.5 para aproximar la solucién del problema
con valores iniciales

3%y" — 5ty' + 5y =10 ;
2
y)=o.,

(1) =3
en t = 8. Compare esta aproximacién con la solu-
cién real y(t) = A

Use el algoritmo vectorizado de Runge-Kutta para
aproximar la solucién del problema con valores ini-
ciales

y0)=1, »y(0)=0
ent = 1. Partiendo de & = 1, continue dividiendo a
la mitad el tamafio de paso hasta que dos aproxima-
ciones sucesivas de [y(O) y y’(O)] difieran a lo
mds 0.01.

y"=t2+y2;

Use el algoritmo vectorizado de Runge-Kutta para
sistemas con & = 0.125, para aproximar la solucién
del problema con valores iniciales

x(0) =0,

y(0) = -2

en t = 1. Compare esta aproximacion con la solu-
cidn real

X' =2x—y;
y =3x+ 6y ;
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Use el algoritmo vectorizado de Runge-Kutta para
aproximar la solucién del problema con valores ini-
ciales

du

dx=3u—4v; u(0)=1,
dv _ _ ) _
g = 2w 3vs v(0) =1

en x = 1. Partiendo de & = 1, continde dividiendo a
la mitad el tamafio de paso hasta que dos aproxima-
ciones sucesivas de u(1) y v(1) difieran a lo mds
0.001.

Modelo de combate. Un modelo matemdtico sen-
cillo para el combate de un ejército convencional
contra la guerrilla estd dado por el sistema

—(0.1)xx, ;  x,(0) =10,
—Xp xz(o) =15,

donde x; y x, son la fuerza de la guerrilla y las tro-
pas convencionales, respectivamente, y 0.1 y 1 son
los coeficientes de eficacia en combate. {Quién ga-
nard el conflicto, las tropas convencionales o la gue-
rrilla? [Sugerencia: Use el algoritmo vectorizado de
Runge-Kutta para sistemas con 2 = 0.1 para aproxi-
mar las soluciones].

x| =

x5 =

Modelo presa-depredador. EIl modelo presa-de-
predador de Volterra-Lotka predice cierto comporta-
miento interesante que es claro en ciertos sistemas
biolégicos. Por ejemplo, suponga que fija la pobla-
cién inicial de presas pero que incrementa la po-
blacién inicial de depredadores. Entonces el ciclo
de poblacién de las presas se vuelve mds severo, en
el sentido de que hay un largo periodo de tiempo
con una poblacién reducida de presas, seguido de
un breve periodo en que la poblacién de presas es
muy grande. Para demostrar este comportamiento,
use el algoritmo vectorizado de Runge-Kutta para
sistemas con & = 0.5 y aproxime la poblacién de
presas x y de depredadores y en el periodo [0, 5]
que satisface el sistema de Volterra-Lotka

¥ =3,
y' = ylx—3)

bajo cada una de las siguientes condiciones ini-

ciales:

(@ x(0) =2, y(0)=4
M) x(0)=2, y(0)=5
(© x(0)=2, y(0)=7

20.

21.

22.

23.

Y

Introduccién a los sistemas y el analisis del plano fase

En el proyecto G del capitulo 4 se mostré que la
ecuacion del péndulo simple

0"(1) + sen 6(r) = 0

tiene soluciones periddicas cuando el desplazamien-
to y la velocidad iniciales son pequefios. Muestre
que el periodo de solucién puede depender de las
condiciones iniciales usando el algoritmo vectoriza-
do de Runge-Kutta con 4 = 0.02 para aproximar las
soluciones al problema del péndulo simple en [0, 4}
las condiciones iniciales siguientes:

@@ #(0)=0.1, 6(0)=0
M®)6(0)=05, 6(0)=0
(¢ 6(0)=10, 6(0)=0.

[Sugerencia: Aproxime la longitud de tiempo que
tarda en llegar a —6(0)].

Eyeccion de fluido. En el disefio de una planta de
tratamiento de aguas negras surge la siguiente ecua-
cién:’

60 — H = (77.7)H" + (19.42)(H')* ;
H(0) = H'(0) =0,

donde H es el nivel de fluido en una cdmara de eyec-
cion y ¢ es el tiempo en segundos. Use el algoritmo
vectorizado de Runge-Kutta con 4 = 0.5 para apro-
ximar H(t) en el intervalo [0, 5].

Oscilaciones y ecuaciones no lineales. Para el

problema con valores iniciales

x4+ (0.)(1 = xx"+x=0;
x(0) = xq , x'(0)=0,

use el algoritmo vectorizado de Runge-Kutta con
h = 0.02 para mostrar que cuando ¢ crece de 0 a 20,
la solucion x exhibe oscilaciones amortiguadas cer-
cade xy = 1, mientras que x exhibe oscilaciones con
expansion cerca de xy = 2.1.

Resorte no lineal. La ecuacion de Duffing

y”+y+ry3=0,

donde r es una constante, modela las vibraciones de
una masa unida a un resorte no lineal. Para este
modelo, ¢ varfa el periodo de vibracion al variar el
pardmetro r? ; Varia el periodo al modificar las con-
diciones iniciales? [Sugerencia: Use el algoritmo
vectorizado de Runge-Kutta con 2 = 0.1 para apro-

"Véase Numerical Solution of Differential Equations, por William Milne (Dover, Nueva York, 1970), pdgina 82.
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ximar las soluciones para r = 1y 2, con condiciones
iniciales y(0) = a,y'(0) = O paraa = 1,2,y 3].
Péndulo con longitud variable. Se construye un
péndulo mediante una masa m unida extremo de
un cable sujetado al techo. Suponga que la longitud
1(¢) del cable varfa con el tiempo de cierta manera
predeterminada. Si 6(¢) es el dngulo entre el péndu-
lo y la vertical, entonces el movimiento del péndulo
queda descrito mediante el problema con valores
iniciales

12(1)0" (¢) + 21(t)l'(1)0" (1) + gl(1)6(z) = 0 ;
0(0)=6,, 6'(0)=86,,

donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Su-
ponga que

1(t) = Iy + 1, cos(wt — @) ,

donde /; es mucho menor que /. (Esto podria ser un
modelo para una persona en un columpio, donde la
accion de empuje cambia la distancia del centro de
masa del columpio al punto donde estd sostenido
éste). Para simplificar los cdlculos, haga g = 1. Use
el algoritmo de Runge-Kutta con & = 0.1, para estu-
diar el movimiento del péndulo cuando 6, = 0.5,
0,=0,lh=1,11=0.1, w =1,y ¢ = 0.02. En
particular, jalcanza el péndulo un dngulo mayor
en valor absoluto que el dngulo inicial 6,? ;Excede
al valor 1 el arco transversal recorrido durante la mi-
tad de una oscilacién?

En los problemas 25-30, use un paquete de software o la
SUBRUTINA del apéndice E.

25.

26.

Use el algoritmo de Runge-Kutta para sistemas con
h = 0.05, para aproximar la solucion del problema
con valores iniciales

Y'Yy =1
yo)=1, y©)=0,
ent = 1.
Use el algoritmo de Runge-Kutta para sistemas con

h = 0.1 para aproximar la solucién del problema
con valores iniciales

x'=yz; x(0) =0,

y = -—xz; y0)=1,

7 =—xy/2; z(0)=1
ent=1.

A
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28.

29.
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Ecuacion de Blasius generalizada. H. Blasius,
en su estudio del flujo laminar de un fluido, encon-
tr6 una ecuacién de la forma

Y= P -1
Use el algoritmo de Runge-Kutta para sistemas
con & = 0.1 para aproximar la solucién que satisfa-
ga las condiciones iniciales y(0) = 0,y'(0) = 0, y
y"(0) = 1.32824. Bosqueje esta solucién en el in-
tervalo [0, 2].
Orbita lunar. El movimiento de una luna que se
mueve en una Orbita plana en torno de un planeta que-
da descrito mediante las ecuaciones

dx d’y

dar* dr’ r3
donde r == (x> + yz)l/ 2, G es la constante gravitacio-
nal y m s la masa de la luna. Suponga que Gm = 1.
Cuando x(0) = 1,x'(0) = y(0) = 0,yy'(0) = 1,
el movimiento es una drbita circular de radio 1 y pe-
riodo 27r.

mx
5
r3

my

)

(@) Haga x; =x, x, =x', x3=y, x4 =Y, y
exprese las ecuaciones como un sistema de pri-
mer orden en forma normal

(b) Use h = 27/100 =~ 0.0628318, para calcular
una Orbita de esta luna (es decir, haga N = 100).
(Coinciden sus aproximaciones con el hecho de
que la orbita sea un circulo de radio 1?7

Especies en competencia. Sea p,(r) la poblacién
de tres especies en competencia S;, i = 1, 2, 3, res-
pectivamente. Suponga que estas especies tienen la
misma tasa de crecimiento y que la poblacion maxi-
ma que puede soportar el hdbitat es la misma para ca-
da especie. (Suponemos que es la unidad). Suponga
ademds que la ventaja competitiva que tiene S; sobre
S, es la misma que la de S, sobre S5 y la de S5 so-
bre S;. Modelamos esta situacién mediante el sistema

Py =pi(1 = py — apy — bp3) ,

Py =pal = bpy — py — aps) .

Py = ps(1 —ap, — bp, — ps3) ,
donde a y b son constantes positivas. Para demostrar
la dindmica de poblaciones de este sistema cuando
a = b = 0.5, use el algoritmo de Runge-Kutta para
sistemas con £ = (.1 para aproximar las poblacio-
nes p; en el intervalo de tiempo [O, 10} bajo cada
una de las siguientes condiciones iniciales:

(@) pi(0) =10, py(0)=0.1, ps(0)=0.1
(b) pi(0) =0.1, py(0) =10, ps3(0)=0.1
(©) p;(0)=01, p,(0)=0.1, ps(0)=10".
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Con base en los resultados de las partes (a)—(c), Con
base en los resultados de las partes t — + o0o?

Cuando @ = 0.5 y b = 2.0, el comportamiento

de estas poblaciones es totalmente distinto (véase el
proyecto F).
Péndulo con resorte. Consideremos una masa
unida a un extremo de un resorte con constante de
resorte k y el otro extremo unido al techo. Sea [, la
longitud natural del resorte y [(¢) su longitud en el
instante #. Si 6(¢) es el angulo entre el péndulo y la
vertical, entonces el movimiento del péndulo con re-
sorte queda descrito mediante el sistema

(1) = 108'(1) — g cos (1) + (1= 1) =0 .
12(0)0"(1) + 21(0)"(1)0" (1) + gl(¢) sen 6(¢) =0 .

Y

Introduccion a los sistemas y el analisis del plano fase

Supongaque g = 1,k =m = 1,y [, = 4. Cuando

el sistema estd en reposo, [ = [, + mg/k = 5.

(a) Describa el movimiento del péndulo cuando
1(0) = 5.5,1'(0) = 0,6(0) = 0,y 6'(0) = 0.

(b) Cuando el péndulo se estira y recibe un desplaza-
miento angular, su movimiento es mds complejo.
Use el algoritmo de Runge-Kutta para sistemas
con i = 0.1 para aproximar la solucion, bosqueje
las graficas de la longitud / y el desplazamiento
angular 0 en el intervalo [O, 10] si l(O) = 5.5,
'(0) =0,6(0) = 0.5,y 6'(0) = 0.

NS4 INTRODUCCION AL PLANO FASE

En esta seccion estudiamos sistemas de dos ecuaciones de primer orden de la forma

& fy),
o
o =8 ).

Observe que la variable independiente 7 no aparece en los términos del lado derecho f(x, y)
y g(x, y); tales sistemas se llaman auténomos. Por ejemplo, el sistema que modeld el pro-
blema de los tanques interconectados de la seccién 5.1,

X —§x+ﬁy,
=11
AT

es autonomo. También lo es el sistema de Volterra-Lotka,

x" = Ax — Bxy ,
y' = —Cy + Dxy ,

(con A, B, C, D constantes) que analizamos en el ejemplo 4 de la seccién 5.3 como un mo-
delo para la dindmica de poblaciones.

Para referencia posterior, observemos que las soluciones de los sistemas auténomos son
“inmunes a los corrimientos en el tiempo”, en sentido de que si la pareja x(¢), y(z) resuelve
(1), también lo hace la pareja recorrida en el tiempo x(¢ + c), y(t + ¢) para cualquier

A
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constante c. Especificamente, si X(¢) := x(t + ¢)y Y(1) =y(¢ + ¢), la regla de la cadena im-
plica que

B () = B+ 0) = fxle + ). 300 + ) = £(X(0). Y(0) .

D)= Diev o) = glxe + yle + ) = gx(0. 70) .

lo cual demuestra que X(¢), Y() también es una solucién de (1).
Como ¢ no aparece en forma explicita en el sistema (1), ciertamente es tentador dividir
las dos ecuaciones, invocar a la regla de la cadena
dy  dyldt

dx  dx/dt’

y considerar la ecuacion diferencial de primer orden

dy _ glx,y)
dx  f(x,y)

Nos referiremos a (2) como la ecuacion en el plano fase. En los capitulos 1 y 2 presentamos
varios enfoques de las ecuaciones de tipo (2): usamos campos de direcciones para visuali-
zar las gréficas solucion y las técnicas analiticas para los casos de separabilidad, linealidad,
exactitud, etcétera.

Asi, la forma (2) tiene claras ventajas sobre (1), pero es importante mantener la pers-
pectiva con las siguientes distinciones:

()

(i) Una solucidén del problema original (1) es una pareja de funciones de ¢, a saber,
x(¢) y y(2), que satisfacen (1) para toda ¢ en algin intervalo I. Estas funciones se
pueden visualizar como una pareja de graficas, como en la figura 5.7. Si en el
plano xy localizamos el punto (x(t), y(t)2 al variar ¢ en 7, la curva resultante es la
trayectoria de la pareja solucién x(¢), y(z), y el plano xy es el plano fase en este
contexto (véase la figura 5.8 en la pagina 264). Observe, sin embargo, que la tra-
yectoria en este plano contiene menos informacion que las graficas originales,
pues hemos eliminado la dependencia de z. En principio, podemos reconstruir
punto por punto la trayectoria a partir de las graficas solucion, pero no podemos
reconstruir las grdficas solucién sélo a partir de la trayectoria en el plano fase
(pues no sabriamos qué valor de ¢ asignar a cada punto).

x(1) y(®)

N

f 53 I3 b 15) I3

Figura 5.7 Pareja solucion para el sistema (1)

4
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(x(t,), ¥(12))

(x(t ), y(11))
(x(13), ¥(13))

Figura 5.8 Trayectoria en el plano fase para la pareja solucion del sistema (1)

(ii) No obstante, la pendiente dy/dx de una trayectoria en el plano fase estd dada por
el lado derecho de (2). Asi, al resolver la ecuacion (2) estamos localizando las
trayectorias del sistema (1) en el plano fase. Mds precisamente, hemos mostrado
que las trayectorias satisfacen la ecuacién (2); por lo tanto, las curvas solucién de
(2), que en este contexto se conocen como curvas integrales, contienen a las tra-
yectorias.

(iii)) En los capitulos 1 y 2 consideramos a x como la variable independiente y a y co-
mo la variable dependiente; en ecuaciones de la forma (2). Esto ya no es cierto en
el contexto del sistema (1); x y y son variables dependientes del mismo nivel y ¢
es la variable independiente.

Asi, parece que un retrato en el plano fase podria ser una herramienta ttil, aunque incom-
pleta, para analizar los sistemas auténomos de primer orden como (1).

Excepto por el caso particular de los sistemas lineales con coeficientes constantes, ana-
lizado en la seccién 5.2, en general es imposible determinar todas las soluciones del sistema
(1), aunque es relativamente ficil hallar soluciones constantes; si f(xo,y0) =0 y
g(xo, o) = 0, entonces las funciones constantes x(¢) = xo, y(t) = y, resuelven (1). Usamos
la siguiente terminologia para tales soluciones:

PUNTOS CRITICOS Y SOLUCIONES DE EQUILIBRIO

Definicién 1. Un punto (xg, yo) donde f(xg, yo) = 0y g(xp, ¥o) = O es un punto cri-

tico o punto de equilibrio del sistema dx/dt = f(x, y), dy/dt = g(x, y) y la solucién
constante correspondiente x(¢) = x,, y(f) = y, es una solucién de equilibrio. El
conjunto de todos los puntos criticos es el conjunto de puntos criticos.

Observe que las trayectorias de las soluciones de equilibrio constan precisamente de
puntos unicos (los puntos de equilibrio). ;Pero qué podemos decir de las demds trayecto-
rias? ;Podemos predecir algunas de sus caracteristicas analizado con detalle a los puntos de
equilibrio? Para explorar estas cuestiones nos concentraremos en la ecuacién en el plano fa-
se (2) y aprovecharemos su campo de direcciones (recuerde la seccion 1.3, pagina 16). Sin
embargo, aumentaremos la informacién del campo de direcciones afadiendo puntas de fle-
cha a los segmentos de recta, indicado la direccién del “flujo” de soluciones al crecer ¢. Es-
to es ficil: cuando dx/dt es positiva, x(¢) aumenta, de modo que la trayectoria fluye hacia la

A
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derecha. Por lo tanto, de acuerdo con (1), todos los segmentos del campo de direcciones tra-
zados en una regién donde £ (x, y) es positiva deben apuntar hacia la derecha (y, por supues-
to, apuntar hacia la izquierda cuando f(x, y) es negativa). Si f(x, y) se anula, podemos usar
g(x, y) para decidir si el flujo es hacia arriba [ y(¢) crece] o hacia abajo [ y(¢) disminuye].
[¢Qué ocurre si tanto f(x,y) como g(x,y) se anulan?).

En los siguientes ejemplos abogamos por el uso de computadoras o calculadoras para
generar estos campos de direcciones.

Bosquejar el campo de direcciones en el plano fase para el sistema

dr _

dt ’
3) J

y — —

dr Zy

e identificar su punto critico.

En este caso, f(x,y) = —xy g(x,y) = —2y se anulan a la vez cuando x = y = 0, de modo que
(0, 0) es el punto critico. El campo de direcciones para la ecuacién en el plano fase es:

dy =2y 2y
@ dx —x  x
aparece en la figura 5.9. Como dx/dt = —x en (3), las trayectorias del semiplano derecho

(donde x > 0) fluyen hacia la izquierda y viceversa. De la figura podemos ver que todas
las soluciones “fluyen hacia” el punto critico (0, 0). Tal punto critico es asintéticamente es-
table. H

—_ e —
o N N~

Figura 5.9 Campo de direcciones para el
ejemplo 1

Figura 5.10 Trayectorias para el ejemplo 1

Observacién. En este sencillo ejemplo podemos resolver el sistema (3) de manera ex-
plicita; de hecho, (3) es una pareja no acoplada de ecuaciones lineales cuyas soluciones
son x(t) = cje”"y y(t) = c,e . Al eliminar ¢ obtenemos la ecuacién y = c,e * =
c2[x(1)]c, 1% = cx®. Asi, las trayectorias se encuentran a lo largo de las pardbolas y = cx?.

4
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EJEMPLO 2

SOLUCION

EJEMPLO 3

SOLUCION

[En forma alternativa, podriamos haber separado las variables en (4) e identificar tales para-
bolas como las curvas integrales]. Observe que cada una de estas pardbolas estd formada por
tres trayectorias: una trayectoria que tiende hacia el origen en el semiplano derecho; la tra-
yectoria que es reflejo de la anterior y tiende hacia el origen en el semiplano izquierdo, y el
propio origen, un punto de equilibrio. Algunas trayectorias de muestra aparecen en la figu-
ra 5.10 de la pagina 265.

Bosquejar el campo de direcciones en el plano fase para el sistema

dr_
dt ’
&)
@ _,
a7

y describir el comportamiento de las soluciones cerca del punto critico (0, 0).

Este ejemplo es casi idéntico al anterior; de hecho, se podria decir que simplemente hemos
“invertido el tiempo” en (3). Los segmentos del campo de direcciones para

dy 2y
©6) dx  x
son iguales a los de (4), pero las flechas de direccion se invierten. Ahora, todas las solucio-
nes se alejan del punto critico (0, 0); el equilibrio es inestable. W

Para el sistema (7) dado a continuacién, determinar los puntos criticos, bosquejar el campo
de direcciones en el plano fase y predecir la naturaleza asintética (es decir, comportamiento
cuando t — +00) de la solucién que parte de x = 2, y = 0 cuando t = 0.

%ZSx—?ay—Z,
@)

@=4 — 3y —1

7 X y .

El tinico punto critico es la solucién de las ecuaciones simultdneas f(x,y) = g(x,y) = O:

5X0_3y0_2:0,

8
() 4X0_3y0_1:0,

de donde xy = yo = 1. El campo de direcciones para la ecuacion del plano fase

dy 4x—3y—1

©) dx  5x—3y—2

aparece en la figura 5.11, donde hemos bosquejado algunas trayectorias a mano.” Observe
que las soluciones fluyen hacia la derecha para 5x — 3y — 2 > 0, es decir, para todos los
puntos debajo de la recta 5Sx — 3y — 2 = 0.

La curva integral que pasa por (2, 0)en la figura 5.11 parece extenderse hasta infinito.
.Implica esto que la solucién correspondiente del sistema x(t), y(f) también tiende a infi-

"Las curvas integrales se pueden obtener en forma analitica resolviendo la ecuacién (9) mediante los métodos de la

seccion 2.6.
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ad
s

Figura 5.11 Campo de direcciones y trayectorias para el ejemplo 3

nito en el sentido de que |x(t)| + | y(t)\ — +o00 cuando t — + 00, 0 seria posible que esta tra-
yectoria se “estanque” en algin punto a lo largo de la curva integral, o hasta “retroceda”?
No puede retroceder, pues las flechas de direccion a lo largo de la curva integral apuntan sin
ambigiiedad hacia la derecha. Y si (x(t), y(t)) se detuviera en algtin punto (x;, y;), entonces
intuitivamente concluiriamos que (x;, ;) serfa un punto de equilibrio (pues las “velocida-
des” dx/dt y dy/dt tenderfan a cero en ese punto). Pero ya hemos hallado el tnico punto cri-
tico. Asf, podemos concluir con un alto grado de confianza’ que el sistema realmente tiende
a infinito.

El punto critico (1, 1) es inestable, pues aunque muchas soluciones se acercan tanto como
queramos a (1, 1), la mayor parte se alejan de él. Las soluciones que estdn sobre la recta
y = 2x — 1, realmente convergen a (1, 1). Tal equilibrio es un ejemplo de punto silla. H

En el ejemplo anterior argumentamos informalmente que si una trayectoria se “estan-
ca” (es decir, si tiene un extremo), entonces este extremo debe ser un punto critico. Esto se
enuncia con cuidado en el siguiente teorema, cuya demostracién se bosqueja en el proble-
ma 30.

En la figura 5.12 se muestran algunas configuraciones tipicas de trayectorias en torno

r LOS PUNTOS LIMITE SON PUNTOS CRITICOS

Teorema 1. Sea x(¢), y(t) una pareja solucién en [0, +oco) del sistema auténomo
dx/dt = f(x,y),dy/dt = g(x,y), donde fy g son continuas en el plano. Si los limites

¥k = Ifm x(r) y y* = Ifm y(t)

t—+00 t—+o00

existen y son finitos, entonces el punto limite (x*, y*) es un punto critico del sistema.

Estos argumentos informales se establecen con rigor en el capitulo 12. Todas las referencias a los capitulos 11-13
se refieren al texto ampliado Fundamentals of Differential Equations and Boundary Value Problems, cuarta edicion.

4
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y
" y
L

X \_,-) X

Nodo Espiral Punto silla
(asintdticamente estable) (inestable) (inestable)
y y y
x X X
Centro Espiral Nodo
(estable) (asintdticamente estable) (inestable)

Figura 5.12 Ejemplos de diferentes comportamientos de las trayectorias cerca de un punto critico en el
origen

de puntos criticos. Estos retratos en el plano fase surgen de los sistemas enumerados en el
problema 29, y pueden ser generados por paquetes de software con opciones para bosquejo
de trayectorias. Podemos observar que los puntos criticos inestables se distinguen por las
trayectorias que “se alejan” desde puntos arbitrariamente cercanos, mientras que los equili-
brios estables “atrapan” todas las trayectorias cercanas. Los puntos criticos asintéticamente
estables atraen a sus trayectorias cercanas cuando  — +o0.

Desde el punto de vista histdrico, el plano fase fue introducido para facilitar el and-
lisis de los sistemas mecdnicos descritos por la segunda ley de Newton, fuerza igual a
masa por aceleracién. Un sistema mecdnico auténomo surge cuando esta fuerza es inde-
pendiente del tiempo y puede modelarse mediante una ecuacion de segundo orden de la
forma

10 y" =fny).
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SOLUCION
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Como hemos visto en la seccion 5.3, esta ecuacion se puede convertir en un sistema normal
de primer orden introduciendo la velocidad v = dy/dt y escribiendo

&,

dt ’
(11) d

dt _f(y U)

Asi, podemos analizar el comportamiento de un sistema mecdnico auténomo estudiando el
diagrama de plano fase en el plano yv. Observe que al ser v el eje vertical, las trayectorias

y(¢), v(¢)) fluyen hacia la derecha en el semiplano superior (donde v > 0) y hacia la iz-
quierda en el semiplano inferior.

Bosquejar el campo de direcciones en el plano fase para el sistema de primer orden corres-
pondiente al oscilador masa-resorte no forzado, no amortiguado descrito en la seccion 4.1
(figura 4.1 de la pdgina 152). Bosquejar varias trayectorias e interpretarlas fisicamente.

La ecuacion deducida en la seccién 4.1 para este oscilador es my” + ky = 0 o, en forma equi-

valente, y” = —ky/m. Por lo tanto, el sistema (11) asume la forma
y=uv,
w2
v=——.
m

El punto critico estd en el origen y = v = 0. El campo de direcciones en la figura 5.13 indi-
ca que las trayectorias parecen ser curvas cerradas (;elipses?) o espirales que encierran al
punto critico.

P S O
P S
e e e NSO
ATt S OO\

Ao NN \

S g} > > > y
\\\\\://

\\‘\‘\‘\**~ /// ,é ,é
Nt

Figura 5.13 Campo de direcciones para el ejemplo 4

En la seccién 4.8 vimos que los movimientos del oscilador no amortiguado son perié-
dicos; pasan ciclicamente por los mismos conjuntos de puntos, con las mismas velocidades.

4
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Sus trayectorias en el plano fase, entonces, deben ser curvas cerradas.” Confirmemos esto
matemadticamente resolviendo la ecuacion del plano fase
dv ky

a3 5=

La ecuacién (13) es separable y vemos que

_ ky v_ky2
vdv = mdy 0 d _mdz’

de modo que sus soluciones son las elipses v?/2 + ky?/2m = C, como se muestra en la fi-
gura 5.14. Las soluciones de (12) estdn restringidas a estas elipses y por tanto no tienden ni
se alejan de la solucion de equilibrio. El punto critico es entonces un centro como en la fi-
gura 5.12 de la pagina 268.

<

Figura 5.14 Trayectorias para el ejemplo 4

Ademas, las soluciones del sistema deben circular en forma continua en torno de las
elipses, pues no hay puntos criticos que las detengan. Esto confirma que todas las soluciones
son periddicas. W

Observacion. Mds en general, si una solucion de un sistema auténomo como (1) pasa por
un punto en el plano fase dos veces y si se comporta lo bastante bien como para satisfacer un
teorema de unicidad, entonces el segundo “recorrido” satisface las mismas condiciones
iniciales que el primer recorrido, y por lo tanto, debe reproducirlo. En otras palabras, las tra-
yectorias cerradas que no contienen puntos criticos corresponden a soluciones periodicas.

Mediante estos ejemplos hemos visto que el estudio del plano fase permite anticipar al-

gunas de las caracteristicas (ser acotada, periddica, etcétera) de las soluciones de los siste-
mas auténomos sin resolverlos de manera explicita. Gran parte de esta informacion se puede

Con el mismo razonamiento, las oscilaciones subamortiguadas corresponderfan a trayectorias espirales que tien-
den asintdticamente al origen cuando t — +oo.

A
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predecir simplemente a partir de los puntos criticos y el campo de direcciones (orientado por
puntas de flechas), que se pueden obtener mediante paquetes estandar de software.” El ejem-
plo final redne varias de estas ideas.

Determinar los puntos criticos y resolver la ecuacion del plano fase (2) para
dx
- =2,

(14) 2
S=-2(-2).

(Cudl es el comportamiento asintético de las soluciones que parten de (3, 0), (5,0)y (2, 3)?

Para hallar los puntos criticos, resolvemos el sistema
—y(y—2)=0, G-2)(y-2)=0.

Una familia de soluciones de este sistema estd dada por y = 2, con x arbitrario; es decir, la
rectay = 2. Si y # 2, entonces el sistema se simplifica a —y = 0,yx — 2 = 0, que tiene
la solucién x = 2y y = 0. Por lo tanto, el conjunto de puntos criticos consta del punto aisla-
do (2,0) y la recta horizontal y = 2. Las soluciones de equilibrio correspondientes son
x(t) = 2, y(1) = 0, y la familia x(r) = ¢, y(t) = 2, donde ¢ es una constante arbitraria.
Las trayectorias del plano fase satisfacen la ecuacion
(15) dy _ (x—=2)y—-2) _ 2
dx —y(y—2) y

Al resolver (15) separando las variables,
ydy = —(x — 2)dx or v+ (x—2F=cC,

se muestra que las trayectorias estdn en circulos concéntricos con centro en (2, 0). Véase la
figura 5.15.

A )

Figura 5.15 Diagrama del plano fase para el ejemplo 5

TAlgunos paquetes tienen caracteristicas avanzadas que facilitan el andlisis del plano fase, como el bosquejo y acer-
camiento a las trayectorias.
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A continuacién analizamos el flujo a lo largo de cada trayectoria. De la ecuacién
dx/dt = —y(y — 2), vemos que x es decreciente cuando y > 2. Esto significa que el flujo
va de derecha a izquierda a lo largo del arco de circulo que estd arriba de la rectay = 2.
Para 0 <y < 2, tenemos que dx/dt > 0, de modo que en esta region el flujo va de izquier-
da a derecha. Ademds, para y < 0, tenemos que dx/dt < 0y de nuevo el flujo va de derecha
a izquierda.

Observamos en la figura 5.15 que hay cuatro tipos de trayectorias asociadas al sistema
(14): (a) las que comienzan arriba de la recta y = 2 y siguen el arco de un circulo en senti-
do contrario al de las manecillas del reloj de regreso hasta esa recta; (b) las que comienzan
debajo de la recta y = 2 y siguen el arco de un circulo en el sentido de las manecillas del re-
loj hasta regresar a esa recta; (c) las que se mueven de manera continua en el sentido de las
manecillas del reloj en torno de un circulo con centro en (2, 0) con radio menor que 2 (es
decir, no cortan a la recta y = 2), y por tltimo, (d) los puntos criticos (2,0) y y = 2 con x
arbitrario.

La solucién que comienza en (3, 0) estd en un circulo que no tiene puntos criticos;
por lo tanto, es una solucién periddica y el punto critico (2, 0) es un centro. Pero el circu-
lo que contiene las soluciones que comienzan en (5,0) y en (2, 3) tiene puntos criticos
en (2 - \/5, 2) y|2+ \/5, 2). Las flechas indican que ambas soluciones tienden a
(2 - \/5, 2) en forma asintdtica (cuando t — +00). Estdn en el mismo circulo (curva inte-
gral), pero son trayectorias bastante diferentes. W

Observe que para el sistema (14), los puntos criticos de la recta y = 2 no estdn aislados,
de modo que no encajan en las categorias de la figura 5.12. Observe también que todas las
soluciones de este sistema estdn acotadas, pues estdn restringidas a circulos.

En los problemas 1 y 2, verifique que la pareja x(1), y(1) En los problemas 7 a 9, determine las curvas integrales

es una solucion del sistema dado. Bosqueje la trayecto- ~ para el sistema dado, resolviendo la ecuacion en el pla-
ria de la solucion dada en el plano fase. no fase dada en (2), pdgina 263.
dx dy ax _ dx _ 5, -3
1.5_3))3’ E:y; 7'dt y—1, s'dt 2y77,
x(t) = e, y(t) = e @ _ o5ty D _ 3x2 — 2xy
de_l dy_32 dt dt
T A T dx _
9. d 2y —x ,
x()=t+1, y@)=7+32+3¢ !
@ =e' +
dt Y

En los problemas 3 a 6, determine el conjunto de puntos

criticos para el sistema dado. 10. Determine todos los puntos criticos del sistema
dx dx
A ==y = dx
S TETY =y E=x2—1,
dy 2, .2 dy d
A — A Y
d x“+y 1 dt x+y+5 =,
5. % =x>— 2xy, 6. % =y2—-3y+2, y resuelva la ecuacion en el plano fase xy para determi-
nar las curvas integrales. Pruebe que hay dos trayec-
dy — 3y — 12 dy = (= Dy —2) torias que sean semicirculos genuinos. ;Cudles son
dt Y dt Y los extremos de los semicirculos?

A
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En los problemas 11 a 14, resuelva la ecuacion en el pla-
no fase para el sistema dado. Luego bosqueje a mano al-
gunas trayectorias (con sus flechas para el flujo),

11.%22)1, 12.%=—Sy,
%=2x %=18x

B -, w2
oG-y P2

En los problemas 15 a 18, determine todos los puntos

criticos para el sistema dado. Luego use un paquete de
software para bosquejar el campo de direcciones en el
plano fase, y a partir de esto describa la estabilidad de
los puntos criticos (es decir, compare con la figura 5.12).

15.‘;);=2x+y+3, 16.%=—5x+2y,
?;=—3x—2y—4 %Zx—4y

17.%=2x+13y, 18.%=x(7—x—2y),
iz=—x—2y %=y(5—x—y)

En los problemas 19 a 24, convierta la ecuacion de se-

gundo orden dada en un sistema de primer orden ha-
ciendo v = y'. Determine a continuacion los puntos
criticos en el plano yv. Por iltimo, bosqueje (a mano o
mediante algiin software) los campos de direcciones, y
describa la estabilidad de los puntos criticos (es decir,
compare con la figura 5.12).

9.9 20 4,0
“ar? “ar Y
d2y dzy
2. 2 +y+y5=0 22. 52 43 =0
ar 7Y a7
23. y"(1) + y(t) = y(1)* = 0

24. y"(1) + y(t) = y(1 = 0

25. Use un paquete de software para bosquejar el cam-

po de direcciones en el plano fase para el sistema
dx/dt =y ,
dyldt = —x + x° .

Seccion 5.4

A
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A partir de este bosquejo, conjeture si la solucién
que pasa por cada punto dado es periddica:

(@ (0.25,025) , () (2,2), (o) (1,0) .

LJ 26. Use un paquete de software para bosquejar el cam-

po de direcciones en el plano fase para el sistema
dx[dt =y ,
dyldt = —x — x* .

A partir de este bosquejo, conjeture si todas las so-

luciones de este sistema estdn acotadas. Resuelva la
ecuacidn en el plano fase y confirme su conjetura.

27. Use un paquete de software para bosquejar el cam-

po de direcciones en el plano fase para el sistema
dx/dt = —2x +y ,
dyldt = —5x — 4y .

A partir de este bosquejo, prediga el limite asint6-
tico (cuando ¢ — oo) de la solucién que parte de

(1, 1).
28. La figura 5.16 exhibe algunas trayectorias del sis-
tema
dx/dt =y ,
dyldt = —x + x* .
(Qué tipo de puntos criticos (véase la figura 5.12)
aparecen en (0,0) y (1,0)?

(N, :
NP

Figura 5.16 Plano fase para el problema 28

29. Los diagramas de plano fase que aparecen en la fi-
gura 5.12 se dedujeron de los siguientes sistemas.
Use cualquier método (excepto software) para rela-
cionar los sistemas con sus graficas.

(a) dx/di=x ,
dyldt = 3y

(b) dx/dt =y[2,
dyldt = —2x
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(¢) dx/dt = —5x+2y, (d)

dyldt = x — 4y dyldt = x + 2y
(€ dxfdi=5x—3y., (f) difdi=—y,
dyldt = 4x — 3y dyldt = x —y

A continuacién bosquejamos una demostracidon

del teorema 1 de la pdgina 267. El objetivo es

mostrar que f(x*, y*) = g(x*, y*) = 0. Justifique

cada paso.

(a) A partir de las hipotesis, deduzca que

Mmoo (1) = foc%, y¥) y Lm0y (1) =

g, y*)

Suponga que f(x*,y*) > 0. Entonces, por

continuidad, x’(z) > f(x*, y*)/2 para ¢ grande

(digamos, para t = T). Deduzca de esto que

x() > tf(x*, y*)/2 + C para t > T, donde C

€s una constante.

Concluya de la parte (b) que lim,_, , . x(t) = +o0,

lo que contradice el hecho de que este limite es

el nimero finito x*. Asf,f(x*, y*) no puede ser

positivo.

Justifique de manera andloga que al suponer

quef(x*, y*) <0 obtenemos una contradic-

cién; por lo tanto, f(x*, y*) debe anularse.

(e) De la misma manera, justifique que g(x*, y*)
debe anularse.

Por lo tanto, f(x*,y*) = g(x*,y*) =0 y (x*, y*)

es un punto critico.

(b)

(c)

(d)

El andlisis en el plano fase proporciona una rdpida
deduccién del lema de la integral de la energia de la
seccion 4.7 (pdgina 196). Realice los siguientes pa-
sos para demostrar que las soluciones de ecuaciones
de la forma particular y” = f(y) satisfacen

%(y’)2 — F(y) = constante ,

donde F(y) es una antiderivada de f(y).

(a) Haga v =y’ y escribay” = f(y) como un sis-
tema equivalente de primer orden.

(b) Muestre que las soluciones de la ecuacion en el
plano fase yv para el sistema de la parte (a) sa-
tisfacen v?/2 = F(y) + K. Reemplace v por y’
para concluir la demostracidn.

Use el resultado del problema 31 para demostrar que
todas las soluciones de la ecuacion
Yy +y' =0

permanecen acotadas. [Sugerencia: Justifique que
y*/4 estd acotada por arriba por la constante que
aparece en el problema 31].

34.

3s.

Y
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dx/dt = 2x — y , 33. Modelos epidemiolGgicos. Un modelo para la di-

fusion de una enfermedad en una poblacién (un mo-
delo epidemioldgico) estd dado por el sistema

as _

g aSI
dl

g aSI — bl ,

donde a y b son constantes positivas. En este caso,
S(¢) representa la poblacién susceptible e /(z) la po-
blacion infectada después de ¢ dias. La constante a
es una medida de la rapidez de transmision de la en-
fermedad de una persona infectada a la poblacion
susceptible. La constante b representa la razén con
la que sana la poblacidn infectada, es decir, sale de la
poblacion infectada (y con ello se supone que queda
inmune).

(a) Suponga que para cierta enfermedad se determi-
na que a = 0.003 y b = 0.5. En el plano fase SI,
bosqueje la trayectoria correspondiente a la con-
dicion inicial de que una persona esté infectada
y 700 personas sean susceptibles.

Utilice la gréfica de la parte (a) para estimar el
nimero méaximo posible de personas infectadas.
Use las ecuaciones diferenciales que modelan la
difusién de la enfermedad para justificar que el
nimero mdximo de personas infectadas ocurre
cuando S = b/a = 1000/6 = 167 personas.

(b)
(c)

Para el modelo del problema 33, muestre que el
valor mdximo para [ ocurre siempre cuando
S = bJa = 1000/6, si S(0) > b/a. (El nime-
ro b/a es el umbral).

El andlisis del plano fase S7 del problema 33 in-
dica que ocurre una epidemia (el nimero de per-
sonas infectadas crece primero y luego decrece
a cero) cuando S(0) > b/a. Verifique este he-
cho de manera directa a partir de la expresion
para dl/dt.

Al transcurrir el tiempo, ;qué ocurre con el nu-
mero de personas infectadas si S(0) < b/a?

(b)

(c)

Un problema de corriente. El movimiento de una
barra de hierro atraida por el campo magnético pro-
ducido por un cable de corriente paralelo a ésta y
restringido por resortes (véase la figura 5.17) queda
descrito mediante la ecuacién

dx _

dr

—x + ! s

ara
A—x P

_X0<X<)\,

A



D

donde las constantes x, y A son, respectivamente, las [[]] 36.

distancias de la barra a la pared y al cable cuando la
barra estd en equilibrio (reposo) con la corriente
apagada.

cable

Figura 5.17 Barra restringida por resortes y atraida por una
corriente paralela

(a) Haga v = dx/dr y convierta la ecuacién de se-
gundo orden en un sistema equivalente de primer
orden.

(b) Resuelva la ecuacion en el plano fase para el sis-
tema de la parte (a) y muestre asi que sus curvas
integrales estdn dadas por

v=i\/C—x2—21n()\—x),

donde C es una constante.

(¢) Muestre que si A < 2, no hay puntos criticos
en el plano fase xv, mientras que si A > 2 hay
dos puntos criticos. Para este dltimo caso, deter-
mine esos puntos criticos.

(d) Fisicamente, el caso IA < 2 corresponde a una
corriente tan alta que la atraccién magnética re-
basa completamente al resorte. Para tener una
mejor idea de esto, use un paquete de software
para graficar los diagramas en el plano fase pa-
ra el sistema cuando A = 1 y A = 3.

(e) Use sus diagramas de plano fase de la parte (d)
para describir los movimientos posibles de la
barra cuando A = 1 y A = 3, bajo varias condi-
ciones iniciales.

A
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Objeto que cae. El movimiento de un objeto que

se mueve de manera vertical en el aire queda descri-

to mediante la ecuacién
dy g dy

dr? V2 dt

k)

dt
donde y es el desplazamiento vertical hacia arriba y
V es una constante llamada la velocidad terminal.
Haga g = 32 pies/segundo’® y V = 50 pies/segundo.
Bosqueje trayectorias en el plano fase yv para
—100 = y = 100, —100 = v = 100, partiendo de
y=0yv=-75-50, =25, 0, 25, 50, y 75
pies/segundo. Interprete las trayectorias fisica-
mente. ;Por qué V se llama la velocidad terminal?

Friccion pegajosa. Una alternativa para el modelo
de friccién con amortiguamiento F = —by' analiza-
do en la seccion 4.1 es el modelo de “friccion pega-
josa”. Para una masa que se desliza sobre una
superficie como se muestra en la figura 5.18, la fric-
cion de contacto es mds complicada que simplemen-
te —by’'. Observamos, por ejemplo, que aunque la
masa se desplace ligeramente con respecto de la po-
sicion de equilibrio y = 0, puede permanecer esta-
cionaria debido a que la fuerza del resorte —ky es
insuficiente para contrarrestar la friccidn estdtica. Si
la fuerza mdxima que puede ejercer la friccion es u,
entonces un modelo plausible estd dado por

ky . si [ky| < p
y Yy =0,
Ffriccién =\M Sigl’lO(y) ’ si ‘ky| = 1%
y ¥y =0,
—wsigno(y’) , siy’ #0 .
y=0

y

|
|
|
|
T
|
|
|
|

k

]

Friccion

Figura 5.18 Sistema masa-resorte con friccion
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(La funcion signo(s) es +1 cuando s > 0, —1 cuan-
do s <0,y 0 cuando s = 0). El movimiento queda
descrito por la ecuacién

d*y
miz = _ky + Ffriccién .
dt

(16)

Asf, si la masa estd en reposo, la friccion equilibra

la fuerza del resorte si |y| < u/k pero simplemen-

te se le opone con intensidad w si |y| = w/k. Sila

masa se mueve, la friccién se opone a la velocidad

con la misma intensidad .

(a) Haga m = u = k =1, y convierta (16) en el
sistema de primer orden

!

y =v,
0, si |y <1
a7 y v=0.
v/ = { —y +signo (v), sily| =1
y v=0,

—y — signo(v) , siv#0 .

(b) Forme la ecuacion en el plano fase para (17)
cuando v # 0 y resuélvala para deducir las cur-
vas integrales

v+ (yx1)P=c,

donde usamos el signo mds para v > 0 y el
signo menos para v < 0.

(c) Identifique las trayectorias en el plano fase como
dos familias de semicirculos concéntricos.
(Cudl es el centro de los semicirculos en el se-
miplano superior? ;Y en el semiplano inferior?

(d) (Cudles son los puntos criticos para (17)?

(e) Bosqueje la trayectoria en el plano fase para la
masa liberada desde el reposo en y = 7.5. (En
qué valor de y la masa queda en reposo?

Nutacion de un cuerpo rigido. Las ecuaciones de
Euler describen el movimiento de los componentes
en el eje principal de la velocidad angular de un
cuerpo rigido que gira libremente (como una esta-
cion espacial) visto por un observador que gira con
el cuerpo (los astronautas, por ejemplo). Este movi-
miento se llama nutacion. Si los componentes de la
velocidad angular se denotan como x, y y z, enton-
ces un ejemplo de las ecuaciones de Euler es el sis-
tema auténomo tridimensional

dx/dt = yz ,
dyldt = —2xz ,
dz/dt = xy .

Y

Introduccion a los sistemas y el analisis del plano fase

La trayectoria de una solucién x(¢), y(z), z(¢) de es-
tas ecuaciones es la curva generada por los puntos
(x(t), y(t), z(t)) en el espacio fase xyz cuando  varfa
en un intervalo /.

(a) Muestre que cada trayectoria de este sistema es-
td en la superficie de una esfera (posiblemente
degenerada) con centro en el origen (0,0, 0).
[Sugerencia: Calcule %(x2 + y> + 7%)]. (Qué
puede decir acerca de la magnitud del vector de
velocidad angular?

(b) Determine todos los puntos criticos del siste-
ma, es decir, todos los puntos (X, yo, Zo) tales
que x(¢) = xo, y(t) = yy, 2(t) = z, es una solu-
cion. Para tales soluciones, el vector de veloci-
dad angular permanece constante en el sistema
del cuerpo.

(c) Muestre que las trayectorias del sistema estdn a
lo largo de la interseccién de una esfera y un ci-
lindro eliptico de la forma y? + 2x*> = C, para
cierta constante C. [Sugerencia: Considere la
expresion para dy/dx implicada por las ecuacio-
nes de Euler].

(d) Use los resultados de las partes (b) y (c) para
justificar que las trayectorias de este sistema son
curvas cerradas. {Qué se puede decir acerca de
las soluciones correspondientes?

(e) Lafigura 5.19 muestra algunas trayectorias ti-
picas de este sistema. Analice la estabilidad de
los tres puntos criticos indicados en los ejes
positivos.

Figura 5.19 Trayectorias para el sistema de Euler
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S5 SISTEMAS ACOPLADOS MASA-RESORTE

EJEMPLO |

En esta seccion extenderemos nuestro modelo masa-resorte para incluir situaciones en las
que los resortes acoplados unen dos masas que pueden moverse libremente. Los movimien-
tos resultantes pueden ser muy intrincados. Para simplificar la exposicidn, despreciaremos
los efectos de la friccidn, la gravedad y las fuerzas externas. Consideremos el siguiente ex-
perimento.

En una superficie horizontal suave, una masa m; = 2 kg estd unida a una pared fija me-
diante un resorte con constante de resorte m; = 4 N/m. Otra masa m, = 1 kg estd unida
al primer objeto mediante un resorte con constante de resorte k, = 2 N/m. Los objetos es-
tdn alineados en forma horizontal, de modo que los resortes tengan su longitud natural (fi-
gura 5.20). Si ambos objetos se desplazan 3 m a la derecha de sus posiciones de equilibrio
(figura 5.21) y luego se liberan, ;cudles son las ecuaciones de movimiento de los dos ob-
jetos?

>~
I
~
Pl
I
)
~
I
~
=
N
I
&)

%
3

b

SOLUCION

[
[E———
[—
=
(%)
[—
-

x>0 y>0 3
x=0 y=0 x=0 y=0
Figura 5.20 Sistema acoplado en equilibrio Figura 5.21 Sistema acoplado en su

desplazamiento inicial

Por nuestras hipétesis, las tinicas fuerzas que debemos tomar en cuenta son las fuerzas in-
herentes a los propios resortes. Recordemos que la ley de Hooke afirma que la fuerza que
actua sobre un objeto debido a un resorte tiene una magnitud proporcional al desplazamien-
to del resorte a partir de su longitud natural y tiene direccion opuesta a su desplazamiento. Es
decir, si el resorte se estira o comprime, entonces trata de regresar a su longitud natural.

Como cada masa se puede mover libremente, aplicamos la segunda ley de Newton a ca-
da objeto. Sea x(¢) el desplazamiento (hacia la derecha) de la masa de 2 kg a partir de su
posicién de equilibrio, y de manera andloga, sea y(¢) el desplazamiento correspondiente pa-
ra la masa de 1 kg. La masa de 2 kg tiene una fuerza F; que actda por su lado izquierdo de-
bido a un resorte y a una fuerza F, que actda por su lado derecho debido al segundo resorte.
En relacién con la figura 5.21 y al aplicar la ley de Hooke, vemos que

Flz_kl'x7 F2:+k2(y_x)a

porque (y — x) es el desplazamiento neto del segundo resorte con respecto de su longitud
natural. S6lo hay una fuerza que actia sobre la masa de 1 kg: la fuerza debida al segundo
resorte, que es

Fy= —ky(y — x) .

4
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Al aplicar la segunda ley de Newton a estos objetos, obtenemos el sistema
2
m1L§ = Fl + F2 = —klx + kz(y —x) .
dt
) )
mQIF = —k(y —x)
2 dl2 3 2 s

2
mlid )26 + (ki + k)x — kyy =0,

dt
2 5
dy

mzﬁ'f'kzy_kzxzo.

En este problema vemos que m; = 2, m, = 1, k; = 4,y k, = 2. Al sustituir estos valo-
res en el sistema (2) obtenemos

2
A3) 2%+6x—2y=0,

@ Do e
— —2x=0.
a7

Utilizaremos el método de eliminacion de la seccion 5.2 para resolver (3) — (4). Hace-

mos D = d/dt y escribimos el sistema como

5) (2D* + 6)[x] —2y =0,
(6) —2x+ (D*+2)[y] =0.

Sumamos (D? + 2) aplicado a la ecuacién (5) al doble de la ecuacién (6) para eliminar y:

[(D* +2)(2D* + 6) — 4][x] =0,
lo que se simplifica como

d*x d*x
7 2— + 10— + 8x =0 .
@ dr* dr?

Observe que la ecuacion (7) es lineal con coeficientes constantes. Para resolverla, pro-
cedemos como en el caso de las ecuaciones lineales de segundo orden y tratamos de hallar
soluciones de la forma x = e’’. Al sustituir ¢’ en la ecuacién (7) tenemos

20r* + 5,2 + 4)e" =0 .
Asi, obtenemos una solucion de (7) cuando r satisface la ecuacidn auxiliar
452 4+4=0.

Al factorizar r* + 5r% + 4 = (r> + 1)(r® + 4),vemos que las raices de la ecuacién auxi-
liar son los nimeros complejos i, —i, 2i, —2i. Al usar la férmula de Euler, tenemos que

2(t)=e¢"=cost+isent y  z(t) =¥ = cos2t+ isen2t

A
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son soluciones de la ecuacién (7) con valores complejos. Para obtener soluciones con valo-
res reales, consideramos las partes real e imaginaria de z,() y z,(¢). Asf, tenemos cuatro so-
luciones con valores reales

x,(f) = cost , x(f) = sent , x3(f) = cos 21 , x4(f) = sen 2t ,

y una solucién general

8 x(t) = a; cost + aysent + az cos 2t + aysen 2t ,

donde a,, ay, as, y a, son constantes arbitrarias.’
Para obtener una férmula para y(), usamos la ecuacién (3) para expresar y en términos

de x:
d*x
y(t) = ? + 3x

= —a,;cost — a,sent — 4az cos 2t — 4a, sen 2t
+ 3a, cost + 3a, sent + 3az cos 2t + 3a, sen 2t ,

y entonces
9) y(t) = 2a, cost + 2a,sent — az cos 2t — a, sen 2t .

Para determinar las constantes a;, a,, as, y a4, regresemos al problema original. Sabe-
mos que en un principio, los objetos se desplazaron 3 m hacia la derecha y que luego fue-
ron liberados. Por lo tanto,

dx dy

Al derivar las ecuaciones (8) y (9), tenemos

dx

g - T@isen t + a,cost — 2azsen 2t + 2a, cos 2t ,
dy

o —2a;sent + 2a, cost + 2as sen 2t — 2a, cos 2t .

Abhora, si hacemos ¢ = 0 en las férmulas para x, dx/dt, y, y dy/dt, las condiciones iniciales
(10) implican las cuatro ecuaciones

x(0) =a; +a3=3, %(0)=a2+2a4=0,

&

Y<0):201_a3:3, dt

(0):202_2Cl4:0 .
En este sistema hallamos que a; = 2,a, = 0, a3 = 1, y a4 = 0. Por lo tanto, las ecuaciones
de movimiento para los dos objetos son

x(t) = 2cost + cos 2t ,
y(t) = 4 cost — cos 2t ,

que se muestran en la figura 5.22 de la pagina 280. W

En el capitulo 6 se da un andlisis mds detallado de las soluciones generales.

4
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EJEMPLO 2

davivat

20

t t

Figura 5.22 Gréficas de movimiento de las dos masas del sistema masa-resorte acoplado

La pareja solucion general (8), (9) que se obtiene es una combinacion de senoides que
oscilan a dos frecuencias angulares distintas: 1 radidn/segundo y 2 radianes/segundo. Estas
frecuencias amplian la nocién de frecuencia natural del oscilador masa-resorte simple (libre
no amortiguado; seccién 4.8, pagina 208) y se llaman las frecuencias angulares naturales’
(o normales) del sistema. Un sistema complejo con mds masas y resortes tendria muchas
frecuencias normales.

Observe que si las condiciones iniciales se alteran de modo que las constantes a3 y ay
en (8) y (9) se anulen, el movimiento serfa una senoide pura que oscila con la tinica frecuen-
cia de un radidn/segundo. De manera similar, si a; y a, se anulan, sélo la oscilacién de 2 ra-
dianes/segundo se “excitaria”. Tales soluciones, donde el movimiento completo queda
descrito mediante una tnica senoide, son los modos normales del sistema.”™ Los modos
normales del siguiente ejemplo se pueden visualizar ficilmente, pues podemos considerar
que todas las masas y todas las constantes de resorte son iguales.

Tres resortes idénticos con constante de resorte k 'y dos masas idénticas m se unen en linea
recta con los extremos de los resortes exteriores fijos (véase la figura 5.23). Determinar e in-
terpretar los modos normales del sistema.

k = k = k
oo 1 ™ ] (LLLLLN 1 ™ | oo

T T

| |

x>0 1 y>0

i i

I I
x=0 y=0

Figura 5.23 Sistema masa-resorte acoplado con extremos fijos

El estudio de las frecuencias naturales de las oscilaciones de sistemas complejos se conoce en ingenieria como anali-
sis modal.

""Los modos normales se caracterizan de manera mds natural en términos de los valores propios (véase la seccién 9.5).

A
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Definimos los desplazamientos a partir del equilibrio, x y y, como en el ejemplo 1. Las ecua-
ciones que expresan la segunda ley de Newton para las masas son bastante parecidas a (1),
excepto por el efecto del tercer resorte sobre la segunda masa:

(11) mx" = —kx + k(y — x) ,
a2 my" = —k(y —x) = ky

(0]

(mD* + 2k)[x] —ky =10,
—kx + (mD* + 2k)[y] =0

Al eliminar y de la manera usual se tiene

13)  [(mD* + 2k - k*][x] =0 .

Esto tiene la ecuacion auxiliar
(mr2 + 2k)2 -k = (mr2 + k)(mr2 + 3k) =0,

con raices *iVk/m, =i’/ 3k/m. Al hacer w == V k/m, obtenemos la siguiente solucién ge-
neral de (13):

(14)  x(t) = Cycos wt + Cysen wt + C; cos(\/gwt) +C, sen(\/gwt) .

Para obtener y(7), despejamos y(¢) en (11) y sustituimos x(¢) dada en (14). Al simplificar ob-
tenemos

(15)  y(t) = Cycos wt + Cysen wt — C; cos(\/gwt) -C sen(\/gwt) .

Las férmulas (14) y (15) muestran que las frecuencias angulares normales son
®y V3w. De hecho, si C; = C, = 0, tenemos una solucién donde y(f) = x(1), que oscila

X y X y
- —

L E
J UV

~

1

15

L EL
J UV
MM
VT
LA
VUV

20 20

~
~
~

(@ (b)

Figura 5.24 Modos normales para el ejemplo 2

4
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con la frecuencia angular @ = "V k/m radianes/segundo (equivalente a una frecuencia de
\/k/m |27 periodos/segundo). Ahora, si x(f) = y(z) en la figura 5.23, las dos masas se mue-
ven como si fuesen un tinico cuerpo rigido de masa 2m, forzado por un “resorte doble” con
una constante de resorte dada por 2k. De hecho, de acuerdo con la ecuacién (4) de la sec-
cion 4.8 (pagina 208), seria de esperar que tal sistema oscilara con la frecuencia angular
\V 2k/2m = Vk/m (!) Este movimiento se muestra en la figura 5.24(a) de la pdgina 281.

De manera andloga, si C; = C, = 0, determinamos el segundo modo normal donde
y(¢) = —x(t), de modo que en la figura 5.23 hay dos sistemas, uno reflejo del otro, cada uno
con masa m y un “resorte y medio” con constante de resorte k + 2k = 3k. (El medio resor-
te serfa el doble de rigido). La ecuacion (4) de la seccidn 4.8 predice entonces una frecuen-
cia de oscilacién angular para cada sistema, V 3k/m = \/’;w, que de nuevo es consistente
con (14) y (15). Este movimiento se muestra en la figura 5.24(b). B

1. Dos resortes y dos masas estdn unidos en linea rec-
ta sobre una superficie horizontal sin friccion, como
se muestra en la figura 5.25. El sistema se pone en
movimiento manteniendo la masa m, en su posicion
de equilibrio y jalando la masa m; a la izquierda de
su posicion de equilibrio una distancia de 1 metro,
para luego liberar ambas masas. Exprese la ley de
Newton para el sistema y determine las ecuaciones
de movimiento para las dos masas si m; = 1 kg,
my =2kg, ky =4 N/myk, =10/3 N/m.

m m m
1 T T
1 I 1
1 I 1
1 x B0

xEIIl]

Figura 5.26 Sistema masa-resorte acoplado con tres grados
de libertad

4. Dos resortes, dos masas y un amortiguador se unen
en linea recta sobre una superficie horizontal sin
friccién como se muestra en la figura 5.27. El amor-

ki ky tiguador proporciona una fuerza de amortiguamien-
m @) to sobre la masa m,, dada por F = —by’'. Deduzca
T ] . . . .
i i el sistema de ecuaciones diferenciales para los des-
x0>0 | ¥PF 0 :
i p ! plazamientos x y y.
1
1
X2 0 YEO
Figura 5.25 Sistema masa-resorte acoplado con un extremo
libre k ko b
] ]
| |
X0 YO0
. . . . I I
2. Determine las ecuaciones de movimiento para las L yio

dos masas descritas en el problema 1 si m; = 1 kg,
my = 1 kg, k; =3 N/m,y k, =2 N/m.

Figura 5.27 Sistema masa-resorte acoplado con un extremo
amortiguado

3. Cuatro resortes con la misma constante de resorte y

tres masas iguales se unen en linea recta sobre una 5. Dos resortes, dos masas y un amortiguador se unen
. b

superficie horizontal sin friccion, segin se muestra
en la figura 5.26. Determine las frecuencias norma-
les del sistema y describa los tres modos normales
de vibracioén.

en linea recta sobre una superficie horizontal sin
friccién como se muestra en la figura 5.28. El siste-
ma se pone en movimiento manteniendo la masa m;,
en su posicién de equilibrio y jalando la masa m;

A
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a la izquierda de su posicién de equilibrio a una
distancia de 2 metros, para luego liberar ambas ma-
sas. Determine las ecuaciones de movimiento para
las dos masas si m; = m, = 1 kg, k; = k, = 1 N/m,
y b = 1 N-s/m. [Sugerencia: El amortiguador ac-
tda sobre m; y m, con una fuerza de magnitud
bly" — x'[].

ky b ky

iy

1
1
X0
1
1

h-====-
o <
&
o

x=0

~<

Figura 5.28 Sistema masa-resorte acoplado con
amortiguamiento entre las masas

. En relacién con el sistema masa-resorte acoplado

del ejemplo 1, suponga que se aplica una fuerza ex-

terna E(t) = 37 cos 3¢ al segundo objeto de masa 1

kg. Las funciones de desplazamiento x(¢), y(¢) satis-

facen ahora el sistema

ae)  2x'(¢) + 6x(t) — 2y(t) = 0,

an  y'(e) + 2y(¢) — 2x(¢t) = 37 cos 3¢ .

(a) Muestre que x(7) satisface la ecuacién

a8)  x(¢) + 5x(¢) + 4x(t) = 37 cos 3¢ .

(b) Determine una solucién general x(¢) de la ecua-
cion (18). [Sugerencia: Use coeficientes inde-
terminados, con x, = A cos 3¢t + B sen 3¢].

P
(c) Sustituya x(¢) en (16) para obtener una férmu-

la para y(z).

(d) Si ambas masas se desplazan 2 m hacia la de-
recha de sus posiciones de equilibrio y luego se
liberan, determine las funciones de desplaza-

miento x() y y(z).

. Suponga que las funciones de desplazamiento x(t) y

y(t) para un sistema masa-resorte acoplado (similar
al analizado en el problema 6) satisfacen el proble-
ma con valores iniciales

x'(t) + 5x(t) — 2y() =0,

y'(¢) + 2y(¢) — 2x(¢) = 3 sen 2t ;

x(0)=x'(0)=0,

y0)=1, y(0)=0.
Determine x(¢) y y(2).

. Un péndulo doble oscila en un plano vertical bajo la

influencia de la gravedad (véase la figura 5.29) y sa-
tisface el sistema

Sistemas acoplados masa-resorte 283

(my + my)1307 + myli 1,05 + (my + my)lig6, =0 ,

myl305 + myl, 1,07 + mylrg6, = 0
donde 6,y 6, son dngulos pequefios. Resuelva el
sistema cuando m; = 3 kg, m, =2kg, [y, =1, =5
m, 6,(0) = 7/6, 6,(0) = 67(0) = 05(0) = 0.

Figura 5.29 Péndulo doble

. El movimiento de una pareja de péndulos idénticos

acoplados mediante un resorte se modela mediante
el sistema
mg

_Txl - k(xl - Xz) s

m
mxy = —Tgx2 + k(x; — xp)

para desplazamientos pequefios (véase la figura
5.30). Determine las dos frecuencias normales del
sistema.

mx|

Figura 5.30 Péndulos acoplados
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10. Suponga que el sistema masa-resorte acoplado del (b) Justifique que en el equilibrio, el resorte superior
problema 1 (figura 5.25) se cuelga verticalmente en se estira una distancia I, = (m; + m,)g/k,.
un soporte (con la masa m, sobre m;), como en la (c) Muestre que si x; y x, se definen ahora como los
seccion 4.9, pdgina 218. desplazamientos con respecto de las posiciones
(a) Justifique que en el equilibrio, el resorte inferior de equilibrio de las masas m, y m,, entonces las
se estira una distancia /; con respecto de su lon- ecuaciones de movimiento son idénticas a las ob-
gitud natural L,, dada por [, = m,g/k;. tenidas en el problema 1.

S8 CIRCUITOS ELECTRICOS

EJEMPLO |

SOLUCION

Las ecuaciones que describen las relaciones voltaje-corriente para una resistencia, un induc-
tor y un condensador se dieron en la seccion 3.5, junto con las leyes de Kirchhoff que res-
tringen el comportamiento de estas cantidades cuando los elementos se conectan en forma
eléctrica a un circuito. Ahora que tenemos las herramientas para resolver ecuaciones linea-
les y sistemas de orden superior, podemos analizar circuitos eléctricos mds complejos.

El circuito RLC en serie de la figura 5.31 tiene una fuente de voltaje dada por E(f) = sen
100t voltios (V), una resistencia de 0.02 ohms (€2), un inductor de 0.001 henrios (H) y un
condensador de 2 faradios (F). (Elegimos estos valores por conveniencia; los valores tipicos
para el condensador son mucho menores). Si la corriente y la carga iniciales en el conden-
sador son iguales a cero, determinar la corriente en el circuito para ¢ > 0.

Resistencia R

Fuente E
de voltaje \_

% Inductancia L

Figura 5.31 Representacion esquemadtica de un circuito RLC en serie.

Capacitancia C

Con la notacién de la seccién 3.5, tenemos que L = 0.001 H, R =0.02Q,C=2FyE(t) =
sen 100z. Segtin la ley de corriente de Kirchhoff, 1a misma corriente / pasa por cada elemen-
to del circuito. La corriente que pasa por el condensador es igual a la razon instantdnea de
cambio de su carga g:

Q)  I=dgldr .

Por las ecuaciones de la seccién 3.5, observamos que la caida de voltaje a través del conden-
sador (E(), la resistencia (Ey) y el inductor (E;) se expresan como

ER:RI, EL:LQ

A
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Por tanto, la ley del voltaje de Kirchhoff E; + Er + E- = E se puede expresar como

dl 1 _
3) Ldt+RI+Cq—E(t).

En la mayor parte de las aplicaciones nos interesard determinar la corriente /(7). Si deriva-
mos (3) con respecto de ¢ y sustituimos / en vez de dg/dt, obtenemos

2
@) L gdl 1, _dE
dr d C dt

Al sustituir los valores dados tenemos

d’l dl _
(0.001) e + (0.02) 4 T (051 =100 cos 1007 ,

0, en forma equivalente,

2
5) % + 20% + 5007 = 100,000 cos 1007 .

La ecuacién homogénea asociada con (5) tiene la ecuacién auxiliar
r? + 20r + 500 = (r + 10)* + (20> =0 ,
cuyas raices son —10 = 20i. Por lo tanto, la solucion de la ecuacion homogénea es
(6) I,(t) = Cie " cos 201 + Cre™ 1% sen 201 .

Para determinar una solucidn particular de (5), podemos usar el método de coeficientes
indeterminados. Hacemos

L,(t) = A cos 100t + B sen100¢
y realizamos el procedimiento de la seccién 4.5 para obtener finalmente, con tres decimales,
A = —10.080 , B=2122.
Por lo tanto, una solucién particular de (5) estd dada por
7 L,(1) = —10.080 cos 1007 + 2.122 sen 100z .
Como I = I, + I, vemos de (6) y (7) que

) 1(r) = ¢ 1%(C, cos 201 + C, sen 20¢) — 10.080 cos 1007 + 2.122 sen 100z .

Para determinar las constantes C; y C,, necesitamos los valores 1(0) e I'(0). Sabemos que
1(0) = g(0) = 0. Para determinar /' (0), sustituimos los valores para L, R y C en la ecuacién
(3) e igualamos los dos lados en ¢ = 0, para obtener

(0.001)7(0) + (0.02)1(0) + (0.5)g(0) = sen 0 .

4
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Como 1(0) = ¢(0) = 0, vemos que I'(0) = 0.. Por dltimo, usamos I(¢) en (8) y las condi-
ciones iniciales 7(0) = I'(0) = 0, para obtener el sistema

1(0) = C; — 10.080 = 0 ,
I'(0) = —10C, + 20C, + 2122 =0 .

Al resolver este sistema tenemos que C; = 10.080 y C, = —5.570. Por lo tanto, la corrien-
te en el circuito RLC en serie es

9 1(1) = ¢ '%(10.080 cos 20¢ — 5.570 sen 207) — 10.080 cos 100z +2.122 sen1007 . W
Observe que, como en el caso de las vibraciones mecdnicas forzadas, la corriente en (9)
tiene dos componentes: [, una corriente transitoria que tiende a cero cuando r — +o0, y
la otra componente

I

(1) = —10.080 cos 100 + 2.122 sen 100z ,

una corriente de estado estacionario senoidal que permanece.
Dejaremos al lector la verificacidon de que la solucién de estado estacionario Ip(t) que
surge de la fuente de voltaje mds general E(r) = E, sen 7yt es

_ Eysen(yt + 6)
VR + [yL = 1/(yO) 2

10 L)

donde tan = (1/C — Ly?)/(yR) (véase la seccién 4.9, pdgina 218).

En el instante # = 0, la carga en el condensador de la red eléctrica que aparece en la figura
5.32 es de 2 coulombs (C), mientras que la corriente que circula a través del condensador es
cero. Determine la carga en el condensador y las corrientes en las diversas ramas de la red
en cualquier instante ¢ > 0.

20 ohms (€2) 1 A I

a3

+
Svoltios (V) == lazo | 1 henrio (H) :\ ﬁ faradios (F)

a3

lazo 3 lazo 2

Figura 5.32 Diagrama esquemdtico de una red eléctrica

Para determinar la carga y corrientes en la red eléctrica, primero notamos que la red tiene
tres circuitos cerrados: el lazo 1 a través de la baterfa, la resistencia y el inductor; el lazo 2
que pasa por la baterfa, la resistencia y el condensador, y el lazo 3 que contiene al conden-
sador y al inductor. Aprovecharemos la ley de la corriente de Kirchhoff; designamos como

A
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I, a la corriente que pasa por la bateria y la resistencia, I, es la corriente que pasa por el in-
ductor e 15 la corriente que pasa por el condensador. Para que la notacién sea consistente,
denotamos la carga en el condensador como g;. Por lo tanto, I; = dg;/dt.

Como analizamos al principio de la seccion, la caida de voltaje en una resistencia es R,
en un inductor es Ldl/dt y en un condensador es ¢/C. Asf, al aplicar la ley de voltaje de
Kirchhoff a la red eléctrica de la figura 5.32, vemos que para el lazo 1,

a1 by o = s,

) dt b ’
(inductor) (resistencia)  (bateria)

para el lazo 2,

(12) 20, + 160g; = 5;
(resistencia) (condensador) (bateria)

y para el lazo 3,

13 & + 160g; = 0
( ) dt q3 = .
(inductor) (condensador)

(El signo menos en (13) surge al considerar una trayectoria en el sentido de las manecillas
del reloj en torno al lazo 3, de modo que la corriente que pasa por el inductor es —1I,). Ob-
serve que estas tres ecuaciones no son independientes: Podemos obtener la ecuacion (13)
restando (11) de (12). Por lo tanto, sélo tenemos dos ecuaciones para determinar las tres in-
cognitas Iy, I, y g3. Si ahora aplicamos la ley de la corriente de Kirchhoff a los dos puntos
de union en la red, en el punto A vemos que I; — I, — I3 =0 y en el punto B que
I, + I; — I, = 0. En ambos casos obtenemos

d613_
(14) I'_Iz_dt_o’

pues Iy = dgs/dt. Al reunir (11), (12) y (14) en un sistema, tenemos (con D = d/dt)

16) 201, + 160g; = 5 ,

Resolvemos este sistema mediante el método de eliminacion de la seccion 5.2. Usamos
la ecuacioén (16) para eliminar /; de las otras dos, y tenemos

19) 201, + (20D + 160)g3 = 5 .

Al eliminar I, se llega a

(20)  20D%gq; + 160Dg; + 3200g; = 0 .

4
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Para obtener las condiciones iniciales para la ecuacién de segundo orden (20), recorde-
mos que en el instante ¢ = 0, la carga en el condensador es de 2 coulombs y la corriente se
anula. Por tanto,

443

21) ar

(0)=o0.
Ahora podemos resolver el problema con valores iniciales (20) — (21) mediante las téc-
nicas del capitulo 4. En tltima instancia tenemos

q;5(t) = 2e ¥ cos 12t + %e_‘" sen 12t ,

d 80
L) = f(t) =~ e Msen 121

Ahora, para determinar /,, sustituimos estas expresiones en (19) y obtenemos

B0 = 3 — ")~ 84,1

= i — 16 #cos 12t + 6?46_4’ sen 12¢ .

Por dltimo, de I; = I, + I3 obtenemos

1

I(r) = 4 16e % cos 12;—1?6e*4’sen 12t. m

Observe que las ecuaciones diferenciales que describen las vibraciones mecénicas y los
circuitos RLC en serie son esencialmente iguales. De hecho, hay una identificacion natural
de los pardmetros m, b y k para un sistema masa-resorte con los pardmetros L, Ry C que
describen los circuitos; esto se ilustra en la tabla 5.3. Ademas, los términos transitorio, es-
tado estacionario, sobreamortiguado, criticamente amortiguado, subamortiguado y fre-
cuencia de resonancia que se describieron en las secciones 4.8 y 4.9 también se aplican a
los circuitos eléctricos.

TABLA 5.3 ANALOGIA ENTRE LOS SISTEMAS
MECANICOS Y ELECTRICOS

Sistema mecanico masa-resorte
con amortiguamiento

Circuito eléctrico RLC
en serie

mx" + bx' + kx = f()

Lg" + Rq' + (1/C)q = E(1)

Desplazamiento x Carga q
Velocidad x' Corriente qg =1
Masa m Inductancia L
Constante de amortiguamiento b Resistencia R
Constante de resorte k (Capacitancia) ! 1/c
Fuerza externa f(¢) Fuente de voltaje E(t)
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Esta analogia entre un sistema mecdnico y un circuito eléctrico se extiende a sistemas
y circuitos de gran escala. Una consecuencia interesante de este hecho es el uso de simula-
cién analogica y, en particular, el uso de computadoras analdgicas para analizar sistemas
mecdnicos. Los sistemas mecdnicos de gran escala se modelan construyendo un sistema
eléctrico correspondiente, midiendo después las cargas ¢(7) y las corrientes /(z).

Aunque tales simulaciones analégicas son importantes, fanto los sistemas mecdnicos
como los sistemas eléctricos de gran escala se modelan actualmente con simulaciones en
computadoras digitales. Esto implica la resolucién numérica del problema con valores ini-
ciales que describe al sistema. Atn asi, la analogia entre los sistemas mecdnicos y eléctricos
significa que, bdsicamente, se puede usar el mismo software para analizar ambos sistemas.

dada por E(¢) = 20V, una resistencia de 100 Q, un
inductor de 4 H y un condensador de 0.01 F. Si la
corriente inicial es igual a cero y la carga inicial en
el condensador es 4 C, determine la corriente en el
circuito para ¢t > 0.

. Un circuito RLC en serie tiene una fuente de voltaje

dada por E(t) = 40 cos 2t V, una resistencia de 2 Q,
un inductor de 1/4 H y un condensador de 1/13 F.
Si la corriente inicial es igual a cero y la carga ini-
cial en el condensador es 3.5 C, determine la carga
en el condensador para ¢t > 0.

. Un circuito RLC en serie tiene una fuente de vol-

taje dada por E(r) = 10 cos 20¢ V, una resistencia
de 120 Q, un inductor de 4 H y un condensador de
(2200)"! F. Determine la corriente (solucién) de es-
tado estacionario para este circuito. ;Cudl es la fre-
cuencia de resonancia para el circuito?

. Un circuito LC en serie tiene una fuente de voltaje

dada por E(¢) = 30 sen 50t V, un inductor de 2 H y
un condensador de 0.02 F (sin resistencias). ;Cudl
es la corriente en este circuito parat > 0sient = 0,
1(0) = ¢(0) = 0?

. Un circuito RLC en serie tiene una fuente de voltaje de

la forma E(¢) = E, cos ytV, una resistencia de 10 Q,
un inductor de 4 H y un condensador de 0.01 F. Bos-
queje la curva de respuesta de frecuencia para este
circuito.

. Muestre que cuando la fuente de voltaje en (3) es de la

forma E(t) = E, sen vt, entonces la solucién de es-
tado estacionario I, es la dada en la ecuacién (10).

. Un sistema masa-resorte con amortiguamiento consta

de una masa de 7 kg, un resorte con constante de re-
sorte 3 N/m, un componente de friccién con constan-
te de amortiguamiento 2 N-s/m y una fuerza externa

N

. Un circuito RLC en serie tiene una fuente de voltaje

dada por f(z) = 10 cos 10¢ N. Use una resistencia
de 10 Q para construir un circuito RLC en serie que
sea el andlogo de este sistema mecdnico, en el sen-
tido que ambos sistemas queden descritos mediante
la misma ecuacidn diferencial.

. Un sistema masa-resorte con amortiguamiento

consta de un peso de 16 libras, un resorte con cons-
tante de resorte 64 libras/pie, un componente de
friccion con constante de amortiguamiento 10 li-
bras-s/pie y una fuerza externa dada por f(¢) = 20
cos 8¢ libras. Use un inductor de 0.01 H para cons-
truir un circuito RLC en serie que sea el andlogo de
este sistema mecdnico.

. Debido a la férmula de Euler, ¢’ = cos 6 + i sen 6,

con frecuencia es conveniente considerar a la vez las
fuentes de voltaje E,cos yt y Eysen yt, usando
E(1) = Eye™'. En este caso, la ecuacién (3) se con-
vierte en

(22 L@ + R lq = Eye"'
> T dt C M
donde ahora ¢g es complejo (recuerde que
I=4q'.1'=4q").
(a) Muestre que la solucion de estado estacionario
(22) es

1/C — y’L + iyR

e,

q,(1)

[Sugerencia: Use el método de coeficientes in-
determinados con la estimacion 4, = Ae™,
donde A es una constante compleja. La técnica
se analiza con detalle en el proyecto A al final
del capitulo 4].
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(b) Muestre ahora que la corriente de estado esta-
cionario es
Ey

W=y ilyL — 1/(y0)]°

(¢) Uselarelaciona + i3 = Va2 + B%e™, donde
tan 6 = 3/, para mostrar que /, se puede ex-
presar en la forma

iyt

= Eo
VR + [yL — 1/(yO) P
donde tan 6 = (1/C — Ly*)/(yR).

(d) La parte imaginaria de ¢ is sen y#, de modo
p g Y
que la parte imaginaria de la solucién de (22)

e i<yt + 9)

1,(1)

Y

Introduccion a los sistemas y el analisis del plano fase

debe ser la solucion de la ecuacion (3) para
E(t) = E, sen yt. Verifique que éste también es
el caso para la corriente, mostrando que la parte
imaginaria de I, en la parte (c) es igual a la dada
en la ecuacion (10).

En los problemas 10 a 13, determine un sistema de ecua-
ciones diferenciales y condiciones iniciales para la co-
rriente de las redes dadas en los diagramas esquemdticos
(Figuras 5.33 a 5.36). Suponga que todas las corrientes
iniciales se anulan. Determine las corrientes en cada ra-
ma de la red.

10. 10H 30H
—_— 20V 10 Q § 40 Q §
1 I L
Figura 5.33 Red RL para el problema 10
11. 10 Q 5Q

M MV

Y

— 10V 20H ) —

Figura 5.34 Red RL para el problema 11

12. 10 Q
—_— 10V 0.02H 0.025H
L
I, 2 I
Figura 5.35 Red RL para el problema 12
13. 0.5F

cos 3t V ()

L
1 2 I3

Figura 5.36 Red RLC para el problema 13

NEY7 sISsTEMAS DINAMICOS, TRANSFORMACIONES
DE POINCARE Y CAOS

En esta seccion daremos un paseo por un drea de las matemdticas que actualmente recibe
mucha atencion, tanto por los interesantes fendmenos matemadticos observados como por sus
aplicaciones a campos como la meteorologia, la conduccién del calor, la mecdnica de flui-
dos, los equipos ldser, las reacciones quimicas y los circuitos no lineales, entre otros. El drea
es la de los sistemas dindmicos,” en particular cuando estos sistemas son no lineales.

Para un estudio mds detallado de los sistemas dindmicos, el lector puede consultar An Introduction to Chaotic
Dynamical Systems, segunda edicion, por R. L. Devaney (Addison-Wesley, Reading, Mass., 1989) y Nonlinear
Oscillations, Dynamical Systems and Bifurcations of Vector Fields por J. Guckenheimer y P. J. Holmes (Springer-

Verlag, Nueva York, 1983).
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Un sistema dinamico es cualquiera que nos permite determinar (al menos desde un
punto de vista tedrico) los estados futuros del sistema dado su estado presente. Por ejemplo,
la férmula recursiva (ecuacion en diferencias)

Xpe1 = (1.05)x, , n=0,1,2,...

es un sistema dindmico, pues podemos determinar el siguiente estado x,,., dado el estado
anterior x,. Si conocemos x,, entonces podemos calcular cualquier estado futuro [de hecho,
Xpi1 = Xo(1.05)"F1].
Otro ejemplo de sistema dindmico es la ecuacion diferencial

% = —2x,
donde la solucién x(¢) especifica el estado del sistema en el “instante” ¢. Si conocemos
x(ty) = x, entonces podemos determinar el estado del sistema en cualquier instante futuro
t > to resolviendo el problema con valor inicial

% = —2x, x(to) = xo .
En efecto, un sencillo cdlculo muestra que x(¢) = x, e~ 2i=n) parat = .

Para un sistema dindmico definido mediante una ecuacion diferencial, con frecuencia es
util trabajar con un sistema dindmico relacionado con el anterior, definido mediante una
ecuacion en diferencias. Por ejemplo, cuando no podemos expresar la solucion de una ecua-
cion diferencial mediante funciones elementales, podemos usar una técnica numérica, como
el método de Euler mejorado o Runge-Kutta para aproximar la solucion de un problema con
valores iniciales. Este esquema numérico define un nuevo sistema dindmico (pero relacio-
nado con el anterior) que con frecuencia es mds facil de estudiar.

En la seccion 5.4 usamos los diagramas del plano fase para estudiar los sistemas auto-
nomos en el plano. Muchas de las caracteristicas importantes del sistema se pueden detec-
tar observando tales diagramas. Por ejemplo, una trayectoria cerrada corresponde a una
solucion periddica. La interpretacion de las trayectorias de sistemas no auténomos en el pla-
no fase es mas compleja. Una técnica que es ttil en este contexto es la llamada transforma-
cion de Poincaré. Como veremos, estas transformaciones reemplazan el estudio de un
sistema no auténomo por el estudio de un sistema dindmico definido mediante la posicion
en el plano xv (v = dx/dt) de la solucién en momentos espaciados regularmente en el tiem-
po, como ¢t = 27rn, donde n = 0, 1, 2,.... La ventaja de usar la transformacion de Poincaré
serd clara al aplicar el método a un problema no lineal del que no se conoce una solucién
explicita. En tal caso, las trayectorias se calculan mediante un esquema numérico, como
Runge-Kutta. Varios paquetes de software tienen opciones que construyen las transforma-
ciones de Poincaré para un sistema dado.

Para ilustrar la transformacion de Poincaré, consideremos la ecuacion

6)) x"(t) + w’x(t) = Fcost ,

donde F y w son constantes positivas. En la seccion 4.9 estudiamos ecuaciones similares y
vimos que una solucion general para w # 1 estd dada por

) x(t) = Asen(wr + ¢) + 5 cost ,

W —

donde la amplitud A y el dngulo de fase ¢ son constantes arbitrarias. Como v = x’,

v(t) = wA cos(wt + ¢) — sent .
w? =1

4
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Como la funcion de forzamiento F cos ¢ es periddica con periodo 27, es natural buscar so-
luciones de (1) periddicas con periodo 27r. Para esto, definimos la transformacién de Poin-

caré como
3) x, =x(2mn) = Asen(2mwon + ¢) + F/(w* — 1) ,
v, =v(27n) = wA cos(2mwn + ¢) ,
paran =0, 1,2, ....En la figura 5.37 graficamos los primeros cien valores de (x,, v,)

en el plano xv para distintas elecciones de w. Para simplificar la exposicidn, consideramos
A =F = 1yd¢ = 0. Estas graficas se llaman secciones de Poincaré y las interpretaremos en
breve.

Ahora juguemos a lo siguiente. Ignoremos por el momento el hecho de que ya conoce-
mos la férmula para x(z) para toda ¢ = 0. Queremos saber qué informacién relativa a la so-
lucion podemos obtener de la seccidon de Poincaré€ y de la forma de la ecuacion diferencial.

Observe que las dos primeras secciones de Poincaré en la figura 5.37, correspondientes
aw = 2y 3, constan de un solo punto. Esto nos dice que, si comenzamos en ¢t = 0, todo in-
cremento de 27 en ¢ nos regresa al mismo punto en el plano fase. Esto a su vez implica que
la ecuacién (1) tiene una solucién periddica con periodo 27, lo que puede demostrarse
como sigue: Para @ = 2, sea x(z) la solucién de (1) con (x(O), v(O)S =(1/3,2) y sea
X(#) = x(t + 27). Como la seccién de Poincaré es sélo el punto (1/3,2), tenemos que
X(0) = x(27) = 1/3y X' (0) = x'(27) = 2. Asf, x(1) y X(¢) tienen los mismos valores ini-
ciales en ¢t = 0. Ademds, como cos ¢ es periddica con periodo 277, también tenemos

X"(t) + 0*X(1) = x"(t + 2m) + 0*x(t + 27) = cos(t + 27) = cos ¢ .

En consecuencia, x(¢) y X(¢) satisfacen el mismo problema con valores iniciales. Por los teo-
remas de unicidad de las secciones 4.2 y 4.5, estas funciones deben coincidir en el interva-
lo [0, o). Por lo tanto x(r) =X(r) = x(¢r + 2) para toda t = 0; es decir, x(¢) tiene periodo
27r. (El mismo razonamiento sirve para w = 3). Con un argumento similar, se tiene que la
seccién de Poincaré para w tiene una solucién con periodo 47 que alterna entre los dos pun-
tos que aparecen en la figura 5.37(c) cuando ¢ se incrementa en 27r. Para el caso w = 1/3, de-
ducimos que existe una solucién de periodo 677 que va pasando por estos tres puntos, y para
o = 1/4 hay una solucién con periodo 87 que pasa por cuatro puntos. A las dltimas tres so-
luciones les llamamos subarménicas.

El caso o = V2 es distinto. hasta ahora, en la figura 5.37(f), ninguno de los puntos se
ha repetido. ; Nos detuvimos demasiado pronto? ;Habrd algiin momento en que los puntos
se repitan? En este caso, el hecho de que V/2 sea irracional juega un papel crucial. Se pue-
de ver que todo entero n proporciona un punto distinto en la seccidn de Poincaré (véase el
problema 8). Sin embargo, se estd desarrollando un patrén. Parece que todos los puntos es-
tdn en una curva simple, tal vez una elipse. Para ver que esto ocurre, observe que cuando
w = \/Z,A =F =1,y ¢ = 0, tenemos

X, = sen(2\/§7m) +1, v, = %cos(2\67m) , n=0,1,2,....
Un sencillo cdlculo nos permite mostrar que cada (x,, v,) estd en la elipse

2
2V
x—1)+-=1.
-1+
En nuestro estudio de la ecuacidn (1) nos concentramos en soluciones con periodo 27
debido a que el término de forzamiento F cos ¢ tiene periodo 27r. [Observamos solucio-
nes subarménicas cuando w = 1/2,1/3, y 1/4—; es decir, soluciones con periodos
2(2w), 3(27), y 4(27)]. Al introducir un término de amortiguamiento en la ecuacién dife-

A
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Figura 5.37 Secciones de Poincaré para la ecuacion (1) para diversos valores de w

rencial, la transformacién de Poincaré muestra un comportamiento diferente. Recuerde que
la solucion serd ahora la suma de un término transitorio y un estado estacionario. Por ejem-
plo, consideremos la ecuacién

) x"(1) + bx'(t) + wx(f) = Fcost ,

donde b, F, y w son constantes positivas.
Cuando b* < 4w?, la solucién de (4) se puede expresar como

2_b2 F

(> =17 +0b

5) x(r) = Ae~ Ol gen ( t+ q'>> + = sen(r + 6) ,

2

donde tan § = (w*> — 1)/by Ay ¢ son constantes arbitrarias [véanse las ecuaciones (7) y
(8) de la seccion 4.9]. El primer término del lado derecho de (5) es la solucion transitoria y el
segundo la solucidn de estado estacionario. Construyamos la transformacién de Poincaré

4
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usando ¢t = 27n, n = 0, 1,2, . ... Hacemos b = 0.22, w = A=F = 1,y ¢ = 0 para
simplificar los cdlculos. Como tan § = (w> — 1)/b = 0, también hacemos # = 0. Enton-
ces tenemos

x(2mn) = x, = e_o'zzmsen( V 0.9879 27Tl’l) ,
' (2mn) = v, = —0.11e %™sen(V/0.9879 27n)

+ V/0.9879 ¢ 0205 (V/0.9879 27n) +

(0.22) -

La seccién de Poincaré paran = 0, 1, 2, ..., 10 aparece en la figura 5.38 (puntos negros).
Después de unas cuantas iteraciones, observamos que x, =~ 0 y v, = 1/(0.22) = 4.545; es
decir, los puntos de la seccién de Poincaré tienden a un tnico punto en el plano xv (puntos
de color). Asi, seria de esperar que hubiera una solucién con periodo 27 correspondiente a
una eleccidn particular de A y ¢. [En este ejemplo, donde podemos representar la solucién
de manera explicita, vemos que surge una solucién con periodo 27 cuando hacemos A = 0
en (5)].

Hay una diferencia importante entre las secciones de Poincaré para la ecuacion(1) y las
de la ecuacidén (4). En la figura 5.37, la posicién de todos los puntos en (a) — (e) depende del
valor inicial elegido; en este caso, A = 1y ¢ = 0. (Véase el problema 10). Sin embargo, en
la figura 5.38, los primeros puntos (negros) dependen de las condiciones iniciales, mientras
que el punto limite (punto gris) no (véase el problema 6). Este tiltimo comportamiento es ti-
pico de ecuaciones que tienen un término de “amortiguamiento”(es decir, b > 0); a saber, la
seccién de Poincaré tiene un conjunto limite’ que en esencia es independiente de las condi-
ciones iniciales.

541
52 ¢
+ + + X
-0.015 -0.01 -0.005
. 4.8
° . 4.6 4

Figura 5.38 Seccidon de Poincaré para la ecuacion (4)con F = 1,b =022, yw =1

Para las ecuaciones con amortiguamiento, el conjunto limite puede ser mds complejo
que sélo un punto. Por ejemplo, la transformacién de Poincaré para la ecuacion

(6) x"(1) + (0.22)x'(r) + x(r) = cos t + cos(\@t)

El conjunto limite de una transformacién (x,, v,), n = 1,2, 3, ..., es el conjunto de puntos (p, ¢) tales que
ll’m,Hoo(x,,k, vnk) = (p, q), donde n, < n, < ny < --- es una subsucesién de los enteros positivos.

A
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Figura 5.39 Seccidn de Poincaré para la ecuacion (6) con valores iniciales xo, vy

tiene un conjunto limite que consta de una elipse (véase el problema 11). Esto se ilustra en
la figura 5.39 para los valores iniciales xo = 2, vo = 4y xy = 2, vy = 6.

Hasta ahora hemos visto conjuntos limite para la transformacion de Poincaré formados
por un unico punto o una elipse, de manera independiente a los valores iniciales. Estos con-
juntos limite particulares son atractores. En general, un atractor es un conjunto A con la
propiedad de que existe un conjunto abierto’ B que contiene a A de modo que siempre que
la transformacion de Poincaré entre a B, sus puntos permanecerdn en B y el conjunto limite
de la transformacion de Poincaré es un subconjunto de A. Ademds, suponemos que A es in-
variante: siempre que la transformacion de Poincaré parta de un punto en A, permanecerd
en A.

En los ejemplos anteriores, los atractores del sistema dindmico (transformacién de
Poincaré) se podian describir ficilmente. Sin embargo, en afios recientes, muchos investiga-
dores que trabajan en una amplia gama de aplicaciones han encontrado sistemas dindmicos
que no se comportan en forma ordenada; sus conjuntos atractores son muy complicados (no
s6lo son puntos aislados u objetos geométricos familiares, como elipses). El comportamien-
to de tales sistemas es llamado caético, y los conjuntos limite correspondientes se conocen
como atractores extraos.

Para ilustrar el comportamiento caético y lo que se entiende por atractor extrafio, anali-
zaremos dos ecuaciones diferenciales no lineales y una ecuacién en diferencias sencilla.
Primero consideremos la ecuacion forzada de Duffing

(7 x'(t) + bx'(t) — x(t) + x>(¢) = F sen yt .

No podemos expresar la solucion de (7) en forma explicita, de modo que debemos obtener
la transformacién de Poincaré, aproximando numéricamente la solucién de (7) para valores
iniciales fijos y luego graficar las aproximaciones para x(27n/y) y v(2mn/y) = x'(27n/y).
(Como el término de forzamiento F sen vyt tiene periodo 27/7y, buscaremos soluciones con

Un conjunto B C R? es un conjunto abierto si para cada punto p € B existe un disco abierto V que contiene a p
talque V C B.
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L v
1 1
; i x ; - x
-1 .1 -1 Tl
(@) F=0.2 (b) F=0.28
v v
1+ 1+
+ t X — " 5 X
fo =1 1 -1 1
-1+ -1+
(¢) F=0.29 (d) F=0.37

Figura 5.40 Secciones de Poincaré para la ecuacion de Duffing (7) conb =03yy = 1.2

periodo 277y y subarménicas). En la figura 5.40 mostramos los conjuntos limite (atractores)
cuando b = 0.3 y en los casos (a) F = 0.2, (b) F = 0.28, (c) F = 0.29,y (d) F = 0.37.

Observe que al crecer la constante F, la transformacién de Poincaré cambia de cardcter.
Cuando F = 0.2, la seccién de Poincaré nos dice que hay una solucién con periodo 27 /y
Para F = 0.28, hay una solucién subarménica de periodo 47|y, y para F = 0.29 y 0.37 hay
subarménicas con periodos 877 /y y 107/, respectivamente.

Las cosas son drdsticamente distintas cuando F' = 0.5; la solucién ya no tiene perio-
do 277/7y ni es subarmdnica. La seccién de Poincaré para F = 0.5 se ilustra en la figura
5.41. Generamos esta seccién aproximando numéricamente la solucién de (7) cuando
y=12,b=03yF = 0.5 para valores iniciales fijos.” No graficamos todas las aproxi-
maciones x(27n/y) y v(27n/y) calculadas; debido a la presencia de una solucién transi-
toria, hemos omitido los primeros puntos. Se puede ver que el conjunto graficado es en
esencia independiente de los valores iniciales y tiene la propiedad de que una vez que un
punto estd en el conjunto, todos los puntos posteriores también estdn en el conjunto. De-
bido a la forma tan complicada del conjunto, es un atractor extrafio. Aunque la forma del
atractor extrafio no depende de los valores iniciales, la imagen cambia si consideramos
secciones distintas; por ejemplo, t = (2n + 7/2)/y, n = 0, 1, 2, . . . proporciona una
configuracidn distinta.

"Nota histérica: Cuando los investigadores hallaron por vez primera estas secciones de Poincaré con apariencia
extrafia, verificaron sus cdlculos mediante distintas computadoras y distintos esquemas numéricos (véase Hénon y
Heiles, “The Applicability of the Third Integral of Motion: Some Numerical Experiments”, Astronomical Journal,
vol. 69 (1964), pdgina 75). Para unos tipos particulares de sistemas dindmicos, como la transformacién de Hénon,
se puede mostrar que existe una trayectoria que hace sombra a la trayectoria numérica (véase M. Hammel, J. A.
Yorke y C. Grebogi, “Numerical Orbits of Chaotic Processes Represent True Orbits”, Bulletin of the American
Mathematical Society, vol. 19 (1988), paginas 466-469).

A
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v

Figura 5.41 Seccion de Poincaré para la ecuacion de Duffing (7) conb = 0.3,y = 1.2,y F=0.5

Otro ejemplo de atractor extrafio aparece al considerar la ecuacion del péndulo for-
zado

) x'(t) + bx'(¢) + sen(x(t)) =Fcost,

donde el término x(7) en (4) se ha reemplazado por sen (x(t)) En este caso, x(t) es el dngu-
lo entre el péndulo y la posicion vertical de reposo, b se relaciona con el amortiguamiento y
F representa la fuerza de la funcién de forzamiento (véase la figura 5.42). Para F = 2.7
y b = 0.22, hemos graficado en la figura 5.43 aproximadamente 90,000 puntos de la trans-
formacion de Poincaré. Como no podemos expresar la solucién de (8) en alguna forma
explicita, obtuvimos la transformacién de Poincaré aproximando numéricamente la solu-
cién de (8) para valores iniciales fijos y graficamos las aproximaciones para x(27n) y
v(27n) = x'(2an).

Las transformaciones de Poincaré para la ecuacion forzada de Duffing y para la ecua-
cioén del péndulo forzado no sdélo ilustran la idea de un atractor extrafio, sino que exhiben
otro comportamiento peculiar llamado caos. El caos aparece cuando ligeros cambios en las
condiciones iniciales conducen a grandes cambios en el comportamiento de la solucidn.
Henri Poincaré describio la situacién como sigue:

Puede ocurrir que pequefas diferencias en las condiciones iniciales produzcan
otras muy grandes en los fendmenos finales. Un pequefio error en las primeras pro-
duce un error enorme en los segundos. La prediccidn se vuelve imposible...

Fcost

-

|
| -
[ )/bx’(t)

Figura 5.42 Péndulo amortiguado
forzado

Figura 5.43 Seccion de Poincaré para la ecuacion del péndulo forzado (8) con b = 0.22
yF=27
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En un experimento fisico, nunca podemos reproducir con exactitud (con una precision
infinita) las mismas condiciones iniciales. En consecuencia, si el comportamiento es caoti-
co, incluso una ligera diferencia en las condiciones iniciales puede llevar a valores bastante
diferentes de la transformacion de Poincaré correspondiente cuando n es grande. Tal com-
portamiento no ocurre para soluciones de la ecuacion (4) o la ecuacién (1) (véanse los pro-
blemas 6 y 7). Sin embargo, dos soluciones de la ecuacién de Duffing (7) con F = 0.5
correspondientes a dos valores iniciales distintos pero cercanos tienen transformaciones de
Poincaré que no permanecen cercanas entre si. Aunque ambas son atraidas al mismo con-
junto, sus posiciones con respecto de este conjunto pueden ser relativamente lejanas.

El fendmeno de caos también se puede ilustrar mediante la siguiente sencilla transfor-
macion. Sea xo en [0, 1) y definamos

()] Xpe1 = 2x, (mod 1) ,
donde (mod 1) indica la parte decimal del nimero si €ste es mayor o igual a 1; es decir,
2x, , para0 = x, < 1/2,
o = {2x,1 1, paralf2=x,<1.

Cuando x, = 1/3, tenemos

x; =2-(1/3) (mod 1) = 2/3

x, =2+(2/3) (mod 1) = 4/3 (mod 1)=1/3,
x3=2-(1/3) (mod 1) = 2/3
xy=2+(2/3)(mod 1) = 1/3 , etc.

En forma de sucesion, obtenemos {1 /3,2/3,1/3,2/3, .. .}, donde la barra indica el patrén
que se repite.

¢ Qué ocurre si elegimos un valor de partida x, cercano a 1/3? ;Se acumula la sucesién
en torno de 1/3 y 2/3 como lo hace la transformacién cuando x, = 1/3? Por ejemplo, para
Xo = 0.3, obtenemos la sucesién

{0.3,0.6,0.2,0.4,0.8,0.6,0.2,0.4,0.8, ...} .

En la figura 5.44 graficamos los valores de x, para x, = 0.3, 0.33, y 0.333. No hemos grafi-
cado los primeros términos, sino s6lo aquellos que se repiten. (Esta omisién de los primeros
términos se parece a la situacion de la figura 5.41, donde aparecen soluciones transitorias).

La figura 5.44 muestra claramente que aunque los valores correspondientes a x; se acercan
cada vez mds a 1/3, las transformaciones correspondientes se diseminan en todo el intervalo
[O, 1 ] y no se acumulan cerca de 1/3 y 2/3. Este comportamiento es cadtico, pues las transfor-

X =03 X,=0.330
- ——}— —+-o-0o001+00eei00e00i0000i0e0eoi—
0 1 2 1 oo = o 10

(a) (ba

X, =0.3330
oo n o 10
(O
Figura 5.44 Grificas de la transformacién x,,,; = 2x,(mod 1) para x, = 0.3,0.33,y 0.333

A
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maciones de Poincaré para valores iniciales cercanos a 1/3 se comportan de manera bastan-
te diferente a la transformacion para x, = 1/3. De haber elegido a x, como irracional (lo que
no podemos hacer con una calculadora), la sucesidn no se repetiria y seria densa en [0, 1 ]

Los sistemas que exhiben un comportamiento cadtico surgen en muchas aplicaciones.
El reto para los ingenieros consiste en disefiar sistemas que eviten este caos y que, por el
contrario, disfruten de la propiedad de estabilidad.

Para los problemas de esta seccion se necesita un pa-
quete de software que permita construir transformacio-
nes de Poincaré.

1.

Calcule y grafique los puntos de la transformacion
de Poincaré con t = 2mwn,n =20, 1, ..., 20 para
la ecuacién (1) haciendo A=F =1,¢ =0,y
o = 3/2.Repita el proceso haciendo o = 3/5.
(Cree que la ecuacion tendrd una solucién con
periodo 27 para cada eleccion de w? ;Tendrd una
solucién subarmonica?

. Calcule y grafique los puntos de la transformacién de

Poincaré cont = 27n,n =0, 1, ..., 20 para la ecua-
cién (1) haciendoA = F = 1,¢ =0,y w = 1/V3.
Describa el conjunto 1imite para este sistema.

. Calcule y grafique los puntos de la transformacién

de Poincaré cont = 27n,n =0, 1, ..., 20 para la
ecuacion (4) haciendo A =F=1,¢ =0, w = 1,
y b = —0.1. ;Qué sucede con estos puntos cuando
n— oo?

. Calcule y grafique la transformacién de Poincaré

cont =2mn,n=0,1,...,20 para la ecuacion (4)
haciendo A=F=1,¢ =0, 0w =1,y b = 0.1.
Describa el atractor para este sistema.

. Calcule y grafique la transformacién de Poincaré

cont =2mn,n=0,1,...,20 para la ecuacién (4)
haciendoA = F =1,¢ =0,w = 1/3,y b =0.22.
Describa el atractor para este sistema.

. Muestre que para b > 0, la transformacién de Poin-

caré para la ecuacion (4) no es cadtica, mostrando
que cuando ¢ crece,

F

Ve - 17+
F

= x(2mn) = sen(27n + 6) ,

= x'(27n) = cos(2mn + 6)

(0 = 1)+ b?

de manera independiente a los valores x, = x(0) y
vy = x'(O).

. Muestre que la transformacion de Poincaré para la

ecuacién (1) no es cadtica, mostrando que si (xo, vg)
y (x%, v§) son dos valores iniciales que definen
las transformaciones de Poincaré {(x,,, vn)} y
{(x;’,‘, v;‘,‘)}, respectivamente, usando las formulas
recursivas en (3), entonces es posible hacer la dis-
tancia entre (x,, v,) y (x, v¥) tan pequefia como se
quiera, haciendo pequeiia la distancia entre (x, vg)
y (x%,v¥). [Sugerencia: Sean (A, @) y (A*, ¢p*)
las coordenadas polares de dos puntos en el plano.
La ley de los cosenos implica que la distancia d
entre ellos estd dada por d? = (A — A*)*> +

24A%[1 — cos(¢p — ¢*)]1.

. Considere las transformaciones de Poincaré defini-

das en (3) con w = V2,A=F=1,y¢$ =0. Si
esta transformacion llega a repetirse, entonces para
cualesquiera dos enteros positivos n y m, sen
(2V2mn) = sen(2V2mm). Use propiedades basicas
de la funcién seno para mostrar que esto implicaria
que V2 es racional. Esta contradiccién muestra que
los puntos de la transformacién de Poincaré no se
repiten.

. La transformacién de duplicacién médulo 1 defi-

nida mediante la ecuacién (9) exhibe un compor-
tamiento fascinante. Calcule la sucesion obtenida
cuando

@) xo=k/Tparak=1,2,...,6 .

() xo = k/15parak=1,2,...,14 .

(¢) xo = k/2/, donde j es un entero positivo y k = 1,
2,...,2—1.

Los nimeros de la forma k/2/ se llaman niimeros
diadicos y son densos en [O, 1]. Es decir, hay un
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nimero diddico arbitrariamente cerca de cualquier
numero real (racional o irracional).

Para mostrar que el conjunto limite de la transfor-

macién de Poincaré dada en (3) depende de los va-

lores iniciales, realice lo siguiente:

(a) Muestre que cuando w = 2 o 3, la transforma-
cion de Poincaré consta del tinico punto

(x,v) = <Asenqb+2F], wAcoscb) .

w? —
(b) Muestre que cuando w = 1/2, la transforma-
cién de Poincaré alterna entre los dos puntos

(FiAsen(;b, iwAcos¢)> .
w? — 1

(c) Use los resultados de las partes (a) y (b) para
mostrar que cuando @ = 2,3 0 1/2 la transfor-
macién de Poincaré (3) depende de los valores
iniciales (xo, vo).

Para mostrar que el conjunto Iimite de la transfor-

macién de Poincaré x, = x(2n), v, = x'(27n),

donde x(¢) es una solucién de la ecuacién (6), es una
elipse y que esta elipse es la misma para cualesquie-
ra valores iniciales x, v, realice lo siguiente:

(a) Justifique que como los valores iniciales s6lo
afectan a la solucidn transitoria de (6), el con-
junto limite de la transformacién de Poincaré es
independiente de los valores iniciales.

(b) Ahora, muestre que para n grande,

x, = asen(2\V2mn + ) ,

v, =c + V2acos(2V2mn + ) ,
donde a = (1 + 2(0.222)7'2, ¢ = (0.22)7 ",
y iy = arctan {—[(0.22)\/5]71}.

(¢) Use el resultado de la parte (b) para concluir que
la elipse
x2+7(v_c)2=a

2

contiene al conjunto limite de la transformacion
de Poincaré.

2

Use un esquema numérico como Runge-Kutta o un
paquete de software para calcular la transformacién
de Poincaré de la ecuacién (7) cuando
b=03,y =12,y F =0.2. (Observe que al acer-
carse al punto limite, la parte transitoria se extingue
mds rdpidamente). Compare su transformacién con
la figura 5.40(a) de la pdgina 296. Repita el proceso
para F = 0.28.

13.

14.

15.

Y
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Repita el problema 12 con F = 0.31. ;Qué tipo de
comportamiento exhibe la solucién?

Repita el problema 12 con F = 0.65. ;Qué tipo de
comportamiento exhibe la solucién?

Madgquina de caos. El caos se puede ilustrar me-
diante dos reglas de distinto tamafio, un clavo y un
broche que sirva como pivote. Construya el péndu-
lo doble, como se muestra en la figura 5.45(a). El
péndulo se pone en movimiento liberdndolo desde
una posicion como se muestra en la figura 5.45(b).
Ponga el péndulo en movimiento varias veces, tra-
tando de liberarlo siempre desde la misma posi-
cidn. Registre el nimero de veces que la regla mds
corta gira, asi como la direccion en que se ha mo-
vido. Si el péndulo se liberd exactamente desde la
misma posicion cada vez, entonces el movimiento
deberia ser el mismo. Sin embargo, sus experimen-
tos le mostrardn que aunque comience muy cerca
de la misma posicion, obtendrd movimientos muy
distintos. Este péndulo doble exhibe un comporta-
miento cadtico.

lado de la mesa

clavo
o
regla
larga
broche
(pivote)
el
regla
corta
(a) péndulo doble

(b) posicién de liberacion

Figura 5.45 Péndulo doble como una mdquina de caos
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RESUMEN DEL CAPITULO

Los sistemas de ecuaciones diferenciales surgen en el estudio de osciladores masa-resorte
acoplados, circuitos eléctricos, modelos ecoldgicos y muchas otras dreas.

Los sistemas lineales con coeficientes constantes pueden resolverse de manera explici-
ta usando una variante del método de eliminacion de Gauss. Para esto, primero escribimos
el sistema con notacién de operadores, usando D = d/dt, D*=d 2/ dr?, etcétera. Un siste-
ma de dos ecuaciones con dos funciones incognitas asume entonces la forma

Li[x] + Ly[y] = fi . Ly[x] + Ly[y] =, .

donde L, L,, Ly y L, son expresiones polinomiales en términos de D. Al aplicar L, a la pri-
mera ecuacion, L, a la segunda y restar, obtenemos una tnica ecuacién (por lo general de
orden superior) en términos de x(7), a saber,

(LaLy — LoLs)[x] = Ly[fi] = La[f] -

Luego hallamos x(¢) a partir de esta ecuacién con coeficientes constantes. De manera andlo-
ga, podemos eliminar x del sistema para obtener una tnica ecuacién para y(z), la que tam-
bién podemos resolver. Este procedimiento introduce ciertas constantes extrafias, pero al
sustituir las expresiones para x y y de nuevo en una de las ecuaciones originales, podemos
determinar las relaciones entre estas constantes.

Un paso previo a la aplicacion de algoritmos numéricos para resolver sistemas o ecua-
ciones de orden superior consiste en escribirlos como un sistema equivalente de ecuaciones
de primer orden en forma normal:

X{(l‘) :fl(t7xl’-x27 L ’xm) s

Xé(l‘) :fZ(t7xlax27 L ’xm) )

x;n(t) :fm(t7x15 Xy ev s xm) .

Por ejemplo, al hacer v = y’, podemos reescribir la ecuacién de segundo orden y” = f(z, v, y')
como el sistema normal

[ A—

y =v,
v = f(t,y,v) .
El sistema normal (1) tiene la apariencia de una version vectorizada de una sola ecua-
cion de primer orden, y como tal sugiere la forma de generalizar los algoritmos numéricos
como Euler y Runge-Kutta.

Una técnica para el estudio del comportamiento cualitativo de soluciones del sistema
auténomo

d
@  Eojeyn, T=sxy

es el andlisis del plano fase. Primero hallamos los puntos criticos de (2), a saber, los pun-
tos (xg, yo) donde

fxo.30) =0 y glxo.3) =0 .

4
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Las parejas solucién constantes correspondientes x(f) = x,, y(f) = y, son las soluciones de
equilibrio de (2). Luego bosquejamos el campo de direcciones para la ecuacion en el pla-
no fase

dy _ glx.y)
dx  f(x,y)

3)

con las flechas de direccién adecuadas (orientadas por el signo de dx/dt o dy/dt). A partir
de esto, por lo general podemos conjeturar las caracteristicas cualitativas de las soluciones
y de los puntos criticos, como la estabilidad y el comportamiento asintético. Es comtiin usar
paquetes de software para visualizar las curvas solucién de (3), que contienen a las trayec-
torias del sistema (2).

Los sistemas no auténomos se pueden estudiar considerando una transformacién de
Poincaré para el sistema. Tal transformacién permite detectar soluciones periddicas o subar-
monicas y estudiar sistemas cuyas soluciones exhiben un comportamiento cadtico.

PROBLEMAS DE REPASO

En los problemas 1 a 4, determine una solucion general  En los problemas 8 a 11, escriba la ecuacion o sistema
x(¢), y(t) para el sistema dado. de orden superior dado en una forma normal equivalen-
te (véase la seccion 5.3).

L.x +y"+y=0, 2. X' =x+ 2y,
x"+y' =0 y = —4x— 3y 8.2y — 1y’ + 8y =sent
3.2 —y =y+3x+ e,
3y —4x' =y — 15x + e’
2e" | 10. x" —x+y=0,
X —y+y"=0

9. 3y" +2y —ely=5

4. x" +x—y" =

X" —=x+y"=0

En los problemas 5 y 6, resuelva el problema con valores IL X" 4y + "

iniciales dado. X" =x"+y" =0
5.x'=z—-y,; x(0)=0,
y =z y(0) =0, En los problemas 12 y 13, resuelva la ecuacion en el plano
=z —x: 20)=2. fase para el sistema dado. Luego bosqueje a mano varias
, ' trayectorias representativas (con sus flechas de flujo) y
6. X' =y+z; x(0)=2, describa la estabilidad de los puntos criticos (es decir,
y =x+z; y(0) =12, compare con la figura 5.12, pdgina 268).
"=x+y; z(0) =
Y ©) 12. x' =y -2, 13. x' =4 — 4y,
7. Para el problema de los tanques interconectados de y=2-x. y = —4x.

la seccién 5.1, pagina 239, suponga que en vez de in-
troducir agua pura en el tanque A, se usa una solu-
cién salina con concentracién de 0.2 kg/litro; los
demds datos no cambian. Determine la masa de sal ¥

en cada tanque en el instante ¢, si las masas iniciales

sonxy = 0.1kgyy, = 0.3kg. y' =cosxseny .

14. Determine todos los puntos criticos y una ecuacion
para las curvas integrales del sistema

senxcosy ,



En los problemas 15 y 16, bosqueje algunas trayecto-

rias tipicas para el sistema dado, y compare con la fi-
gura 5.12, pdgina 268, para identificar el tipo de punto
critico en el origen.
15. x' = =2x —y ,

’

y=3x-y

16. x' = —x + 2y ,
y=x+y

17. Explique la diferencia entre las curvas integrales y
las trayectorias de un sistema auténomo.

18. En el sistema masa-resorte acoplado de la figura
5.20, pdgina 277, haga cada masa igual a 1 kg y sean
k; = 8 N/'m y k, = 3 N/m. ;Cudles son las frecuen-
cias angulares naturales del sistema? ;Cudl es la so-
lucion general?

Resumen del capitulo 303

19. En el circuito eléctrico de la figura 5.46, haga R; =
R,=10Q,C=1FyL=1H. deduzca tres ecuacio-
nes para las corrientes incognitas I, I, e I5 escribien-
do la ley del voltaje de Kirchhoff para los lazos 1y
2 y la ley de la corriente de Kirchhoff para la unién
superior. Determine la solucion general.

Io

lazo 1 lazo 2

8

L
Ry

Figura 5.46 Circuito eléctrico para el problema 19
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CAPITULO D

.A. El crecimiento de un tumor

Glenn Webb, Vanderbilt University

En 1825, John Gompertz publicé una ley empirica para la mortalidad de la poblacién hu-
mana. En terminologifa moderna, esta ley proponia que la poblacién de muchas comunidades
estd dada por

bt

1) N(t) = ke®

donde ¢ denota el tiempo, N(¢) es la poblacién total y k, a y b son constantes reales, k y b po-
sitivas.

(a) Trace las gréficas de varias curvas de crecimiento de Gompertz para distintas
elecciones de las constantes k, a y b. Observe que las curvas tienen una
forma caracteristica de S, de modo que la primera fase de crecimiento es
muy rdpida y posteriormente es cada vez mds lenta. La figura 5.47 muestra un
ejemplo.

N(1)

- 1010 +
-1010 T
-1010 1
10101
-1010 T
10101
1010 T

_— N W A N

N@)
1-102 1
1-10°71
1-108 T
1-100 T

10000 T
100 T

i S S S S S S S S

50 100 150 200

Figura 5.47 Una ley de crecimiento de Gompertz con k = 7.2 X 10'%,a = —25.0, y b = 0.04. Se dan las
grdficas en escalas absoluta y logaritmica

A
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El crecimiento de muchos tumores sélidos también parece seguir el crecimiento de Gom-
pertz, aunque no es obvio por qué los tumores deberfan cumplir esta ley. Se han propuesto va-
rios mecanismos para explicar el crecimiento de Gompertz de los tumores.” Uno de tales
mecanismos utiliza la presencia de células quiescentes dentro de un tumor para explicar el
comportamiento caracteristico de Gompertz. Una célula quiescente no avanza en el ciclo celu-
lar sino que queda en un estado de reposo. Las células quiescentes pueden salir del reposo, vol-
ver al ciclo celular e incluso desarrollar la division celular. Algunas células quiescentes pueden
reiniciar su ciclo después de afios de letargo. En muchos tumores, una parte considerable de
células son quiescentes. En la geometria del tumor, se sabe que las células alejadas de un va-
so sanguineo tienen mayor probabilidad de ser quiescentes que las cercanas a los vasos. Tam-
bién se sabe que la razén con que las células quiescentes vuelven a proliferar decrece al
aumentar el tamafio del tumor.

Un modelo para explicar el crecimiento de Gompertz utiliza estas propiedades como
mecanismo. Las células dentro del tumor estdn proliferando o estdn quiescentes. Sea P(z) la
poblacién de células proliferantes y Q() la poblacién de células quiescentes en el instante .
Las células proliferantes pasan por el ciclo celular hacia la mitosis, aunque pueden volverse
quiescentes con una razén que depende del tamafio total N(z) = P(t) + Q(t) del tumor. Se
supone que mientras mayor sea el tumor, mayor serd la probabilidad de que las células proli-
ferantes se conviertan en quiescentes y menor la probabilidad de que las células quiescentes se
conviertan en proliferantes. Las células quiescentes no pueden dividirse, pero pueden transitar
a la clase proliferante. Las funciones P(z) y O(z) satisfacen el sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales ordinarias con condiciones iniciales

@ P = {8 pp— n[NO}PO) + n[N@]OW)
@ Q) =r[NOIPE) = {r[N®)] + ool ,
) P(O)=Py, 0Q(0)=0, .

Aqui, B es la tasa de division de las células proliferantes, wp es la tasa de mortalidad de las cé-
lulas proliferantes, w, €s la tasa de mortalidad de las c€lulas quiescentes, r,(N) es la razén con
que las células proliferantes se convierten en quiescentes y r;(N) es la razén con que las célu-
las quiescentes vuelven a su ciclo. Se supone que B es una constante positiva; wp, y tg son
constantes no negativas; (V) es una funcién continua no negativa no decreciente de N'y r;(N)
es una funcién continua no negativa no creciente de N.

(b) Sean B > 0, up =0,y = 0,7,(N) =0y r,(N) = b[1 + In(N)], donde b > 0y
B > wp. Sean Py = 1y Oy = 0. Haga ¢ = B — wp. Verifique que en este caso las
ecuaciones (2) y (3) implican que N(7) = P(¢) + Q(¢) satisface

5) dN/dt = cP
Yy que

dp ¢ —b—bIn(N)
© dN c ’
[Sugerencia: dN|dP = 1 + dQ/dP].

Verifique que N(¢) = P(r) + Q(z) tiene la forma (1) con k = ¢ y a = —c/b. Asf, la poblacién
total de células tumorosas tiene crecimiento de Gompertz. Se supone que un tumor crece a par-
tir de una sola célula maligna.

Para un andlisis detallado de este modelo, véase M. Gyllenberg y G. F. Webb, “Quiescence as an Explanation of
Gompertzian Tumor Growth”, Development and Aging, vol. 53 (1989): 25-33.

4
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(c) Despeje P en la ecuacion (6) como funcion de N usando las condiciones iniciales en
la parte (b) para obtener

P =N - Nn(N)

y combine esta férmula con (5) para deducir que N satisface la ecuacion de Gom-
pertz

@ N0 =NO{c - bm[NG)]} .

Use el método para ecuaciones separables y resuelva (7). Muestre entonces que N(z) tiene la
forma (1) con k = e/’ ya = —c/b . Asi, 1a poblacién total de células tumorosas tiene creci-
miento de Gompertz. (Se supone que un tumor crece a partir de una sola célula maligna).

(d) Use los resultados de la parte (c) para mostrar que la solucién al sistema (2) — (4)
para el caso de la parte (b) estd dada por
c|1 — exp(—bt
P(1) = exp{ [ bp( )] — bt} ,

c[1 — exp(—bt)]

Q@=w% ; —thmﬂ—ﬂ.

(e) La fraccion de crecimiento G(t) se define como la fraccién de células proliferantes
en la poblacién de células tumorosas en el instante #: G(t) = P(¢)/N(z). Demuestre
que G(7) es una funcién decreciente monétona de ¢, para el caso de la parte (b). Gra-
fique las funciones P(z), Q(t), N(t) y G(t) para el caso de la parte (b) conc = 1.0y
b = 0.04.

Los pardmetros y las tasas de transicién anteriores proporcionan el crecimiento de Gom-
pertz para la poblacién total de células tumorosas. Al elegir otros pardmetros y tasas de transi-
cion se obtienen mds curvas similares con forma de S, que no necesariamente son de
Gompertz.

(f) Determine otros pardmetros 3, wp, pg, y tasas de transicion r,(N) y r,(N) para el
modelo (2) — (4) de modo que la poblacién total de células N(¢) tiene una grafica
con forma de S similar al crecimiento de Gompertz. Muestre que si 7,(N) = s + bN
y r,-(N) = 0, entonces N (t) puede tener crecimiento logistico (seccién 3.2).

I B. Diseiio de un sistema de aterrizaje para un viaje
interplanetario

Alfred Clark, Jr., Universidad de Rochester

Usted es un cadete de segundo afo de la Academia Espacial, a bordo del Enterprise, que rea-
liza un estudio a largo plazo del sistema estelar Glia. El objeto de estudio en la expedicién ac-
tual es el gran planeta Glia 4, sin aire. Se enviard una sonda con un sensor de clase 1, con masa
m, a la superficie del planeta para reunir datos. La sonda tiene un sistema de aterrizaje ajusta-
ble, para poderse usar en planetas con gravedades distintas. El sistema consta de un resorte li-
neal (fuerza = —kx, donde x es el desplazamiento), un resorte no lineal (fuerza = —ax3) y un
amortiguador (fuerza = —bx)," todos en paralelo. La figura 5.48 muestra un esquema del sis-

"El simbolo x denota dx/d.
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Cuerpo de
la sonda V=0

Superficie de Glia 4

(a) (b)

Figura 5.48 Esquema del sistema de aterrizaje de una sonda. (a) El sistema al momento del impacto. Los
resortes no estdn estirados ni comprimidos, los propulsores se han apagado y la velocidad es V; hacia
abajo. (b) La sonda ha alcanzado un estado de reposo sobre la superficie, y los resortes se han comprimido
lo suficiente para soportar el peso. Entre los estados (a) y (b), la sonda oscila con respecto de su base.

tema. Durante el proceso de aterrizaje, los propulsores se usan para crear una razén de descen-
so constante. La velocidad al momento del impacto varfa; usamos el simbolo V; para denotar
la maxima velocidad que podria ocurrir en la practica. Al momento del impacto, (1) el propul-
sor se apaga y (2) los resortes de suspension tienen su longitud natural sin estirar.

(a)

(b)

(c)

Sea x el desplazamiento medido desde la longitud sin estirar de los resortes, negati-
vo hacia abajo (es decir, la compresion proporciona una x negativa). Muestre que la
ecuacion que describe las oscilaciones después del impacto es

mx + bx + kx + ax®> = —mg .

La sonda tiene una masa m = 1,220 kg. El resorte lineal estd instalado de manera
permanente y tiene una rigidez k£ = 35,600 N/m. La gravedad en la superficie de
Glia 4 es g = 17.5 m/seg’. El resorte no lineal es removible; hay que elegir un re-
sorte adecuado para cada mision. Estos resortes no lineales estdn hechos de corali-
dio, una aleacién rara y dificil de fabricar. Por lo tanto, el Enterprise sélo lleva
consigo cuatro diferentes tipos: @ = 150 000, 300 000, 450 000 y 600 000 N/m>.
Determine qué resortes proporcionan una compresion lo mds cercana posible a 0.3
m sin exceder 0.3 m cuando la nave reposa sobre la superficie de Glia 4. (El 1imite
de 0.3 m es impuesto por requisitos de espacio libre).

El otro componente ajustable en el sistema de aterrizaje es el amortiguador lineal,
que puede ajustarse en incrementos de Ab = 500 N-s/m, desde un valor minimo de
1000 N-s/m. Es recomendable que b sea lo mds pequefio posible, pues una b grande
produce fuerzas grandes en el impacto. Sin embargo, si b es demasiado pequefio,
hay cierto riesgo de que la sonda rebote después del impacto. Para minimizar la
posibilidad de que esto ocurra, determine el menor valor de b tal que los resortes
siempre estén comprimidos durante las oscilaciones posteriores al impacto. Use una
velocidad minima de impacto V; = 5 m/s hacia abajo. Para determinar este valor de
b, necesitard un paquete de software para integrar la ecuacién diferencial.

I C. Objetos que flotan

Richard Bernatz, Luther College

El movimiento de los objetos que tienen formas diferentes y flotan en una piscina puede mo-
delarse mediante una ecuacién diferencial de segundo orden que se deduce de la segunda ley
de movimiento de Newton, F' = ma. Las fuerzas que actdian sobre el objeto incluyen la fuerza

4
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debida a la gravedad, una fuerza de friccién debida al movimiento del objeto en el agua, y una
fuerza de flotacion basada en el principio de Arquimedes: un objeto total o parcialmente su-
mergido en un fluido recibe una fuerza (de flotacién) hacia arriba igual al peso del agua que
desplaza.

(a)

El primer paso consiste en escribir la ecuacién diferencial que describe el movi-
miento. La variable dependiente es la profundidad z del punto mds bajo del objeto
en el agua. Consideremos a z negativa hacia abajo, de modo que z = —1 indica que
un pie del objeto estd sumergido. Sean V(z) el volumen sumergido del objeto, m la
masa del objeto, p la densidad del agua (en libras por pie cibico), g la aceleracion
debida a la gravedad y v,, el coeficiente de friccion para el agua. Si la fuerza de
friccion es proporcional a la velocidad vertical del objeto, escriba la ecuacion dife-
rencial ordinaria que describe la situacién.

(b) Por el momento, desprecie el efecto de la friccién y suponga que el objeto es un

(c)

@

(e)

cubo que mide L pies por lado. Escriba la ecuacion diferencial correspondiente a
este caso. A continuacion, designe z = [ como la profundidad de la sumersion, de
modo que la fuerza de flotacidn sea igual en magnitud y opuesta en direccién a la
fuerza de gravedad. Introduzca una nueva variable, {, que proporciona el despla-
zamiento del objeto a partir de su posicién de equilibrio / (es decir, z = { + [).
Ahora podrd escribir la ecuacion diferencial ordinaria de una manera mds familiar.
[Sugerencia: Recuerde el sistema masa-resorte y el caso de equilibrio]. Ahora
deberd reconocer el tipo de solucién para este problema. ;Cudl es la frecuencia
natural?

Aqui analizard el efecto de la friccion. El objeto que flota es un cubo, con un pie
por lado y peso de 32 libras. Sean y,, = 3 Ib-s/pie, p = 62.57 Ib/pie’ y suponga que
el objeto estd colocado inicialmente sobre la superficie del agua. Resuelva la ecua-
cion diferencial correspondiente, a mano, hallando la solucién general. A continuacion,
determine la solucién particular para el caso en que el cubo se coloca inicialmente
sobre la superficie del agua y su velocidad inicial es nula. Proporcione una grafica
de la posicion del objeto como funcién del tiempo .

En este paso del proyecto usted desarrollard una solucién numérica del mismo pro-
blema presentado en la parte (c). La solucién numérica serd titil (de hecho, necesa-
ria) para las demds partes del proyecto. Este caso proporciona una forma de
verificar que su solucion numérica es correcta. Regrese a la ecuacion diferencial
ordinaria original que desarroll6 en la parte (a). Use los valores de los pardmetros
dados en la parte (c) y resuelva el problema con valores iniciales para el cubo que
comienza en la superficie, con velocidad inicial nula. Para resolver este problema en
forma numérica, deberd escribir la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
como un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, una
para la posicién vertical z y otra para la velocidad vertical w. Grafique sus resulta-
dos para la posicién vertical como funcidn del tiempo ¢, para los primeros 3 o 4
segundos y compare con la solucién analitica determinada en la parte (c). ;Se pare-
cen? ;Qué deberia hacer para comparar estas soluciones? Proporcione una gréfica
de las soluciones analitica y numérica en el mismo plano de coordenadas.

Suponga que una esfera de radio R se deja flotar en el agua. Deduzca la ecuacién
de segundo orden que describe el movimiento de la esfera, usando el principio de
Arquimedes y una friccion debido a su movimiento en el agua. Suponga que una
esfera pesa 32 libras, tiene un radio de 1/2 pie y vy,, = 3.0 Ib-s/pie. Determine el
valor limite de la posicidn de la esfera sin resolver la ecuacion diferencial ordina-

A
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ria. A continuacion, resuelva la ecuacion diferencial ordinaria para la velocidad y
posicion de la esfera como funciones del tiempo, para una esfera colocada sobre
la superficie del agua. Deberd escribir la ecuacidn diferencial ordinaria de segun-
do orden como un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, una para la
velocidad y otra para la posicion. ;Cudl es la posicion limite de la esfera para su
solucién? ;Coincide con la solucién de equilibrio que hall6 antes? ;Cudl es su re-
lacién con la posicion de equilibrio del cubo? En caso de que sean distintas, expli-
que por qué.

(f) Suponga que la esfera de la parte (d) es una pelota de voleibol. Calcule la posicién
de la esfera como funcién del tiempo 7 para los primeros 3 segundos, si la pelota
estd sumergida, de modo que su punto mds bajo esté 5 pies bajo el agua. ;Saldrd
la pelota del agua? ;Qué tan alto saldrd? A continuacion, calcule la trayectoria
de la pelota para profundidades iniciales menores que 5 pies y mayores que 5 pies.
Proporcione las grédficas de la velocidad y la posicidn para cada caso y comente sus
observaciones. En particular, comente acerca de la relacién entre la profundidad ini-
cial de la pelota y la altura maxima que puede alcanzar.

Tal vez quiera arrojar una pelota de voleibol en una alberca para reunir datos rea-
les y verificar o mejorar su modelo. En tal caso, haga un reporte con los datos halla-
dos y explique la forma en que los utilizé para verificar y mejorar su modelo.

I D. Soluciones periodicas de los sistemas de Volterra-Lotka

El modelo presa-depredador de Volterra-Lotka fue analizado en la seccion 5.3 (pdgina 251).
Sean x(¢) y y(¢) las poblaciones de las presas y los depredadores (digamos, conejos y zorros),
respectivamente. Para simplificar la exposicion, supongamos que hemos elegido las unidades
de modoque A = B = C = D = 1 en el modelo, que escribimos como

!

x'=x—xy,

®) ,
y = —y+xy.

(a) Muestre que (0,0) y (1, 1) son los tinicos puntos criticos de (8).

(b) Grafique el campo de direcciones en el plano fase (véase la seccion 5.4) para las tra-
yectorias de (8). [Sugerencia: El campo de direcciones para la ecuacién en el plano
fase

o P yix = 1)
dx  x(1—y)

es fécil de graficar a lo largo de las rectas x = 0,y = 0,x = 1,y y = 1. Puede uti-
lizar un paquete de software si quiere graficar a lo largo de otras rectas].

El campo de direcciones sugiere que el equilibrio en (1, 1) es un centro o una
espiral (estable o inestable). La distincidon es muy importante para los bidlogos. Si
es una espiral estable, entonces es de esperar que cualquier distribucién inicial de la
poblacién se estabilice, a largo plazo, en (1, 1) (en estas unidades). Si es una espiral
inestable, jentonces habrd una explosion demogréfica de zorros y conejos! Y si es
un centro estable, entonces las poblaciones serdn periddicas, con muchos conejos al-
gunos afios y s6lo unos cuantos conejos en otros afios, cambiando en forma perpe-
tua de un lado a otro. Asf, es importante establecer la naturaleza exacta del
equilibrio.
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(c) Resuelva la ecuacion (9) separando variables y muestre que el resultado se puede
llevar a la forma

10)  (xe)(ye ) =C.

Observe que la férmula (10) para las curvas integrales implica que éstas son simétri-
cas con respecto de la rectay = x.

(d) Debemos decidir si estas curvas son espirales que tienden a (1 R 1) cuando
t— +00 0t— —oo. Use la grifica de ue * en la figura 5.49 para justificar que la
gréfica de la ecuacién (10) no tiene puntos si C > ¢ 2 y que contiene un punto,
(1,1), si C = e 2 Asi, las trayectorias en cuestién sélo surgen para C < e~ 2.

(e) Use la figura 5.49 para justificar que el punto (1, 1) no puede ser un punto limite de
la trayectoria para C fijo (C < e~?), pues cuando y = 1 la ecuacién (10) sélo tiene
dos soluciones x.,s, ¥ Xmax que satisfacen xe ¥ = Ce, ambas distintas de x = 1.

u

Figura 5.49 Grifica def ue ™

El bosquejo del plano fase nos lleva a concluir que el punto critico (1, 1) es un centro, las
trayectorias son Orbitas cerradas y las poblaciones varfan en forma periddica.

I E. Sistemas hamiltonianos

El problema en este proyecto explora la formulacién hamiltoniana’ de las leyes de movi-
miento de un sistema y sus implicaciones para el plano fase. Esta formulacién reemplaza la se-
gunda ley de Newton F = ma = my" y se basa en tres consideraciones matematicas:

(i) Se supone que la fuerza F(t, y, y') depende sélo de y y tiene una antiderivada
—V(y), es decir, F = F(y) = —dV(y)/dy.

(ii) La variable de velocidad y" se reemplaza en todas partes por el momento p = my’
(de modo que y' = p/m).

"Nota histérica: Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) fue un fisico matemadtico irlandés. Ademds de su trabajo
en mecdnica, inventd los cuaternios y descubrid la ley anticonmutativa de los productos vectoriales.

A



T

Proyectos de grupo para el capitulo 5 311

(iii) El hamiltoniano del sistema se define como

H=H(y.p) =2+ V(y).

(a) Exprese la ley de Newton F = my"” como un sistema equivalente de primer orden,
en la manera descrita en la seccién 5.3.
(b) Muestre que este sistema es equivalente a las ecuaciones de Hamilton

ay 2= <=”> ,

dt — op m
A (v
12) e dy T ody)

(¢) Use las ecuaciones de Hamilton y la regla de la cadena para mostrar que el hamilto-
niano permanece constante a lo largo de las curvas solucién:

d _
g Hp) =0

En la férmula para la funcién hamiltoniana H(y, p), el primer término, p?/(2m) =
m(y')?/2, es la energia cinética de la masa. Entonces, por analogifa, el segundo término V()
se conoce como la energia potencial de la masa y el hamiltoniano es la energfa total. La ener-
gfa (mecénica) total es constante (por tanto, “se conserva”) cuando las fuerzas F(y) no depen-
den del tiempo ¢ ni la velocidad y’; tales fuerzas se llaman conservativas. El lema integral de
la energfa de la seccién 4.7 (pagina 196) no es mds que un enunciado alternativo de la conser-
vacion de la energfa.

La formulacién de Hamilton para los sistemas mecdnicos y el principio de conservacion
de la energia implican que las trayectorias en el plano fase de sistemas conservativos estdn so-
bre las curvas donde el hamiltoniano H(y, p) es constante; la graficacién de estas curvas pue-
de ser mucho mads fécil que resolver las trayectorias en forma directa, lo que a su vez es mds
f4cil que resolver el sistema original.

(d) Para el oscilador masa-resorte de la seccion 4.1, la fuerza del resorte estd dada por
F = —ky (donde k es la constante del resorte). Determine el hamiltoniano, exprese
las ecuaciones de Hamilton y muestre que las trayectorias en el plano fase
H(y,p) = constante para este sistema son las elipses dadas por
p?/(2m) + ky?/2 = constante. Véase la figura 5.14, pdgina 270.

La fuerza de amortiguamiento —by’ considerada en la seccion 4.1 no es conservativa,
por supuesto. Desde el punto de vista fisico, sabemos que el amortiguamiento reduce la ener-
gfa de un sistema hasta llevarlo a un alto en un punto de equilibrio. En el plano fase podemos
describir de manera cualitativa la trayectoria como una migracion continua a érbitas con ener-
gia constante cada vez menor; los centros estables se convierten en puntos espirales asintoti-
camente estables al tomar en cuenta el amortiguamiento.

"La fisica establece que al tomar en cuenta todas las formas de energfa, como el calor y la radiacién, la energia se
conserva, aunque las fuerzas no sean conservativas.

4
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Sean p;

Introduccién a los sistemas y el analisis del plano fase

La segunda ecuacion de Hamilton (12), que establece p’ = my” = F, debe cam-
biarse por

, oH , oH bp
L A
cuando el amortiguamiento estd presente. Muestre que el hamiltoniano disminuye a
lo largo de trayectorias en este caso (para b > 0):

%H(y,p) = —b<51>2 = —b(y') .

En la seccion 4.9 (pdgina 218) se mostrd que la fuerza en un sistema masa-resorte
suspendido verticalmente en un campo gravitacional es F = —ky + mg. Deduzca el
hamiltoniano y bosqueje las trayectorias en el plano fase. Bosqueje las trayectorias
cuando hay amortiguamiento.

Segtin lo indicado en la seccidn 4.7 (pdgina 196), la fuerza de resorte de Duffing se
modela mediante F = —y — y>. Deduzca el hamiltoniano y bosqueje las trayecto-
rias en el plano fase. Bosqueje las trayectorias cuando hay amortiguamiento.

Para el sistema de péndulo estudiado en el ejemplo 8 de la seccién 4.7, la fuerza es-
td dada por (figura 4.18, pdgina 204)
F = —{mgsenf = —i(—€mg cos §) = —iV(B)

a0 a0

(donde € es la longitud del péndulo). Para variables angulares, la formulacién ha-
miltoniana pide expresar la variable de velocidad angular 6" en términos del mo-
mento angular p = m€*0'; la energfa cinética masa X velocidad®/2, se expresa
como m(€6')*/2 = p*/(2m€?). Deduzca el hamiltoniano para el péndulo y bosqueje
las trayectorias en el plano fase. Bosqueje las trayectorias cuando hay amortigua-
miento.

El campo de fuerza de Coulomb es una fuerza que varfa en forma proporcional al
reciproco del cuadrado de la distancia al origen: F = k/y>. La fuerza es atractora si
k < 0y repulsora si k > 0. Bosqueje las trayectorias en el plano fase para este mo-
vimiento. Bosqueje las trayectorias cuando hay amortiguamiento.

Para un campo de fuerzas de Coulomb atractor, ;cudl es la velocidad de escape para
una particula situada en una posicién y? Es decir, ;cudl es la minima velocidad (di-
rigida hacia afuera) necesaria para que la trayectoria llegue a y = oco?

Comportamiento extrano de especies en competencia.
Parte 1

(¢),i=1,2, 3, las poblaciones de tres especies en competencia S;. Suponga que estas

especies tienen las mismas tasas de crecimiento y que la poblacién mdxima de cada especie
soportable por el hdbitat es la misma para las tres. (Suponemos que esta cantidad de poblacién

eslaun

idad). Ademds, suponga que la ventaja competitiva de S; sobre S, es la misma que tie-

ne S, sobre S5 y S3 sobre S;. Esta situacion se modela mediante el sistema

13)

pi =pi(l = py, = ap, — bps) ,
p5=pa(1 = bp; — pr — ap3) ,
ps = ps(1 — ap, — bpy — p3) .

donde a y b son constantes positivas.

A
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(a) Muestre que el sistema (13) tiene cinco poblaciones (soluciones) de equilibrio co-
rrespondientes a los puntos criticos (0, 0, 0), (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1)y (8, 8, 8),
donde 8=(1+a+b)"'.

(b) Estudie el sistema cuando a = b = 0.5. Como el sistema no es lineal, no podemos
aplicar la técnica de la seccion 5.2. El sistema tiene tres incégnitas, de modo que el
andlisis en el plano fase es mucho mds complejo que el presentado en la seccién
5.4. En vez de esto, desarrollaremos experimentos numéricos sobre el sistema para
ver si podemos determinar el comportamiento de sus soluciones. Utilice un esquema
como el método cldsico de Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas (véase el
apéndice E) para realizar estos experimentos. Use varios valores iniciales; en par-
ticular, valores cercanos a los puntos de equilibrio. Describa el comportamiento de
las poblaciones cuando t — + co.

(c) El sistema se comporta ligeramente diferente cuando a = 0.5 y b = 2.0. Realice ex-
perimentos numéricos para mostrar que la solucion de este sistema tiende a una de
las soluciones de equilibrio: (1,0, 0), (0, 1,0) y (0,0, 1), luego se mueve hacia
otra y luego hacia la tercera, de regreso a la primera, y asf sucesivamente. Ademds,
las soluciones se acercan cada vez mds a estos puntos antes de moverse rdpidamente
al siguiente.

(d) Use los resultados de la parte (c) para justificar que “la mayor parte del tiempo”,

pip2=0, pp3=0, pp3=0.

Ademés, P1 + 12 + p3 = 1.
(e) Del sistema (13) cona = 0.5y b = 2.0, deduzca las ecuaciones

dT

o = T =1) = n(pips + paps + pip3)
dln P
7=—n+(3+n)(l—T),

donde T:'=p; + p, + p3, P:=p1pap3, ym=a + b — 2 =0.5.
(f) Use los resultados de las partes (d) y (e) para mostrar que

ar _

dt—T(l—T),

son simplificaciones razonables.
(g) Resuelva las ecuaciones de la parte (f) y verifique que cuando t — + o0, la suma T
tiende a 1 y el producto P tiende a cero.

Este sistema se estudiard con mds detalle en el proyecto D del capitulo 9.

I G. Limpieza de los Grandes Lagos

Un modelo matemdtico sencillo que permite determinar el tiempo necesario para limpiar los
Grandes Lagos se puede desarrollar mediante un andlisis multiple por compartimentos.” En

Para un andlisis detallado de este modelo, véase An Introduction to Mathematical Modeling, por Edward A. Bender
(Krieger, Nueva York, 1991), capitulo 8.

4
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Figura 5.50 Modelo por compartimentos de los Grandes Lagos, con sus tasas de flujo (millas cibicas/afio) y

volumenes (millas cibicas)

particular, podemos ver a cada lago como un tanque que contiene un liquido donde se ha di-
suelto un contaminante particular (DDT, fésforo, mercurio). En forma esquemadtica, podemos
ver a los lagos como formados por cinco tanques unidos como se indica en la figura 5.50 de la
pdgina 314.

En nuestro modelo establecemos las siguientes hipdtesis:

1.
2.
3.

4.

El volumen de cada lago permanece constante.

Las tasas de flujo son constantes en todo el afio.

Cuando un liquido entra al lago, ocurre una mezcla perfecta y los contaminantes se
distribuyen de manera uniforme.

Los contaminantes se disuelven en el agua y entran o salen por un flujo de la solu-
cion hacia fuera o hacia adentro.

Antes de usar este modelo para obtener estimaciones de los tiempos de limpieza para los
lagos, consideremos algunos modelos mds sencillos:

(a) Use las tasas de flujo de salida dadas en la figura 5.50 para determinar el tiempo ne-

cesario para “drenar” cada lago. Esto proporciona una cota inferior para el tiempo
necesario para eliminar todos los contaminantes.

(b) Se obtiene una mejor estimacién suponiendo que cada lago es un tanque indepen-

diente, donde solo entra agua pura. Use este método para determinar el tiempo nece-
sario para que el nivel de contaminacion en cada lago se reduzca a 50% de su nivel
original. ;Cudnto tiempo se necesita para reducir la contaminacion a 5% de su
nivel original?

(c) Por dltimo, para tomar en cuenta el hecho de que la contaminacién de un lago fluye

al siguiente lago de la cadena, use todo el modelo de varios compartimentos dado en
la figura 5.50 para determinar el momento en que el nivel de contaminacion en cada la-
go se haya reducido a 50% de su nivel original, suponiendo que la contaminacién ha
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cesado (es decir, los flujos hacia adentro no provenientes de un lago son de agua
pura). Suponga que todos los lagos tienen en un principio la misma concentracién
de contaminantes p. ;Cudnto tiempo se necesita para que la contaminacion se reduz-
ca a 5% de su nivel original?

Para un analisis detallado de este modelo, véase An Introduction to Mathematical Mode-
ling, por Edward A. Bender (Krieger, Nueva York, 1991), capitulo 8.



Teoria de ecuaciones diferenciales

lineales de orden superior

En este capitulo analizaremos la teoria bdsica de ecuaciones diferenciales lineales de orden
superior. El material es una generalizacién de los resultados obtenidos en el capitulo 4 para
ecuaciones de segundo orden con coeficientes constantes. En los enunciados y demostra-
ciones de estos resultados, usamos conceptos de un curso elemental de dlgebra lineal; a
saber, dependencia lineal, determinantes y métodos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales. Estos conceptos también surgen en el enfoque matricial para la solucidn de sis-
temas de ecuaciones diferenciales que se analiza en el capitulo 9, el cual incluye un breve
repaso de ecuaciones algebraicas lineales y determinantes.

Como este capitulo estd mds orientado hacia las matematicas (es decir, no estd ligado a
alguna aplicacidn fisica particular), utilizaremos la practica comtin de llamar a la variable in-

[T L)

dependiente “x” y a la variable dependiente “y”.
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DIFERENCIALES LINEALES

Recuerde que una ecuacion diferencial lineal de orden n, es una ecuacién que se puede escribir
en la forma

M) a0+ aem L ) + e+ agloy(x) = b(x)

donde ay(x), a;(x), . .., a,(x) y b(x) sélo depende de x, no de y. Cuando ay, ay, . . . , a, son
constantes, decimos que la ecuacion (1) tiene coeficientes constantes; en caso contrario, tie-
ne coeficientes variables. Si b(x) = 0, se dice que la ecuacién (1) es homogénea; en caso
contrario, ¢s no homogénea.

Para desarrollar una teorfa bdsica, suponemos que ay(x), a;(x), . . ., a,(x) y b(x) son
continuas en un intervalo /'y a,(x) = 0 en 1. Entonces, al dividir entre a,(x) podemos reescri-
bir (1) en la forma canénica

) YR+ ey V) e plev(x) = g(x)

donde las funciones p;(x), . .., p,(x) y g(x) son continuas en I.
Para una ecuacion diferencial lineal de orden superior, el problema con valores iniciales
siempre tiene una solucion unica.
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r EXISTENCIA Y UNICIDAD

Teorema 1. Suponga que p;(x), ..., p,(x) y g(x) son continuas en un intervalo
(a, b) que contiene al punto x,. Entonces, para cualquier eleccién de los valores ini-
ciales ¥, Y15 - - - » Yu—1, €Xiste una tnica solucién y(x) en todo el intervalo (a, b) del

problema con valores iniciales

@) )+ el + e p(ely(x) = glx)

(n—1)

(4) yixg) = v, ¥lxe) = y1o o ves ¥ Mxg) =00 -

Para el problema con valores iniciales

(5) xlx — 1y = 3xv" + 627y — (cosx)y = Vx+ 5§
(6) J’(»‘Cu) =1, y'{xo) =0, ¥ (xu) =7,

determinar los valores de x, y los intervalos (a, b) que contienen a x, para los cuales el teo-
rema | garantiza la existencia de una unica solucién en (a, b).

Al escribir (5) en forma candnica, vemos que p;(x) = —3/(x — 1), po(x) = 6x/(x — 1),
pa(x) = —(cos x)/[x(x — 1)]y g(x) = Vx+5/[x(x — 1)]. Ahora, p;(x) y p,(x) son con-
tinuas en cualquier intervalo que no contenga a x = 1, mientras que p3(x) es continua en
cualquier intervalo que no contenga ax = 0 o ax = 1. La funcidn g(x) no estd definida para
x < —=5,x=0yx =1, pero es continua en (—5, 0), (0, 1) y (1, c0). De aqui que las fun-
ciones py, p», p3 y g son simultdneamente continuas en los intervalos (=5, 0), (0, 1) y (1, c0).
El teorema 1 implica que si elegimos xy € (—5, 0), entonces existe una unica solucion del
problema con valores iniciales (5)—(6) en todo el intervalo (—5, 0). De manera andloga, pa-
ra xo € (0, 1), existe una tinica solucién en (0, 1) y para x, € (1, 00), una udnica solucién en
(1,00). =

Si el lado izquierdo de la ecuacién (3) define el operador diferencial L,

. dny dn—ly . o
) Lly] ‘= IR Pt + o+ py=D"+p D"+ +p)Hly],

entonces podemos expresar la ecuacién (3) en la forma de operador

® L{y](x) =g() .
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Es esencial recordar que L es un operador lineal; satisface
® Lyt yt o+ y,] =Ly + Lly,] + -+ Lly,],
(10 L[ey] = cL[y] .  donde c es cualquier constante

Estas son propiedades conocidas del operador de derivacién D, de donde se siguen (9) y (10)
(véase el problema 25).
Como consecuencia de esta linealidad, si yy, . . . , y,, son soluciones de la ecuacion homogénea

an  Liyj(x) =0,

entonces cualquier combinacién lineal de estas funciones, Cyy; + - + C,y,,, también es
solucidn, pues.

LICiy, + Coyy + -+ Coy, ] =C1- 0+ Cp: 0+ +Cp,-0=0.

Imaginemos ahora que hemos hallado n soluciones yy, . . . , y, de la ecuacion lineal de orden
n (11). ¢ Serd cierto que toda solucién de (11) se puede representar como

(12) Coyi T = + Gy

eligiendo de manera adecuada las constantes Cy, . . . , C,,? La respuesta es si, siempre que las
soluciones yy, . . ., y, satisfacen una cierta propiedad que deducimos a continuacion.

Sea ¢p(x) una solucién de (11) en el intervalo (a, b) y sea x, un nimero fijo en (a, b). Si
es posible elegir las constantes Cy, . . ., C,, de modo que

Cyilxg)  + - + Cylxa) = dlxg)
13) Cl}"l(fo) + oo+ Cny;i{st) = ¢’(xzo) ,
Cly({!_l)(xﬂ) + o+ Cnygxnil)(xu) = (b(n_i](xo) s

entonces, como ¢(x) y Cyy;(x) + - -+ + C,y,(x) son dos soluciones que satisfacen las mis-
mas condiciones iniciales en x, la conclusion de unicidad del teorema 1 implica

(14)  Blx) = Cyilx) + - + Coyyl)

para toda x en (a, b).

El sistema (13) consta de n ecuaciones lineales en las n incégnitas Cy, . . ., C,. Tiene
una tnica solucién para todos los valores posibles de ¢(xy), ¢ (xo), . . ., " V(xy) siy s6lo
si el determinante” de los coeficientes es distinto de cero; es decir si y sélo si

)‘1(10) .Y:(Xo) yn(x{))
s il y'z({o) yl.(«fo) 40
WS e K
Jf‘{‘fl ”(x()) ¥5 l)(xu) )’Efl U(IO)
Por lo tanto, si yy, . . . , y, son soluciones de la ecuacién (11) y hay algtin punto x, en (a, b)
tal que (15) se cumpla, entonces toda solucién ¢(x) de (11) es una combinacién lineal de
Yise oo Vne

Antes de escribir este hecho como un teorema, es conveniente identificar el determi-
nante con un nombre.

"Los determinantes se analizan en la seccién 9.3.
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r WRONSKIANO

Definicién 1. Seanf, . .., f, n funciones diferenciables (n — 1) veces. La funcién

fl(x) fz(x) e fn(x)

A6) Wy Sl = [T )

es el Wronskiano de fi, . . ., f,.

Ahora enunciamos el teorema de representacion de soluciones de ecuaciones diferencia-
les lineales homogéneas que hemos demostrado antes.

r REPRESENTACION DE SOLUCIONES (CASO HOMOGENEO)

Teorema 2. Seany,...,Yy,n soluciones en (a, b) de
a7 )+ T ey = 0,

donde py, . .., p, son continuas en (a, b). Si en cierto punto xy en (g, b) estas solu-
ciones satisfacen

A8)  Wys ..., yal(xa) # 0,

entonces toda solucién de (17) en (a, b) se puede expresar en la forma

(19)  y(x) = Cyilx) + o0 + Copplx)

donde Cy, . .., C, son constantes.

La combinacidn lineal de yy, . . . , y, en (19), con constantes arbitrarias Cy, . . . , C,, se
conoce como solucion general de (17).

En dlgebra lineal, un conjunto de m vectores columna {vi, vy, . . . ,v,,}, cada uno con m

componentes, es linealmente dependiente si y sélo si uno de ellos puede expresarse como una
combinacién lineal de los demds.” Un teorema bdsico establece entonces que si un determinante
es igual a cero, sus vectores columna son linealmente dependientes y reciprocamente. Asf, si un
Wronskiano de soluciones a (17) se anula en un punto x;, una de sus columnas (digamos que la
dltima, pues siempre podemos renumerar) es igual a una combinacién lineal de las demas:

)’n(xo) Y1 (xo) Y2 (xo) Yn— 1(x0)
»(x 1 5 (x n—1lx
20) )’n( 0) =d )’1(30) + d, yz( 02) + o+ d, Yn 13( o)
Y Y(xo) W D(xo) 5 V(xo) YD (xo)
Esto es equivalente a decir que existen constantes ¢y, ¢, . . . , ¢,,, DO todas nulas, tales que ¢;v; + c,v, + -+ + ¢,v,,

es igual al vector cero.
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EJEMPLO 2

SOLUCION

EJEMPLO 3

Ahora, consideremos las dos funciones y,(x) y [diy;(x) + dyy(x) + - + d,—y,—1(x)].
Ambas son soluciones de (17) y podemos interpretar (20) como el hecho de que satisfacen las
mismas condiciones iniciales en x = x;. Por el teorema de unicidad, son la misma funcién:

QD) vu(x) = diyi(x) + daya(x) + o+ dym gy, (x)

para toda x en el intervalo 1. En consecuencia, sus derivadas también son iguales, de modo
que

y,j(x) ] (x) (%) V=i (x)
22 yn(x? _ 4, YI(X? yz’(?C? Y- §(x)
() W) Y9 (x) Yoo (x)

para toda x en /. Por tanto, la dltima columna del Wronskiano W[y;, y, . . . , y,,] siempre es
combinacidn lineal de las demds columnas, y en consecuencia el Wronskiano se anula en
todo punto.

En resumen, el Wronskiano de n soluciones a la ecuacion homogénea (17) es idéntica-
mente nulo, o nunca se anula, en el intervalo (a, b). Ademds, hemos mostrado que en el
primer caso, (21) es vdlida en todo (a, b). Tal relacion entre las funciones merece un nombre,
para lo que usaremos una terminologia muy sugerente hacia el caso vectorial.

r DEPENDENCIA LINEAL DE FUNCIONES

Definicion 2. Las m funciones fi, 5, . . . , f;, son linealmente dependientes en un
intervalo I si al menos una de ellas se puede expresar como combinacidn lineal de

las demds en /; en forma equivalente, son linealmente dependientes si existen cons-
tantes cy, ¢, . . . , G, N0 todas iguales a cero, tales que

(22) cif1(x) + oofo(x) + -+ cpfu(x) =0

para toda x en /. En caso contrario, son linealmente independientes en 1.

+ oo+ d,

Mostrar que las funciones f;(x) = ¢, fo(x) = e >y f5(x) = 3¢* — 2¢~>" son linealmente de-
pendientes en (—o0, 00).

Es claro que f; es una combinacion lineal de f; y /> :

f3(x) =3¢" — 2 N = 3f1(x) - 2f2(x) .

Observe ademds que la identidad correspondiente 3f,(x) — 2f(x) — f3(x) = 0 concuerda
con el patrén (23). =

Para demostrar que las funciones fi, f>, . . . , f,, son linealmente independientes en (a, b),
un método conveniente es el siguiente: Suponga que la ecuacion (22) es vdlida en (a, b) y
muestre que esto implicaque c; = ¢, = - = ¢, = 0.

Muestre que las funciones f;(x) = x, f,(x) = x> y fy(x) = 1 — 2x* son linealmente indepen-
dientes en (—00, 00).
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SOLUCION Suponga que existen constantes ¢y, ¢,, y c3 tales que
(24) i+ et +oy(1 =263 =0

es valido para toda x. Si podemos demostrar que (24) implica que ¢; = ¢, = ¢3 = 0, entonces
tendremos la independencia lineal. Hagamos x = 0, 1 y —1 en la ecuacion (24). Estos va-
lores de x son, en esencia, “sacados del sombrero”, pero nos facilitardn el trabajo. Al sustituir
en (24) tenemos

=0 (x=0},
(25) ep+e—e=0 (x=1),
—c1 ey — ey =0 (x=—D.

Al resolver este sistema (o calcular el determinante de los coeficientes), vemos que la tnica
solucion posible es ¢; = ¢, = ¢3 = 0. En consecuencia, las funciones fi, f> y f3 son lineal-
mente independientes en (—o0, 00).

Una solucion mds agradable consiste en notar que si (24) es vdlida para toda x, entonces
también lo son sus primera y segunda derivadas. En x = 0, estas condiciones son ¢z = 0, ¢;
=0y 2c, — 4c; = 0. Es claro que cada uno de los coeficientes debe anularse. m

A primera vista, la dependencia lineal de las funciones parece distinta a la dependencia
lineal de los vectores en el espacio euclidiano R”, porque (23) es una ecuacién funcional que
impone una condicién en cada punto de un intervalo. Sin embargo, hemos visto en (21)
que cuando las funciones son todas soluciones a la misma ecuacién diferencial homogénea,
la dependencia lineal de los vectores columna en el Wronskiano (en cualquier punto x,) im-
plica la dependencia lineal de las funciones. El reciproco también es cierto, como muestran
(21) y (22). El teorema 3 resume nuestro andlisis.

r DEPENDENCIA LINEAL Y EL WRONSKIANO

Teorema 3. Siyj,y,,...,Yy,sonnsoluciones de y(") + ply("_l) +-+py=0
en el intervalo (a, b), con py, p,, . . ., p, continuas en (a, b), entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) y1, Y2 - - . » ¥, son linealmente dependientes en (a, b).
(ii) El wronskiano W[yy, 5, ... , ¥,] (xo) se anula en algdn punto x; en (a, b).
(iii) El wronskiano W[yy, ¥, ... , ¥,] (x) se anula en todo punto x; en (a, b).

Las contrapositivas de estas afirmaciones también son equivalentes:

(iv) ¥1,¥2, - .., y, son linealmente independientes en (a, b).
(v) El Wronskiano W[yy, y,, ... , ¥,] no se anula en algin punto x en (a, b).
(vi) El Wronskiano W[y, y,, ... , y,,] nunca se anula en (a, b).

Siemrpe que (iv), (v) o (vi) se cumplan, {y;, y,, ... ,¥,,} se llama un conjunto de
soluciones fundamentales de (17) en (a,b).

El Wronskiano es una funcién curiosa. Si consideramos W[f, f>, ... .f,](x) para n fun-
ciones arbitrarias, simplemente obtenemos una funcion de x sin propiedades particularmente
interesantes. Pero si las n funciones son todas soluciones de la misma ecuacién diferencial
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homogénea, entonces es idénticamente cero o nunca se anula. De hecho, se puede demostrar
la identidad de Abel cuando todas las funciones son soluciones de (17):

X
(26) W[yl’ Y2, -ees yn](x) = W[yl’ Y25 eees yn] (XO)exp<j pl(t)dt> )
Xo
lo que claramente exhibe esta propiedad. El problema 30 bosqueja una demostracién de (26)
paran = 3.
Es dtil recordar que los siguientes conjuntos constan de funciones que son linealmente
independientes en cada intervalo abierto (a, b):

{l,x,xz, e xn
{1, cos x, senx, cos 2x, sen2x, . . ., oS nx, sennx}
{e™, e .. e®™} | donde las ; son constantes distintas.

[Véanse los problemas 27 y 28 y la seccién 6.2 (pagina 329)].

Si combinamos las propiedades de linealidad (superposicion) (9) y (10) con el teorema
de representacion para soluciones de la ecuacién homogénea, obtenemos el siguiente teo-
rema de representacion para ecuaciones no homogéneas.

r REPRESENTACION DE SOLUCIONES (CASO NO HOMOGENEO)

Teorema 4. Sea y,(x) una solucién particular de la ecuacion no homogénea

Q7D Y+ p )+ e+ () = g(x)

en el intervalo (a, b) con py, py, . . . , p, continuas en (a, b) y sean {y;, ..., y,} un
conjunto fundamental de soluciones para la ecuacién homogénea correspondiente

@8) M) + pi(ey e b b L) =0

Entonces toda solucién de (27) en el intervalo (a, b) se puede expresar en la forma

29  ylx) =y F Cylx) + o+ Cyalx)

Demostracion. Sea ¢(x) una solucién de (27). Como ¢(x) y y,(x) son soluciones de (27),
el principio de superposicion establece que la diferencia ¢(x) — y,(x) es solucion de la
ecuacion homogénea (28). El teorema 2 implica entonces que

(f)(l’) - }‘p(JC) = Clyl(x) + -+ Cnyn(x}

para constantes adecuadas Cj, . . . , C,. La tltima ecuacidn es equivalente a (29) [con ¢(x)
en vez de y(x) ], de modo que el teorema queda demostrado. m

La combinacion lineal de y,, y;, . . ., y, en (29) escrita con las constantes arbitrarias
Cy, ..., C,seconoce, por razones obvias, como una solucion general de (27). El teorema 4
se puede generalizar facilmente. Por ejemplo, si L denota el operador que aparece en el lado
izquierdo de la ecuacion (27) y si L[y,;] = &1(x) y L[y,2] = g2(x), entonces cualquier solu-
ciéonde L[y] = ¢,g; + ¢,8, se puede expresar como

y(x) = eylx) + eaypla) + Cyl) + Conalx) + -0 + Cuulx)

para una eleccion adecuada de las constantes Cy, C,, . . ., C,,.
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Determinar una solucion general en el intervalo (—oo, 00), dado que

30) L[y] =y =y =y 4+ 2y = T —2x— 4 — 24 ¥,
teniendo que y,;(x) = x° es una solucién particular de Lyl = 2x* — 2x — 4, que Ypolx) = e
es una solucién particular de L[y] = —12¢~ >y que y;(x) = e %, y,(x) = €"y y3(x) = ¢** son

soluciones de la ecuacion homogénea correspondiente.

Ya hemos sefialado que las funciones e, ¢* y ¢** son linealmente independientes debido a

que los exponentes —1, 1 y 2 son distintos. Como cada una de estas funciones es solucion de
la ecuacion homogénea correspondiente, entonces {e” ¥, ¢, er} es un conjunto fundamental
de soluciones. Por las observaciones anteriores relativas a las ecuaciones no homogéneas
que una solucién general de (30) es

B yx) =yt 2y Oy Gy F G
=242 T+ e T+ Gt + Ce™ . m

En los problemas 1 a 6, determine el intervalo (a, b) mds
grande para el que el teorema 1 garantice la existencia
de una vnica solucion en (a, b) para el problema con va-
lores iniciales dado.

L o — 3y +efy=x*—1;

yi=2)=1, y{-2)=0, y{-2)=
2, y" — Vxy = senx ;
vim) =0, y{mj=11, yi{=}=3

3y -y + Vi —ly=tanx ;
¥5)=y(s)=y"(5=1.

4 xlx + 1y — 3y +y=0;
=12y =1,  y{=1/2)=y"(-1)2)=0.

S.xVx+ Iy — vy +xy=0:
v(1/2) = y'(1/2) = -1,

6. (x*—1)y" +ey=1Inx:
y3/4)=1, y(3/4) =y"(3/4)=0.

En los problemas 7 a 14, determine si las funciones da-
das son linealmente dependientes o linealmente inde-
pendientes en el intervalo indicado. Justifique sus res-
puestas.

7. {E’BX, ™, 87”} en (—oo, oo) .

8. {x%a% — 1,5} en(—o0, ) .

9. {sen’x, cos’x, 1} en (—o0, co) .
10. {sen x, cos x, tan x} en (—#/2, 7w/2) .

y(1/2)=1.

1. {x ", x'"2 x} en (0, 00)

12. {cos 2x, cos®x, sen’x} en (—oc, oo} .

13, {x, 2% 5%, x* en {—og, 00) |

14. {x, xe”, 1} en (—oc, oo) .

En los problemas 15 a 18, use el wronskiano para verifi-
car que las funciones dadas forman un conjunto funda-

mental de soluciones para la ecuacion diferencial dada y
halle una solucion general.

15, " + 2y" ~ 11y — 12y = 0 ;
{E3X, E_I, 6'_41} )

16, v — y" + 4y" — 4y =0 ;
{e*, cos 2x, sen2x} .

17. &y — 3x%y" + 6xy’ — 6y =0, x>0
{x, x2, x3} )
18,y -y =0  {e* e cosx, senx} .

En los problemas 19 a 22 se da una solucion particular y
un conjunto fundamental de soluciones para una ecua-
cion no homogénea y su ecuacion homogénea corres-
pondiente. (a) Determine una solucion general de la
ecuacion no homogénea. (b) Determine la solucion que
satisface las condiciones iniciales indicadas.

19, y" + 3" + 3y — Sy =2+ 6x — 5x° ;
Wo)=-1, y{O)=1, y(0)=-3;
¥ = x*: {e*, e *cos 2x, e Fsen Zx} .
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20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

3

27.

1,
A._Sk)(xﬂ) = {O ,

Capitulo 6
' —yt=20 y)=2, y(l)=-1,
yvilj=—-4: oy, =2 {l,xg}.
v+ —y=3—1Inx, x>0
y)=3, y(1)=3, y{)=0:
vo=Inx s {xxlnxx(lnx)} .
v 4+ 4y =Scosx;
yoy=12, y{0y=1, ¥ = -1,
yI0)= -2 y,=cosx;

{e"cos x, e"sen x, ¢ ""cos x. ¢ "sen x} .
Sean L{y] ==y" + y + xy, y(x) =senxy y,
(x) == x. Verifique que L[y, J(x) = xsenxy L[y, ](x) =
x* + 1. Luego utilice el principio de superposicién
para hallar una solucién de la ecuacién diferencial:

(a) L[y] =2xsenx —x2— 1.
{b) L[y] = 4x” + 4 — 6xsenx .

m

Sean L[y] = y" — xy + 4y’ — 3xy, y;(x) = cos 2x
y yo(x) == —1/3. Verifique que L[y, ](x) = x cos 2x y
L[y,](x) = x. Luego utilice el principio de superpo-
sicién para hallar una solucién de la ecuacién dife-
rencial:

(a) L[y] = Txcos 2x — 3x .
(b} L[y] = —brcos2x + llx .

Demuestre que L definida en (7) es un operador li-
neal, verificando que las propiedades (9) y (10) se
satisfacen para cualesquiera funciones y, y, y, n ve-
ces diferenciables en (a, b).

Existencia de conjuntos fundamentales de solu-
ciones. Porelteorema 1, paracadaj=1,2,...,n
hay una tnica solucion y;(x) de la ecuacion (17) que
satisface las condiciones iniciales

parak=j—1,

prak#j— 1. 0=k=n-—1.

(a) Muestre que {yi, ¥, . . ., ¥, €s un conjunto fun-
damental de soluciones para (17). [Sugerencia:
Calcule el wronskiano en x;].

(b) Para los valores iniciales dados ¥y, Y15 - - - » Yu—1>
exprese la solucién y(x) de (17) que satisface
y(k)(xo) =y, k=0,...,n— 1 (como en las
ecuaciones (4)) en términos de este conjunto

fundamental de soluciones.
2

PR

Muestre que el conjunto de funciones {1, x, x
x"}, donde n es un entero positivo, es linealmente in-
dependiente en cualquier intervalo abierto (a, b).
[Sugerencia: Use el hecho de que un polinomio de

28.

29.

30.

31.
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grado a lo mds n no tiene mds de n raices, a menos
de que sea idénticamente nulo].

El conjunto de funciones
{1, cos x,senx,...,COSnx, sen nx},

donde n es un entero positivo, es linealmente inde-

pendiente en cualquier intervalo (a, b). Demuestre

esto en el caso particular n = 2y (a, b) = (—00, 00).

(a) Muestre que sifi, . .., f,, son linealmente inde-
pendientes en (—1, 1), entonces son linealmente
independientes en ( —oco, c0).

(b) D€ un ejemplo para mostrar que sifj, . . ., f, son
linealmente independientes en (—o0, 00), enton-
ces no necesariamente son linealmente indepen-
dientesen (—1, 1).

Para demostrar la identidad de Abel para n = 3, pro-

ceda como sigue:

(a) Sea W(x) == W[y, y2, 3](x). Use la regla del
producto para la derivada y muestre que

LATIS SR, U4 ViYW

Wiled = [¥i o ys viLE M s v
yioovso vi ¥y ¥

A Y2 M3

+ Iyt ¥ s

yiooyyo ¥y

(b) Muestre que la expresion anterior se reduce a

Yr Y2 ¥
(32) W)= |y ¥ »
1 Y7 ¥

(¢) Como cada y; satisface (17), muestre que

3
33 ) = = Z PR
i=1,2,3.
(d) Sustituya las expresiones (33) en (32) para mos-
trar que
(34) Wix) = —p(x)Wx) .

(e) Deduzca la identidad de Abel resolviendo la ecua-

cion diferencial de primer orden (34).
Reduccion de orden. Si se conoce una solucion
no trivial f(x) de la ecuacion homogénea

y{_ﬂ] + p,(x)_v(’“” + -+ p"(x)y =0,
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se puede usar la sustitucién y(x) = v(x)f(x) para re- 33. Use el método de reduccion de orden descrito en el
ducir el orden de la ecuacién. Realice los siguientes problema 31 para hallar tres soluciones linealmente
pasos para demostrar el método para la ecuacién de independientes de y” — 2y" + y’ — 2y = 0, dado
tercer orden que f(x) = ¢** es una solucién.

34. Construccion de ecuaciones diferenciales. Da-

(35) ym _ zyrr . 5}“] + 6}" — 0 ,

dado que f{x) = ¢* es una solucién.
(a) Haga y(x) = v(x)e"y calcule y’, y" y y".

das tres funciones f(x), f2(x), f3(x) que son tres ve-
ces diferenciables y cuyo wronskiano no se anula en
[a, b], muestre que la ecuacién

(b) Sustituya sus expresiones de (a) en (35) para ob-

tener una ecuacion de segundo ordenenw =v'. A Al Al oy
(¢) Resuelva la ecuacion de segundo orden de la W) il )y -0
parte (b) en términos de w y luego integre para filx) S Filx) 7

hallar v. Determine dos opciones linealmente in-
dependientes para v, digamos, v; y v;.

es una ecuacion diferencial lineal de tercer orden pa-
ra la cual {f|, f>, fs} es un conjunto fundamental de
soluciones. ;Cudl es el coeficiente de y” en esta
ecuacion?

(d) Por la parte (c), las funciones y,(x) = v;(x)e'y
¥2(x) = vy(x)e* son dos soluciones de (35). Ve-
rifique que las tres soluciones e, y;(x) y y»(x)
son linealmente independientes en ( —co, 00).

35. Use el resultado del problema 34 para construir una

Y — x%y' + xy = 0, muestre que la sustitucion y(x) = ecuacion diferencial de tercer orden para la cual {x,

v(x)f(x) = v(x)x reduce esta ecuacién a xw” + 3w’ sen x, cos x} es un conjunto fundamental de solu-

— x’w =0, donde w = v'. ciones.

32. Dado que la funcién f(x) = x es una solucién de

INET2" ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
CON COEFICIENTES CONSTANTES

Nuestro objetivo en esta seccion serd el de obtener una solucién general de una ecuacién di-
ferencial lineal de orden n con coeficientes constantes. Con base en la experiencia adquirida
con las ecuaciones de segundo orden en la seccion 4.2, el lector no tendrd muchos problemas
en intuir la forma de tal solucién. Sin embargo, nos interesa ayudar al lector a comprender
por qué estas técnicas funcionan. Haremos esto adoptando un punto de vista de operadores,
técnica que es Util para enfrentar muchos otros problemas en andlisis, como la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales.

Consideremos la ecuacidn diferencial lineal homogénea de orden n
@ ayx) +a, T + e ay'(x) +agy(x) =0,

donde a,, (# 0), a,_1, . . . , ay son constantes reales.” Como las funciones constantes son con-
tinuas en todas partes, la ecuacién (1) tiene soluciones definidas para toda x en (—oo, co)

"Nota histdrica: En una carta a John Bernoulli de fecha 15 de septiembre de 1739, Leonhard Euler afirmé haber re-
suelto el caso general de la ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n con coeficientes constantes.
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—recuerde el teorema 1 de la seccion 6.1 —. Si podemos hallar # soluciones linealmente in-
dependientes de (1) en (—o0, 00), digamos y, . . . , y,, entonces podemos expresar una solu-
cién general de (1) en la forma

(2) y(-)CJ = Clyl(-x) + o F Cnyn(x) i

con Cy, ..., C,constantes arbitrarias.

Para determinar estas n soluciones linealmente independientes, aprovecharemos nuestro
éxito con las ecuaciones de segundo orden. Nuestra experiencia sugiere que comencemos con
una funcion de la formay = ™.

Si L es el operador diferencial definido mediante el lado izquierdo de (1), es decir,

3 Lyl =ap" +a,_ "+ o ay +awy
entonces podemos escribir (1) en la forma de operador
{4 L[y](x) =0.
Para y = ¢ tenemos
(5) Le™](x) = apme™ + a,_ "™ + 0+ age’™
= e a," + apr" L+ -+ ag) = 7P},

donde P(r) es el polinomio a,r" + a,_;r"" ' + -+ + aq. Asi, e’ es una solucién de la ecua-
cién (4), siempre que r sea una raiz de la ecuacion auxiliar (o caracteristica)

6y  Pr)=a,;"+a,_ "+ - +ag=0,

De acuerdo con el teorema fundamental del dlgebra, la ecuacion auxiliar tiene n raices
(contando las multiplicidades), que pueden ser reales o complejas. Como mencionamos en el
capitulo 4, no existen férmulas para determinar los ceros de un polinomio arbitrario de grado
mayor que 4. Sin embargo, si podemos determinar un cero r, entonces podemos cancelar el
factor r — r; y quedarnos con un polinomio de grado menor. (Por conveniencia, hemos elegi-
do la mayor parte de los ejemplos y ejercicios de modo que 0, =1 o *2 sean los ceros de
cualquier polinomio de grado mayor que dos que debamos factorizar). Cuando no se pueda
determinar con exactitud un cero, se pueden usar algoritmos numéricos como el método de
Newton o el algoritmo del cociente de diferencias para calcular raices aproximadas de la
ecuacién polinomial.” Incluso algunas calculadoras tienen integrados estos algoritmos.

Ahora analizaremos las diversas posibilidades.

Raices reales distintas

Si las raices r, . . ., r, de la ecuacidn auxiliar (6) son reales y distintas, entonces n solucio-
nes de la ecuacion (1) son

{7 yi(x) = e yo(x) = e, L, valx) = e

Como establecimos en la seccion anterior, estas funciones son linealmente independientes en
(—o0, 00), un hecho que verificaremos ahora de manera oficial. Supongamos que cy, . . . , ¢,

"Véase Applied and Computational Complex Analysis, por P. Henrici (Wiley-Interscience, Nueva York, 1974), volu-
men 1, o Numerical Analysis, 6a. edicion, por R. L. Burden y J. D. Faires (Prindle, Weber & Schmidt, Boston,
1997).
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son constantes tales que
(8) Clgr‘-x + - Cnern-( =

para toda x en (—o0, o0). Nuestro objetivo es demostrarque c; = ¢, =--- =¢, = 0.

Una forma de mostrar esto es construir un operador lineal L; que anule (envie a cero)
todo el lado izquierdo de (8) excepto por el término k. Para esto, observemos que como
i, ..., T, sonlos ceros del polinomio auxiliar P(r), entonces P(r) se puede factorizar en

9) Plr) =ayr—r)(r=r).

En consecuencia, el operador L[y] = a,y™ + a,_y"~") + - - - + agy se puede expresar co-
mo la siguiente composicién:’

(10) L=P(D)=Ctn(D_F1)"'(D_F}J.

Ahora construimos el polinomio P;(r) eliminando el factor (r — r;) de P(r). Entonces hace-
mos L; ‘= Pi(D); es decir,

(1) Ly=P(D)=a,D —r) (D 1D rgy (D7) .
Al aplicar L; a ambos lados de (8), obtenemos, mediante la linealidad,
(12) el fe™] + - + e life™] =0.

Y como L, = Py(D), tenemos [como en la ecuacién (5)] que L[ €™ ](x) = ¢™P;(r) para toda r.
Asi, (12) se puede escribir como

cle"'ka(rl) + -+ cne"""Pk(r,,) =10,
que se simplifica como
13 cre Pl = 0,

pues P(r;) = 0 parai # k. Como r; no es raiz de P,(r), entonces P(r;) # 0. La ecuacién
(13) implica entonces que ¢; = 0. Pero como k& es arbitrario, todas las constantes ¢y, . . . , ¢,
deben anularse. Asf, las funciones y,(x), . . . , y,(x) dadas en (7) son linealmente independien-
tes. (Véase el problema 26 para una demostracion alternativa).

Hemos demostrado que, en el caso de n raices reales distintas, una solucién general de
(I)es

(149 yx)=Ce™ + -+ + Ce™*,
donde Cy, . .., C, son constantes arbitrarias.
Determinar una solucion general de

(15) Yy 2y =5y 6y =0

La ecuacion auxiliar es

16y P -22—-55+6=0.

"Nota histérica: La notacién P(D) fue introducida por Augustin Cauchy en 1827.
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Por inspeccién, vemos que r = 1 es una raiz. Usamos la divisién de polinomios para obtener
-2t =sr+6={r—-1(*-r—-6),

que se puede factorizar adin mds como (r — 1)(r + 2)(r — 3). Por lo tanto, las raices de la
ecuacion (16) sonr; = 1, r, = —2, r; = 3. Como estas raices son reales y distintas, una so-
lucion general de (15) es

y(x)=Cie* + Cre ™% + Cie™ . m

Raices complejas

Si a + iff (a,  reales) es una raiz compleja de la ecuacion auxiliar (6), entonces también lo
es su conjugado complejo o — if3, pues los coeficientes de P(r) tienen valores reales (véase
el problema 24). Si aceptamos funciones con valores complejos como soluciones, entonces
tanto e(*"P)¥ como (%) son soluciones de (1). Ademds, si no hay raices repetidas, enton-
ces una solucién general de (1) estd dada de nuevo por (14). Para hallar dos soluciones con
valores reales correspondientes a las raices a = if3, podemos considerar simplemente las
partes reales e imaginarias de el@tiP)x. o5 decir, como

(A7) el = paryg By 4 je*en fx
entonces dos soluciones linealmente independientes de (1) son

(18} e™cos Bx , e™sen Bx .

De hecho, al usar estas soluciones en vez de ¢'*F* y 47 e (14) preservamos la indepen-
dencia lineal del conjunto de n soluciones. Asf, al considerar cada pareja de raices conjuga-
das de esta forma, obtenemos una solucién general de (1) con valores reales.

Determinar una solucion general de

{19) YAy 3y —5y=0.

La ecuacion auxiliar es

(20) r3+r2+3r—5i(r—1)(r2+2r+5)20,

con las raices distintas r; = 1,r, = —1 + 2i, r3 = —1 — 2i. Asi, una solucion general es

(21) y(x) = Cle* + Cre cos 2x + Cze "sen2x . m

Raices repetidas

Si r; es una raiz de multiplicidad m, entonces las n soluciones dadas en (7) ni siquiera son
distintas, mucho menos linealmente independientes. Recordemos que para una ecuacion de
segundo orden, al tener una raiz repetida r; de la ecuacién auxiliar, obtenfamos dos solucio-
nes linealmente independientes considerando e y xe''*. Asf, si r| es una raiz de (6) de mul-
tiplicidad m, serfa de esperar que m soluciones linealmente independientes sean

7] B I

E]

Para ver que esto ocurre, observamos que si r; es una raiz de multiplicidad m, entonces la
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ecuacion auxiliar se puede escribir en la forma
23 alr— )" =) el = e )Pl =0,

donde P(r) = a,(r — rp4y) - - - (r — 1) y P(r)) # 0. Con esta notacién, tenemos la iden-
tidad

24 Lle™](x) = e™{r — r)"Plr)

[véase (5)]. Al hacer r = r| en (24), de nuevo vemos que ¢'1* es una solucién de L[y] = 0.
Para hallar otras soluciones, consideramos la k-ésima derivada parcial con respecto de r
en ambos lados de (24):

o ( a* -
25 —Lle™Vx)=—e™r — r))"P(r)]| .
@5 gLlemll) = g lelr = n)Plr)]
Al derivar el lado derecho de (25), vemos que la expresion resultante tendrd a (r — r;) como
factor, siempre que k = m — 1. Asi, al hacer r = r; en (25) tenemos

=0 si k=m-—1.

r=r

gt
(26} mL[e”‘](x)

Observemos ahora que la funcidn ¢™ tiene derivadas parciales continuas de todos los 6r-
denes con respecto de r y x. Por lo tanto, para las derivadas parciales cruzadas de €', no hay
diferencia si la derivacién se hace primero con respecto de x y luego con respecto de r o vi-
ceversa. Como L implica derivadas con respecto de x, podemos intercambiar el orden de deri-
vacién en (26) para obtener

L [a—k(e”)

._l(x)—().

art
Asi,
ak rx k_rx
27 jr—k(e ) = x"g"
ar Feon
serd una solucion de (1) parak =0, 1, ..., m — 1. Asi, tenemos m soluciones distintas de

(1), debidas a la raiz r = r; de multiplicidad m, dadas por (22). Dejaremos como ejercicio
mostrar que las m funciones en (22) son linealmente independientes en (—oo, 00) — véase el
problema 25—.
Si o + if es una raiz compleja repetida de multiplicidad m, entonces podemos reempla-
zar las 2m funciones con valores complejos
e(a+i,!3).¥ , xe(a+iﬁ).x o xm#le(ui*iﬁ}x ,

k]

e(a*iB).t , xe(u*."ﬁ)x Lo xm*le(afiﬁ]x

por las 2m funciones linealmente independientes con valores reales

(28) e“cos Bx , xe®cosBx, ..., x™ le®cosPx,
n— leax

e“senfx , xe®senfBx , ..., x sen Bx .

Usamos los resultados de los tres casos analizados anteriormente para obtener un con-
junto de n soluciones linealmente independientes que producen una solucion general de (1)
con valores reales.
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EJEMPLO 3

SOLUCION

EJEMPLO 4

SOLUCION

Determinar una solucion general de
{29) =y 3y 45y 2y =0,
La ecuacion auxiliar es
r4—r3—3r2+5r—2:(r— ])3(f'+2):0,

con las raicesry = 1,r, = 1,r;3 = 1, r, = —2. Como la raiz en 1 tiene multiplicidad 3, una
solucién general es

(30) yx) = Cre* + Coxe™ + Cox’e* + Cie ¥ . m

Determinar una solucion general de

(3D Y- 8y¥ 4+ 26y — 40y +25y =0,

cuya ecuacion auxiliar se puede factorizar como

(32) 87+ 26,7 40+ 25= (7 —4r+ 5P =0,

La ecuacion auxiliar (32) tiene raices complejas repetidas: ry =2 + i,r, =2 +i,r3=2 — i
y r4 = 2 — i. Por tanto, una solucién general es

vix) = Cle¥cosx + Cure*cosx + CieX senx + Cure™ senx . m

En los problemas 1 a 14, determine una solucion general — En los problemas 15 a 18, determine una solucion gene-

para la ecuacion diferencial con x como variable inde-  ral para la ecuacion homogénea dada.
pendiente.
Ly"+2y" =8 =0. 15. (D — 12D + 3)(D* + 2D + 5/ y] =0 .
2.y" -3y -y 3y =0, 16. (D + 13D - 6D + 5)(D* + 1)-
Jooz"+ 7" - - 22=0. (D* + 4)[y] =0 .
4o y" 4 y" — 19y - 20y =0 . 17. (D + 4)(D — 3)(D + 2)*(D” + 4D + 5)%-
Soy™ 4+ 3y" + 28y + 26y =0 . Ds[y] =0 .
6. y" —y"  +2y=0. 18. (D - 1D -2)(D* +D+1)-
729" =y — 1y =Ty =0. (P*+ 6D+ 10P[y] =0.
B. v" + 5" —~ 13y + 7y =0,
9w = %" + 27 = 27u =0 . En los problemas 19 a 21, resuelva el problema con va-
10 v" + 3y" — 4y ~ 6y =0, lores iniciales dado.
1t. y“) +4y" +ay" + 4y +y=0.
12. y” + 59" + 3y ~ 9y =10 . 19. y" =" =4y’ + 4y =0
13 9 1 4y + 4y =0 . yO)=—4, y{o)=-1, y(0)=-19.
14 y@ + 2y + 10y” + 18y’ + 9y =0 . 20. Y7 +Ty" 4 14y + 8y =0

[Sugerencia: y(x) = sen 3x es una solucién]. yio)=1, y()=-3, y{0)=13.
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21,y —4y" + Ty — 6y =0 ;

wWy=1, y{=0, 0.

y'(0)

En los problemas 22 y 23, determine una solucion gene-
ral para el sistema lineal dado usando el método de eli-
minacion de la seccion 5.3.

d*x
22— —x+3y=10,
dr* Y
2
Y
2x + + 2v=10.
arr
d*x 'y
23, — xtb—+ty= 0,
dt dt
dx _
a +y=0
24. Sea P(r) = a," + - - - + a;r + ay un polinomio

con coeficientes reales a,, . . . , ag. Demuestre que
si r; es un cero de P(r), entonces también lo es su
conjugado complejo 7. [Sugerencia: Muestre que
P(r) = P(r), donde la barra denota la conjugacién
compleja].
25. Muestre que las m funciones €', xe'*, . . ., X e
son linealmente independientes en (—o0, c0). [Suge-
rencia: Muestre que estas funciones son linealmente
independientes siy sélosi 1, x, . . ., X" son lineal-
mente independientes].

26. Como demostracion alternativa de que las funciones

e e, ..., €7 son linealmente independientes en
—00, o0) cuando ry, 5, . . . , I, son distintas, supon-
1> 12 n
ga que
33) Cie'"+ G+ -+ Ce™=0

se cumple para toda x en (—oo, 0c0) y proceda como

sigue:

(a) Como las r; son distintas, podemos (en caso ne-
cesario) renombrarlas de modo que
r>ry>--->r, .

Divida la ecuacion (33) entre e"t* para obtener

rax

et
Cl + C’2er].\{+ o

FpX

+¢f =0,
e’

Haga x — +oo en el lado izquierdo para obtener
C,=0.
(b) Como C; = 0, la ecuacidn (33) se convierte en
Cre? + C3e"  + -+ Ce* =0
para toda x en (—00, 00). Divida esta ecuacién en-
tre ¢'2* y haga x — o0 para concluir que C, = 0.

Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes

331

(¢) Continuando a la manera de (b), justifique que
J que q

todos los coeficientes Cy, C,, . . ., C, se anulan y

por tanto e"1%, ¢'2%, . . ., ¢’ son linealmente inde-

pendientes en (—o0, 00).

27. Determine una solucion general de
y(4) + zym _ 3yﬂ' _ yﬂ + %y -0

usando el método de Newton (apéndice A) o algin
otro procedimiento numérico para aproximar las rai-
ces de la ecuacion auxiliar.

28. Determine una solucién general de y” — 3y’ —y =10
usando el método de Newton o algun otro procedi-
miento numérico para aproximar las raices de la ecua-
cién auxiliar.

29. Determine una solucion general de
¥ 4+ 2y 4yt 4 3y 42y =0

usando el método de Newton para aproximar de mane-
ra numérica las raices de la ecuacién auxiliar. [Suge-
rencia: Para hallar las raices complejas, use la férmula
recursiva de Newton z,+; = z, — f(z,)/f"(z,) ¢ inicie
con una estimacion inicial compleja zy].

30. (a) Deduzca la forma
y(x) = A" + Aye ™ + Azcos x + Agsen x

para la solucién general de la ecuacién y® =y,
a partir de la observacion de que las raices cuar-
tas de launidad son 1, —1,iy —i.

(b) Deduzca la forma

y(x) = A,e” + Are cos (\/gx/2)
+ Asze sen (\/5;(/2]

para la solucién general de la ecuacién y® = y,
observando que las raices cibicas de la unidad

son 1, e2™/3 y ¢=i27/3

, .
31. Ecuaciones de Cauchy-Euler de orden superior.
Una ecuacion diferencial que se puede expresar de la

forma
a”x"y(")(x) + an_lx"*ly("fl)(x) + -+ ay(x) =0