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1. Ley de Enfriamiento de Newton:

Puede observarse que si se introduce un objeto caliente en un ambiente
(grande comparado con el objeto) frio, la razdn a que el objeto se enfria
es proporcional a la diferencia de la temperatura del objeto T y la tem-
peratura del ambiente T'. Modele este fenémeno (es decir, encuentre la
temperatura del objeto 7(¢) en cada instante t). Escriba una ecuacién
diferencial que modele este problema y resuélvalo en total generalidad.

2. Ley de Hooke:

“La fuerza que un resorte ejerce sobre una masa adosada a él es di-
rectametne proporcional al desplazamiento de la masa, pero en sentido
opuesto al movimiento”. Muestre que la ecuacion del movimiento es de
la forma

2 = —w’x

donde w es una constante. Muestre que cualquier funcién de la forma
Asen(wt) + B cos(wt) es solucién de la ecuacion.
3. Péndulo Simple:

Considere una masa m que esta colagada del techo de una habitacion
por un hilo de largo [. Desprecie el roce y la masa del hilo. Si se mueve
un angulo 0 desde el punto de equilibrio, esta masa comenzara a oscilar.
Muestre que la ecuaciéon de movimiento del problema es de la forma

0" = —w?sen()

donde w es una constante. Haciendo una aproximacién de primer orden,
es decir para dngulos pequenos sen(f) ~ 6, se tiene que la ecuacién de
movimiento es de la forma

9" = _w20’

la misma que se obtiene segin la Ley de Hooke.



. Ecuacién Logistica:

La siguiente ecuacién diferencial y' = py(M — y) se llama ecuacién
logistica. Encuentre dos soluciones constanes de la ecuacion logistica.
Interprete esas soluciones si es que la ecuacion logistica modela creci-
mientos poblacionales. Muestre que para pequenos valores de y la fun-
cién y se comporta como una funcién exponencial. Resuelva la ecuacion
logistica y comprube sus conjeturas. Grafique las soluciones. Interprete
las constantes.

. Una represa contiene actualmente 200 millones de galones de agua flu-
orada, que contiene 1600 libras de fluor. La solucién fluye de la represa
a un ritmo de 4 millones de galones por dia y se reemplaza al mismo
ritmo por agua pura. ;Cudl es la cantidad de fluor existente en la repre-
sa en cada instante?. ; Existe un momento donde la cantidad de fluor
en la represa es cero?.

. Una enfermedad contagiosa se propaga con una velocidad que depende
proporcionalmente del producto entre la cantidad de gente infectada y
de la no infectada.

a) Escriba una ecuacién diferencial que describa la situacién del enun-
ciado.

b) Si la constante de proporcionalidad es 1, ;Qué puede decir del
desarrollo de la enfermedad al largo plazo, si el contagio comenzo a
partir de una persona infectada?

. Suponga que f es solucién de

y' +a(z)y =0 (1)
donde a(x) es una funcién real. Suponga ademds que g es solucién de
Y +alx)y = b(x) (2)

donde b(x) es una funcién real. Muestre que f + g es solucién de (2).
Muestre que si h es solucién de (2) entonces g — h es solucién de (1).
Muestre que cualquier solucién de (2), se puede escribir en la forma
f + g donde f es solucién de(1) y g es una solucién particular de (2).

. Considere la ecuacion

L )
2004+t 2
Muestre que f(t) = (200 + t) es una solucién de (3). Resuelva en

general el problema.

Y+

4y
/ =0 4
Y500 11 (4)
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Resuelva el problema

Resuelva el problema

Resuelva el problema

Si f es solucién del problema ¢ +y = sen(z), y(0) = 0 encuentre
todas las derivadas de f en 0.

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

ze Ysen(z)dr — 2dy = 0

Grafique la funcién f tal que

fi@) = y f(0)=1
Si f es solucién de y' — y = 2, entonces muestre que e” f(x) es solucién
de v/ — 2y = 2¢”.
La dinamica de cierta poblacion esta modelada por la ecuacion difer-

encial ip P
—=12P(1——
dt ( 4200>

a) ;Para qué valores de P la poblacién crece?
b) (Para qué valores de P la poblacién decrece?

c¢) Resuelva la ecuacidn.
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Una solucién de glucosa es administrada intravenosamente a razén con-
stante r. Como la glucosa es asimilada, esta es convertida en otros ele-
mentos y removida del flujo sanguineo a una razén que es proporcional
a la concentracién de glucosa que hay en ese instante. Entonces un
modelo de concentraciéon de la solucién de glucosa es:

C'(t) =r —kC(t) donde k es una constante.

a) Suponga que la concentracién en el instante ¢ = 0 es (. Deter-
mine la concentracién en cualquier instante ¢. (Ayuda: La integral
—kC'(t)dt

/ r — kC(t)

b) Asuma que Cy < 7, encuentre lim C(t).

r—00

tiene una forma bastante conocida.)

Sea y(t) y V(t) la altura y el volumen de un tanque de agua en el
instante ¢. Si el agua comienza a caer por accién de la gravedad, por
un orificio de area a en el fondo del tanque, entonces la ley de Torricelli

dice que

av

o vy
donde g es la aceleracion de gravedad.

a) Suponga que el tanque es cilindrico de altura 180 ¢m y radio 30 cm
y el orificio es circular de radio 1 ¢m. Escriba la ec. diferencial en
y v resuélvala, suponiendo que al inicio el tanque estaba lleno de
agua.

b) ;Cuanto tardara en vaciarse el tanque?

Sea P(t) el nivel de desempeno de alguien aprendiendo alguna tarea en
funcién del tiempo t de entrenamiento. EL gréfico de P le llaman curva
de aprendizaje. Algunos psicélogos han propuesto el siguiente modelo

para P
dP
—=k(M—-P
dt ( )7
donde k es una constante positiva. Grafique diferentes curvas de apren-
dizaje, para M fijo y modificando k, F,.

Sea ag = V2 ¥ @ny1 = Van + 2 para cada n € N. ;Es (a,) acotada?
L Es creciente?; Es convergente?
. Es cierto que si a,, — a entonces cos(a,) — cos(a)?

: : : : 3n+m
Encuentre un conjunto finito de términos de la sucesion a,, = ,

n
que contenga a todos los términos de la sucesién que estan fuera del
intervalo (3 —107%,3 4+ 1079).



24. Calcule el limite de las siguientes sucesiones:

a) a, = 4. f) an =%
n(n=1!
D) an = L g) 0y = i
¢) ay =", h) an = ()"
d) a, = o i) a, = (-%)"
€) a, = 2. 7) ap = (1—1—%)”Jr2

25. En cierto modelo genético, el promedio de un gen perjudicial se rela-
ciona con la serie infinita:

o
1+2r+37’2+4r3+~~22krk’1 para 0 <r < 1.
k=1

Pruebe que esta serie converge y encuentre su suma.

26. Pruebe que si
>
n=1

es una serie de términos positivos y convergente entonces la serie

es convergente.

27. Sea (a,) una sucesién de términos positivos tales que

1 Ap+1 7
— < < -
&8~ a, 8

para cualquier valor de n € N. Demuestre que

o0
>
k=1

converge.



28. A un paciente se le administra una inyeccién de 10 unidades de cierta
medicina cada 24 horas. El paciente elimina el 20 % de la medicina que
tiene en el cuerpo diaroiamente. Si la medicina supera el umbral de las
60 unidades en el cuerpo, la droga se vuelve peligrosa para el paciente.
LEl tratamiento se puede continuar indefinidamente sin riesgo para el
paciente?

29. Decida cual(es) de las siguientes series converge(n).

a) J)

2n 1
b) k)
> o
n=1 n=1
c) l)
= . sin(n)
d) m)
/1 1 = sin(n)

n=1 n=3
f) )
n=1 n' n=2 3n2 1
9) 0)
— 7! = 3"n!
nr nr
n=1 n=1
h) p)
=1 = ., (1)
sin® | —
;nln(n) ; n

n=1 n=1
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Describa con un dibujo los siguientes conjuntos.

a) C={ze€C/lz—2+1i| =2}

b) D={2e€C/0< |z| <1}

¢c) A={2€C/0 < Arg(z) < T}

d) A={ze€C/1<|z| <2}

) T={2€C/q5 < 2] <4,Im(z) > 0}
f) L={2€C/Re(z) + Im(z) =5}

g) I ={z€C/z"! € D}, donde D es del literal b).
h) E={z€C/|z—1|+|z+ 1] =4}

) C={z€C/? €S}

j) F={2€C/—1< Re(z) < 1}

k) C={z€C/Im(z) <0}

9]

~

Calcule:

a) i1003 c) (—1—|—i)1004 6) (—3+i\/§)300
b) (=)' d) (V3 +1)%° f) (V2—iv2)®

Encuentre todas las n—ésimas raices de z, donde n y 2z son dados en
cada caso.

a) z=14+i,n=6 d)z:\/§+i,n:3
b) z=1i,n=5 e) z=10, n=4
c) z=—-1,n=4 f) z2=—-6,n=2

;Cuadles son los nimeros complejos que son iguales a su conjugado?

Elija z € C, cualquiera, grafique z, —z, z, —Z7, 2z, 2>y 2~ L.
Si ¢ es una raiz de la unidad, muestre que ¢ estd en S*.;Es cierto que
todo elemento de S es uan raiz de la unidad?

Considere la funcién f : C — C definida por f(z) = Zz, describa esta
funcién geométricamente.

Considere un ntimero complejo de norma 1, digamos w = cos(f) +
isen(#), considere la funcién f : C — C definida por f(z) = wz.
Describa esta funcién geométricamente.
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Pruebe que si z € C satisface 22 + z + 1 = 0, entonces z es una raiz
cubica de la unidad. Describa a z en su forma polar y cartesiana.

Pruebe que si z € C satisface 2% + 23 + 1 = 0, entonces z es una raiz
novena de la unidad. Describa a z en su forma polar y cartesiana.

Un dodecagono regular se inscribe en la circunsferencia de radio 1 y
centro en el origen, de forma tal que uno de sus vértices es 1. ; Cuantos
de los vértices del dodecagono son raices cuartas de la unidad? ;y raices
sextas de la unidad?

Sea £ # 1 una raiz n—ésima de la unidad, entonces pruebe que

LEs cierto que si (" = 1 entonces su conjugado satisface la misma
relacion? jes cierto que su inverso multiplicativo también satisface la
misma relacién?

. Es cierto que |z + w| < |z| + |w|?

Sea p(x) un polinomio con coeficientes reales, y sea z un nimero com-
plejo que es raiz de p(z), verifique entonces que Z es también una raiz

de p(x).
Pruebe que todo elemento de C es un cuadrado en C.

Si ¢ satisface la ecuacién z'' +1 =0y ¢ # —1, entonces pruebe que

Grafique las sextas potencias de —64.

1

Sea z € C tal que |z| = 1. Demuestre que z~' = Z.

Muestre que ¢ = cos(2n8) + isen(276) es un elemento de norma 1.
Muestre que si 6 € Q entonces ( es raiz de la unidad.

Sea ¢ € S', describa la funcién f : C — C definida por f(z) = - 2.



