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Recuerdos

1. Suponga que fi : X → R son funciones medible par i = 1, . . . , n y sean p1, . . . , pn y r reales positivos

tales que
n∑
i=1

p−1i = r−1

Muestre que ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∏
i=1

fi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

n∏
i=1

||fi||pi

2. Si f ≥ 0 es medible, entonces para todo ε > 0 se tiene que

m (f ≥ ε) ≤ 1

ε

ˆ
X

f

3. (fn) se dice Cauchy en una medida (o L0 Cauchy) si ∀ε > 0,

lim
n,m→∞

m (|fn − fm| > ε) = 0

Ejericio 1 (Desigualdad de Chebyshev)

Sea p ≥ 1 y f ∈ Lp. Entonces ∀ε > 0

m (|f | ≥ ε) ≤ 1

εp
||f ||pp

En particular, si (fn) ⊂ Lp es convergente Lp, entonces (fn) es convergente en medida.

Solución

Por el recuerdo 2, se tiene que

m (|f | ≥ ε) = m (|f |p ≥ εp) ≤ 1

εp

ˆ
X

|f |p = 1

εp
||f ||pp

y, por lo tanto, si (fn) es Cauchy en Lp, entonces

m (|fn − fm| ≥ ε) ≤
1

εp
||fn − fm||pp

m,n→∞7−→ 0

lo que muestra que (fn) es cauchy en L0. Análogamente, se concluye que para el caso Lp.
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Ejercicio 2

Suponga que (fn) es L0 − Cauchy. Entonces existe una subsucesión gj := fnj de (fn) tal que limgj :=

f existe ctp y fn
m→ f cuando n→∞. M´as aún, si g es medible y fn

m→ g cuando n→∞, entonces

f = g ctp.

Solución

Sea εn > 0 tal que

∞∑
n=1

εn <∞ y sea δn =

∞∑
k=n

εk. Elíjase gj = fnj tal que (nj) es subsuecesión de N

y

m ({|gj+1 − gj | > εj}) ≤ εj

Sean Ej = {|gj+1 − gj | > εj}, FN =

∞⋃
j=N

Ej =

∞⋃
j=N

{|gj+1 − gj | > εj} y E :=

∞⋂
N=1

FN.

Note que, cuando N →∞,

m (E) ≤
∞∑
j=N

m (Ej) ≤
∞∑
j=N

εj = δN → 0

de donde m (E) = 0. Ahora, si x /∈ FN, entonces

f (x) = lim
j→∞

gj (x) existe

y para j ≥ N,

|f (x)− gj (x)| ≤ δj

Así, como Ec =

∞⋃
N=1

F cN, lim
j→∞

gj (x) = f (x) existe para x /∈ E. Más aún, para j ≥ N,

{x : |f (x)− gj (x)| > δj} ⊂ Fj

y, por lo tanto, cuando j →∞,

m (|f − gj | > δj) ≤ m (Fj) ≤ δj → 0

Así, gj
m→ f cuando j →∞.

Como {|fn − f | > ε} ⊂ {|f − gj | > ε/2}
⋃
{|gj − fn| > ε/2},

m ({|fn − f | > ε}) ≤ m ({|f − gj | > ε/2}) +m (|gj − fn| > ε/2)

y cuando n→∞
m ({|fn − f | > ε}) ≤ lim sup

j→∞
m (|gj − fn| > ε/2)→ 0

Así, si existe una función g tal que fn
m→ g cuando n→∞, entonces cuando n→∞

m (|f − g| > ε) ≤ m ({|f − fn| > ε/2}) +m (|g − fn| > ε/2)→ 0

Luego

m (|f − g| > 0) = m

( ∞⋃
n=1

{|f − g| > 1/n}

)
≤
∞∑
n=1

m (|f − g| > 1/n) = 0

Es decir, f = g ctp.
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Ejercicio 3

Suponga que 0 < p0 < p1 .Sea λ ∈ (0, 1) y defina pλ ∈ (p0, p1) mediante

1

pλ
=

1− λ
p0

+
λ

p1

Entonces Lp0
⋂
Lp1 ⊂ Lpλ y

||f ||pλ ≤ ||f ||
λ
p0
||f ||1−λp1

Además, asuma 1 ≤ p0 < pλ < p1 y, para f ∈ Lp0
⋂
Lp1, sea

||f || := ||f ||p0 + ||f ||p1

Entonces (Lp0
⋂
Lp1 , ||·||) es espacio de Banach.

Solución

Sea a =
p0
λ
, b =

p1
(1− λ)

. Por el Recuerdo 1, se tiene

||f ||pλ =
∣∣∣∣∣∣|f |λ |f |1−λ∣∣∣∣∣∣

pλ
≤
∣∣∣∣∣∣|f |λ∣∣∣∣∣∣

a

∣∣∣∣∣∣|f |1−λ∣∣∣∣∣∣
b
= ||f ||λp0 ||f ||

1−λ
p1

Ahora, veamos que Lp0
⋂
Lp1 es completo. Sea (fn) sucesión de Cauchy en Lp0

⋂
Lp1. Entonces (fn) es

de Cauchy en Lp0 y en Lp1. Así, existen f ∈ Lp0 y g ∈ Lp1 tales que

lim
n→∞

||f − fn||p0 = 0

y

lim
n→∞

||g − fn||pλ = 0

Por el ejercicio 1, fn → f y fn → g en medida y, por el ejercicio 2, f = g ctp. Así,

lim
n→∞

||f − fn|| = 0
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