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PREFACIO e0c0e0c00c00000000000000000000

Las modificaciones que se hicieron para la sexta edicion, en inglés, de Ecuaciones diferenciales
con aplicaciones de modelado, tuvieron dos fines. asegurar que la informacion fuera actud y
relevante para los alumnos y, a mismo tiempo, mantener las bases que se usaron en las
ediciones anteriores. Este nuevo libro, escrito teniendo en cuenta a aumno, conserva € nivel
basico y d edilo directo de presentacion de las ediciones anteriores.

En ecuaciones diferenciales, igual que en muchos otros cursos de mateméticas, 1os
profesores comienzan a dudar de agunos aspectos de los métodos pedagogicos tradicionaes.
Esta saludable valoracion es importante para que € tema no sélo tenga mas interés para
los dumnos, sino también para que sea mas aplicable en @ mundo en que se desenvuelven. Los
cambios de contenido y edtilo de Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado, Sexta
edicién (incluyendo el subtitulo) reflgjan las innovaciones que ha observado € autor en €
anbito generd de la enseflanza de las ecuaciones diferencides.

Resumen de los cambios principales

8 Més énfasis en las ecuaciones diferenciales como modelos matematicos. Ahora se entretgje
la nocién de un modelo matemético en todo € libro y se describe la formulacion y falas de
ens moddos

m Cinco nuevas aplicaciones de modelado. Estas aplicaciones son contribuciones de expertos
en cada campo y cubren &eas profundas de estudio, desde la AZT y la supervivencia con SIDA,

hasta los efectos de la reintroduccion del lobo gris d Parque Naciond Yellowstone. En la edicion
en espafiol se han concentrado en e apéndice IV: Aplicacion a moddado; pero se conserva su

relacion didactica con los capitulos que enriquecen mediante su referencia en ¢ indice.

m Mas énfasis en las ecuaciones diferenciales no lineales, asi como en los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales y no lineales. Tres capitulos contienen secciones nuevas (3.3,

49,52y5.3).

W Més énfasis en problemas de valores en la fromtera, para ecuaciones diferenciales ordina-
rias. En € capitulo 5 se presentan como novedad los valores y funciones propios.

B Mayor utilizacion de la tecnologia. Cuando es adecuado, se usan caculadoras graficadoras,
programas de graficacién, Sstemas agebraicos computacionales y programas para resolver
ecuaciones diferencides ordinarias (ODE Solver) en aplicaciones y eemplos, asi como en los
conjuntos  de  gercicios.
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y



X PREFACIO

® Mayor cantidad de problemas conceptuales em los ejercicios. En muchas secciones se han
agregado ‘Problemas para discusion”. En lugar de pedir d aumno que resudva una ecuacion
diferenciad, se le pide que medite en lo que comunican o dicen esas ecuaciones. Para impulsar

el razonamiento del estudiante a fin de que llegue a conclusiones e investigue posibilidades,
las respuestas se omitieron intencionamente. Algunos de estos problemas pueden servir de

tareas individuaes o grupdes, segln € criterio del profesor.

Cambios por capitulo en esta edicion

El capitulo 1 se ha ampliado con las nociones de un problema de vaor inicid y programas para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias en la seccion 1.2. Se ha vuelto a redactar la
descripcion de las ecuaciones diferencidles como modelos mateméticos en la seccion 1.3, a fin
de que & dumno la comprenda con més facilidad.

Ahora, € capitulo 2 combina la descripcién de las ecuaciones homogéneas de primer orden
con la de la ecuacion de Bernoulli, en la seccion 24, Solucidnpor sustitucion. El materid sobre
las ecuaciones de Ricati y de Clairaut aparece en los gercicios.

El capitulo 3 tiene una nueva seccion 3.3, Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales,
que presenta sistemas de ecuaciones diferencidles de primer orden como modelos matemdticos.
Las trayectorias ortogonales se dgaron para los eercicios.

El capitulo 4 presenta € concepto de un operador diferencia lineal, en la seccion 4.1, con
objeto de facilitar las demostraciones de agunos teoremas importantes. La forma ligeramente
diginta de exponer las dos ecuaciones que definen los “pardmetros vaiables’ se presenta en
la seccidn 4.6, y se la debemos a un estudiante, J. Thoo.* La ecuacion de Cauchy-Euler se
describe en la seccion 4.7. Los dstemas de solucion de ecuaciones diferencides con coeficien-
tes constantes han pasado a la seccidn 4.8. Hay una nueva seccién, la 4.9, Ecuaciones no
lineales, que comienza con una descripcién cualitativa de |as diferencias entre ecuaciones
linealesy no linedles.

El capitulo 5 contiene dos nuevas secciones. La 52, Ecuaciones lineales: problemas de
valores en la frontera, presenta los conceptos de valores propios y funciones propias (eigen-
vaores y eigenfunciones). La seccion 5.3, Ecuaciones no lineales, describe € modelado con
ecuaciones diferencides no linedes de orden mayor.

El capitulo 6 solo trata las soluciones en forma de serie de las ecuaciones diferenciales
linedles.

La seccién 7.7 presenta la aplicacion de la transformada de Laplace a sistemas de
ecuaciones diferencides linedles con coeficientes constantes. En la seccion 7.3 se agregd una
forma dternativa del segundo teorema de tradacion.

El capitulo 8 se limita a la teorfa y solucién de sistemas de ecuaciones diferenciaes linedes
de primer orden, porque lo referente a las matrices se ha pasado a Apéndice I1. Con esta
distribucion, € profesor puede decidir s € material es de lectura, o s lo intercala para
exponerlo en clase.

*]. Thoo, “Timing is Everything,” The College Mathematical Journal, Vol. 23, N° 4, septiembre de 1992.
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El capitulo 9 se volvio a escribir. El andids de erores de las diversas técnicas numéricas
S presenta en la seccion respectiva que se destina a cada método.

Complementos

Para los profesores*
Complete Solutions Manual (Warren W. Wright), donde aparece € desarrollo de las respuestas
a todos los problemas del texto.

Experiments for Differential Equations (Dermis G. Zill/Warren S. Wright), que contiene
un surtido de experimentos para laboratorio de computacion, con ecuaciones diferenciales.

Programas
ODE Solver: Numerical Procedures for Ordinary Differential Equations (Thomas Kiffe/Wi-
llian Runddl), para computadoras IBM y compdibles, y para Macintosh. ES un paguete que
presenta  representaciones tabulares y  graficas de los resultados, para los diversos métodos
numéricos. NO Se requiere programacion.

Programas en BASIC, FORTRAN y Pascal (C. J. Knickerbocker), para PC compatibles y
Macintosh. Contienen listados de programas para muchos de los métodos numéricos que se
describen aqui.

*Estos materiales (en inglés) se proporcionan a profesores que usen € libro como texto, para informacién enviar un
correo electrénico a clientes@mail.internet.com.mx.
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INTRODUCCION A LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 Definiciones y terminologia
1.2 Problemas de vdor inicid
1.3 Las ecuaciones diferencidles como modelos mateméticos

Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

Las palabras ecuaciones y diferenciales nos hacen pensar en la solucién de cierto tipo
de ecuacion que contenga derivadas. Asi como al estudiar algebra y trigonometria se
invierte bastante tiempo en resolver ecuaciones, como x* + 5x + 4 = 0 con la variable X,
en este curso vamos a resolver ecuaciones diferenciales como y” + 2y’ + y =0, para
conocer la funcion y. Pero antes de comenzar cualquier cosa, el lector debe aprender

algo de las definiciones y terminologia basicas en este tema.




2 CAPITULO 1 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA

Ecuaciones diferenciales ordinarigs y en derivadas parciales m Orden de una ecuacion
Ecuaciones lineales y no lineales M Solucidn de una ecuacion diferencial

Soluciones explicitas e implicitas m  Solucion grivial m Familia de soluciones

Solucién particular m  Solucidn general m  Sistemas de ecuaciones diferenciales

Ecuacion diferencial  En cdculo gorendimos que la derivada, dy/dx, dela funcién y =
@(x) es en s, otra funcion de x,que se determina siguiendo las reglas adecuadas, por gemplo, s
y = &, entonces dy/dx = 2xe*. Al reemplazar ¢* por @ simbolo y se obtiene

% = 2xy. @)

El problema d que nos encararemos en este curso no es “dada una funcion y = &(x), determinar
su deivadd’. El problema es “dada una ecuacion diferencid, como la ecuacion 1, ¢hay dgin
método por e cua podamos llegar a la funcion desconocida y = @(x)?”

Las ecuaciones diferencides se clasifican de acuerdo con su tipo, orden y linealidad.

Clasficacion segiin € tipo S una ecuacion silo contiene derivadas ordinaias de una
0 méas vaiables dependientes con respecto a una sola variable independiente, entonces se dice
que es una ecuacion diferencial ordinaria. Por eemplo

4 . d*
$+10y=e y -dxg-%+6y=o

on  ecuaciones diferenciales  ordinarias. Una ecuacion que contiene las derivadas parcides de

una 0 més variables dependientes, respecto de dos o mas variables independientes, se llama
ecuacion en derivadas parciales. Por eemplo,

du- _dv ;“au_ o%u
Iy 2 9P

N ecuaciones en  derivadas  parcides,

Clasificacion segin el orden E aden de una ecuacién diferenda (ordinaria o en
derivadas parcides) es € de la derivada de mayor orden en la ecuacion. Por gemplo,

segundo  orden l l primer  orden
dy (Y :
+ —4y =
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es una ecuecion diferencid de segundo orden. Como la ecuecion (y = X) dx + 4x dy = 0 s puede
escribir en la forma

4x%+y=x

s = divide entre la diferencid dx, es un gemplo de una ecuacion diferenciad ordinaria de primer
orden.

Una ecuacion diferencid ordinaria generd de orden n se suele representar mediante los
simbolos

F(x, 9,5, ., Y™ =0 @)

En las explicaciones y demodreciones de este libro supondremos que se puede despdar la
derivada de orden méimo, y™, de una ecuacion diferencid de orden m, como la ecuacion (2);
es0 65,

YOS fle Y,y ye).

Clagficaciéon segin la linealidad o no linealidad Se dice que una ecuacion dife-
rencid de laforma y™ =£(x,y, y’, .. ,»® = V) es lineal cuandofes una funcion linead dey, ¥,
..,y =D, Edo sgnifica que una ecuacion es linedl s se puede escribir en la forma

d" d! 4 _
an(x)agy + ap-1(x) E-y_f" ot a() "de"' ao(x) Y = g(X).
En esta dltima ecuacion, vemos las dos propiedades caracteristicas de las ecuaciones diferen-
ciales linedles:

i) La vaiable dependiente y y todas sus derivadas son de primer grado; esto es, la potencia
de todo término donde aparece y es 1.
if) Ca& coeficiente silo depende de x, que es la variable independiente.

Las funciones dey como sen y o las funciones de las derivadas dey, como e Y 1o pueden aparecer

en una ecuacion lineal. Cuando una ecuacién diferencid no es lined, se dice que es no lineal.
Las ecuaciones

’? ’ — d3y -
y-x)de+4xdy=0, y'-2y'+y=0, x3gx—;—%+6y-e‘

son ecuaciones linedles ordinarias de primero, segundo y tercer orden, respectivamente. Por
otro lado,

el coeficiente funcién no potencia
depende dey lineal dey distinta de 1
. l
»L ) ~ ’L d2y d4y +y2 -0
( 1 Y ry=d, Sstsen STty s

son ecuaciones diferencides no linedles de primero, segundo y cuarto orden, respectivamente.




4 CAPiTUl.O 1 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Soluciones  Como dijimos, uno de los objetivos de este curso es resolver o hallar las
soluciones de las ecuaciones diferencides.

Cuando una funcién ¢, definida en algtin intervalo 7, se sustituye en una ecuacio:
y transforma esa ecuacién en una identidad, se die QUe s Una Solucién de la

el intervalo.

En otres palabras, una solucion de una ecuacion diferencid ordinaria, como la ecuacion (2), es
una funcién ¢ con ad menos n derivadas y

F(x, ¢(x), #'(x), . . .,¢"™(x))=0 paratodo x en I.

Se dice que y = ¢(x) satisface la ecuacion diferencial. El intervalo 1 puede ser intervalo
dbierto, (a, b), cerrado, [a, D], infinito, (a, <), etcétera. Para nuestros fines, también supondre-
mos que una solucion ¢ es una funcion de vaores redes.

(Ao lMM Comprobacion de una solucion

Comprobar que y = x*1 6 es una solucién de la ecuacion no linedl

dy _
dx~xy

en ¢ intervalo (—oo, 0).

SOLUCION Un modo de comprobar que la funcion dada es una solucidon es escribir la
ecuacion diferencial en laforma dy/dx~ xy'2= 0, y ver, después de susituir, s la suma
dyldx — xy'? es cero para toda x en e intervalo. Con,

dy x3 x3 x4 12 x2
G _ XX m— () =X,
x "16 4 oy <16> 4

: 1 3 3
vemos que de Qym_z_ oum_ X _X_
I % =750

1

para todo numero real. Obsérvese que y'2 =14 es, por definicion, laraiz cuadrada nd
negativa de x*/1 6. i m

Aol Comprobacion de una solucion r

La funcion y = xe* es una solucion de la ecuacion  lineal

y”_2yl+y=0
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en d intervalo (—ee, o). Para demostrarlo, sugtituimos
y=xdfte Yy =xe’ + 2
Vemos que

: Y w2y +y=(xet+2e") = 2xe" + ) + xe =0
para todo nimero real. n

No toda ecuacion diferencid que se nos ocurra tiene, necesariamente, una solucion. Para
resolver e problena 5 1 de los gercicios 1.1, € lector debe meditar en lo anterior.

Soluciones explicitas e implicitas Al estudiar clculo uno se familiariza con los
términos funciones explicitas e implicitas. Como agunos méodos de solucidn de ecuaciones
diferencides pueden llevar directamente a estas dos formas, las soluciones de las ecuaciones di-

ferenciales se pueden dividir en soluciones explicitas o implicitas. Una solucion en que la
variable dependiente se expresa tan solo en términos de la variable independiente y constantes,

% llama solucion explicita. Para nuestros fines, podemos decir que una solucion explicita es
una formula explicita y = ¢(x) que podemos manipular, evduar y diferenciar. En la descripcion
inicial vimos que y = ¢* es una solucion explicita de dy/dx = 2xy. En los gemplos1y 2,y =
x16 y y = xé* son soluciones explicitas de dy/dx = xy' y y" = 2/ +y = 0, respectivamente.
Obs&rvese que, en los gemplos 1 y 2, cada ecuacion diferencid tiene la solucion constante y

=0, —o0 < X < o0, Una s0lucion explicita de una ecuacion diferencid, que es idéntica a cero en
un intervalo 1, se llama solucién trivial. Unardacion G(x, y) = 0 es una solucién implicita
de una ecuacion diferencia ordinaria, como la ecuacion (2), en un intervalo I, sempre y cuando

exisa d menos una funcion ¢ que satisfaga la relacion, y la ecuacion diferencid, en I En otras
paabras, G(x, y) = 0 define implicitamente a la funcion ¢.

A% [edeM Comprobacion de una solucion implicita

La relacion x* + y* — 4 = 0 es una solucion implicita de la ecuacion diferencial

dy X
a._t 3
dr 7 &)

en d intevalo -2 < x < 2. Derivando implicitanente obtenemos

d dy
—4=—0 ] +2y—==40.
dx dxy dx  dx obien 2x+2y dx

Al despgar @ simbolo dy/dx de la Ultima ecuacion se obtiene la_ecuacion (3). Ademés, d

lector debe comprobar que las funciones y1 = V4 —x2y y, = ~N4~x? satisfacen la relacion
(en otras palabras, que x* + 11 2=4=0y x* + y* - 4 = 0) y son soluciones de la ecuacion
diferencid en -2 <» <2 [ |

‘Toda relacion de laforma x* + 32~ ¢ =0 satisface formalmente la ecuacion (3) para
cuafquier congante c, sin embargo, se sobreentiende que la relacion siempre debe tener sentido

—
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en e dstema de los nimeros redes. A, por gemplo, no podemos decir que x»*+ 32 +4 =0 sa
una solucion implicita de la ecuacion. (;Por qué no?)

Debe quedar intuitivamente clara la distincion entre una solucién explicita y una implicita,
porque en lo sucesivo ya no haremos la aclaracion “es una solucion explicita (0 implicita)”.

Mas terminologia El edudio de las ecuaciones diferencides es semgante d del céculo
integral. A veces, a una solucién se le llama integral de la ecuacion y a su gréfica, curva

integral 0 curva de soludon. En cdculo, d evduar una antiderivada o una integrd indefinida
empleamos una sola constante ¢ de integracion. En forma parecida, a resolver una ecuacion

diferencial de primer orden, F(x, y»Y') = 0, por lo general obtenemos una solucion con una sola

constante arbitraria, o parametro ¢. Una solucidn con una constante arbitraria representa
un conjunto G(x, y € = 0 de soluciones y se llama familia monoparamérica de soluciones
Al resolver una ecuacion diferencia de orden s, F(x, Y, . , ) = 0, s busca una familia
n-paramérica de soluciones G{x, y, ¢1, ¢2, , - - , C) = 0. Eto s8lo quiere decir que una sola
ecuacion diferencia  puede tener una cantidad infinita de soluciones que corresponden a las
elecciones ilimitadas del pardmetro o pardmetros. Una <olucidn de una ecuacion diferencid
que no tiene parametros arbitrarios se llama solucion particular; por gemplo, podemos
demostrar que, por sustitucién directa, toda funcion de lafamilia monoparamétrica y = ce*
también satisface la ecuacion (1). La solucion origina y = ¢* corresponde ac =1y, por

consiguiente, es una solucion particllar de la ecuacion. La figura 1.1 muestra agunas de las
curvas integraes de esta familia. La solucién trivid y = 0, que corresponde a ¢ = 0, también es
una solucion partticular de la ecuacion (1).

c<0

2
y=ce*

FIGURA 1.1

La funcion y = ¢; €8 + ce™ €s una familia biparamétrica de soluciones de la ecuacion lineal
de segundo orden y* ~y = 0. Algunas de las soluciones particulares sony = 0 (cuando ¢; =
c2=0),y=¢(cuandoc;=1yc;=0),yy="5¢"-2¢* (cuando ¢; =5y c3 = -2). |

En todos los gjemplos anteriores hemos usado x y y para representar las variables
independiente y dependiente, respectivamente. Pero en la practica, esas dos variables se repre-
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seritan mediante muchos simbolos distintos. Por ejemplo, podriamos representar con ¢t la
variable independiente y con x la variable dependiente.

(Ao W Uso de distintos simbolos

Las funciones x = ¢y cos 4ty X = ¢3 Sen 4¢, donde ¢; y ¢; son constantes arbitrarias, son
soluciones de la ecuacion diferencid

x” + 16x=0.

Para x = ¢; cos 4t, las primeras dos derivadas con respecto a t son x’ = —4¢; sen 4ty x” =
-16 ¢, cos 4t. Al sudtituir x” y x se obtiene,

¥+ 16x = —16¢; cos 4t + 16(c; cos 4t) = 0.
Andogamente, para X = ¢ sen 4¢, vemos que x” = —16¢z sen 4ty &
x” + 16x=-16¢3 sen 4t +16(c2 sen 4t) =0.

Por Ultimo, es facil comprobar que la combinacion lined de soluciones —o sea, la familia
biparamétrica x = ¢; cos 4t + ¢y Sen 4t— es una solucion de la ecuacion dada n

En e préximo eemplo mostraremos que una solucion de una ecuacion diferencid puede
ser una funcion definida por tramos.

(1IN JKo N W Solucion definida por tramos

El lector debe comprobar que toda funcién de la familia monoparamétrica y = ¢x” s una
solucién de la ecuacion diferencia xy’ = 4y = 0 en € intervalo (<o, ) -Fig. 1.2a— La
funcion definida por tramos

4

_[—x“, x<0
y 1 x4, x=0

es una solucion particular de la ecuacion, pero no se puede obtener a patir de la familia y
= cx* escogiendo sdlo una ¢ (Fig. 1.2b). .

En agunos casos, una ecuacion diferencid tiene una solucion que no se puede obtener
particularizando alguno de los pardmetros en una familia de soluciones. Esa solucién s Hama

solucion singular.

3]SI Te A Solucion singular

En la seccién 2.1 demostraremos que y = (x%/4 + ¢)? proporciona una familia monoparamé-
trica de soluciones dey' = xy 2, Cuando ¢ = 0, la solucién particular que resulta esy = x*1 6.

En este caso, la solucion trivid y = 0 es una solucion singular de la ecuacién porque no se
puede obtener partiendo de la familia y eligiendo agin vaor del parametro c. L]

.
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y
c=1
X
g=-1
(a)
y
c=1
x
c=-1,
x<0
(b)
FIGURA 1.2

Solucion general S toda solucion de una ecuacion de orden n, F(x, Y, ., y™) = 0,
en un intervalo 7, se puede obtener partiendo de una familia n-parametrica G(x, », ¢y, ¢z, - - -
¢n) = 0 con velores adecuados de los parametros ¢; (i= 1,2, .. ., n), se dice que la familia es la
solucion general de la ecuacion diferencid. Al resolver las ecuaciones diferencides linedes
vamos a imponer redricciones relativamente sencillas a los coeficientes de esas ecuaciones.
Con estas redricciones sempre nos aseguraremos no sOlo de que exista una solucién en un
intervalo, sino también de que una familia de soluciones contenga todas las soluciones posibles.
Las ecuaciones no linedles, a excepcion de agunas de primer orden, son dificiles de resolver
-e incluso resultan irresolubles-, en téminos de las funciones elementales comunes (com-
binaciones finitas de potencias o raices enteras de x, de funciones exponenciaes y logaritmicas,
0 funciones trigonométricas o trigonométricas inversas). Ademés, s en cieto momento nos
encontramos con una familia de soluciones de una ecuacion no lineal, no es obvio cuando la
familia es una solucién generad. Por lo anterior, y en un nivel practico, e nombre “solucion
generd” solo se glica a las ecuaciones diferencides linedes.

Sistemas de ecuaciones diferenciales Hasa ahora hemos descrito  ecuaciones  dife-
rencides aidadas con una funcion desconocida; pero muchas veces, en teorfa y en muchas
aplicaciones, debemos mandar Sstemas de ecuaciones diferencides. Un sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias e un conjunto de dos 0 mas ecuaciones donde aparecen las
derivadas de dos o mas funciones desconocidas de una sola variable independiente; por
gemplo, S x y y representan variables dependientes y ¢ es la variable independiente, & conjunto
dguiente es un sdema de dos ecuaciones diferencides de primer orden:

£1£=3x—4y

dt @

dy

Z=x+y.
e *7Y
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Una solucion de un sistema como € anterior es un par de funciones diferenciables, x = ¢1(¢) y
y = ¢f), que sdtisface cada ecuacion del sisema en &gin intervalo comin 1.

’_— ul Observacion N

[ Es necesario exponer algunos conceptos finales acerca de las soluciones implicitas de las
ecuaciones diferenciales. A menos que sea importante o adecuado, por lo general no es
necesario tratar de despeiar y de una solucién implicita, G(x, y) = 0, para que aparezca una
forma explicita en términos de X. En el ejemplo 3 podemos despejar facimente y de la relacién
x? +y2 —4 =0, en términos de x para llegar a las dos soluciones, y; = N4 — x? y y2 ==V4 —xz,
de la ecuacién diferencial dy/dx = —x/y; pero no debemos engafiarnos con este Unico ejemplo.
Una solucién implicita, G(x, y) = 0, puede definir una funcién ¢ perfectamente diferenciable que
sea una solucion de una ecuacion diferencial; pero incluso asi resulte imposible despejar en
G(x, y) = 0 con métodos analiticos como los algebraicos. En la seccién 2.2 veremos que xe¥ -
sen xy + y2 + ¢ = 0 es una solucion implicita de una ecuacion diferencial de primer orden. La
tarea de despejar y de esta ecuacion, en términos de x, presenta mas problemas que el tedio

de manipular simbolos, ya que no es posible.

En los problemas 1 a 10, establezca s la ecuacion diferencid es lined o no lined. Indique €
orden de cada ecuacion.

d’y dy)“
. — "o_. 4 = P . —= -2 = + =0 ,
ne L (1—x)y" —4xy’ + Sy =cosx.j.no2 X e <dx y i
no3. yy' +2y =1+ x*
sidoxtdy + (y = xy=xe)dx =0

d2
ne 5, Xy — x%y" 4+ 4xy’ — 3y = 0 1106. d_xyi +9y =sen y

. @_/ dy\’ g &7 __k
[a] 7. dx— 1+(dx2 " 08- dtz‘_‘ r2

n0 9. (senx)y” — (cos x)y' = 2 at10, (1= y) dx+ xdy =0 ¢

En los problemas Il a 40, compruebe que la funcién indicada sea una solucion de la ecuacion
diferencid dada. En agunos casos, suponga un intervalo adecuado de validez de la solucidn.
Cuando aparecen, los simbolos ¢; y ¢, indican condtantes.

1.2y +y=0;, y=¢e*" 12.y' +4y =32 y=38
d d
13. c_lf -2y =¢e¥ y=e¥+10e* 14 % +20y=24; y=¢§=2¢e
15. y' =25 +y% y =5tan 5x
QX = X = 2 0 >0
16. = =[5 y= (Vx+a)t>0c¢
17.y' +y =senx; y = %senx — % cos x + 10e™*
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18. 2xy dx + (x*+ 2y) dy = 0; Xy + y*= ¢
19. x*dy + 2xy dx = 0; y=*% 2. (yY+xy'=y;y=x+1

2

2Ly = 2xy' + y(¥y')s y* = alx + )
22,y = 2Vyliy = x

23. y’—;lr—y=1; y=xlnx,x>0

dP _ _ L, ace”
24. E't— = P(a bP), P = —1+bcle‘”
dX _ ) 2-X _

26.y +2xy=1; y= e"‘zJ’; e dt + oot

27. (x*+ yDdx+ (x* = xy) dy = 0; c(x + yP= xe™
28. y'+y =12y =0,y = cie¥* + ce™®
29. y" = 6y’ + 13y = 0; y = e* cos 2x
30. %~4Z—i+4y=0; y = e¥ + xe*
3L.y” =y; y= coshx + senh x
32.y" +25y=0;, y=¢cos5x
Wy +(y V=0 y=hnlx+c¢ +¢
34. y"+y=tan x; y=—cosxln(sec x + tan x)
Z—g+2%:0; y=q+ex x>0
36. x%"=xy' +2y=0; y=xcos(Inx), x>0
37. xYy'=3xy'+ 4y =0, y=x+xInx, x>0
3B.y" =y + 9y =9y =0; y=c¢sen3x+ccos3x+ 4e
39. y" = 3y"+3y' —y=0;, y=x%*
d dy

3 2
38 A%y dy
40. x dx3+2x i xdx

35. x

+y=12x% y=cx+coxlnx +4x%,x>0

En los problemas 41 y 42, compruebe que la funcidon definida por tramos sea una solucion de
la ecuacion diferencid dada

A xy — 2= y=q % ¥<0
- Xy y=ury= xz, x=0
0, x<0
"2 = Qxy: -
42. (') ="9xy; y {x3, =0

43. Una familia monoparamétrica de soluciones dey' = y* = 1 es

1+ ce®

e
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Determine por ingpeccion una_solucion singular de esa ecuacion  diferencial.
44, En la pagina 5, que y = V4—-x? y y = = V4 —x? son soluciones de dy/dx = —x/y, en €
intervalo (-2, 2). Explique por qué

V4-xt, -2<x<0
r= -V4—-x2, 0=x<2

no es una solucion de esa ecuacion diferencia en € intervao.

En los problemas 45 y 46, determine valores de m tales que y = ¢™ sea una solucion de la
ecuacion  diferencid  respectiva.

45.y" = 5y'+ 6y =0 46.y" + 10y’ + 25y = 0

En los problemas 47 y 48, determine los valores de m tales que y = x™ sea una olucion de la
ecuacion  diferencid  respectiva

47. X" =y = 0 48. x%y" + 6xy’ + 4y = 0

En los problemas 49 y 50 compruebe que cada par de funciones sea una solucion del Sistema
respectivo  de  ecuaciones  diferenciales.

4 9f=x+3y
dy _ .
dt—5x+3y,
X =e %t 3e8 y = —¢% + 58
dx
50 a?:4y+e’
dy
W=4x—e‘;
1 ~ 1
x=cos2t+sen2t+§e‘, y = = cos 2t -sen 2t -gef

Problemas para discusin

51. @ Forme, cuando menos, dos ecuaciones diferencides que no tengan soluciones redles.
b) Forme una ecuacion diferenciad cuya solucion red (nica sea y = 0.
52. Suponga que Y = ¢(x) es una solucion de una ecuacion diferencid de orden n, F(x, y ¥,
, ¥™)=0, en unintervalo 1. Explique por qué ¢, ¢’, . . ., ¢¢" = D deben ser continuas en |.
53. Suponga que y = ¢(x) es una solucion de una ecuacion diferencid dy/dx = y(a - by), donde
a 'y b son congtantes positives.
a) Determine por inspeccion dos soluciones condantes de la ecuacion.
b) Use solo la ecuacién diferencial para determinar en € ge y intervalos en que una
solucidn y = ¢(x) no constante sea decreciente y los intervalos en que y = ¢(x) sea
creciente.
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¢) Use s0lo la ecuacion diferencid, explique por qué y = a/2b es la ordenada de un punto
de inflexion de la gréfica para la solucion y = ¢(x) no constante.

d) En los mismos des coordenados trace las gréficas de las dos soluciones congantes que
determinG en la parte b), y una gréfica de la solucidn no constante y = ¢(x), cuya forma
e sugiri6 en las partes b) y o).

54. La ecuacion diferencia y = xy' + f(") sellama ecuacién de Clair aut.

a) Derive ambos lados de esa ecuacion con respecto a x para comprobar que la familia de
rectas y = ¢x +f(c), cuando ¢ es una constante arbitraria, es una solucion de la ecuacion
de Claraut.

b) Con d procedimiento de la parte @), describa como se descubre en forma natura una
solucion singular de la ecuacion de Claradt.

¢) Determine una familia monoparamétrica de soluciones y una solucion singular de la
ecuacion diferencid y = xy' + (')

PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

B Problema de valor inicial ® Condicidn inicial B Exitencia y unicidad de una solucién
B Intevalo de exisencia M Programas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias

Problema de valor inicial A menudo nos interesa resolver una ecuacion diferencial
sujeta a condiciones prescritas, que son las condiciones que se imponen ay(X) 0 a sus derivadas.
En agun intervalo Z que contenga a xo, € problema

n

dry -
Resolver: —== oo,y
\ I fOy,y's ., ye ) A

Sueta &  y(xo) - Yo, ¥'(x0) = Y1, . ..> Y*O(%) = yui,

en donde yo, y1, . . ., ¥ -1 SON constantes reales especificadas arbitrariamente, se llama
problema de valor inicia. Los valores dados de la funcion desconocida, y(x), y de sus primeras
n = 1 derivadas en un solo punto xo: ¥(x0) = Yo, Y'0) = ¥1s . . ., Y™ = D(x0) = ¥iu = 1) & llaman
condiciones iniciales.

Problemas de valor inicial de primeroy segundo orden El problema enuncia-
do con las ecuaciones (1) también se denomina problema devalor inicial de enésimo orden;

por eemplo,
Resolver: % = f(x,y)
)]
Sujeta a: W(xo) = yo
2

Resolver: % =f(x, y,¥)

, 3
Sujeta a: Y(xo) = yo,  Y(x0) =y
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son problemas de vaor inicid de primero y segundo orden, respectivamente. Son fé&ciles de
interpretar en  términos geométricos. Para las ecuaciones (2) estamos buscando una  solucion
de la ecuacion diferencid en un intervao 7 que contenga a xo, td que una curva de solucion pase
por e punto prescrito (x¢, yo) -Fig. 1.3.
soluciones de la ecuacion diferencial
y

FIGURA 1.3 Problema de valor iniciol de primer orden

Paa las ecuedones (3), dessamos ddemina una luddn de la ecuaddn diferendd  awya
gréfica no sdlo pase por (xo, o), SN0 que también pase por ese punto de tal manera que la
pedete de la auva en ex lugar seay, (Fig. 14). B t&mino condicién inicia2 procede de los
sdemes fidoos en que la vaiable independente es d tiempo ¢ y donde y(fp) = yo,y ¥ (fo) = 7
representan, respectivamente, la posicion y la velocidad de un objeto en cierto momento o
tiempo inicid #.

A menudo, la sdluddn de un pradlama de vdor inidd de aden n entrafia la gplicadon de
una familia n-paramétrica de soluciones de la ecuacion diferencial dada para determinar n
condantes expeddizades de td modo que la sduddn paticda que resdte paa la ecuadon
‘e gute’ (0 stifagd a las n condidones iniddes

soluciones de la ecuacion diferencial
y

FIGURA 1.4  Problema de valor iniciol de segundo orden

[S13UIIRO MM Problema de valor inicial de primer orden

Se comprueba fadlmete que y = o8 es uma familia monoparanérica de soludones de la
eueddn y' = y, de pimer orden, en d intavao (—eo, e0). S egoedficanos uma conddon
inidd, por gemplo, y(0) = 3, d auditur x =0, ¥ = 3 en la familig s detlemina la condtante
3 =ce® = ¢ por condguientg, la funddn y = 3¢* es una dludon dd pradlema de vdor inidd

v =y, y0)=3.

Ahora bien, s pedmos que una sdluddn de la ecueddn diferendd pese por d puto (1, -2)
y no por (0, 3), entonces y(1) = -2 dad como redtado 2 = o 0 s, € = -2¢7L, La fundon
y = =2¢" = ! es una wludon dd prodema de veor inidd

y =y y()=-2
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En la figura 1.5 vemos las gréficas de esas dos funciones. L]
y
©.3) /

& (1,-2)

FIGURA 1.5 Soluciones de problemas de valor inicial

(JF el B Problema de valor inicial de segundo orden

En e gemplo 5 de la seccion 1.1 vimos que x = ¢; cos 4t + ¢, sen 4t es una familia
biparamétrica de soluciones de x” + 16x = 0. Determinemoes una solucion del problema de

vaor inicid
” _ m ’ T
X" +16x =0, X (5) =-2 X <§> =1, (4

soLucioN  Primero sustituimos x(/2) = -2 en lafamilia dada de soluciones: ¢, cos 27
+ ¢ sen 27 = -2. Como cos 2 = 1y sen 27 = 0, vemos que ¢; = -2. A continuacion
sustituimos x'(w/2) = 1 en la familia monoparamétrica x(f) =-2 cos 4t + ¢; sen 4t. Primero
derivamos y después igudamos ¢ = #/2 y X' = 1, y obtenemos 8 sen 27 + 4¢3 cos 2w = 1, con
lo que vemos que ¢, = 4; por lo tanto,

1
X =-2 COs 4t + z5en 4

es una solucion de (4) n

Existencia y unicidad Al resolver un problema de valor inicial surgen dos asuntos
fundamentales:

¢Existe una 2udon d prodema? S la hay, ges Unica?

Para un problema de vaor inicid, como € de las ecuaciones (2), 10 que s pregunta es.

Exisencia Unicidad
¢La ecuacion diferencia dyldx = f(x, y) tiene so- | ; Cudndopcdemos estar seguros de que hay pre-
luciones? cisamente una curva solucion que pasa por €l

¢Alguna de las curvas solucion pasapor el punto | PUH0 (x0, y0)?

(x0, ¥0)?
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Nétese que en los gemplos 1 y 2, empleamos la frase “una solucién” y no “la solucién” dd
problema. El articulo indefinido se usa deliberadamente para indicar la posibilidad de que
existan otras soluciones. Hasta ahora no hemos demostrado que haya una solucion (nica para
cada problema. El gemplo sSiguiente es de un problema de vaor inicid con dos soluciones.

311 Un problema de valor inicial puede tener varias soluciones

Ambas funcionesy = 0y y = x¥/16 satisfacen la ecuacion diferencial dy/dx = x5,y la
condicion inicid y(0) = 0, de modo que & problema de vaor inicid

dy _ _
Doy, y©)=0

tiene dos soluciones cuando menos. Como vemos en la figura 16, las gréficas de ambas
funciones pasan por € mismo punto, (0, 0). [

Yty=x%16

— I

vZo @0 T F

FIGURA 1.6 Dos soluciones del mismo problema de valor inicial

k-

Dentro de los confines seguros de un curso forma de ecuaciones diferencides, se puede
asumir, que la mayor parte de las ecuaciones diferenciaes tienen soluciones y que las
soluciones de los problemas de vaor inicid probablemente sean Unicas. Sm embargo, en la
vida red las cosas no son tan idilicas. Por consiguiente, antes de resolver un problema de vaor
inicid es preferible conocer, s existe una solucion y, cuando exista, s es la Unica Puesto que
vamos a mangjar ecuaciones diferenciales de primer orden en los dos capitul os siguientes,
enunciaremos aqui, Sn demostrarlo, un teorema que define las condiciones suficientes para
garantizar la existenciay unicidad de una solucion a un problema de valor inicial de primer
orden, para ecuaciones gque tengan la forma de las ecuaciones (2). Sélo hasta el capitulo 4
examinaremos la existencia y unicidad de un problema de vaor inicid de segundo orden.

TEOREMA 1.1 Existencia de una solucién Unica

S R una region rectangular del plano xy, definidapor @ $ x S b,c Sy < d, que contiene al |
punto (xo, ya). Sif(x, y) y dffoy son continuas en F, entonces existe un intervelo 7, centrado
en xg, y una funcion Gnica, y(x) definida en I, que satisface & problema de valor inicial
expresado por las ecuaciones (2).

El resultado anterior es uno de los teoremas mas comunes de existencia y unicidad para
ecuaciones de primer orden, ya que es badtante facil comprobar los criterios de continuidad de
fGx, y) y dffdy. En la figura 1.7 podemos ver la interpretacién geométrica del teorema 1.1
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y
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FIGURA 1.7 Region rectangular R

(A JIeW: W Regreso al ejemplo 3

En e eemplo anterior vimos que la ecuacion diferencid dy/dx = xy' tiene cuando menos
dos soluciones cuyas gréficas pasan por (0,0). Al examina las funciones

f(x’y)=xy1/2 Y Su 2yl

s alvierte que son continuas en € semiplano superior definido por y > 0; por consiguiente,
el teorema 1.1 permite llegar a la conclusion de que para cada punto (xo, yo), yo > 0 de ese
semiplano, hay un intervalo centrado en xq en que la ecuacion diferencid tiene una solucion
Unica. Adi, por gemplo, sin resolverla, sabemos que existe un intervalo centrado en 2 en que
e problema de vaor inidid dy/dx = xy'”, y(2) = 1, tiene una solucion imica .

El teorema 1.1 garantiza que, en e eemplo 1, no hay otras soluciones de los problemas
de valor inicid ¥’ =y, (0)=3yy =y p1) =2, aparte dey= 3¢’y y=-2¢""!, respectivamente.
Esto es consecuencia de que f(x, ) =Y Y 9ffdy = 1 sean continuas en todo el plano xy. También
% puede demostrar que d intervalo en que esta definida cada solucion es (—eo, o).

(AIJLCONM Intervalo de existencia

En la ecuacion dy/dx =x* +y?, vemos quef(x,y) =x* + y*y dffdy = 2y son ambas polinomios
en xyy Yy, por consiguiente, continuas en cualquier punto. En otres palabres, la region R ol
teorema 1.1 es todo € plano Xy, en consecuencia, por cada punto dado (xo, yp) pasa una y
s0lo una curva de solucion. Sin embargo, observemos que esto no significa que @ intervalo
maximo I de vdidez de una solucion de un problema de vaor inicid sea, necesariamente,
(—oo, o). El intervalo 1 no necesita ser tan amplio como la region R. En generd, no es posible
hallar un intervalo especifico I en que se defina una solucion sin resolver la ecuacion
diferencial (consulte los problemas 18, 19 y 29, en los gercicios 1.2). L]

Utilerias para solucion de ecuaciones ordinarias Es posible llegar a una repre-
sentacion grafica aproximada de una solucidn de una ecuacién o sistema de ecuaciones
diferenciales sin tener que obtener una solucion explicita o implicita. Para tener esa repre-

sentacion gréfica se necesitan programas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
(ODE solver). En € caso de una ecuacion diferencial de primer orden como dy/dx = f(x,y),
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basta dar f(x, y) y especificar un vaelor inicid y(xp) = yp. S e problema tiene una solucion, €
programa presenta la curva de solucion;* por giemplo, segin el teorema 1 .1 tenemos la
seguridad  de que la ecuacion diferencid

dy_ _

e y +senx
solo tiene una solucion que pasa por cada punto (xo, yo) del plano xy. La figura 18 muestra las
curvas de solucién generadas con un programa para resolver ecuaciones diferencides ordina
rias que pasan por (-2.5, 1), (-1, -1), (0, 0), (0, 3), (0, -1), (1, 1), (L, -2) y (25, -2.5).

Y

A\

FIGURA 18 Algunas soluciones de y' = —y + sen x

r Observociones R

} i) El lector debe estar consciente de la diferencia entre afirmar que una solucién existe y
presentar una solucién. Es claro que si llegamos a una soluciéon proponiéndola, podemos
decir que existe; pero una solucion puede existir sin que podamos presentarla. En otras
palabras, cuando decimos que una ecuacion diferencial tiene solucién, esto no sigifica
también que exista un método para llegara ella. Una ecuacion diferencial puede tener una
solucién que satisfaga las condiciones iniciales especificadas, pero quiza lo mejor que
podamos hacer sea aproximarla. En el capitulo 9 describiremos los métodos de aproxima-
cion para las ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales que forman la teoria en
que se basan los programas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarios.

ii} Las condiciones del teorema 1.1 son suficientes pero no necesarias. Cuando f(x, y) y
af/ay son continuas en una regién R rectangular, siempre se debe concluir que existe una
solucién de las ecuaciones como las representados en (2), y que es Unica, siempre que (xp,
yo) sea un punto interior de R. Sin embargo, si no son -\lélidds las condiciones descritas en
la hipotesis del teorema 1.1, puede suceder cualquier cosa: que el problema (2) siga
teniendo uno solucién y que esa solucién sea Unica, o que el problema (2) tenga varias
soluciones 0 ninguna.

—— EJERCICIOS 1.2

En los problemas 1 a 10, determine una region del plano xy para la cud la ecuacion diferencid
dada tenga una solucion Unica que pase por un punto (xo, y0) en la region.

*De aqui en adelante el lector debe recordar que una curva de solucién generada por estos programas €S aproximada.
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Y _ o _X =Vxy
1%& y 2T VY
dy _ y_ -
&xdx—y de y=x
5.(4 ~y)y'=x 6. @+y)y=x
7. X+ yHy'= y? 8.(y=x)y =y +x
d d -
9. ay = x’cosy 10. é= (x = 1)ereD

En los problemas Il y 12 determine por inspeccion d menos dos soluciones del problema de
vaor inicid respectivo.
dy

11. y' =3y, y(0) = 0 12. xa=2y, y(0)=0

En los problemas 13 a 16 determine si € teorema 1.1 garantiza que la ecuacién diferen-
cial y' = V)? =@titiene una solucién (nica que pase por @ punto dado.

13. (1. 4) 14 63

5o(2, -3 16. (1 )

17. @) Determine por inspeccion una familia monoparamétrica de soluciones de la ecuacion
diferencid xy’ =y. Compruebe que cada miembro de la familia sea una solucion o
problema de valor inicid xy" =y, y(O) = 0.

b) Explique la pate & determinando una region R del plano xy, para la que la ecuacion
diferencid xy” = y tenga solucion (nica que pase por un punto (xo, yo) de R
¢) Compruebe que la funcion definida por tramos
?,x<0
y= x, x=0
sdtisfaga la condicion y(O) = 0. Determine s la funcién también es una solucion del
problema de valor inicid en la parte a).
18. a) Parala ecuacion diferencid y' = 1 + 32, determine una region R, del plano xy, para la
cud la ecuacion diferencia tenga solucién Unica que pase por un punto {(xo, y0) en R
h) Demuestre que y = tan x saisface la ecuacion diferencid y la condicion y(0) = 0; pero
explique por qué no es solucion del problema de valor inicid y' =1+ y% (0) = 0 en d
intervalo (-2, 2).
c) Determine el mayor intervalo I de validez, para @ que y = tan x sea una solucion del
problema de vaor inicid en la pate h).

19. a) Compruebe que la ecuacion diferencial y' = y? tiene solucién {nica que pasa por
cudquier punto (xo, yp) del plano xy.

b) Con un programa ODE solver obtenga la curva de solucion que pasa por cada uno de
los siguientes puntos: (0, 0), (0,2), (1, 3), (-2,4), (0, -15) y (1, -1) con una utileria

¢) Use las gréficas que obtuvo en la pate b) a fin de conjeturar e intervalo 7 mé&imo de
vaidez para la solucion de cada uno de los Sete problemas de vaor inicid.

20. a) Para la ecuacion diferencid y' = x/y determine una region R del plano xy para la cud la
ecuacion diferencia tenga solucion Unica que pase por un punto (xg, g} en R
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b) Use un prograna ODE solver para determinar las curvas de solucion de varios proble-
mas de vaor inicid para (xo, yo) €n R

¢) Con los resultados de la pate b), conjeture una familia monoparamétrica de soluciones
de la ecuacion diferencid.

En los problemas 21 y 22 utilice & hecho de que y =1/ 1+ ¢; e™®) S una familia monoparamé-
trica de soluciones de y' = y ~ y?, para determinar una solucién del problema de vaor inicial
formado por la ecuacion diferencia y la condicion inicid dada.

21 y(0) = - 22. y(-1) = 2

W=

En los problemas 23 a 26 use € hecho de que y = c1e® + cpe™ es una familia biparamérica de
solucionesdey” -y = 0, paa llegar a una solucion del problema de vaor inicia formado por
la ecuacion diferencid y las condiciones inicides dadas.

23. y(0) =1, y'(O) =2 24. y1) = 0, y'(l) = e
25. y(-1) = 5 y'(-1}) = -5 26. y(0) =0, y'(0) = 0

Problemas para discusion

27. Suponga que f(x, y) sdisface las hipotesis del teorema 1.1 en una region rectangular, R,
del plano xy. Explique por que dos soluciones digtintas de la ecuacion diferencid y' =f(x,
y) no se pueden intersectar ni ser tangentes entre s en un punto (xg, ya) en R

28. El teorema 1.1 garantiza que slo hay una solucion de la ecuacion diferencia y’ = 3y*?
cos x que pase por cualquier punto (xo, yo) especificado en e plano xy. El intervalo de
existencia de una solucion depende de la condicién inicial ¥(xp) = yo. Use la famila
monoparamétrica de soluciones y = 1/(c = sen x)* para determinar una solucién que
satisfaga y(m) = 1/8. Determine una solucion que satisfaga y(m) = 8. Con esas dos soluciones
forme una base para razonar sobre las siguientes preguntas: a partir de la familia de
sluciones dada, ¢cuando cree que € intervalo de exigtencia del problema de vaor inicia
sea un intervalo finito? ;Cuéndo es un intervalo infinito?

LAS ECUACIONES DIFERENCIALES COMO MODELOS MATEMATICOS

m  Modeo matemético m  Nivel de resolucion de un modelo m  Segunda ley de Newton del movimiento
m Segunda ley de Kirchhoff ® Sistema dindmico @ Variables de estado m  Estado de un  sisteme
m  Reyuesta de un ssema

Hota para el En esa seccién nos concentraremos en la formulacién de ecuacio-
nes diferenciales como modelos mateméticos. Una vez examinados algunos métodos para
resolver ecuaciones diferencides, en los capitulos 2 y 4, regresaremos y resolveremos algunos
de esos modelos en los capitulos 3 y 5.

Modelo matematico Con frecuencia Se desea describir € comportamiento de algtin
dsema o fendmeno de la vida red en términos mateméticos; dicho Sstema puede ser fisico,
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sociolégico o hasta econdmico. La descripcidn matemética de un sistema o fenémeno se llama
moddo matemético y se forma con ciertos objetivos en mente; por eemplo, podriamos tratar
de comprender los mecanismos de cierto ecosistema edudiando € crecimiento de las pobla
ciones de animaes, o podriamos tratar de fechar fésiles andizando la desintegracion de una
sustancia radiactiva, sea en € fésl o en € estrato donde se encontraba

La formulacion de un modelo matemético de un sistema e inicia

i) Mediante la identificacion de las variables causantes del cambio del sistema. Podre-
mos elegir no incorporar todas las variables en el modelo desde el comienzo. En este
paso especificamos ¢l nivdl de resolucion del modelo.

A continuacion,

ii) Se establece un conjunto de hipbtesis razonables acerca del sisttma que tratamos de
describir Esas hipotesis también incluyen todas las leyes empiricas aplicables al
sistema.

Para agunos fines quizd baste contar con modelos de bga resolucion; por eemplo, en los
cursos bésicos de fisica d lector habra advertido que ad modedlar @ movimiento de un cuerpo
que cae cerca de la superficie de la Tierra, se hace caso omiso de la resistencia del are. Pero
s d lector es un cientifico cuyo objeto es predecir con exactitud la trayectoria de vuelo de un
proyectil de largo acance, deberd tener en cuenta la resistencia del are y demas factores, como
la curvatura de la Tierra

Dado que las hipdtess acerca de un sstema implican con frecuencia la razén o tasa de
cambio de una 0 més de las variables, @ enunciado metemédtico de todas esas hipdtesis es una
0 mas ecuaciones donde intervienen derivadas. En otras palabras, € modelo matemédico es una
ecuacion o sSstema de ecuaciones diferencides.

Una vez formulado un modelo matemédtico (sea una ecuacion diferencid o un sstema de
dlas), llegamos d problema de resolverlo, que no es fécil en modo aguno. Una vez resuelto,
comprobamos que € modelo sea razonable s su solucion es consistente con los datos experi-
mentales o los hechos conocidos acerca del comportamiento del sistema. S las predicciones
que se basan en la solucion son deficientes, podemos aumentar € nivel de resolucion del modelo
0 eaborar hipltesis dternativas sobre los mecanismos del cambio del sistema entonces, s
repiten los pasos del proceso de modelado (Fig. 1.9). Al aumentar la resolucion, aumentamos
la complgidad del moddlo matemético y la probahilidad de que debamos conformarnos con
una solucion  aproximada.

Expresar las hipotesis en términos Formulacién
J de ecuaciones diferenciales ’ matemaética

[ Hipétesis

[}
I

S es necesario,
modificar las hipétesis

Resolver las ecuaciones

0 aumentar la resolucion diferenciales
del modelo |
‘ . t
dComPYOb:rllas p;:l Mostrar las pregicciones del modelo, Obtener
icciones del modelo |«— oy gemplo, en forma gréfica | ;
con hechos conocidos por- Gemp g las soluciones

FIGURA 1.9
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Con frecuencia, @ modelo matemético de un sistema fisico inducira la variable ¢, e tiempo.
En este caso, una solucion del modelo expresa € etado dd sdema; en otras paabras, para
vaores adecuados de ¢, los vaores de la o las varigbles dependientes describen € sigema en
e pasado, presente y futuro.

Crecimiento y decaimiento Uno de los primeros intentos de modelar mateméticamen-
te e cedmiento demogréfico humano lo hizo Thomas Malthus, economista inglés en 1798.

En esencig, la idea dd modelo madthusiano es la hipdtesis de que la tasa de crecimiento de la
poblacion de un pais crece en forma proporcional a la poblacion total, P(f), de ese pais en
cudquier momento ¢« En otras palabras, mientras mas personas haya en € momento ¢, habrd
més en ¢ futuro. En términos matemdticos, esta hipltesis se puede expresar

dP apr
a=f 0= s

kP, )
donde k es una constante de proporciondidad. A pesar de que este sencillo modelo no tiene en
cuenta muchos factores (por ejemplo, inmigracion y emigracion) que pueden influir en las
poblaciones humanas, haciéndolas crecer o disminuir, predijo con mucha exactitud la poblacion
de Esados Unidos desde 1790 hasta 1860. La ecuacion diferencid (1) ain se utiliza con mucha
frecuencia para modelar poblaciones de bacterias y de animales pequefios durante cortos
intervalos.

El nicleo de un &omo estd formado por combinaciones de protones y neutrones. Muchas
de esas combinaciones son inestables;, esto es, los &omos se desintegran, 0 Se convierten en
&domos de ofras sustancias. Se dice que estos nicleos son radiactivos, por €emplo, con d
tiempo, € radio Ra 226, intensamente radiactivo, se transforma en gas radon, Rn 222, también
radiactivo. Para modelar € fendmeno de la desintegracion radiactiva, se supone que la tasa con
que los nicleos de una sustancia se desintegran (decaen) es proporciond a la cantidad (con més
precision, e nimero) de nlcleos, A(f), de la sustancia que queda cuando € tiempo es ¢ (0 en ©
momento  #):

dA gA;z
Sed Osa o=k V)

Por supuesto que las ecuaciones (1) y (2) son exactamente igudes, la diferencia radica en la
interpretacion de los simbolos y de las constantes de proporcionalidad. En € caso del creci-
miento, como cabe esperar en (1), k> 0, y en €l caso de la desintegracion, en (2), k<0. H
modelo de desintegracion (2) también se aplica a Sstemas hioldgicos, por gemplo, la determi-
nacion de la “vida media o “periodo medioc” de una medicina. Nos referimos d tiempo que
tarda € organismo en eiminar 50% de ela, sea por excrecion o metabolizacion.

Veremos & mismo modelo béasico de (1) y (2) en un sistema econdmico.

Capitalizacion continua dél interés El interés que gana una cuenta de ahorros, a
menudo se capitaliza o se compone trimestramente o hasta mensualmente. No hay razén para
detenerse en esos intervalos, € interés también podria componerse cada dia, hora, minuto,
segundo, medio segundo, microsegundo, efcétera; es decir, se podria componer continuamen-
te Para modelar € concepto de la composicion continua del interés supongamos que S(f) es la
cantidad de dinero acumulada en una cuenta de ahorros a cabo de ¢ afios, y que r es la tasa de
interés anual, compuesto continuamente. Si h# > 0 representa un incremento en € tiempo, €
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interés que se obtiene en & intervalo (¢ + A) — ¢ esigua ala diferencia entre |as cantidades
acumuladas:

St + h) = S(). 3

Dado que € interés estd definido por (tasa) x (tiempo) x (capital inicia), podemos determinar
e interés ganado en ese mismo intervao mediante

rhS(#), o también mediante raS(t + h). (C))

Vemos intuitivamente que las cantidades en (4) son las cotas inferior y superior, respectiva-
mente, del interés real en la expresion (3); esto es,

rhS(t) < S(t + h) = S(t) = rhS(t + h)

rS(f) < M{Mg rS(t + h). )

0 sea

Como queremos que h sea cada vez menos, podemos tomar € limite de (5) cuando h — O

S(t+ k) — S(0)
h

rS() = l;.m(} =rS().

Y de este modo se debe cumplir

lim .S’(t+hr)]—-S(t)___ rS(6) 0 sa % =rS. 6)
h—>0

Lo esencid de haber escrito las ecuaciones (1), (2) y (6) en este gemplo es:

Una sola ecuacion diferencial puede ser modelo matemédtico de muchos fendmenos
digtintos.

Con frecuencia, los modelos matemédticos se acompafian de condiciones definitorias, por
giemplo, en las ecuaciones (1), (2) y (6) cabria esperar conocer una poblacion inicia, Po, una
cantidad inicid de sustancia, Ao, disponible, y un sddo inicid, So, respectivamente. Si e tiempo
inicid se define como ¢ = 0, sabemos que P(O) = Pg, que A(O) = Ao Yy que S(0) = S. En otras
palabras, un modelo matemético esta formado por un problema de valor inicial, o también
(como veremos en la seccion 5.2) por un problema de vaores en la frontera

Reacciones quimicas La desntegracion de una sustancia rediactiva, caracterizada por
la ecuacion diferencial (1), es una reaccion de primer orden. En quimica hay algunas
reacciones que se apegan ala siguiente ley empirica: s las moléculas de la sustancia 4 se
descomponen y forman moléculas mas pequefias, es natura suponer que la rapidez con que
s lleva a cabo esa descomposicion es proporcional a la cantidad de la sustancia 4 que no ha
sufrido la conversion; esto es, s X(r) es la cantidad de la sustancia 4 que queda en cudauier
momento, entonces dX/dt = kX, donde k es una constante negativa (porque X es decreciente).
Un gemplo de una reaccion quimica de primer orden es la conversion del cloruro de #~butilo
(cloruro de terbutilo) para formar acohol t-butilico:
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(CH3);CCl1 + NaOH — (CH3)3COH + NaCl

La rapidez de la reaccion estd determinada tan sGlo por la concentracion del cloruro de terbutilo.
Ahora bien, en la reaccion

CH;CI + NaOH — CH3;0H + NacCl,

por cada molécula de cloruro de metilo se consume una molécula de hidroxido de sodio para
formar una molécula de alcohol metilico y una de cloruro de sodio. En este caso, larazén
con que avanza la reaccion es proporciona a producto de las concentraciones de CHsCl y
NaOH que quedan. S X representa la cantidad de CH;0H que se forma, y a y b son las
cantidades dadas de las dos primeras sustancias, 4 y B, las cantidades instantdneas que no s
han convertido en C son oo = X'y 8 ~ X, respectivamente; por lo tanto, la razén de formacion
de C edtd expresada por

X _ _ _
Tt—k(a X)(B = X), (7)

donde £ es una constante de proporciondidad. Una reaccion cuyo modelo es la ecuacion (7) se
denomina reaccion de segundo orden.

Diseminacién de una enfermedad Cuando se andiza la diseminacion de una enfer-
medad contagiosa -la gripe, por gemplo-, es razonable suponer que la tasa o razén con que
se difunde no sdlo es proporciona a la cantidad de personas, x(r), que la han contraido en €
momento ¢, Sino también a la cantidad de sujetos, y(t), que no han sido expuestos todavia d
contagio. S la tasa es dx/dt, entonces

dx
—— 8
dt exy, ®)

donde k es la acostumbrada constante de proporciondidad. Si, por demplo, se introduce una
persona infectada en una poblacion constante de s personas, entonces x y y se relacionan
mediante x + y = » + 1. Usamos esta ecuacion para eiminar y en la ecuacion (8) y obtenemos
e moddo

d
i=kx(n+1_x) (9)

Una condicion inicid obvia que acompafia a la ecuacion (9) es x(0) = 1.

Ley de Newton dd enfriamiento  Segin la ley empirica de Newton acerca del enfria-
miento, la rapidez con que se enfria un objeto es proporciona a la diferencia entre su
temperatura'y la del medio que le rodea, que es la temperatura ambiente. Si 7(?) representa
latemperatura del objeto en & momento t, T;, es la temperatura constante del medio que lo
rodea y d7/dt es la rapidez con que se enfria e objeto, la ley de Newton del enfriamiento se
traduce en € enunciado matemético

dT dT _
= T=Tn  Osa £ =KT-Tp), 10)
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en donde k¥ es una constante de proporcionalidad. Como supusimos que € objeto s enfria, s
debe cumplir que T > T,; en consecuencia, lo l6gico es que k < 0.

Mezclado Al mezdar dos soluciones sdinas de distintas concentraciones se da pie a una
ecuacion diferencial de primer orden, que define la cantidad de sal que contiene la mezcla.
Supongamos que un tanque mezclador grande contiene 300 gdones de agua, en donde s ha
disudto sd. Otra solucion de salmuera se bombea d tanque a una tasa de 3 galones por minuto.

El contenido se agita perfectamente, y es desalojado a la misma tasa (Fig. 1.10). S la
concentracion de la solucién que entra es 2 libras/galon, hay que formar un modelo de
la cantidad de sd en d tanque en cuaquier momento.

FIGURA 110

Sea A(t) la cantidad de sd (en libras) en € tanque en cuaquier momento ¢, En este caso,
la rapidez con que cambia A(r) es la tasa neta:

% (tasa de entrada] _ ( tasa de salida )= Ri- R, 11)

~ | de la sustancia de la sustancia
Ahora bien, la razén, R, con que entra la sd d tanque, en 1b/min, es
R, = (3 gal/min) . (2 1b/gal) = 6 1b/min,
mientras que la razén, R,, con que sde la sd es

4

R;= (3 gal/min) . (300

= A o
lb/gal] =100 Ib/min.

Entonces, la ecuacion (II) se transforma en

E-6-"- 12)

Vaciado de un tanque En hidrodinamica, la ley de Torricelli establece que la velocidad
v de eflujo (0 sdida) dd agua a través de un agujero de bordes agudos en € fondo de un tanque
lleno con agua hasta una dtura (0 profundidad) # es igud a la velocidad de un objeto (en este
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cas0 una gota de agua), que cae libremente desde una dtura h; esto es, v = \/ZYE donde g es la
acderacion de la gravedad. Esta Ultima expresion se origina a igudar la energia cinética, %mvz,
con la energia potencial, mgh, despgando v. Supongamos que un tanque lleno de agua se dea
vaciar por un agujero, por la accion de la gravedad. Queremos determinar la profundidad, h,
ded agua que queda en € tanque (Fig. 1. Il) en & momento &

FIGURA 1.11

S d &ea transversd del agujero es A4y, en pies cuadrados, y la velocidad ddl agua que sde
del tanque esv = V2gh, en pies por segundo, el volumen de agua que sale del tanque, por
sgundo, es A, V2gh, en pies clhicos por segundo. Asi, S V(f) representa d volumen del agua
en d tanque en cuaquier momento ¢,

aV - A, V2gh, (13)

donde e dgno menos indica que ¥ estd disminuyendo. Obsérvese que no tenemos en cuenta
la poghilidad de friccién en @ agujero, que podria causar una reduccion de la tasa de flujo. S
e tanque es ta que & volumen del agua en cuaquier momento ¢ se expresa como V(f) = 4, h,
donde A,, son los pies cuadrados (ft?) de &ea constante dd espgo (la superficie superior) del
agua (Fig. 1.11), av/dt = A,, dhldf. Sustituimos esta Ultima expresion en la ecuacion (13) y
llegamos a la ecuacion diferencid que desedbamos para expresar la dtura del agua en cudquier
momento f.

g (14)

dt A,

Es interesante observar que la ecuacion (14) es véida aun cuando 4,, no sea constante. En este
caso, debemos expresar € &ea del espejo del agua en funcion de h: 4, = A().

Segunda ley de Newton del movimiento Para establecer un modelo matematico
del movimiento de un cuerpo dentro de un campo de fuerzas, con frecuencia se comienza con
la segunda ley de Newton. Recordemos que en fisica elemental, la primera ley del movimiento
de Newton establece que un cuerpo quedard en reposo O continuard moviéndose con velocidad
constante, a menos que sea sometido a una fuerza externa. En los dos casos, esto equivdle a
decir que cuando la suma de las fuerzas ZFy —o e, la fuerza meta o resukante- que actlan
sobre @ cuerpo es cero, la adeleracion a dd cuerpo es cero. La segunda ley del movimiento de
Newton indica que cuando la fuerza neta que actlla sobre un cuerpo no es cero, la fuerza neta
es proporciona a su aceleracion a; con més propiedad, ZF = ma, donde m es la masa del cuerpo.
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Caida libre Supongamos ahora que se aroja una piedra hacia ariba, desde la azotea de
un edificio. ;Cudl es su posicion en & momento f? Como se ve en la figura 1.12, consideremos
que su posicion respecto ad suglo es gt). La aceleracion de la piedra es la segunda derivada,
@s/df. S suponemos que la direccion hacia arriba es positiva, que la masa de la piedra es m
y que no hay otra fuerza, ademéas de la de la gravedad (g), actuando sobre la piedra, la segunda
ley de Newton establece que

2 2
m%:—mg osea - =i; g . (15)

Donde g es la aceleracion de la gravedad y mg es € peso de la piedra. Se usa @ signo menos
porgue el peso de la piedra es una fuerza que se dirige hacia abajo, opuesta a la direccién
positiva. S la altura ddl edificio es sy y la velocidad inicid de la piedra es vo, s queda
determinada  mediante € problema de vaor inicid

2
%= ~& 5(0)=15, S(0) = vy. (16)

FIGURA 112

Aunque no hemos edudiado las soluciones de las ecuaciones que hemos formulado, vemos que
la ecuacion (16) se puede resolver integrando dos veces la condtante -g con respecto a f, Las
condiciones inicides determinan las dos constantes de integracion.

Caida de los cuerposy resistencia del aire En cietas circunstancias, un  cuerpo
qQue cae, de masa m, se encuentra con una resistencia del are que es proporciond a su velocidad
instantanea, v. En este caso, S consideramos que la direccidn positiva es hacia abgjo, la fuerza
neta que actlia sobre la masa es mg = kv, en que € peso, mg, del cuerpo es una fuerza que actia

en direccion postiva y la resistencia del aire, en direccion contraria -esto es, hacia arriba—
0 direccion positiva. Ahora bien, como v se relaciona con la aceleracion g mediante a = dv/dt,

la segunda ley de Newton se enuncia como F = ma = m dv/dt. Al igudar la fuerza neta con
eda forma de la segunda ley, obtenemos una ecuacion diferencid de la velocidad del cuerpo

en cuaquier momento:

dv_

m—y = mg = kv. an

En este caso, £ es una constante de proporcionaidad positiva
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Circuitos en serie  Examinemos € circito en serie smple que contiene un inductor, un
ressor y un capacitor (Fig. 1.13). En un circuito con € interruptor cerrado, la corriente se
representa con i(r) y la carga en € capacitor, cuando €l tiempo es ¢, la corriente I se denota con
q@®). Las letras £, C y R son constantes denominadas inductancia, capacitancia y resistencia,
respectivamente. Segiin la segunda ley de Kirchhoff, € voltgje E(f) a través de un circuito
cerrado debe ser igud a las caidas de voltge en & mismo. La figura 1.13 también muestra los
simbolos y férmulas de las caidas respectivas de voltge a través de un inductor, un capacitor
y un resistor. Como la corriente i(t) se relaciona con la carga g(#) en € capacitor mediante 7 =
dgldt, sumamos las caidas de voltge
. 2
inductor = di = 9q

d df

resistor = iR=R dq
dat

OHO

&) ¢

11
[
C

(@

Inductor:
inductancia L: henries (h)

caida de voltaje: L a

dt
L
Resistor:

resstencia r o (Q)
caida de voltaje: iR

Capacitor:
capacitancia C: farads. (f)

caida de voltajes: % q

1
1
c
(b)

l' —

FIGURA 1.13
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capacitor = < q

Q=

e igudamos la suma a voltge totd para llegar a la ecuacion diferencia de segundo orden

d’q, ,dg 1 _
L e + R dt+Cq_E(1)' (18)

En la seccién 5.1 examinaremos con detale una ecuacion diferencial andoga a la (18).

Observacion JEs

Cada ejemplo de esta seccion describié un sistema dindmico; esto es, uno que cambia o
evoluciona al paso del tiempo ¢. Como el estudio de los sistemas dinamicos es una rama de las
materhdﬁcqs de moda en la actualidad, a veces usaremos la terminologia de esa rama con
nuestras descripciones.

En términos mas precisos, un Sistema dindmico consiste en un conjunto de variables
dependientes del tiempo, que se llaman variables de estado, mas una regla que permite
determinar (sin ambigliedades) el estado del sistema (que puede ser pasado, presente o futuro)
en términos de un estado especificado en cierto momento /. Los sistemas dinamicos se clasifican
como sistemas discretos o continuos en el tiempo, o de tiempos discretos o continuos. En este
libro s6lo nos ocuparemos de los sistemas dinamicos continuos en el tiempo, que son aquellos
en que fodas las variables estan definidas dentro de un intervalo continuo de tiempo. La regla
o modelo matematico en un sistema de éstos es una ecuacion o sistema de ecuaciones
diferenciales. EI estado del sistema en el momento f es el valor de las variables de estado en
ese instante; el estado especificado del sistema en el instante f; es, tan sélo, el conjunto de
condiciones iniciales que acompafian al modelo matematico. La solucién de un problema
de valor inicial se llama respuesta del sistema; por ejemplo, en el caso de la desintegracion
radiactiva, la regla es dA/dt = kA. Ahora, si se conoce la cantidad de sustancia radiacfiva
en cierto instante f,, y es, por ejemplo, A(to) = Ay, entonces, al resolver la regla se ve que la
respuesta del sistema cuando t > ¢, es A(f) = Aoe("’o) (Sec. 3.1). Esta solucion es Gnica y A(t) es
la variable Unica de estado para este sistema. En el casdie la piedra orroiada desde la azotea
de un edificio, la respuesta del sistema es la solucién a la ecuacion diferencial (Izs/dtz = -0,
sujeta al estado inicial S(O) = sq, $'(0) = vo, y es la conocida formula S(t) = = L g2 + vt + 50, 0 S t
< T, en donde T representa el valor del tiempo en que la piedra llega al syelp. Las variables de
estado son s(t) y s'(t), la posicién y la velocidad verticales de la piedra, respectivamente.
Obsérvese que la aceleracion, S”(f), no es una variable de estado parque basta conocer
cualquier posicion y velocidad iniciales en el momento £, para determinar, en forma Unica, la
posicion, s(t), y la velocidad, S'(t) = (), de la piedra en cualquier momento del intervalo # < t
< T.la aceleracion, §”(f) = a(t), en cualquier momento esta definida por la ecuacion diferencial
s"(t) =—g,0<t<T

Ultima observacion: no todo sistema que se estudia en este libro es un sistema dinamico.
También revisaremos algunos sistemas estaticos en que el modelo es una ecuacién diferencial.

— EJERCICIOS 1.3

1. Con base en las hipitess del modelo de la ecuacion (1), determine una ecuacion diferencial
que describa la poblacion, P(1), de un pais, cuando se permite una inmigracion de tasa
constante  r.
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. El modelo descrito por (1) no tiene en cuenta la tasa de mortalidad; esto es, € crecimiento

demogréfico es igual a la tasa de natdidad. En otro modelo de poblacion varisble en una
comunidad se supone que la tasa de cambio de |a poblacién es una tasa neta; o sea, la
diferencia entre la tasa de nadidad y la de mortdidad. Formule una ecuacion diferencia
que describa la poblacion P(f), s las tasas de natdidad y mortalidad son proporciondes a
la poblacion presente en cuaquier momento .

. Una medicina se inyecta en ¢ torrente sanguineo de un paciente a un flujo congtante de r

g/s. Al mismo tiempo, esa medicina desaparece con una razén proporciond a la cantidad
x(f) presente en cualquier momento ¢ Formule una ecuacion diferencia que describa la
cantided  x(r).

En e momento ¢ = 0, se introduce una innovacion tecnol égica en una comunidad de n
personas, cantidad fija. Proponga una ecuacion diferencial que describa la cantidad de
individuos, x(#), que hayan adoptado la innovacion en cuaquier momento ¢,

. Suponga que un tanque grande de mezclado contiene 300 gaones de agua en un inicio, en

los que se disolvieron 50 libres de sd. Al tanque entra agua pura con un flujo de 3 gal/min
y, con d tanque hien agitado, sde el mismo flujo. Deduzca una ecuacion diferencid que
exprese la cantidad A(f) de sd que hay en € tanque cuando € tiempo es ¢.

. Suponga que un tanque grande de mezclado contiene a principio 300 gaones de agua, en

los que se han disudto 50 ]b de sal. Al tanque entra otra salmuera a un flujo de 3 gal/min
Yy, estando bien mezclado € contenido del tanque, sdlen tan olo 2 gal/min. S la concen-
tracion de la solucién que entra es 2 Ib/gal, deduzca una ecuacion diferencid que exprese
la cantided de sa, A(r), que hay en € tanque cuando € tiempo s ¢

. Por un agujero circular de 4rea 4o, en € fondo de un tanque, sde agua. Debido a la friccion

y a la contraccion de la corriente cerca del agujero, € flujo de agua, por segundo, se reduce
a cdgV2gh, donde 0 < ¢ < 1. Deduzca una ecuacion diferencial que exprese ladtura h
del agua en cualquier momento ¢ que hay en d tanque clbico de la figura 1.14. El radio de
aguiero es2 iny g = 32 fu/s%,

FIGURA 1.14

. Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto, de 2 ft de radio y 10 ft de dtura, parado

sobre una de sus bases. Al principio, € tanque esta lleno de agua y ésta sale por un agujero
circular de ! in de radio en & fondo. Con lainformacién del problema 7, formule una
ecuacion diferencid que exprese la dtura h del agua en cuadquier momento ¢

. Un circuito en serie tiene un resistor y un inductor (Fig. 1.15). Formule una ecuacion

diferencia para calcular la corriente i(s), S laresistenciaes R, lainductanciaes L y €
voltgie aplicado es E(¥).

Un circuito en serie contiene un resistor y un capacitor (Fig. 1.16). Establezca una ecuacion
diferencid que exprese la carga g(f) en € capacitor, S la resstencia es R, la capacitancia
es C y € voltge aplicado es E(f).

. En la teoria del aprendizaje, se supone que la rapidez con que se memoriza algo es

proporcional a la cantidad que que& por memorizar. Suponga que Mrepresenta la cantidad
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15.
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FIGURA 1.15 FIGURA 1.16

totd de un tema que s debe memorizar y que A(f) es la cantidad memorizada cuando €

tiempo es ¢ Deduzca una ecuacion diferencid para determinar la cantidad A(r).

Con los datos ddl problema anterior suponga que la cantidad de material olvidado es
proporcional a la cantidad que & memorizé cuando € tiempo es ¢, Formule una ecuacion
diferenciad para A(t), que tome en cuenta los olvidos.

Una persona P parte del origen y se mueve en la direccion positiva del ge x, tirando de

una carga que se mueve a lo largo de la curva C. Esa curva se llama tractriz (Fig. 1.17).

La carga, que a principio se hdlaba en & ge y, en (0, s), eda en d extremo de la cuerda
de longitud constantes, que se mantiene tensa durante € movimiento. Deduzca la ecuacion
diferencia para definir la trayectoria del movimiento (0 sea, la ecuacion de la tractriz).

Suponga que la cuerda Sempre es tangente a C.

Cuando un cuerpo -como € del paracaidista que e ve en la figura 1.18 antes de que se

abra el paracaidas— Se mueve a gran velocidad en el aire, la resistencia del mismo se
describe mejor con la velocidad instanténea elevada a cierta potencia. Formule una
ecuacion diferencid que relacione la velocidad w(f) de un cuerpo de masa m que cae S la
resstencia del aire es proporciond a cuadrado de la velocidad instantanea.

0, 5) «

FIGURA 1.17 FIGURA 1.18

Cuando s fija una masa m a un resorte, éste se estira ¢ unidades y cuelga en reposo en la
posicion de equilibrio que muestra la figura 1.19b). Al poner en movimiento & sistema
resorte y masa, sea x(f) la distancia dirigida desde & punto de equilibrio hasta la masa

Suponga que la direccion hacia abgo es postiva y que € movimiento se efectla en una
linea recta verticd que pasa por € centro de gravedad de la masa También suponga que

las Unicas fuerzas que actian sobre € sstema son € peso ng de la masa y la fuerza de
restauracion del resorte alargado que, segun la ley de Hooke, es proporcional a su
dargamiento totd. Deduzca una ecuacion diferencid del  deplazamiento x() en cuaquier
momento .
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?

resorte
sin deformar

(t)<0
— _x_

x(t) >
posicion (t) 0

de equilibrio

(2) L)

FIGURA 1.19

16. En @ agua Bota un barril cilindrico de s ft de diametro y w Ib de peso. Después de un

17.

hundimiento inicial, su movimiento es oscilatorio, hacia arriba y hacia abgjo, en linea
veticd. Guidndose por la figwa 1.20b), deduzca una exuedOn diferendd para deleminer

el desplazamiento vertical y(¢), S se supone que el origen estaen e ge vertical y en la
apafide dd agua cuando d banil eda en rgposn. Use d prindpio de Arquimedes d ad
dee qe la fuaza de fldadtn que gace d agua hre d baril es igd d peso dd agua
Qe deplaza &t Supona que la dreoddn heda @go es podtiva, que la denddad dd

aua e 624 1b/ft? y que no hey ressenda enre d baril y d agua

Como vamos en la figwa 121, los rayos luminosos dhocan con ua auva C en d plao,
de td mangra que todos los rayos L paddos d ge x < rdlgan y van a un punto Unico,
0. Suponga que €l 4ngulo de incidencia es igual a angulo de reflexion y deduzca una

ecuadon dfeendal que desoiba la foma de la auva C. [Suiggenda d examina la figura
vanos que £ puade esxibr ¢ = 28 ;Por quE? A continuedon use la idertided trigonomb
trica  adeoueda]

tangente

FIGURA 1.20 FIGURA 1.21
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Problemas para discusion
18. La ecuacion diferencid

dP _
i (k cost) P,

en que k e una constante positiva, modela la poblacion humana, P(t), de cierta comunidad.
Proponga una interpretacion de la solucion de esta ecuacion; en otras paabras, (qué tipo
de poblacion (en cuanto a cantidad) describe esta ecuacion diferencia?

19. Una gran bola de nieve tiene forma de esfera. A partir de determinado momento, que
podemos identificar como ¢ = 0, comienza a fundirse. Para fines de discusion, suponga
que la fusién es de td manera que la forma permanece esférica Comente las cantidades que
cambian con € tiempo durante la fusion. Describa una interpretacion de la “fusion” como
una rapidez. S es posible, formule un moddo mateméico que describa € estado de la bola
de nieve en cudquier momento ¢ > 0.

20. A continuacion veamos otro problema con la nieve: € “problema del quitanieves’. Se trata
de un clasco que aparece en muchos textos de ecuaciones diferencides y fue inventado
por Raph Padmer Agnew.

Un dia comenzdé a nevar en forma intensa y constante. Un quitanieves comenzé a
medio dia, y avanz6 2 millas la primera hora y I milla la segunda. ;4 qué hora
comenzd a nevar?

El problema se encuentra en Differential Equations, por Raph Pamer Agnew (McGraw-
Hill Book Co.). Describa la congtruccion y solucion del modelo matemético.

21. Suponga que se perfora un agujero que pasa por € centro de la Tierra y que por € s dga
car un objeto de masa m (Fig. 1.22). Describa € posible movimiento de la masa. Formule
un modelo mateméico que lo describa. Sea r la distancia del centro de la Tierra a la masa,
en e momento ¢, y Mla masa de la Tierra. Sea M, la masa de la parte de la Tierra que esta
dentro de una esfera de radio r, y sea é la denddad congtante de la Tierra

superficie

FIGURA 1.22

22. Una taza de café se enfria obedeciendo a la ley de Newton del enfriamiento (Ec. 10). Con
los datos de la gréfica de la temperatura 7(¢), figura 1.23, cacule Tm, T y k, con un modelo
de la forma

ar_ . _
g KI-Tw), TO)=Tp
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FIGURA 1.23

jercicios de repaso

Sin consultar el texto, conteste los problemas 1 a 4. Llene el espacio en blanco o conteste
cierto/falso.

1. La ecuacion diferencid y' = 1/(25 = x* = y?) tiene solucion (nica que pasa por cualquier
punto (xo, yo) en la o las regiones definidas por ‘

2. El problema de vaor inicid xy' = 3y, y(0) = 0 tiene las soluciones y = x*y |

3. El problema de vaor inicid ¥ =y'2,3(0) = 0 no tiene solucién, porque ffdy es discontinua
enlarectay = 0.

4. Existe un intervao centrado en 2, en que la solucién Unica del problema de vaor inicid

Y=0-1D\u2)=1lesy=1

En los problemas 5 a 8§ mencione e tipo y € orden de la ecuacion diferencid respectiva En

las ecuaciones diferencides ordinarias mencione S son linedes o0 no. '

5. 2xy—-y')dx+ e&dy=0 6. (senxy)y” + 4xy’' = O oo

S EEEY
7 Yu, Fu_ 2y 3 W e |
vt as u 8'xdx2 3xdx+y x R

,.‘10“:,5' ~oacte

“En los problemas 9 a 12 compruebe que la funcidn indicada sea una solucién de la ecuacién
diferencia  respectiva
9.y +2xy =2+ x* + yj y=x+tanx,—g<x<§

10. x%” -t xy' +y =0; y = ¢ cos(ln X) + c;sen(In x), x >0
Iy m= 2yn -y o+ Zy = 6; Yy = ce + et + ce® + 3
12. y® — 16y = 0; y = sen 2x + cosh 2x
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En los problemas 13 a 20, determine por inspeccion a menos una solucion de la ecuacién

diferencid  dada
= éz =

13y’ = 2x 14. o Sy

15.y"=1 16. y’:y3—8
"= dy _

17. y" =y 18.2ydx—1

19. y" = -y 20. y" =y

21. Determine un intervalo en e cud y* = 2y = x* = x - 1 defina una solucion de 2y - Dy +
(1 =2x)dx =0.

22. Explique por qué la ecuacion diferencid

2]+

dx) 4-x
no tiene soluciones reaes cuando |x] < 2, |y > 2. ;Hay otras regiones del plano xy donde
la ecuacion no tenga soluciones?

23. El tanque cdnico de la figura 1.24 pierde € agua que sde de un agujero en su fondo. S é
&ea transversd del agujero es % de ft, defina una ecuacion diferencid que represente la
dtura h del agua en cuaquier momento. No tenga en cuenta la friccion ni la contraccion
del chorro de agua en d agujero.

24. Un peso de 96 Ib reshda pendiente abgo de un plano inclinado que forma un angulo de
30" con la horizontal. Si e coeficiente de friccion dinamica es p, deduzca una ecuacion
diferencia paralavelocidad, v(t), del peso en cualquier momento. Aplique €l hecho de
que la fuerza de friccion que se opone a movimiento es wN, donde N es la componente
del peso norma d plano inclinado (Fig. 1.25).

25. De acuerdo con la ley de Newton de la gravitacion universal, la aceleracion g de caida

libre de un cuerpo (como e satélite de la figura 1.26) que cae una gran distancia hecia la
superficie no es la constante g. Mé&s bien, esa acderacion, que llamaremos a, es inversa
mente proporciond a cuadrado de la distancia 7 d centro de la Tierra, @ = k/r%, donde &
es la constante de proporciondidad.

a) Emplee @ hecho de que en la superficie de la Tiera, r = Ry a = g, para determinar la

constante de proporcionalidad  £.

friccion //I
| movimiento I
\1

FIGURA 124 FIGURA 1.25
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satélite H !
W’:rng‘ T
superficie

FIGURA 1.26

b) Apique la ssgunda ley de Newton y d resdtado de la pate @ paa dedudr una ecueddn
dfeendd paa la dganda .
0 Apliqe la rega de la cadaa en la forma

dn=dv, dudr
d? dt drdt

paa eqresx la ecuedon dfeendd de la pate b) en foma de una ecuadon diferencd
donde intervengen v y dv/dr.



ECUACIONES DIFERENCIALES
DE PRIMER ORDEN

2.1 Variables separables

2.2 Ecuaciones exactas

2.3 Ecuaciones linedes

24 Soluciones por  suditucion
Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

Ya podemos resolver algunas ecuaciones diferenciales. Comenzaremos con las de
primer orden y veremos cémo hacerlo; el método dependera del tipo de ecuacion. A
través de los afios, los matematicos han tratado de resolver muchas ecuaciones
especializadas. Por ello hay muchos métodos; sin embargo, lo que funciona bien con
un tipo de ecuacion de primer orden no necesariamente se aplica a otros. En este

capitulo nos concentraremos en tres tipos de ecuaciones de primer orden.

36
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VARIABLES = SEPARABLES

m  Solucion por integracion m  Definicion de una ecuacion diferencial separable
m  Método de solucion m  Pérdida de una solucion m  Formas alternativas

Hota

Con frecuencia, para resolver las ecuaciones dikrenciales se tendra que integrar y quiza la integracion
requiera alguna técnica especial. Convendra emplear algunos minutos en un repaso del texto de

célculo, o si se dispone de un SAC {sistema algebraico de computacién: computer algebra sysfem),

repasar la sintaxis de los comandos para llevar a cabo las integraciones béasicas por partes o
fracciones parciales.

Solucion por integracion  Comenzaremos nuestro estudio de la metodologia para re-
solver ecuaciones de primer orden, dy/dx = f(x, y), con la mé& sencilla de todas las ecuaciones
diferenciales. Cuandofes independiente de la variable y -esto es, cuando f(x, y) = g(x)- la
ecuacion  diferencid

dy _
it (=) @

se puede resolver por integracion. S g(x) es una funcion continua, d integrar ambos lados de
(1) s llega a la solucion

y=Ig(X)dx=G(><)+c,

en donde G(x) es una antiderivada (o integra indefinida) de g(x); por gemplo,

, dy 5 _ _ 1
-4 = x = 1+eYdx=x+=-e¥*+C.
Si ix 1+ ¢# entonces Yy J’ ( e¥) X 3 e c

La ecuacion (1), y su metodo de solucion, no son mas que un caso especid en quef, en
dyldx =f(x, y) es un producto de una funcién de x por una funcién dey.

(N[ [o)NI'RE Ecuacion separable

Uy

Se dice que una ecuacion diferencial de primer orden, de la forma

Lo o h)

es separable, o de variables separables.
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Obsirvee que d dividir entre la funcién A(y), una ecuacion separable se puede escribir en la
forma

dy
p() =50, @

donde, por comodidad,p(y) representa a 1/h(y). Asi podemos ver de inmediato que la ecuacion
(2) s reduce a la ecuacion (1) cuando h(y) = 1.
Ahora bien, sy = ¢ (x) representa una solucion de (2), se debe cumplir

[ p(oeN$ (x) dx = [ g(x) dx. @

Pero dy = ¢'(x) dx, de modo que la ecuacion (3) es lo mismo que

fp(y)dy = fg(x)dx o H(y) =GW)+z¢, L)
en donde H(y) y G(x) son antiderivadas de p(y) = 1/h(y) y de g(x), respectivamente.

Método de solucién La ecuacion (4) indica € procedimiento para resolver las ecuacio-
nes separebles. Al integrar ambos lados de p(y) dy = g(x) dx se obtiene una familia monopara-
metrica de soluciones, que cas Sempre s expresa de manera implicita

Hota

Na hay necesidad de emplear dos constantes cuando se integra una ecuacion separable, porque si
escribimos H(y) + ¢| = G(x) + ¢3, la diferencia ¢3 = ¢] se puede reemplazar con una sola constante c,
como en la ecuacién (4). En muchos casos de los capitulos siguientes, sustituiremos las constantes en
la forma mds conveniente para determinada ecuacion; por ejemplo, a veces se pueden reemplazar
los miultiplos o las combinaciones de constantes con una sola constante.

]I RM Solucion de una ecuacion diferencial separable
Resolver (1 + x) dy —y dx = 0.

SOLUCION Dividimos entre (1 + x)y y escribimos dyfy = dx/( 1 + X), de donde

[ dy _ I _dx_
y 1+x
In y|=In[1 + x| + ¢
y = eln|1+x|+c,
= ehli+d . pq &« leyes de los exponentes
=1+ xfea
N+x]=1+xx2-1
=xei(l+x). {u +x=—(1+x)x<—1

Definimos ¢ como e, con lo que llegamos ay = ¢(1 + X).
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SOLUCION ~ ALTERNATIVA Como cada integrd da como resultado un logaritmo, la eleccion
més prudente de la constante de integracion es Inle], en lugar de c:

In|y| = In|1 + x| + In|c|, obien Inly|) = In|e(l + x)|,
y entonces y=c(l+x).

Aun cuando no todas las integrdes indefinides sean logaritmos, podria seguir Siendo
més conveniente usar Injc|. Sin embargo, no se puede establecer una regla invariable. L]

A TeW M Problema de valor inicial

Resolver @ problema de vaor inicid %=—f,_y(4)=3.

SOLUCION  Patimos dey dy = —x dx pearaodisizner

2 x2

fydy=—J’xdx y %=—5+cl.

Esta solucién se puede escribir en la forma x* + y* = ¢, § sugtituimos la congtante 2¢; con
¢% Vemos que la solucion representa una familia de circulos concéntricos.

Cuando x =4, y = 3, de modo que 16 + 9 = 25 = ¢ A, d problema de vaor inicid
determina que x* + y* = 25. De acuerdo con € teorema 1.1, podemos concluir que, es d
imico circulo de la familia que pasa por € punto (4, 3) (Fig. 2.1). L]

FIGURA 2.1

Se debe tener cuidado d separar las variables porque los divisores varidbles podrian ser
cero en agin punto. Como veremos en los dos demplos siguientes, en ocasiones e puede
perder una solucion constante mientras resolvemos un problema. Consultese también el
problema 58, en los gercicios 2.1.

I3V TeJk Pérdida de una solucion

Resolver xy* dx + (37 + 2)e™dy = 0. ®)
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SOLUCION Al multiplicar la ecuacién pore* y dividirla entre y* obtenemos
Y +2

divisién término a término = xe* dx + —5—dy=0 0 sea xe®* dx + (y‘2 + 2y_4) dy =0, (6)
y

En el primer término integramos por partes y

La familia monoparamétrica de soluciones también se puede escribir en la forma

e*(3x~1)=

A=)

6
+ 3 +C )]
y3

endonde ¢ sustituyé a la constante 9¢;. Obsérvese que y = 0 €S una solucién correcta de la
ecuacién (5), pero no es un miembro del conjunto de soluciones que defne la ecuacién (7). =

F]3% J(o¥: W Problema de valor inicial
Resolver el problema de valor inicial % =32 =4, Y(0)=-2.
SOLUCION  Pasamos la ecuacién a la forma

_dy _
it @®)

y empleamos el método de fracciones parciales en el lado izquierdo. Entonces

-1/4 1/4
_+———- el
[y+2 y*2]dy = @
1 1
de modo que —-Zln|y+2|+Zln|y~2|=x+.c1. (10)

En este caso es facil despejar y de la ecuacién implicita en funcién de x. Al multiplicar la
ecuacién por 4 y combinar logaritmos resulta

[ 8]

Y

_ y—
y+2 y+

n =4x+c yasi = ce*,

A8

Hemos reemplazado 4c¢; con c;, y e con c. Por ultimo, despejamos y de la Gltima ecuacién
y obtenemos

1+ ce®
=21 EZ" )

Si sustituimos x = 0 y y = -2, se presenta el dilema matematico
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1+¢

—2=21 o bien-l + c =1+ c o bienl = 1.
S

Al llegar a la ultima iguadad vemos que debemos examinar con més cuidado la ecuacion
diferencid. El hecho es que la ecuacion

L=y 2y-2

gueda satisfecha con dos funciones constantes, que sony = -2y y = 2. Al revisar las
ecuaciones (8), (9) y (10) advertimos que debemos excluir ay = -2 y y = 2 de esos pasos de
la solucion. ES interesante observar que después podemos recuperar la solucion y = 2§
hacemos que ¢ = 0 en la ecuacion (I1). Sin embargo, no hay valor finito de ¢ que pueda
producir la solucion y = -2. Edta dltima funcion congtante es la Unica solucion a problema

de vaor inicid (Fig. 2.2). ]
y
e=st / T
e=0g y=2
e=-l J
(01_2) T x
y=-2
c=1
FIGURA 2.2

S en d garpo 4 hubidamos anplesdo In|c| como condarte de inteyreddn, la foma de
la familia monoparandrica de Sludones saia

c+ ¥
c — e4x

y=2 (12)

Obsdvex e la eneddn (12) s reduce &y = -2 auando ¢ = G pago en ete ca no hay vdor
finto de ¢ que pueda dar como restado la sdluddn condate y = 2

S d ddamina un vdor expedifico dd padrero ¢ en uma familia de sludones de uma
ecuacion diferencia de primer orden llegamos a una solucién particular, la mayoria de los
esfudates (y de los profesres) tenderd a decansay difedhos Pao en la seoddn 1.2 vimos
e una luddén de un pradlema de vdor indd quiza no sga Unicg por g§amplo, en d garpo
3 de ea sddn d prddema

QX _ yyl2 _
L -0y y(0) = 0 13)

tiene dos soludones cuendo manos las audes son y =Oyy=x4/16AMayapodermsresjlver
€A euadn S spaancs vaiddes obtenamos

y 2 dy = xdx,
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que al integrar da

x? 2 2
2y"2=—2-+c1 oA y= (%+c).
Cuando x = 0, y = 0, asi que necesariamente ¢ = 0; por lo tanto, y = x*16. Se perdi6 la solucién
y = 0 d dividir entre y'2. Ademés, e problema de vaor inicid, ecuacion (13), tiene una cantidad
infinitamente mayor de soluciones porque por cada eleccion del pardmetro @ 2 0 la funcidn
definida en secciones

0, x<a
- Vo a2
y= & 16“ xza

satisface d mismo tiempo la ecuacion diferencid y la condicion inicid (Fig. 2.3).

a=0 a>0
1 1
] ]
1 !
[ 1
! ]
’ /
VY
©,0 x
FIGURA 2.3

-

En algunos de los ejemplos anteriores vimos que la constante de la familia monoparcmétrica
de soluciones de una ecuacion diferencial de primer orden se puede redefinir para mayor
comodidad. También se puede dar con facilidad el caso de que dos personas lleguen a
expresiones distintas de las mismas respuestas al resolver en forma correcta la misma ecuacion;
por ejemplo, separando variables se puede demostrar que familias monoparamétricas de

soluciones de (1 + %) dx + (1 + ¥*) dy = O son

arctan x + arctan y = ¢ 0 bien %:%zc

Al avanzar en las siguientes secciones, el lector debe tener en cuenta que las familias de
soluciones pueden ser equivalentes, en el sentido de que una se puede obtener de otra, ya sea
por redeﬁmCIén de la constante o por transformaciones algebraicas o trigonométricas.

— EJERCICIOS 2.1

En los problemas 1 a 40 resuglva la ecuacion diferencial respectiva por separacion de variables.

dy
1, = = s&n L= + 1)
Sx 2 ,' (X 1)
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3.dx + e¥dy =0 §, dx~ x2dy =0
dy dy
5. - = . e —— =
(x+1)dx x+6 6 € s 2x
7.xy' =4y 8.ﬂ+2xy:0
dx
dy _y dy _y+1
dx  x2 IO'E_T
24,2 2
11.__4x= xly 12.45=1+22
dy 1+x dy — ysenx
dy _ d o
13.(—1;=e3*2y 14.e’yExX=ey+e2y
15. (4y + yx¥ydy = (2x + xy)dx = 0
16. (1 + x2+ y*+ x%?%) dy = y?dx
17. 2y(x + 1) dy = xdx 18. x%? dy=(y+1)dx
dx _ [y +1Y* dy  (2y+3\*
19. y Iny—={=—— , = = [
y 1wdy ( x ) 20 dx 4x + 5
ds do
21, — = , =X = -
p kS 22, =& k(Q - 70)
16—— — p2 dN — t+2
23, dt_P P 24, dt+N—Nte
25. secx dy+cscydx=0 24. sen 3x dx + 2y cos3x dy = 0
27. e'sen 2x dx + cos x(e¥ =y) dy =0
28. sec x dy = x cot y dx
20. (@ + 1)e? dx + (e* +1)e*dy = 0
yay _ -1 VT
30. 225 = (L+ ¥) (1 + y?)
dy _ dy 1 2x
3L (y~y) % = (y+ 1) o Lx
(y~yx) 7= (y+1) 3. 2 5=
33'g)_1=xy+3x*y~3 34.szy+2y~x—2
dx xy =2x+ 4y -8 dx xy=3y+x=3
dy
35. = =sen s 2y — cos’
I x(cos 2y — cos?y)
dy _
36. secy 2;+sa1(x~y)—sen(x+y)
37. xV1—-y*dx=dy
38. y(@ ~x)2dy=(4+ y)dx
x -x _d_y_ 2 42:
39.(e+e)dx—y 40-(x+\/;)dx y+Vy

En los problemas 41 a 48 resuelva la ecuacion diferencial, sujeta a la condicién inicia)
respectiva
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41. (e7+1) sn xdx=(1+cosx) dy, y(0)=0
42. 1+ x)dy+x(1+4y)dx=0,y(1)=0
43. ydy=4x(y*+1)"dx,y(0)=1

dy
44, = + ty = ) =
it +ty =y, y(l) =3

d dy _y'—1 _
45.dy—":4(x2 +1),x<§)=1 % =aop YD=2

X
A7. xy'=y=xy,y(-1)=-1 48y +2y =1, y(0)=%

En los problemas 49 y 50 determine una solucion de la ecuacion diferencia dada que pase por
los puntos indicados.

dy  2_ _
49°dx y:=-9

@00 ®0y ©k)

dy _
50'de_y y

@ 0,1 ® (00 ( (%%)

51. Determine una solucion singular de la ecuacion en € problema 37.
52. Hdle una solucion singular de la ecuacion en e problema 39.

Con frecuencia, un cambio radicd en la solucion de una ecuacion diferencia corresponde a un
camhio muy pequefio en la condicion inicid o en la ecuacion misma. En los problemas 53 a
56 compare las soluciones de los problemas de vaor inicid respectivos.

dy _ -1y -
53. ¥=(y-1y,y0)=1

54 v = (y - 1p, y(0) = 101
55, % = (y = 12+ 001, y(0) = 1
. D= (y - 12 - 001, y(0) =1

dx

Problemas para discusion

57. Antes de discutir las dos partes de este problema, andlice € teorema 1.1 y la definicion de
una solucién implicita
a) Determine una solucion explicita del problema de vaor inicia dy/dx = —x/y, y(4) = 3.
Defina & mé&imo intervalo, I, de vdidez de esta solucion. (Véase e gemplo 2)
b) ;Cree que x> + * = 1 es una solucion implicita del problema de valor inicia dy/dx =
=x/y,y( 1) =0?
58. Se tiene la forma generd dy/dx = g(x)h(y), de una ecuacion diferencid separable de primer
orden. S » es un nimero td que h(r) = 0, explique por qué y = » debe ser una solucion
condante de la ecuacion.



Seccidén 2.2 Ecuaciones exactas 45

ECUACIONES EXACTAS

m  Diferencial exacta m Definicion de una ecuacion diferencial exacta M Método de solucion
La sencilla ecuacion y dx + X dy = 0 es separable, pero también equivale a la diferencid de
producto de x por y; esto es,

ydx +xdy=d(xy)=0.

Al integrar obtenemos de inmediato la solucién implicita xy =

En cdculo diferencid, e lector debe recordar que s z =f(x, y) es una funcién con primeras
derivabas parcides continuas en una region R del plano xy, su diferencid (que también se llama
la diferencid total) es

dz =L+ 2 f @
Entonces, sif(x,y) = c, de acuerdo con (1),

gdx+ gy =o. Q)

En otras palabras, dada una familia de curvas f(x, y) = c, podemos generar una ecuau on
diferencid de primer orden s caculamos la diferencial tota; por gemplo, § x* = 5xy + y =
de acuerdo con la ecuacion (2)

dy  Sy—2x

— - 2 = -
(2x ~5Sy)dx+(=5x+3y)dy =0 o - —5x + 32

Para nuestros fines, es més importante darle vuelta d problema, 0 sea dada una ecuacion
como

dy_ Y=
dx  -5x + 3y’ (3)

(podemos demosrar que la ecuacion eguivdle a
d(x*=5xy + y*)=0?

Una ecuacion diferencid M(x, y) + N(x, y) es una diferencial exacta en
plano xy s corresponde a la diferencid de alguna funcién f(x, y)- Unae ‘
de primer orden de la forma ‘

M(x, y) dx + N(x, y) dy =0

es una ecuacion diferencial exacta (diferencial exacta o ecuac16n exa‘
del lado izquierdo es una diferencid ex:acta. ,
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AU Io M Ecuacién diferencial exacta

La ecuacion x%y® dx + x*y? dy = 0 es exacta, porque

d (% x3y3> = xzy3 dx + x3y2 dy. |

Obsérvese que, en este gjemplo, s M(x,y) = x%° y N(x, y) = x*%, entonces oM/dy = 3x%?
= dN/ox. El teorema 2.1 indica que esta iquadad de derivadas pacides no es una casualidad.

Jlie i W R Criterio para una ecuacién diferencial exacta

Sean continuas M(x, ¥) y N(x, y), con derivadas parcides continuas en una region rectangu-
lar, R, definida por @ < x < b, c < y < d. Entonces, la condicién necesaiay suficiente para
que M(x, y) dx + N(x, y) dy sea una diferencid exacta es que

M N
Ty"'" ox @

DEMOSTRACION DE IA NECESIDAD Para smplificar supongamos que M(x, y) y N(x, y) tienen
primeras derivadas parciales continuas en toda (x, y). Si la expreson M(x, y) dx + N(x,y) dy es
exacta, existe una funcién ftal que, para todo x de R,

9 3
M(x,y) dx + N(x,y)dy = 5£dx+ édy.

a i)
En consecuencia M(x,y) = 5£’ N(x,y) = 55’

ﬂzﬁ_@[):ﬂ_:i(éf):ﬂ.
dy dy\ox dydox ox \dy dx

La iguddad de las derivadas parcides mixtas es consecuencia de la continuidad de las primeras
derivadas parcides de M(x, y) y N(x, y). n

La pate de la suficiencia del teorema 2.1 consiste en demostrar que existe una funcién, £
paalacud dffdx = M(x,y),y dffdy = N(x, y) Sempre que se aplique la ecuacion (4). En redidad,
la congtruccion de la funcién fconstituye un procedimiento b&sico para resolver las ecuaciones
diferencides  exactes.

Método de solucion Dada una ecuacion de la forma M(x, y) dx + N(x,y) dy =0, se
determina s es vélida laigualdad (4). En caso afiiativo, existe una funciénfpara la cual

3
5£ = M(x,y).
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Podemos determinar f s integramos M(x, y) con respecto a x, manteniendo y constante;
fee,y) = f M(x,y) dx + g(y), 5

en donde la funcion arhitraria g(y) es la “constante’ de integracion. Ahora derivamos (5) con
respecto ay, y suponemos que ffdy = N(x, Y):

ay any(x y)dx+ g'(y)= N(x, y).

B0 da £ = N y) = 55 [ M(x.y)d ®

Por dltimo integramos (6) con respecto a y y sudituimos € resultado en la ecuacion (5). La
solucion de la ecuacion es f(x, y) = C.

Hota

Es pertinente hacer algunas observaciones. La primera, es importante darse cuenta de que la expresion
Mz, y)~(d/dy) IM(x, ¥) dx en la ecuacion (6) es independiente de x porque

[N(x y)———fM(x )dx]—a—’%'—:—y(g’;jM(x,y)dx>—~;—a—y—o.

En segundo lugar, también pudimos iniciar el procedimiento anterior suponiendo que aﬂay = N(x, y).
Después de integrar N con respecto a y y derivar el resultado, llegariamos a los analogos de las
ecuaciones (5) y (6) que serian, respectivamente,

flx, y)= f N(x, ) dy + h(x) v h'(x) = M(x, y)-—:—fo(x, y) dy.

En ambos casos, no se deben memorizar las Férmulas.

(A3 (el Solucion de una ecuacion diferencial exacta

Resolver 2xy dx + (x* = 1) dy = 0.

SOLUCION  Igualamos M(x,y) = 2xy y N(x,y) = x* = 1y tenemos

aM_, _oN.
ay Tex= ax

En consecuencia, la ecuacion es exacta y, de acuerdo con € teorema 2.1, existe una funcion
f(x, y) tal que

gtz 9!:: 2
Fw 2xy y 3y xr-1.
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Al integrar la primera de estas ecuaciones obtenemos
[, p) =2y + g).

Determinamos la derivada parcial con respecto ay, igualamos € resultado a M(x, y) y
obtenemos

Lopeggrmrion e

Por lo tanto, gy =-1 Y g»=-»

No es necesario incluir la constante de integracion en este caso porque la solucion es f(x, )
= c. En la figura 24 se ilustran agunas curves de la familia x%y -y = c.

NN

!
FIGURA 24

Hota

La solucion de la ecuacion no es f(x, y) = xzy -y, sino que es f(x, ¥) =c 0 f(x, y) = 0, si se usa una
constante en la integracion de g’(y). Obsérvese que la ecuacién también se podria haber resuelto

por separaciéon de variables. u

(I3 TOM Solucion de una ecuacion diferencial exacta

Resolver (ezy —y cOS xy) dx + (2xe2y —x €OSxy + 2p) dy = 0.
SOLUCION  La ecuation es exacta, porque

M _ ., _ _ 9N
-a—y— - 2e Y + Xy%nxy COS Xy - ox

Entonces, existe una funcion f(x, y) paa la cud

me=g Y N@ﬂ=%

Para variar, comenzaremos con la hipétesis que dffdy = N(x, y);
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3
esto es, §=2x62’—xcosxy+2y

f(x,y) =2xfe2’dy—xfcosxydy+2fydy.

Recuérdese que la razén por la que x sde dd simbolo j es que en la integracion con respecto
a& % cohsidera gque X €S una constante ordinaria. Entonces

f(x,y) = xe¥ -sen xy + y* + h(x)

2): -e¥ =Yy cos Xy + '(x) = ¥ =y cos xy, “M(x,y)

asi que h'(x) = 0, o h(x) = c; por consiguiente, una familia de soluciones es

xe¥ —senxy+y* +c=0.

014 KoR:W Un problema de valor inicial

Resolver e problema de vaor inicid

(cosxsenx—xy?)dx+y (1 —x})dy=0, 30)=2.

SOLUCION  La ecuacion es exacta, porque

M _ oy =N
ay d
Entonces F y(1=x%)
ay =

% = —xy? + h'(X) = cosxsenx = xy.

La dltima ecuacion implica que h'(X) = cos X sen x. Al integrar obtenemos
_ __1
h(x) = = f (cos x)( —senx dx) = — 5 cos’ X.
Asi

2 , 1
yE(l-X ) -ECOSZX=01 osea y*1 - x*)—cosx= ¢,
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en donde ¢ reemplazé a 2¢; Para que se cumpla la condicion inicid y = 2 cuando x = 0, se
requiere que 4( 1) = cos*(0) = ¢ -es decir, que c = 3-. Ad, una solucion del problema es
YA(1 —x2) = cos?x = 3. .

Observacion R

Al probar si una ecuacion es exacta se debe asegurar que tiene la forma precisa M(x, y) dx +
(%, y) dy = 0. Quiza en ocasiones haya una ecuacion diferencial de la forma C(x, y)dx = H{x,
y) dy. En este caso se debe reformular primero como G(x, y) dx = H{x, y) dy=0, vy después

identificar M(x, y) = G(x, v,y N (x,y) = -H(x,y),y 56|O entonces aplicar Io ecuacion (4).

——— EJERCICIOS 2.2

En los problemas 1 a 24 determine s la ecuacion respectiva es exacta. S o es, resuévaa

1.2x~-1)dc+@By+7)dy=0

2. 2x+y) dx —(x+ 6y)dy =0

3. (5x + 4y) dx + (4x = 8y}) dy = 0

4 (seny—ysenx)dx+({(cosx+xcosy—y)dy=0
5. 2ylx = 3) dx+ (Qyx* + 4) dy =0

1 d _
6. (2y—)—c+c053x)§ + %—4x3+ 3ysen3x =0
T.(x+ y)x —y)dx + x(x =2y)dy =10
8. (1+lnx+§—;)dx=(1—lnx)dy

9. (y* — y*senx — x) dx + (3xy* + 2y cos x) dy = 0
10. (*+ y) dx + 3xy2 dy = 0

Il. (ylny—e"‘y)d,x+(%+xlny)dy=0

2x x?
12 Zax-Zay=0

Y 2
13.x[%=2xe‘-—y+ 6x?

14 Bxy + @) dx + (x* + x¢' =2y)dy = 0

3 3 =
15. (1—-;+y>dx+(1—;+x)dy 0
16. f¢” + 2xy cosh )y’ + xy*senh x + y? cosh x = O
(e

1+9x? dy

18. (5y = 2x)y' =2y =0
19. (tan x ~sen x seny) dx + cos xcosy dy = 0

17.

xtyd - + X%y =0

N T
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20. (3x cos 3x +sen3x—3)dx+(2y+5)dy=0
21 (1-2x2 = 2y) ”—% = 4x* + dxy
2. (2y'sen x cos X~y + 2y%”’) dx = (x — sen’s = 4xye”) dy

23. (4x% ~15xr ~y) dx + (x*+ 3y’ =x) dy = 0

1.1y PR 2
24. <x+x2 x2+y2)dx+<ye +x2+y2)dy—0

En los problerifas 25 a 30 resuelva cada ecuacion diferencial sujeta a la condicion inicial
indicada.

25 (x+ yYdx+ Qxy+ x2=1) dy=0, y(1)=1
26. (e*+y)dx+(2+ x+ye)dy=0, y(0)=1
27. (4y + 2x =5)dx+(by+4x=1) dy=0, y(-1)=2

3y? — xz) dy x
28 |[=—| L+ == 1)=1
( 7 & T2y 0, y(1)

29. (y*cosx —3x%y —2x)dx + 2ysenx ~x*+1Iny)dy =0, y(0)=¢
1 dy _ -
30.(1 Ty + cos x 2xy) i y(y +senx), y(0)=1
En los problemas 3 1 a 34 determine & vaor de k para que la ecuacion diferencid correspon-

diente sea exacta

31. (y* + kxy* = 2x) dx+ (3xy*+20x%°)dy =0

32. (2x — ysenxy + ky*)dx — (20xy* +xsenxy) dy = 0
33. (2xy* +ye”)dx+(2xly+ke'=1) dy=0

34. (6xy® +cosy)dx + (kx’y*=xseny) dy =0

35. Deduzca una funcion M(x, y) td que la Sguiente ecuacion diferencid sea execta
1
M(x,y)dx + | xe” + 2xy +)—C dy =0.

36. Determine una funcién N(x, y) td que la sguiente ecuacion diferencid sea exacta

(ymx‘“z + xz’i y) dx + N(x,y) dy =0.

A veces es posible transformar una ecuacion diferencial no exacta, M(x,y) dx + N(x,y) dy =0
en una exacta multiplicandola por un factor integrante u(x, y). En los problemas 37 a 42
resuglva la ecuacion respectiva comprobando que la funcion indicada, w(x, y), sea un factor
integrante.

37. 6xy dx + (4y + 9x?) dy=0, p(x,y) =y
38. —y*dx + (x* + xy) dy = 0, p(x,y) = }%
39. (-xy sen x + 2y cos X) dx + 2x cosxdy =0,  u(x, y) = xy
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40. y(x +y + 1) dx + (X + 2y)dy = 0, pu(x,y) = ¢
41. (2y*+ 3x) dx + 2xy dy = 0, pulx,y) = x
42. ( + 2xy = y) dx + (¥ + 2xy = x) dy = 0, ulxy) = (x+ y)?

Problema para discusion

43. Revisemos € concepto de factor integrante que se presenté en los problemas 37 a 42. Las
dos ecuaciones, Mdx + N dy =0y uM dx + uN dy =0, ¢$0n necesariamente equivalentes
en € sentido que una solucion de la primera también es una solucién de la segunda o
viceversa?

ECUACIONES  LINEALES

B Definicién de una ecuadion diferencial linel m Forma normal de una ecuacion linesl
B Variacion de pardmetros MMétodo desolucion ® Factor integrante m Solucion general
m Fundon definida por una integral

En d capitulo 1 definimos la forma generd de una ecuacion diferencid lineal de orden n como
sigue:

n dr! d
a,(x) % + Ap1(X) dx"‘); + ot ax) Ey + ay(x)y = g(x).

Recuérdese que linedidad quiere decir que todos los coeficientes solo son funciones de x y que
y y todas sus derivadas estén eevadas a la primera potencia. Entonces, cuando n = 1, la ecuacion
es lined y de primer orden.

NN Tao NI  Ecuacién lineal

Una ecuacion diferencial de primer orden, de la forma
a@Liapy-g) W
€S una ecuacion lineal.

Al dividir ambos lados de la ecuacion (1) entre e primer coeficiente, aj(x), se obtiene una
forma més itil, la forma estandar de una ecuacion lineal:

L Py =f) @)

Debemos halar una solucion de (2) en un intervdo I, sobre @ cud las dos funciones P yfsean
continuas.
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En la descripcion que sigue ilusraremos una propiedad y un procedimiento, y terminare-

mos con una formula que representa una solucién de (2). La propiedad y € procedimiento son
més importantes que la formula, porque ambos se aplican también a ecuaciones linedes de

orden  superior.

Propiedad El lector puede comprobar por sustitucion directa que la ecuacion diferencid
(2) tiene la propiedad de que su solucion es la suma de las dos soluciones, y = y, + y,, donde
Y, € una solucion de

Y, Py - o 3)
dx

Y yp €s unasolucion particular de (2). Podemos determinar y. por separacion de variables.
Escribimos la ecuacion (3) en la forma

d7y+ P(x) dx=0,

a integrar y despiar ay obtenemos y. = cePO% por comodidad definiremos y. = cpi(x), en
dondey; = 7%, Aplicaremos de inmediato e hecho que dyy/dx + P(x)y: = 0, para determinar

ayp.

Procedimiento  Ahora podemos definir una solucion particular de la ecuacion (2), Si-
guiendo un procedimiento llamado variacion de parametros. Aqui, la idea basica es encontrar
una funcion, =, td que y, = u(x)yi(x), en quey 1, que esta definida en e parafo anterior, sea una
solucion de la ecuacion (2). En otras palabras, nuestra hipotesis de y, equivale ay, = cy;(x),
excepto que e “parametro varisble’ u reemplaza a c. Al sustituir y, = uy; en (2) obtenemos

_[u)’l] + P(x)uy, = f(x)

d
u I):cl +y E— + P(x)uy, = f(x)

cero

u [% + P(x)yl] +y1 % =fx)
du _
de modo que e =f(x).

Separamos  variables, integramos y llegamos a

_f@) )
i L ™

De acuerdo con la definicion de ), tenemos

Vo = Uy, = e IR0 J e/ PWf(x) dx.
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Asi,
y =y, + ¥y, = Ce—fP(x)dx + e—fP(x)dx JefP(x)dxf(x) dx (4)

Entonces, s (1) tiene una solucion, debe poseer la forma de la ecuacion (4). Reciprocamente,
por derivacion directa se comprueba que la ecuacion (4) es una familia monoparamétrica de
soluciones de la ecuacion (2).

No s debe tratar de memorizar la ecuacion (4). Hay un modo equivdente y mas facil de
resolver la ecuacion (2). S se multiplica (4) por

eIP(x)dx (5)

y después s deriva Py = ¢ + [ fPif(x) dx ©)
d [ P()dxy, ] — ofP(x)dx

T e Y= ), )

llegamos a el Plxide f—xy * P(x)elPWdry = efPREf(x), ®)

Al dividir ete resultado entre e/P®4% obtenemos la ecuacion (2).

Método de solucion El método que se recomienda para resolver las ecuaciones (2)
consiste, en redidad, en pasar por las ecuaciones (6) a (8) en orden inverso. Se reconoce € lado
izquierdo de la ecuacion (8) como la derivada del producto de e/P® por y, Esto lleva a (7). A
continuacion integramos ambos lados de (7) para obtener la solucion (6). Como podemos
resolver (2) por integracion, después de multiplicar por /PO eqta funcion se denomina factor
integrante de la ecuacion diferencid. Por comodidad resumiremos estos resultados.

Solucién de una ecuacién lineal de primer orden

i) Para resolver una ecuacion lined de primer orden, primero se convierte a la forma de
(2); esto es, se hace que e coeficiente de dy/dx sea la unidad.

i) Hay que identificar P(x) y definir  factor integrante, e @

iil) La ecuacion obtenida en & paso i se multiplica por e factor integrante:

ol P % + P(x) el P, = o Pispy.

iv) El lado izquierdo de la ecuacion obtenida en € paso iii es la derivada dd producto del
factor integrante por la variable dependiente, y; esto es,

L [elPoty) = efPoy ),

v Se integran ambos lados de la ecuacion obtenida en € paso iv.
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F[IXINe MM Solucion de una ecuacion diferencial lireal

Resolver x % - 4y = 2%*,

SOLUCION Al dividir entre x llegamos a la forma normal

o xe'. )

Asi escrita, reconocemos que P(x) = —4/x y entonces e factor integrante es

o4l = =t = elnx“‘ = x4

Hemos aplicado la identided bésica b&Y= N, N > 0. Ahora multiplicamos la ecuacion (9)
por este término,

x4 dy 4x "%y = xe', 10)
dx
y obter and obtain £ [xty) = xer an

S integramos por partes, llegamos a

xy=xer—e¢'+C QOsa VY= x'e— xer+ cxt |

] {leW Solucion de una ecuacion diferencial lineal

b5, -
R@olverdx 3y =0

SOLUCION Esa ecuacion diferencid se puede resolver separando variables.  También,
como la ecuacion se encuentra en la forma norma (2), tenemos que e factor integrante es
ol =34 = ¢=3 Multiplicamos la ecuacion dada por este factor y @ resltado es e™*dy/dx =
3¢¥y = 0. Edta (ltima ecuacion equivale a

d . .
= ley)=0

Al integrar obtenemos ey = ¢ y, por consiguiente, y = ce>. .

Solucion  general S s supore que P(x) y f(x) son continuas en un intervalo 1y que xp
es cuaquier punto del intervalo, entonces, segin € teorema 1.1, existe sdlo una solucion del
problema de vdor inicid

d
d_i} + P(x)y'—“f(x), .Y(xo) = Yo- (12)
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Pero habiamos visto que la ecuacion (2) posee una familia de soluciones y que toda solucion
de laecuacion en € intervalo ] tiene la forma de (4). Asi, para obtener una solucion de la

ecuacion (12) basta hallar un vaor adecuado de ¢ en la ecuacion (4). Por consiguiente, el
nombre solucién general que aplicamos a (4) esta justificado. Recuérdese que, en algunos
cas, llegamos a soluciones singulares de ecuaciones no linedes. Esto no puede suceder en
e casn de una ecuacion lineal s se pone la atencion debida a resolver la ecuacion en un intervao

comdn, en que P(x) y f(x) sean continuas.

Ao XMW Solucion  general

Determinar la solucién generd de (¥ + 9) 51'?5 xy —=0.

dx
SOLUCION  Escribimos & +—%—y =0,
a 2i9”
Lafuncion P(x) = x/(x* + 9) es continua en (- 00, o). Entonces, € factor integrante para la
ecuacion  es

el xdxleH+9) = e;jzxdx/(x2+9) - eﬂn(x2+9) =Vxi+9

. dy X
y & Vxr+9=+- v = 0
dx Vx+9
Al integrar

Ec_lx‘[\/x2+9y]:0 da como resitado Vx?+9y=c

Asi pues, la solucion generd en d intervao es

C

RV =

A excepcion del caso en que e primer coeficiente es 1, la transformacion de la ecuacion
(1) ala forma norma (2) requiere dividir entre ai(x). S @1(x) no es una constante, se debe tener
mucho cuidado con los puntos donde a;(x) = 0. En forma especifica, en la ecuacion (2), los
puntos en que P(x) -obtenida dividiendo ao(x) entre aij(x)— sea discontinua son potencia-
mente  probleméticos.

A3 (oW:W Problema de valor inicial

Resolver @ problema de vaor inicid x %+y=2x, ¥(1)=0.

SOLUCION Escribimos la ecuacion dada en la forma

dy 1
e + f— =
dx  x° Z
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y vemos que P(x) = 1/x es continua en cuaquier intervalo que no contenga a origen. En
vista de la condicion inicial, resolveremos @ problema en € intervalo (0, o).
El factor integrante es /% = "% = x y &

d
o] =2

que es igud axy = x* + c. Despgamos y Y llegamos a la solucion generd

[
=x+-.
y=x+7 13)
Pero y( 1) = 0 implica que ¢ = = 1; por consiguiente, la solucion es
1
y=x—;, 0<x< oo, (14

La grdfica de la ecuacion (13), como familia monoparamétrica de curvas, se presenta
en lafigura 2.5. La solucion (14) del problema de valor inicia se indica como la linea
gruesa en la grdfica n

FIGURA 2.5

El gemplo sguiente muestra como resolver la ecuacion (2) cuandoftiene una  disconti-
nuidad.

J]I0JKo N W Una f(x) discontinua ].

Determinar  una solucién continua que  satisfaga

d 1, 0=x=1
d—i’+y=f(x), en donde f(x):{o’ o1

y la condicion inicid  y(0) = 0.
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+—e
——t—e
FIGURA 2.6
SOLUCION  En la figura 26 vemos quefes continua en intervalos, con una discontinuidad
en x =

1. En consecuencia, resolveremos e problema en las dos partes que corresponden a
los dos intervalos en que festa definida. Para 0 <x <1,

ﬂ+y=l

. d ., 1_
py 0, lo que es igud, E[e))]_e'

Al integrar la Ultima ecuacion y despejar vy, obtenemos y = 1 + ¢ie™. Como 3(0) = 0, s debe
cumplir que ¢; = -1y, por consiguiente,

y=1=¢* 0=<x<=l

dy
Parax > 1, dx y

da como resultado y = ce™. Por lo anterior podemos escribir
_{-e-“, O0=x=1
Y e, x>t

Ahora, para que y sea funcién continua, necesitamos que lim, _, ;*y(x) = y( 1). Este requisito
equivleacse = 1 = ¢!, o bien, ¢; = e = 1. Como vemos en la figura 2.7, la funcion

_{1~e‘*, O0=x=1
Y e - De* x> 1

es continua pero no es diferenciable en x

1

FIGURA 2.7
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Funciones definidas por integrales Algunas funciones smples no poseen antideri-
vadas que sean funciones elementales, y las integrales de esas funcione; se llaman no
dementales Por gemplo, € lector habré aprendido en cdculo integral que [¢* dx e J sen x* dx

no son integrales elementales. En matemdticas aplicadas se definen agunas funciones impor-
tantes en términos de integrales no elementales. Dos de esas funciones son la fundién de error
y la funcién de error complementario:

erfr) = =] ' dt erfo() == [ et (15)
W 0 y \/F x ‘

Como (2/\/;7)1(;” e dt = 1, tenemos que la funcion de error complementario, erfc(x), se rela
ciona con erf(x) mediante erf(x) + erfc(x) = 1 [Ec. (15)]. Debido a su importancia en &reas
como probabilidad y estadistica, se cuenta con tablas de la funcion de error. Sin embargo,
obsérvese que ef(0) = 0 es valor obvio de la funcién. Los vaores de la funcién de error también
% pueden determinar con un Sstema agebraico de computacion (SAC).

AN |a funcion de error

Resolver € problema de vaor inicia

-42 = -
& 2y =2, y0)= 1

SOLUCION Como la ecuacion ya se encuentra en la forma norma, € factor integrante es
2
e, y entonces, partiendo de

d 2 v
i [ey] = 2¢™" obtenemos Y = 2e* fo e dt+ ce”. (16)

Sustituimos y(O) = 1 en la Ultima expresién y obtenemos ¢ = 1; por consiguiente, la solucidn
ded problema es

y = 2e” f; e’ dt +ev = e [1+ Vi erf(x)].

La gréfica de esa solucion, que aparece en linea gruesa en la figura 2.8, junto a otros
miembros de la familia definida por la ecuacion (16), se obtuvo con un sstema agebraico
de computo. [ ]

/|

FIGURA 2.8 Algunas soluciones de y’— 2y = 2

Empleo de computadoras Algunos sistemas agebraicos de  computacion  (programas
mateméticos) son capaces de dar soluciones explicitas para algunos tipos de ecuaciones
diferenciales; por ejemplo, para resolver la ecuacion ' + 2y = x, se teclea
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Y

DSolve[y'[X] + 2y[x] == x,y[x],Xx] (en Mathematica)

dsolve(diff(y(x),x) + 2*y = x,y(X)); (en Mnple)

y se obtiene, respectivamente,

Y

Traducidos a la simbologia norma, ambos son y = =

— EJERCICIOS 2.3

.

i

1 X
Y[X]_>_(Z)+ §+ E2x
y(x) =12x 14+exp( 2x)_Ci

Observacion ]

A veces, una ecuacioén diferencial de primer orden no es lineal en una variable, pero si en la
otra; por ejemplo, ¢ causa del término yz, |0 ecuacion diferencial

dy. 1.
dx x+y?

no es lineal en la variable y; mas su reciproca

3§=Jr+yZ o bien %;f—x=y2,

si lo es en x. El lector debe comprobar que el factor integrante sea ej(_l)dy =e” y que se obtenga
X = -y =2y =2+ ce’, integrando por partes.

En los problemas 1 a 40, determine la solucion genera de la ecuacion diferencia dada.
Especifique un intevdo en d cud esté definida la solucion generd.

dy dy
. —= 2. = +2y=0
dx > ax 7Y
dy dy
32412y = R
3.3 +12y=4 4 xF+2y=3
dy dy
._+ — o3 ., —— = X
5 Y Te 6dx yte
7.y + 3x%y = x? 8y +2xy=1xt
9. x%y' +xy=1 10 y' =2y +x2+ 5
. (X +4y)dy + 2y dx =0 12.§=x+y

dy
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13. xdy = (xsenx — y) dx
14, (1 + x) dy+(xy+x*+x)dx=0

dy dy
15, (1+e)=<L+ey=10 16. (1— x3) 4 =142
( e)dx e’y ( x)dx 3xly
1%cosx£lz+ysenx:1 18. dL+y cot X = 2 cos X
dx dx

dy — 3 ’ —_
19.xd—x+4y—x -X 20. (L+X)y =xy =X+ x?
2L x%y' + X(X + 2)y =€ 22.xy’ + (1 + x)y = e* sen 2x

23. cos’x sen x dy + (y cos’x — 1) de =0

24. (1 = cos x) dy + (2ysenx —tanx) dx = 0
25.y dx + (xy + 2x ~ ye’)dy = 0

26. (X2 + x) dy = (x” + 3xy + 3y) dx

27.x%+(3x+1)y=e3‘ 28,(X+l)-;{\cx+(x+2)y=2xe”r
2.y dx 4(x+y’)dy =0 30. xy’ + 2y =€ +In X

dy , _1-e™ dy  _
31 dx+y_e"+e’* 32. Ir y =senhx

3B.ydx + (x+ 2xy? =2y)dy =0
34.y dx = (ye* = 2x) dy

dr apP
— = 36 —+2tP=P+4r—-2
35d0,+rsece cos 0 T
37. (x+2)2iy-=5—8y—4xy 38.(x2—1)ﬂ+2y:(x+1)2
dx dx
39. y’ = (10 - y) cosh x 40. dx = (3e’ = 2x) dy

En los problemas 41 a 50 resuelva la ecuacion diferencia respectiva, sujeta ala condicién
inicial indicada

4] ay - (» -
« + 5 - 20, - 2

42,y = 2y + x(e* - €¥), y(0) = 2
43. L Z_; + Ri=E; L RyE son congtantes, i0) = iy

x ., _
44. ’de x=2y%, y(l)=5
45.y' + (tan x)y = coskx, y(0) = -1
40 _ 5, -
46. —==5x'Q, Q(O) = -7
daT

47. 2 = k(T = 50); k es una constante, 7(0) = 200
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48. x dy + (xy +2y =2e¢¥)dx =0, y(1) =0

M (x+)Fty=lrx, dy y(1)=10
50. xy" +y = e, y(l) =2

Determine una solucion continua que satisfaga la ecuacion generd dada en los problemas 5 1
a 54 y la condicion inicia indicada. Emplee una graficadora para trazar la curva solucion.

d
51, %+2y=f(x), f(x)={ b,, Q§§£3’ y(0)=0

AN

_dl _ — 17 OSxSI _
52. B y=se, fw={_y 0T o
ﬂ _ _ O0=x<1 0) = 2
53. dx+2xy—f(x), f(x) L) i=1 , y(0) =
dy _ _{ x, 0=x<1 )
54. (1 +x%) =+ 2ay = f(x), f(x) = rxz1 o YO=0

X
L ' 4 . .
55. La funcion integral seno se define por Si(x) = IO ———Sefl dt, donde se define que € integran-

do sea 1 cuando { = 0. Exprese la solucion del problema de veor inicid
3@y 2y =
X +2x%y = 10senx, y(1)=0

en téminos de Si(x). Utilice tablas 0 un dstema agebraico de computacion para cacular
¥(2). Use un programa para ecuaciones diferencides (ODE solver) 0 un SAC paa graficar
la solucion cuando x > 0.

56. Demuestre que la solucion del problema de vaor inicia

Y 5=
I 2xy 1, y(0) =

N

Sy = \/;7/2)e"2 erfc(x). Use tablas 0 un sistema agebraico de computo para calcular y(2).
Grafique la curva de solucion con un programa ODE solver o un SAC.
57. Exprese la solucion a problema de vaor inicia

gi =1 -
-2xy =1, y(I)— 1
en términos de la erf{x).

Problemas para discusién

58. El andlisis de las ecuaciones diferenciales no lineales comienza, a veces, omitiendo los
términos no lineales de la ecuacion o reemplazandolos con términos lineales. La ecuacion
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diferencial que resulta se llama linealizacion de la primera ecuacion; por giemplo, la
ecuacion  diferencid no lined

dpP _ P\ _,p_Im
2 rp(1-2)=rp-Lp, an
donde r y K son constantes positivas, se usa con frecuencia como modelo de una poblacion
creciente pero acotada. Se puede razonar que cuando P se acerca a cero, € término no
linel P? es ingignificante. Entonces, una linealizacion de la primera ecuacion es

&L~ rp, (18)

Supongamos que r = 0.02 y que K = 300. Con un programa compaee la solucion de la
ecuacion (17) con la de la (1 8), con & mismo valor inicid P(0). Haga lo anterior para un
valor inicia pequefio, P(O) = 0.5 o0 P(0) = 2, hasta P(0) = 200 por ejemplo. Escriba sus
observaciones.

59. El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales aparece a estudiar un tipo especial de
elementos de una serie radiactiva

dx
dt—-')\lx
Yoy -
it Ax = doy,

en donde A1y Az son condtantes. Describa como resolver e sistema, sujeto a x(O) =xg, y(O)

= yO.

60. En las dos pates de este problema, suponga que ay b son congtantes, que P(x),f(x),fi(x)

y f2(x) son continuas en un intervalo ]y que xo €S cudquier punto en I

a) Suponga que y; es una solucion del problema de vaor inicid y' + P(x)y =0, y(xo) = a,
y que y, es una solucion dey’ + P(x)y =f(x), W(xp) = 0. Determine una solucion dey’ +
P(x)y =f(x), y(xo) = a. Demuestre que su solucion es correcta.

b) Suponga que y; es una solucion dey' + P(x)y = £i(x), ¥(x0) = a 'y que y2 €s una solucion
dey’ + P(x)y =fax), y(x0) = 3. Si y esunasolucion dey’ + P(x)y = fi(x) + f>(x), ; cudl
es d vaor y(xp)? Demuedre U repueta 9 y es una dudén dgy’ + P(x)y = c1fi(x)
+ o fa(x), docke ¢ Yy ¢; N condantes epadificedes abitraiamente, ¢cudl es d veor
e y¥(x0)? Jddifique U reueta

SOLUCIONES POR  SUSTITUCION

m  Sudtitucion en una ecuacion diferencial m  Funcion homogénea e  Ecuacion diferencial homogénea
8l Ecuacion general de Bernoulli

Sustituciones Paa resdver una ecuadon diferendd, reconocamos en dla deto tipo de
euadon (sparddle por gamplo), y a ocontinuaddn gdlicamos un proosdimiento  formedo  por
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etgpas especificas del tipo de ecuacion que nos conducen a una funcion diferenciable, la cud
stisface la ecuacion. A menudo, € primer paso es transformarla en otra ecuacion diferen-
cid mediante sustitucion. Por gemplo. supongamos que se quiere transformar la ecuacion de
primer orden dy/dx = f(x, y) con la sugtitucion y = g(x, u), en que u e considera funcién de la
varidble x. S g tiene primeras derivadas parcides, entonces, la regla de la cadena da,

dy _

D g+ ) %

Al sustituir dy/dx conf(x, y) y Y cong(x, ») en la derivada anterior, obtenemos la nueva ecuacion
diferencid de primer orden

16,805, 1)) = 85,0 + g5, 2

que, después de despejar du/dx, tiene laforma du/dx = F(x, u). Si podemos determinar una
solucion u = ¢(x) de esta segunda ecuacion, una solucion de la ecuacion diferencid ordinaria

es vy = glx, o(x)).

Uso de sustituciones: ecuaciones homogéneas Cuando una funcionftiene la pro-
piedad

fx, ty) = £1(x, y)

para un ndmero red «, se dice quefes una funcion homogénea de grado a; por ejemplo, f(x,
y) = x* + * es homogénea de grado 3, porque

flex, ty) = (1x) + (1y)* = (2 + ') = £f(x, ),

mientras que f(x,y) = ¥+ »* + 1 no es homogénea
Una ecuacion diferencid de primer orden,

M(x,y) dx + N(x,y) dy =0 O]

es homogénea s los coeficientes My N, a la vez, son funciones homogéneas del mismo grado.
En otras palabras, la ecuacion (1) es homogénea s

M(tx, ty) = t*M(x, y) Y N(tx, ty) = *N(x, y).

Método de solucién Una ecuacion diferencid homogénea como M(x, y) dx + N(x, y) dy
= 0 s puede resolver por sustitucion agebraica. Especificamente, alguna de las dos sustitu-
Ciones y = ux, 0 x = vy, donde % y v son nuevas variables dependientes, reducen la ecuacion a
una ecuacion diferencial separable, de primer orden. Para demostrarlo, sugtituimos y = ux y
su diferencid, dy = u dx + X, en la ecuacion (1):

M(x, ux) dx + N(x, ux)[u dx + x du] = 0.
Aplicamos la propiedad de homogeneidad para poder escribir

x*M(1, u) dx + x*N(1, u)[u dX + x du] =0
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o bien [M(1, u) + uN(1, u)] dx + xN(1,4) du =0,
g_‘_ N(, u) du 0
que da x M@Q,uw)+uNQ,U)="

Volvemos a insistir en que esta férmula no se debe memorizar; mas bien, cada vez se debe
aplicar el método. La demostracion de que la sustitucion x = vy en la ecuacion (1) también

conduce a una ecuacion separable es andoga

(AINIIe MMM Solucion de una ecuacion diferencial homogénea

Resolver (x* + ¥%) dx + (x* = xy) dy = 0.

SOLUCION Al examinar M(x,y) = ¥* + y*y N(x, y) = x* = Xy vemos que los dos
coeficientes son funciones homogéneas de grado 2. S escribimos y = ux, entonces dy = u dx
y adl, después de sudituir, la ecuacion dada se transforma en

(2 + ulx?ydx + (X = ux¥)[udx + x du] =0
1+ uwdx+x*1—u)ydu=0
1-—u +@=

1+udu X

|:—1+—2——]du+ix~=0- tdivisiénlarga
1+u x

0

Luego de integrar, € Ultimo renglén se transforma en

—u + 21In|1 + u| + Infx| = In|c|

- ‘)% +2In|l +§ + In|x| =1In|c|. ¢—sustitucién inversa # = y/x

Aplicamos las propiedades de los logaritmos para escribir la solucion anterior en la forma

L) 4
cX

In 4

0, lo que es lo mismo, (X + y)? = cxe’™. [

=

Aunque s puede usar cudquiera de las sudtituciones en toda ecuacion diferencid homo-
génea, en la préctica probaremos con x = vy cuando la funcion M(x, y) sea més smple que N(x,
y). También podria suceder que después de aplicar una suditucion, nos encontrramos con
integraes dificiles o imposhles de evduar en forma cerrada; en este caso, S cambiamos la
varidble sudituida quizd podamos tener un problema més féacil de resolver.

U de sustituciones; la ecuacion de Bernoulli  La ecuacién  diferenciad

L+ Py = A, @
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en que n es cudquier nimero red, es la ecuacion de Bernoulli. Obsérvese que cuando n = 0
y n =1, laecuacion (2) es lined. Cuando n # 0y n # 1, la sutitucion » = ' =" reduce cuaquier
ecuacion de la forma (2) a una ecuacion lined.

F31dXe M Solucion de una ecuacion diferencial de Bernoulli

Resolver x % +y=xHh

SOLUCION Primero reformulamos la  ecuacion como  sigue:

dy

1
+-y=xy?
i

dividiéndola entre x. A continuacién sustituimos, con n = 2,

y= u’! y % =y % « regla de la cadena

en la ecuacion dada, y smplificamos. El resultado es

du_ lu _
dx x

El factor integrante para esta ecuacion lined en, por gjemplo (0, o), €s

e—delx = g7lx = eln.r_l =x1

Integramos % [x'u] =-1

2

lu=—x+c, 0 s u=-—x"+cx

y obtenemos x

Como y = u“, entonces y = 1/u y, en consecuencia, una solucion de la ecuacion es

1
e .

Notese que en @ gemplo 2 no hemos llegado a la solucion general de la ecuacion
diferencid no lined origina, porque y = 0 es una solucion singular de esa ecuacion.

Uso de sugtituciones: reduccion a separacion de variables  Una ecuacion di-
ferencid de la forma

4

(chzf(Ax+By+C) €)]

sempre se puede reducir a una ecuacion con variables separables, con la sugtitucion u = Ax +
By +C, B# 0. En & gemplo 3 mostraremos esa técnica.
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A TelkM Empleo de una sustitucién

Resolver % =(-5x+y)*—4.

SOLUCION
dada se transforma en

%+5=u2—4

S hacemos que u = —5x + Y, entonces du/dx = -5+ dyl/dx, y & la ecuacion

du _ ,
0 sea p il 9,

Separamos  varigbles, empleamos fracciones parcides e integramos:

du

(u—3)(u+3):dx
[ .
éu—3 u+ =dx
1. lu—3
gln u+3\—x+cl
u-3 _ 6x+6¢, = pbx
u+3—e t=ce.

« se sudtituye & por ¢

Al despdar y de la dltima ecuacion para resudtituirla, llegamos a la solucidn

y =5x +

3(1 + ce*)
1 = ce*

Resudva cada una de las ecuaciones en los problemas 1 a 10, con la sustitucion apropiada
2. (x+y)dx +xdy =0

4. ydx = 2(x+y) dy

6. (y*+yx)dx +x*dy =0

1.(X=y)dx+xdy=0
3.xdx+(y =—2x)dy =0
5. (y*+yx)dx —x*dy =0

, dy_y—x g dy _x+3y
¢ Hy+x “dr 3ty
d
9. —ydx +(x+ Vxy)dy = 0 1o.xay_y=\/m‘y—z

Resudva la ecuacion homogénea de cada uno de los problemas Il a 14, sujeta a la condicidn

inicia  respectiva.
dy -
1. L A )=2
Xy o=y X, y(1)

13. (x+ ye™)dx —xe’* dy =0, y(1)=0

12. (x2+ 2y2)2—;= xy, y(-1)=1
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14. ydx+x(Inx=Iny=1)dy=0, y(l)=-¢e

En los problemas 15 a 20 resuelva la ecuacion respectiva de Bernoulli empleando una
sudtitucion  adecuada

15.x%+y=)% 16,%—y=e"y2
d d
17. %5 =y~ ) 18. Gy = (L4 ny =
19. xz% +y2=xy 20. 31 +x’)‘%: 2y(y' D

En los problemas 21 y 22, resuglva la respectiva ecuacion de Bernoulli sujeta a la condicion
inicid indicada.

2. ¢ %=1, y(0) = 4

09—

21 xz% —2Zxy=3y%, y() =

Use d procedimiento indicado en € eemplo 3 para resolver cada ecuacion de los problemas
23 a28

dy _ dy 1l—-x-y
23. = =(x+y+1) 4 —=—
I Xy FD p i
25 ¥ = tan*(x + ) 2. % = sen(x +y)
" dx Cdx
27.%=2+Vy—2x+3 28.%:1“‘&"**5

En los problemas 29 y 30 resuelva la ecuacion respectiva, sujeta a la condicion inicia indicada.
d w
29. Ey =cos(x +y), y(0)= 7

d 3x + 2y _
Lo —FLL y(-1) = -1
30. dx 3x+2y+2’ y(-1)

Problemas para discusion

31l. Explique por qué sSempre es posible expresar cudquier ecuacion diferencid  homogénea,
M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 en la forma
Y_rpl2 &_. x
& F . o I G o l

Puede comenzar escribiendo adgunos eemplos de ecuaciones diferencides que tengan esss
formas. ¢Estas formas generdes sugieren la causa de que las sudtituciones y = uxy x = vy
sean  adecuadas para las ecuaciones diferencides homogéneas de primer  orden?

32. La ecuacion diferencial
L - pw) + Q) + R

¢ llama ecuacion de Rcatti.
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a) Una ecuacion de Ricatti se puede resolver con dos sugtituciones consecutivas, siempre
y cuando conozcamos una solucion particular, y), de la ecuacion. Primero emplee la
sudtitucion y = y; +y, y después describa como continuar.

b) Hale una familia monoparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial

1
e

en donde y; = 2/x es una solucion conocida de la ecuacion.

icios de repaso

En los problemas 1 a 14 clasfique (no resuelva) d tipo de ecuacion diferencid: s es separable,
exacta, homogénea o de Bernoulli. Algunas ecuaciones pueden ser de mas de un tipo.

LY_x=y , dy_ 1

dx X ® dx y-x

dy d 1

3. +1)==~-y+10 .

(x 1)d)c y 4. PP

dy _y'+y dy 2

, —— = ft—t === +
de X+x 6dx ¥ty
7.ydx = (y = xyb) dy 8.xj—y—ye"’y—x
9. xyy’ + yt = 2x 10. 2xyy' + y?= 2x!
.y dx +x dy = 0 12, (x2+2—y)dx=(3-—lnx2)dy
13 Y _X, ¥,y 14 LY 4 2o g

dx 'y X xtdx

Resudva la ecuacion diferencid en los problemas 15 a 20.
15. (y*+ 1) dx =y sec’x dy

16. y(Inx =Iny) dx=(xInx =x Iny =vy) dy

17. (6x+1)y2£}—)+3x2+2y3=0 18 dx _ _ 4y’ + 6xy
dx "dy  3yl+2x

19. t(iiQ+Q=t“lnt 20. 2x +y + 1)y’ =

Resuglva cada uno de los problemas de vaor inicid 2 1 a 26.

!
1,29 _ ¢ yqy=1

dx
. i + 52 -
t dt iny 22. tx it 3x2 £, X(-1) 2



70 CAPITULO 2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

23. (x? + 4) % + 8xy = 2x, y(0) = -1

24. X % +ay=xhyy Y =1 25 y =g y0) =0

26. (2r* cos @sen 6 + r cos 6) d6 + (4r + sen @ = 2r cos?f) dr = 0,

-



MODELADO CON ECUACIONES
DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

3.1 Ecuaciones linedes

3.2 Ecuaciones no lineales

33 Sdemas de ecuaciones linedes y no linedes
Ejercicios de repaso

on

En la seccion 1.3 explicamos que muchos modelos matematicos, como los del creci-
miento demogréfico, la desintegracion radiactiva, el interés compuesto continuamente,
las reacciones quimicas, un liquido que sale por un agujero en un tanque, la velocidad
de caida de un cuerpo, la rapidez de memorizacion y la corriente en un circuito en
serie, son ecuaciones diferenciales de primer orden. Ahora ya podemos resolver
algunas de las ecuaciones diferenciales, lineales y no lineales, que surgen con frecuen-
cia en las aplicaciones. El capitulo termina con el tema de los sistemas de ecuaciones

diferenciales de primer orden como modelos matematicos.

71
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ECUACIONES  LINEALES

m Crecimiento y decaimiento exponencial m  Periodo medio
B Datacién con radiocarbono my Ley de Newton dél  enfriamiento m Mezclas
m Circuitos en serie m  Término transitorio m Término de estado estable

Crecimiento y decaimiento El problema de vaor inicid

b, xw)=w ®
en donde £ es una constante de proporcionaidad, se emplea como modelo de distintos
fendmenos donde intervienen crecimiento o0 decrecimiento (desintegracion). En la seccidn
1.3 describimos que, en biologia, se ha observado que en cortos periodos la tasa de crecimiento
de agunas poblaciones (como las de bacterias o0 de animales pequefios) es proporciond a la
poblacion presente en cualquier momento. S conocemos una poblacion en cieto  momento
inicid arbitrario, que podemos condderar definido por ¢ = 0, la solucion de (1) nos sirve para
predecir la poblacién en el futuro -esto es, para ¢t > 0-. En fisica, un problema de valor
inicial como las ecuaciones (1) puede servir de modelo para calcular aproximadamente la
cantidad resdua de una sustancia que se desintegra 0 decae en forma radiactiva. Esa ecuacion
diferencia (1) también puede describir la temperatura de un objeto que se enfria En quimica,
la cantidad residua de una sustancia en ciertas reacciones se apega a la ecuacion (1).

La constante de proporcionalidad £, en (1), se puede halar resolviendo & problema de
valor inicia, con una determinacion de x en un momento £ > .

EJEMPLO 1 Crecimiento bacteriano

Un cultivo tiene una cantidad inicial N, de bacterias. Cuando ¢ = 1 h, la cantidad medida
de bacterias es %No. Si larazdn de reproduccion es proporcional a la cantidad de bacte-

fias presentes, cacule e tiempo necesario para triplicar la cantidad inicid de los microor-
ganismos.

SOLUCION Primero s resudve la ecuacion diferencial

dN
@ev_ 2
— kN 2
sujeta a N(0) = N,. A continuacion se define la condicion empirica N( 1) = 3No para hallar £,
la congtante de proporcionaidad.

Con dlo, la ecuacion (2) es separable y lined, a la vez. Cuando se escribe en la forma

dN _
— kN =0,

podemos ver por inspeccion que € factor integrante es ¢~*. Multiplicamos ambos lados de
la ecuacion por ese factor y e resultado inmediato es

i —kt e
=0
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Integramos ambos lados de la dltima ecuacion para llegar a la solucion generad
e™N =¢ 0seaN({t) = ce™.

Cuando ¢t =0, Ny

ce® = c y, por consiguiente, N(r) = Noe*. Cuando = 1, entonces %No =
Noet, o bien *

%. Con la Ultima ecuacion obtenemos k = In ; = (0.4055. Asi
N(i) = N0e0.4055t.

Para establecer ¢ momento en que se triplica la cantidad de bacterias, despgjamos ¢ de
3Ny = Npe®*%%5t por consiguiente, 0.4055¢=1n 3, y asi

In3

:_0.54% ~ 271 h.

t

Véae la figura 3.1 [ ]

N = NOZOAOSSI

N e
“

FIGURA 31

En o gemplo 1 obsérvese que la cantided red, N, de bacterias presentes en € momento
¢t = 0, no influy6 parala definicién del tiempo necesario para que € cultivo setriplicara. El
tiempo requerido para triplicar una poblacion inicia de 100 o 1 000 000 bacterias Siempre es
de unas 2.71 horas.

Como muestra la figura 3.2, la funcién exponencid ¥ se incrementa a aumentar #, cuando
k > 0, y disminuye a crecer ¢ cuando k < 0; por elo, los problemas de describir € crecimiento

e k>0
crecimiento

e k<0
desintegracion

FIGURA 3.2
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(sea de poblaciones, bacterias 0 capitdes) se caracterizan con un vaor postivo de k, mientras
que cuando interviene un decrecimiento (como la desintegracion radiactiva), se tiene un vaor
negativo de k. Por lo anterior, se dice que k es una constante de crecimiento (k > 0) o una
constante de descrecimiento 0 de declinacion (£ < 0).

Periodo medio En fisica, € periodo medio es una medida de la estabilidad de una
sustancia radiactiva. Es, simplemente, el tiempo que transcurre para que se desintegre o
transmute la mitad de los aomos en una muestra inicia, Ag, y Se conviertan en &omos de otro
elemento. Mientras mayor sea su semivida, més estable es una sustancia; por ejemplo, la

semivida del radio Ra-226, muy radiactivo, es unos 1700 afios. En ese lapso, la mitad de
determinada cantidad de Ra226 s transmuta y forma raddn, Rn-222. El isGtopo méas comln del

uranio, el U-238, tiene periodo medio de 4500 millones de afios. Es € tiempo que tarda en
transmutarse la mitad de una cantidad de U-238 en plomo 206.

(AI% eyl Periodo medio del plutonio

Un reactor de cria convierte a uranio 238, relativamente estable, en plutonio 239, un isdtopo
radiactivo. Al cabo de 15 afios, se ha desintegrado e 0.043% de la cantidad inicid, Ao, de
una muestra de plutonio. Cacule € periodo medio de ese isdtopo, S la razon de desintegra-
cion es proporcional a la cantidad presente.

SOLUCION Sea A(t) la cantidad de plutonio que queda en cuadquier momento «. Como
en  eemplo 1, la solucion del problema de vaor inicid

dA _
e kA, A = A,

&s A(H) = Ape®. S s ha desintegrado € 0.043% de los &omos de A, queda € 99.957%. Para
cdcular la congtante k (0 declinacion) empleamos 0.999574, = A(15), esto es, 0999574, =
Aoe'**. Despgamos k y tenemos k = L In 099957 = -0.00002867. En consecuencia,

A(f) = A4y e—0.00002867t

S d periodo medio es € vaor que corresponde a A(f) = Ag/2, despejando a ¢ se obtiene Ao/2
= 4o 000002867 g decir, 1 = ¢ 000002867 De auerdo con esta ecuacion,

[ = In2

= Wz 24,180 afios n

Datacion con radiocarbono Alrededor de 1950, e quimico Willad Libby inventd un
méodo que emplea d carbono radiactivo para determinar las edades aproximadas de fésiles.
Lateoria de la datacién (fechamiento o fechado) con radiocar bono, se basa en que € is6topo
carbono 14 se produce en la atmdsfera por accion de la radiacion cosmica sobre € nitrogeno.
La razén de la cantidad de C-14 d carbono ordinario en la atmdsfera parece ser constante y,
en consecuencia, la cantidad proporcional del isGtopo presente en todos los organismos Vvivos
esigua que lade la atmésfera. Cuando muere un organismo la absorcion del C-14 sea por
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respiracion o aimentacion cesa Asi, S se compara la cantidad proporciona de C- 14 presente,
por gemplo en un fésil, con la relacion constante que existe en la atmosfera, es posible obtener
una estimacion razonable de su antigliedad. El método se basa en que se sbe que € periodo
medio del C-14 radiactivo es, aproximadamente, 5600 afios. Por este trabajo, Libby gané €
Premio Nobe de quimica en 1960. Su método se usd para fechar los muebles de madera en las
tumbas egipcias y las envolturas de lino de los rollos de Mar Muerto.

4RO Antigiledad de un fosil

Se andizé un hueso foslizado y se encontr6 que contenia la centésma parte de la cantidad
origind de C-14. Determine la edad del fosl.

SOLUCION El punto de partida es, de nuevo, A(t) = 44e*. Para cacular € vaor de la
constante de decaimiento aplicamos & hecho que 4¢/2 = A(5600), 0 Sea, Ap/2 = Age>*%,
Entonces, 5600k = In ; = —In 2, de donde k = —(In 2)/5600 = -0.00012378; por consiguiente

A(i) = Aoe—0.00012378t

Tenemos, para At) = Ao/1000, que Ay/1000 = Age 29912378 de modo que —0.00012378¢ =
In - = = In 1000. Asi

In 1000 <
- 0.00012378 =~ 55,800 afos n

En redidad, la edad determinada en & demplo 3 esta en d limite de exactitud del método.
Normalmente esta técnica se limita a unos 9 periodos medios del isdtopo, que son unos 50 000
anos. Una razon para dlo es que € andisis quimico necesario para una determinacion exacta
dd C-14 remanente presenta obstéculos formidables cuando se dcanza € punto de A4y/1000.
También, para este método se necesita destruir una muestra grande del espécimen. Si la
medicion se rediza en forma indirecta, basdndose en la radiactividad existente en la muestra,
es muy dificil distinguir la radiacion que procede del fésil de la radiacion normal de fondo.
Pero en Ultimas fechas, los cientificos han podido separar a C-14 dd C-12, la forma edtable,
con los aceleradores de particulas. Cuando se calculalarelacion exactade C-14 a C-12, la
exactitud de este método se puede ampliar hasta antigliedades de 70 a 100 000 afios. Hay otras
técnicas isotopicas, como la que usa potasio 40 y agon 40, adecuadas para establecer antigle-
dades de varios millones de afios. A veces, también es posble aplicar métodos que se basan en
e empleo de aminoécidos.

Ley de Newton déd enfriamiento En la ecuacion (10) de la seccion 1.3 vimos que la
formulacion matemética de la ley empirica de Newton, relativa ad enfriamiento de un objeto,
s expresa con la ecuacion diferencid lined de primer orden

dr _
o=@ =T, G)

en que k es una constante de proporcionalidad, T(r) es la temperaiura del objeto cuando ¢ > 0
y T, es latemperatura ambiente; o sea, la temperatura del medio que rodea a objeto. En
gemplo 4 supondremos que T, es constante.



76  CAPITULO 3 MODELADO CON ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Ao :W Enfriamiento de un pastel

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es 300°F. Después de 3 minutos, 200°F. ;jEn
cuanto tiempo se enfriard hasta la temperatura ambiente de 70°F?

SOLUCION En la ecuacion (3) vemos que T, = 70. Por consiguiente, debemos resolver
e problema de vaor inicia
d?tT= k(T-170),  T(O) = 300 @

y determinar € vaor de k de tal modo que T(3) = 200.
La ecuacion (4) es lined y separable, a la vez. Al separar las variables,

dT
——— = kdt,
T-170
cuyo resultado es In|T = 70|= K+ ¢,y & T=70+ cpe¥. Cuando ¢ =0, 7= 300, de modo
que 300 = 70 + ¢, define a ¢; = 230. Entonces, T= 70 + 230 €. Por ultimo, la determinacion
T(3) = 200 conduce a * = ¥, o sea, k=11n 2 =-0.19018. Asi

Ty 23

T(t) =70 + 2306_0'190]8’. (5)

Observamos que la ecuacion (5) no tiene una solucion finita @ T(t) = 70 porque lim; — « T(t)

= 70; no obstante, en forma intuitiva esperamos que €l pastel se enfrie al transcurrir un
intervalo razonablemente largo. ;Cuén largo es “largo™? No nos debe inquigtar € hecho de
que e modedlo (4) no se apegue mucho a nuestra intuicion fisica Las partes a) y b) de la
figura 3.3 muestran que € pastdl estard a la temperatura ambiente pasada una media hora. W

T
300 -
150 \\ T=70
15 30 !
(@)
T@) ¢ (min)
75" 20.1
25 213
73" 22.8
7" 24.9
7" 28.6
70.5" 32.3
(b)

FIGURA 3.3
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Mezclas Al mezclar dos fluidos a veces se originan ecuaciones diferencides linedes de
primer orden. Cuando describimos la mezcla de dos sdmueras (Sec. 1.3), supusmos que la
razén con que cambia la cantidad de sd, A’(r), en @ tanque de mezcla es una razon neta

dA _ ( razén con que raz6n con que )_
dt (entra la sustanciaJ (sale la sustancia |~ &' ~ K2 (6)

En e demplo 5 resolveremos la ecuacion (12) de la seccion 1.3.

(]IS W Mezcla de dos soluciones de sal

Recordemos que € tanque grande de la seccion 1.3 contenia inicidmente 300 gaones de
una soluciéon de sahnuera. Al tanque entraba y sdia sa porque se le bombesba una solucidn
a un flujo de 3 gal/min, se mezclaba con la solucion original, y sdlia del tanque con un flujo
de 3 gal/min. La concentracion de la solucion entrante era 2 Ib/gal; por consiguiente, la
entrada de sal era R; = (2 Ib/gal) . (3 gal/min) = 6 Ib/min; del tanque salia con una razon
R; = (3 gal/min) . (4/300 1b/gal) = A4/1 00 Ib/min. A partir de esos datos y de la ecuacion (6)
obtuvimos la ecuacion (12) de la seccion 1.3. Surge esta pregunta: si habia 50 1b de sal
disueltas en los 300 galones inicides, jcudnta sl habra en @ tanque pasado mucho tiempo?

SOLUCION Para hallar A(t), resolvemos e problema de valor inicid
—=6--—— A0) = 50.

Aqui observamos que la condicion adjunta es la cantidad inicid de sd, A(O) = 50, y no la
cantidad inicid de liquido. Como € factor integrante de edta ecuacion diferencid lined es
e”1%, nodemos formular la ecuacion asi:

4 — £ 100
7 [e"® A] = 61,
Al integrar esta ecuacion y despejar 4 se obtiene la solucién general A =600 + ce 1%,

Cuando ¢ =0, A =50, de modo que c = -550. Entonces, la cantidad de sd en d tanque en
el momento ¢ estd definida por

A(t) = 600 — 550e~1%, )

Edta solucion se empled para formar la tabla de la figura 3.4b). En la ecuacion (7) y en la
figura 34 también se puede ver, que A — 600 cuando ¢ — e=. ES0 es lo que cabria esperar
en ese caso; pasado un largo tiempo, la cantidad de libras de sd en la solucion debe ser
(300 gal)(2 Ib/gal) = 600 Ib. |

En d gemplo 5 supusmos que la razon con que entra la solucion d tanque es la misma
que la razon con que sde. Sm embargo, € caso no necesita ser Sempre @ mismo; la sshnuera
mezclada se puede sacar a un flujo mayor o menor que e flujo de entrada de la otra solucion;
por gemplo, s la solucion bien mezclada de gemplo 5 sde a un flujo menor, digamos de 2
gal/min, s acumulara liquido en € tanque a una tasa de (3 - 2) gal/min = 1 gal/min. Cuando
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{ (min) A (Ib)
50 ' 266.41
100 397.67
150 477.27
200 525.57
300 572.62
400 589.93
(b)
FIGURA 3.4

hayan transcurrido ¢ minutos, en e tanque habrén 300 + ¢ gaones de sdmuera La razon con
que sde la sd es entonces,

_ . A .
R; = (2 gal/min) (300 " Ibigal) .
Asdl, la ecuacion (6) se transforma en
dA 2A dA 2
— —_—— r—— + = .
dt 0+ °%® & T0+470

El lector debe comprobar que la solucion de la Ultima ecuacion, sujeta a A(O) = 50, es
A(t) = 600 + 2 — (4.95 X 107)(300 + £)2.

Circuitos en serie  Cuando un circuito en serie silo contiene un resistor y un  inductor
(circuito LR), la segunda ley de Kirchhoff establece que la suma de las caidas de voltge a través
del inductor (L(di/df)) y del resistor (iR) es igual & voltge aplicado, (E(t)), d circuito (Fig. 3.5).

R

FIGURA 3.5 Circuito LR en serie
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Con lo anterior se obtiene la ecuacion diferencid lined que describe la corriente i(t),

di
LE-I-R_E() 3)

en que L y R son las constantes conocidas como inductancia y resistencia, respectivamente. La
corriente i(t) se llama, también, respuesta del Sistema

!
LN
c

FIGURA 3.6 Circuito RC en serie

La caida de voltgie a través de un capacitor de capacitancia C es g(t)/C, donde g es la carga
Od capacitor; por lo tanto, para @ circuito en serie de la figura 3.6 (circuito RC), la ssgunda
ley de Kirchhoff establece

Ri + %q - E). ®)

Pero la corriente iy lacarga g se relacionan mediante i = dgldt, asi, la ecuacion (9) se transforma
en la ecuacion diferencid lineal ,

() (10)

]I 4o N Circuito en serie

Un acumuledor de 12 volts se conecta a un circuito en serie LR, con una inductancia de
1 henry y una resstencia de 10 ohms. Determinar la corriente i, si la corriente inicial es cero.

SOLUCION Lo que debemos resolver, seglin la ecuacion (8), es

1di ,

—_—— + =

T 10i = 12

sujeta a i(0) = 0. Primero multiplicamos la ecuacion diferencia por 2, y vemos que € factor

integrante es ¢**, A continuacion lo  sustituimos

dit [eZOri] = 24e201_
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Al integrar cada lado de esta ecuacion y despejar i obtenemos i = §+ce™”. 5 i(0) = 0,
entonces 0 = g +¢ 0ben ¢= - g; por consiguiente, la respuesta es

/ ——9_9 =20
t(t)—5 s€ |

A patir de la ecuacion (4) de la seccion 2.3, podemos formular una solucion generd de (8):

e~ (RIL)t

i(1) = S [ @B () dt - et ()

En especid, cuando E(Y) = E, es una constante, la ecuacion (I1) se transforma en
i) = % + ce-tRiL, (12)

Observamos que cuando ¢ — oo, € segundo término de la ecuacion (12) tiende a cero. A e
término se le sude llamar término transitorio; los demés miembros se llaman parte de estado
estable (0 estado estacionario) de la solucién. En este caso, E¢/R también se denomina
corriente de estado estable 0 de estado estacionario; cuando e tiempo adquiere vaores
grandes, resulta que la corriente estd determinada tan sdlo por la ley de Ohm, E = iR

Observacion

Examinemos la ecuacion diferencial en el ejemplo 1, que describe el crecimiento de un cultivo
de bacterias. La solucion, N(f) = Noe®*¥, del problema de valor inicial dN/dt = kN, N(t,) = N,
es una funcién continua; pero en el ejemplo se habla de una poblacién de bacterias, y el sentido
comun nos dice que N sélo adopta valores enteros positivos. Ademas, la poblaciéon no crece
en forma continua, -esto es, a cada segundo, microsegundo, etc.- como predice la funcién
N = Noe® %% huede haber intervalos, [t1, 2], durante los que no haya crecimiento alguno.
Quiz4, entonces, la grafica de la figura 3.70) sea una descripciéon mas real de N que la gréafica
de una funcién exponencial. Muchas veces es més coémodo que exacto usar una funcién continua
en la descripcion de un fenémeno discreto. Sin embargo, para ciertos fines nos podemos dar
por satisfechos si el modelo describe con gran exactitud el sistema, considerado mdcroscépi-
comente en el transcurso del tiempo, como en las figuras 3.7b) y €), Yy nho considerado
microscépicamente.

N N N
I—:--— T - T
— B

N() 7 I ] BN '-"J 1
| | <
T ~
Lo
[ Np 1 No 1
Eod
| |
} } t t } } t t {
not 1! 1 ! 1 !

4 (b) (©)

FIGURA 3.7
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1. Se sabe que la poblacion de cieta comunidad aumenta eon una razon proporciond a la
cantidad de personas que tiene en cuadquier momento. S la poblacion se duplicd en cinco
anos, ¢en cuanto tiempo se triplicard y cuadruplicard?

2. Suponga que la poblacion de la comunidad del problema 1 es de 10 000 después de tres
anos. ¢Cudl era la poblacion inicid? ¢Cudl serd en 10 anos?

3. La poblacion de una comunidad crece con una tasa proporcional a la poblacion en cuaquier
momento. Su poblacion inicid es 500 y aumenta e 15% en 10 anos. ¢, Cual serd la poblacion
pasados 30 anos?

4. En cudquier momento dado la cantidad de bacterias en un cultivo crece a una tasa propor-
ciond a las bacterias presentes. Al cabo de tres horas se observa que hay 400 individuos.
Pasadas 10 horas, hay 2000 especimenes. ;Cudl era la cantidad inicid de bacterias?

5. El Pb-209, is6topo radiactivo del plomo, se desintegra con una razon proporcional ala
cantidad presente en cuaquier momento y tiene un periodo medio de vida de 3.3 horas. S
a principio habia 1 gramo de plomo, ;cudnto tiempo debe transcurrir para que se desintegre
d 90%?

6. Cuando ¢+ = 0, habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Al cabo de 6 horas, esa
cantidad disminuyé € 3%. Si la razén de desintegracion, en cualquier momento, es
proporciond a la cantidad de la sustancia presente, cacule la cantidad que queda después
de 2 hores.

7. Cdcule @ periodo medio de vida de la sustancia radiactiva del problema 6.

8. @) El problemade vaor inicia dA/dt = kA, A(O) = 4, es € modelo de desintegracion de
una sustancia radiactiva Demuestre que, en generd, € periodo medio de vida, T, de la
ustancia es T = —(In 2)/%.

h) Demuestre que la solucion del problema de vaor inicid en la pate @ se puede escribir
A(D) = 40277

9. Cuando pasa un rayo vertical de luz por una sustancia transparente, la razén con que
decrece su intenddad Z es proporciond a Z(t), donde ¢ representa € espesor, en pies, del
medio. En agua de mar clara, laintensidad a 3 ft bgjo la superficie, es € 25% de la
intensidad inicia Ip del rayo incidente. ;Cual es la intensidad del rayo a 15 ft bajo
la  superficie?

10. Cuando € interés se capitaliza (0 compone) continuamente, en cualquier momento la
cantidad de dinero, S, aumenta a una tasa proporciond a la cantidad presente dS/dt = rsS,
donde r es la tasa de interés anud [Ec. (6), Sec. 1.31.

a) Cdcule la cantidad reunida a término de cinco anos, cuando se depositan $5000 en una
cuenta de ahorro que rinde € 5%% de interés anua compuesto continuamente.

b) ;En cuantos afios se habrd duplicado € capitd inicid?

¢) Con una caculadora compare la cantidad obtenida en la pate @ con & vaor de

0.0575)5“’

S=5000(1+ 2

Este vaor representa la cantidad reunida cuando @ interés se capitdiza ca& trimestre.
Il. En un trozo de madera quemada o carbén vegetd se determind que € 85.5% de su C-14
s habia desintegrado. Con la informacion del gemplo 3 determine la edad aproximada de
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12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

la madera. Estos son precisamente los datos que usaron los arquedlogos para fechar los
murdes prehistéricos de una caverna en Lascaux, Francia

Un termometro se lleva de un recinto interior hasta € ambiente exterior, donde la
temperatura del aire es 5°F. Después de un minuto, € termémetro indica 55°F, y después
de cinco marca 30°F, (Cual era la temperatura del recinto interior?

Un termémetro se saca de un recinto donde la temperatura del are es 70°F y e lleva d
exterior, donde la temperatura es 10°F. Pasado ! minuto € termometro indica 50°F. ¢Cudl
es la lectura cuando + =1 min? ;Cuénto tiempo se necesita para que € termometro llegue
al5F?

La formula (3) también es vdida cuando un objeto absorbe caor del medio que le rodea

Si una barra metdlica pequefia, cuya temperatura inicial es 20°C, se deja caer en un
recipiente con agua hirviente, ;jcuénto tiempo tardara en acanzar 90°C, § s« sbe que U
temperatura aumenté 2°C en un segundo? ;Cudnto tiempo tardara en llegar a 98°C?

Se glica una fuerza eectromotriz de 30 v aun circuito en serie LR con 0.1 h de inductancia

y 50 Q de resistencia. Determine la corriente i(t), si i(0) = 0. Halle la corriente cuando
1 — o0,

Resudlva la ecuacion (8) suponiendo que E(t) = Ep sen wt y que i(O) = .

Se aplica una fuerza electromotriz de 100 volts @ un circuito en serie RC, donde la
resistencia es 200 Q y la capacitancia es 107 f. Determine la carga g(f) del capacitor, Si
¢(0) = 0. Halle la corriente i(¥).

Se gplica una fuerza electromotriz de 200 v a un circuito en serie RC, en que la resstencia
es 1000 Q y la capacitancia es 5 x 10" f. Determine la carga g(r) dd capacitor, S i(0) =

0.4 amp. Hdle la carga cuando ¢ — oo,

Se glica una fuerza electromotriz

120, 0=t=20

E@ ={O, t>20

a un circuito en serie LR, en que la inductancia es 20 h y la resistencia es 2 ), Determine
la corriente, i(r), s #0) = 0.

Suponga que un circuito en serie RC tiene un residor variable. S la resistencia, en cuaquier

momento fes R = ky + kat, donde &y y k> > 0 son condantes conocidas, la ecuacion (10) se

transforma  en

dg 1 __
(k] + kzt) dt + Cq = E(t)

Demuestre que s E(t) = Eyy q(0) = go, entonces

k, 1Ck,
) = EC + (a0 5O ()

Un tanque contiene 200 1 de agua en que se han disuelto 30 g de sd y le entran 4 L/min de
solucién con 1 g de sd por litro; estd bien mezclado, y de @ sde liquido con & mismo flujo

(4 L/min). Cacule la cantidad A(t) de gramos de sal que hay en € tanque en cualquier
momento ¢

Resudva e problema 21 suponiendo que entra agua pura
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24.
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27.
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29.
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Un tanque tiene 500 gal de agua puray le entra salmuera con 2 Ib de sal por galén aun
fluio de 5 gal/min. El tanque esta bien mezclado, y sde de @ & mismo flujo de solucion.
Cdcule la cantidad A(t) de libras de sd que hay en d tanque en cuaquier momento ¢
Resuelva € problema 23 suponiendo que la solucién sae a un flujo de 10 gal/min,
permaneciendo igual 10 demés. Cuando s vacia € tanque?

Un tanque estd parciamente lleno con 100 galones de samuera, con 10 1b de sd disudta

Le entra salmuera con 1 Ib de sd por gadn a un flujo de 6 gal/min. El contenido del tanque

esta hien mezclado y ® d sde wn flyio de 4 gal/min de solucion. Cacule la cantidad de

libras de sd que hay en & tanque a los 30 minutos.

En e dgemplo 5, e tamafio del tanque con la solucion sdina no aparecié entre los datos.

Como se describi6 en la pagina 78 € flujo con que entra la solucidn a tanque es igual,

pero la salmuera sde con un flujo de 2 gal/min. Puesto que la salmuera se acumula en €

tanque a una rapidez de 4 gal/min, en cualquier tanque finito terminara derramandose.

Suponga que € tanque esta abierto por ariba y que su capacidad totd es de 400 gaones.

a) (Cudndo s derramara € tanque?

b) ¢Culntas libras de sd habra en ¢ tanque cuando se comienza a derramar?

) Suponga que € tanque se derrama, que la salmuera contintia entrando a flujo de 3
gal/min, que d contenido esta bhien mezclado y que la solucion sigue sdiendo a un flujo
de 2 gal/min. Determine un méodo para cacular la cantidad de libras de sd que hay
en ¢ tanque cuando + =150 min.

d) Cdcule las libras de sd en € tanque cuando ¢ = oo, ;Su respuesta coincide con lo que
cabria  esperar?

e) Use una graficadora para trazar la variacion de A(f) durante el intervalo [0, °o).

Una ecuacion diferencid que describe la velocidad v de una masa m en caida sujeta a una

resstencia del are proporciona a la velocidad indantanea es

dv _
m-=mg kv,

en que k es una condtante de proporciondidad postiva

d) Resuelva la ecuacion, sujeta a la condicion inicid v(O) = .

b) Cdcule la velocidad limite (0 termind) de la masa

¢) Si ladistancia s se relaciona con la velocidad por medio de ds/df = v, deduzca una
ecuacion explicita para s, 9 también s sde que s(0) = sq.

La razén con que se disemina una medicina en € torrente sanguineo se describe con la

ecuacion  diferencid

r y k son constantes positivas. La funcién x(#) describe la concentracion del firmaco en
sangre en & momento . Determine € valor limite de x(t) cuando ¢ = =, ;En cuanto tiempo
la concentracion es la mitad del velor limite? Suponga que x(0) = 0.

En un modelo demogréfico de la poblacion P(f) de una comunided, se supone que

dP_dB _dD

dr  dt  dt’

en donde dB/dt y dD/dt son las tasas de nadidad y mortaidad, respectivamente.
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a) Determine P(t) si

dB dD
“ = &2 = k,P.
dt kP oy a

b) Andliceloscasosky >k, k1 =k Y ki < ka.
30. La ecuacion diferencial

dP
i (k cos t) P,

en que k es una constante positiva, se usa con frecuencia para modelar una poblacion que
sufre fluctuaciones estaciondes anudes. Determine P(t) y grafique la solucion. Suponga

que P(O) = Py.
31. Cuando e tiene en cuenta lo olvidadizo de un individuo, la rapidez con que memoriza esta
definida  por
8~ k(M - 1)~ oA,

enque k; >0, ki, > 0, A(t) es la cantidad de materid memorizado en € tiempo ¢, M es la

cantidad total por memorizar y M-A es la cantidad que resta por memorizar. Hale A(f) y
grefique la solucion. Suponga que A(O) = 0. Determine € vaor limite de 4 cuando ¢ —
co e interprete e resultado.

32. Cuando todas las curvas de una familia G(x, y, ¢1) = 0 cortan ortogonal mente todas las
curvas de otra familia, H(x, y, ¢2) = 0, s dice que las familias son trayectorias ortogonales
entre si (Fig. 38). S dy/dx =f(x, y) es la ecuacion diferencid de una familia, la ecuacion
diferencial de sus trayectorias ortogonales es dy/dx = -1 [f(x, V).

H(x,y,c3)=0

FIGURA 3.8

a) Formule una ecuacion diferencial para la familiay = —x - 1 + ¢je”.
b) Determine las trayectorias ortogonales a la familia de la parte a).

33. Los censos poblaciondes en Estados Unidos de 1790 a 1950 aparecen en millones en la
tabla adjunta
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Aiio Poblacion
1790 3.929
1800 5.308
1810 7.240
1820 9.638
1830 12.866
1840 17.069
1850 23192
1860 31433
1870 38558
1880 50.156
1890 62.948
1900 75.996
1910 91972
1920 105.711
1930 122.775
1940 131.669
1950 150.697

a Con esos datos formule un modelo del tipo

dP
—= P(0) = P,.
it (0) = P
b) Forme una tabla donde se compare la poblacion predicha por € modelo de la parte @)
con los censos de poblacion. Celcule e eror y e porcentge de error para cada par de
detos.

Problemas para discusion

34. Suponga que un forense que llega a la escena de un crimen ve que la temperatura del
caddver es 82°F. Proponga datos adicionales, pero verosimiles, necesarios para establecer
una hora aproximada de la muerte de la victima, aplicando la ley de Newton del enfria
miento, ecuacion (3).

35. El S Pérez coloca d mismo tiempo dos tazas de café en la mesa del desayunador. De
inmediato vierte crema en su taza, con una jara que estaba desde hace mucho en esa mesa
Lee € diario durante cinco minutos y toma su primer sorbo. Llega la Sra. Pérez cinco
minutos después de que las tazas fueron colocadas en la mesa, vierte crema la suya y toma
un sorbo. Suponga que la parga agrega exactamente la misma cantidad de crema. (Quién
y por qué toma su café mas cdiente? Base su aseveracion en ecuaciones matematicas.

36. Un modelo linea de la difusién de una epidemia en una comunidad de » personas es €l
problema de vdor inicid

|&

=r(n=x),  x(0)= x,

o

t

en donde x(f) representa la poblacion cuando € tiempo es ¢, r > 0 es una rapidez constante
Yy Xp € un entero positivo pequefio (por gemplo, 1). Explique por qué segin este modelo,
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todos los individuos contraerén la epidemia. Determine en cuanto tiempo la epidemia
sguira SU - Ccurso.

ECUACIONES NO LINEALES

B Modelos demogréficos m  Rapidez relativa de crecimiento m  Ecuacion diferencial logistica
m  Funcion logisica M Reacciones quimicas de segundo orden

Modelos demogréficos S P(t) es e tamafio de una poblacion en e momento ¢, €
modelo del crecimiento exponencid comienza suponiendo que dP/dt = kP para cierta k > 0. En
este modelo, la tasa especifica o relativa de crecimiento, definida por

dPldt
5 §))

se supone constante, igua a k. Es dificil encontrar casos reales de un crecimiento exponencial
durante largos periodos, porque en cierto momento los recursos limitados del ambiente
gercerdn redtricciones sobre e crecimiento  demogrédfico. Asi, cabe esperar que la razon (1)
disminuya a medida que P aumenta de tamafio.

La hipotess que la tasa con que crece 0 decrece una poblacion solo depende del numero
presente y no de mecanismos dependientes del tiempo, como |os fendmenos estacionales
(conslitese € problema 18, en los gercicios 1.3), s puede enunciar como Sigue

dP/dt dpP
—_— —_— = 2
P f(P) 0 sea 7 Pf(P). ?)
Esa ecuacion diferencid, que se adopta en muchos modelos demogréficos animaes, s llama
hipétesis de dependencia de densidad.

Ecuacion logistica  Supdngese que un medio es capaz de sostener, como maximo, una
cantidad K determinada de individuos en una poblacién. Dicha cantidad se llama capacidad
de sugtento, 0 de sustentacion, del ambiente. Entoncesf(X) = 0 para la funciénfen la ecuacion
(2) y se escribe también /(0) = r. En la figura 3.9 vemos tres funciones que satisfacen estas dos

fP}

rK -
‘\

FIGURA 3.9
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condiciones. La hipdtesis més sencilla es que f(P) es lined; esto es que f(P) = ¢ + ¢ 3
aplicamos las condiciones f(O) =ry f(K) = 0, tenemos que ¢y =1y ¢; = -r/K, respectivamente,
y f adopta la forma f(P) = r = (»/K)P. Entonces la ecuacion (2) se transforma en

dP _ _r
E—P(f KP). (3)

S redefinimos las congtantes, la ecuacion no lined (3) es igud a la sSiguiente:

dar
o =P(1 - bP). (4)

Alrededor de 1840, P. F. Verhulst, matemético y bidlogo belga, investigo modelos mate-
méicos para predecir la poblacion humana en varios paises. Una de las ecuaciones que estudi6
fuela (4),con ¢ >0y b > 0. Esa ecuacion se llamd ecuacion logisica y su solucién se denomina
funcidn logistica. La gréfica de una funcién logistica esla curvalogistica.

La ecuacion diferencid dP/dt = kP no es un modelo muy fid de la poblacion cuando édta
es muy grande. Cuando las condiciones son de sobrepoblacion, se presentan efectos negativos
sobre € ambiente (como contaminacion y exceso de demanda de dimentos y combustible).
Esto puede tener un efecto inhibidor en € crecimiento demogréafico. Segln veremos a conti-
nuacion, la solucion de (4) estd acotada cuando + — . S s rearregla esa ecuacion en la forma
dP/dt = aP - bP?, @ término no lined —bHP? se puede interpretar como un término de
“inhibicion” o “competencia” Asimismo, en la mayor pate de las aplicaciones la congtante
positiva @ es mucho mayor que b.

Se ha comprobado que las curvas logidicas predicen con bastante exactitud las pautas de
crecimiento de ciertos tipos de bacterias, protozoarios, pulgas de agua (Daphnia) y moscas
de la fruta (Drosophila) en un espacio limitado.

Solucién de la ecuacion logistica Uno de los métodos para resolver la ecuacion (4)
€s por separacion de variables. Al descomponer € lado izquierdo de dP/P(a= bP)=dten
fracciones parcides e integrar, se obtiene

1/a bla
=+ dP=dt
(P a—bP)

1ln|P| - -1-1n|a «bP|=t+c
a a

In =qat+ ac
a— bP\
P
—— = &%
a=bP
Como consecuencia de la (Ultima ecuacion,
ace” ac
Pty =L ="

1+ bcie” b+ e™

S P(O) = Py, Py# a/b,llegamos ac; = Po/(a— bPp) Yy asi, sustituyendo y simplificando, la
solucion s
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bPy + (@ = bPg)e™"

P(r) )

Gréficas de P(t) Laforma bésica de la gréfica de la funcion logistica P(f) se puede
conocer Sn mucha dificultad. Aunque la varigble ¢ suele representar a tiempo —y casi no nos
ocupamos de aplicaciones en que ¢ < 0-, tiene cierto interés incluir ese intervalo a presentar
las diverses gréficas. Segln (5), vemos que

P(t)—)%%”:%ast—)oo y P({t)>0ast—> — .
La linea de puntos P = a/2b de la figura 3.10 corresponde a la ordenada de un punto de inflexion
de la curva logigtica Para caracterizarlo diferenciamos la ecuacion (4) aplicando la regla de

producto:

d’P _ (_ dP) _,p\dP_dP,
dtz_P bdt + (a — bP) dt_dt(a 2bP)

= P(a —bP)a 2bP)

- (r-5)(r-5)

Recuérdese, del cdculo diferencid, que los puntos en donde @?P/df = 0 son posibles puntos
de inflexion, pero se pueden excluir P =0y P = g/b; de aui que P = a/2b sea € Unico valor
posible para la ordenada a la cua puede cambiar la concavidad de la gréfica Entonces, P' = 0
cuando 0 < P < al2b,y a/2b< P < a/b significaque P"< 0; por consiguiente, al avanzar de
izquierda a derecha la gréfica cambia de concava hacia arriba a concava hacia abgjo, en € punto
que corresponde a P = a/2b. Cuando d valor inicid satisface a 0 < Py < af2b, la grdfica de P(f)
toma la forma de una S [Fig. 3. log)]. Cuando a/2b < Py < a/b, la gréfica Sigue teniendo la forma
de S, pero e punto de inflexion estd en un valor negativo de ¢ [Fig. 3. 10b)].

(b)

FIGURA 3.10
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Ya vimos la ecuacion (4) en la ecuacion (9) de la seccién 1.3, donde tenia la forma dx/dt
= kx(n+ 1 —x), k > 0. Esta ecuacion diferencid es un modelo razonable para describir la difusion
de una epidemia que comienza cuando un individuo infectado se introduce en una poblacion
estética. La solucion x(#) representa la cantidad de sujetos que contraen la enfermedad en
cuaquier  momento.

A1 KoM Crecimiento  logistico

Suponga que un aumno es portador del virus de la gripe y regresa a su escuela, donde hay
1000 estudiantes. S se supone que la razén con que se propaga € virus es proporciond no
slo a la cantidad x de dumnos infectados, sino también a la cantidad de dumnos no infec-
tados, determine la cantidad de aumnos infectados seis dias después, s s obsarva que a los
cuatro dias x(4) = 50.

SOLUCION Suponiendo que nadie sde dd campus durante la epidemia, debemos resolver
€l problema de valor inicia

dx _ _ _
Fri kx (1000 = x), x(0) =1

Sudtituimos ¢ =1 000kYy b = & en la ecuacion (5) y vemos de inmediato que

(1) = 1000k 1000
Tk + 99Qke 100k ] + §9Qe- 1000k

Usamos la condicion x(4) = 50 y cdculamos k£ con

B 1000
50= 1 + 999¢ 000k

Esto da como resultado -1 000k = % In % = -0.9906. Entonces

_ 1000
X0 = T3 099 T

1000
La respueta es X(6) = T3 ggg,55m = 276 alumnos
En la tabla de la figura 3. Il b) hay otros valores caculados de x(t). u

Curvas de Gompertz Otra ecuacion que tiene la forma de la ecuacion (2) es una
modificacién de la ecuacion logistica

%?=P(a-bln P), ©)
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1

[ S

P
LA BN NS i R R N B M Nt

500

{

!

!

|
T

t (days) X (number infected)

50 (observed)
124
276
507
735
882
953

(b)
FIGURA 3.11

DO O oo~ WA

en donde a y b son constantes. Por separacion de variables se comprueba con facilidad
(codlitee d prablama 5 en los gaddos 32) que una uddn de la ecueddn (6) es

H

P(t) — ealbe~ce7b’

(7)

en donde ¢ es una condate atitraia Cuando b > 0, P — ¢*> aiab + — oo, migtres que
cuando b< 0y c>0, P — 0 cuando ¢ — . Lagréfica de |a funcién (7) sellama curva de
Gompetz y £ paece mudo a la gdica de la fuddn logisica La figwra 312 muesra dos
fomes de la gdica de P(t).

Las funciones como la ecuacioén (7) surgen, por jemplo, a describir el aumento o la
disminucion de ciertas poblaciones, en el crecimiento de tumores, en predicciones actuariales
y en d incemaito de las uilidedes por la venta de un producto comerdd.

Reacciones quimicas Syongamos e £ combinen a gancs de la sada A oon b
gancs ce la adgada B. 9, paa fomar X(f) ganos de la sdada C $ necestan Mpates
ke Ay N patesde B, los ganos ce lss adadas A y B que queden en audauier momatio sn,
repectivamente,

X y b NX.

M+N "M+N

a-—
Sgyn la ley de axdion de messs la repidez de reeoddn < apega a

dx M N
aa - -~ 8
m“(“ M+NXXb M+NX> @)
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s b>0,c>0

(a)

(b)

FIGURA 3.12

Sacamos a M/(M + N) como factor comun del primer factor, a N/(M + N) del segundo e
introducimos una constante de proporciondidad, £ > 0, con lo cuad la ecuacion (8) adquiere la

forma

‘-% = k(e - X)(8 = X), ©)
enque g =a(M+ NYMy = 5bM + N)N. De acuerdo con la ecuacion (7) de la seccion 1.3,
una reaccion quimica que responde a la ecuacion diferencid no lined (9) e llama reaccion de
segundo orden.

3]0Vl Reaccion quimica de segundo orden

Cuando s combinan dos sustancias, 4 y B, se forma un compuesto C. La reaccion entre
ambas es td que, por cada gramo de 4 s usan 4 gramos de B. Se observa que a los 10 minutos
s han formado 30 gramos del producto C. Cacule la cantidad de C en funcién del tiempo
si lavelocidad de la reaccién es proporcional alas cantidades de 4 y B que quedan y a
principio hay 50 gramos de A y 32 gramos de B. ;Qué cantidad de compuesto C hay a los
15 minutos? Interprete la solucion cuando ¢ — eo,

SOLUCION  Sen X(#) los gramos del compuesto C presentes cuando € tiempo es f Esta
claro que X(0) =0y X(10) = 30 g.

Si, por gemplo, hay 2 gramos del producto C, hemos debido usar, digamos, a gramos
de Ay b gramosde B, detd modo que a+b =2y b=4a por consiguiente, debemos emplear
a =%=2(Nadelasugancia Ay b = §= 2(3) de B. En genera, para obtener Xgramos de C
debemos emplear

)g(gdeA y %ngeB.
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Entonces, las cantidades de 4 y B que quedan en cuaquier momento son

X 4
50 -5 vy R2-%X

respectivamente.
Sabemos que la rapidez de formacion de compuesto C estd definida por

ax X 4

Para smplificar las operaciones agebraicas, sacaremos a 1 como factor comln del primer
término, % dd segundo e introduciremos la constante de proporcionalidad:

%’tf = k(250 = X)(40 = X).

Separamos  variables y por fracciones parcides llegamos a

1/210 1/210 _
mdx-i‘ de— kdt.

Al integrarla obtenemos

250 - X 250 - X
e 4 = 0 - 210kr
ln}40_X‘ 210kt + ¢, sea 0-X e, 10)
Cuando t+ =0, X= 0, y en consecuencia c; = 275 Cuando X'= 30 g cuando { = 10, vemos que
21 Ok = % In £ = 0.1258. Con edos datos despgjamos X de la (ltima de las ecuaciones (10):
1 — e—0.12581
X(t) = 1000 25 g0 an

En la figura 3.13 se muestra € comportamiento de X en funcién del tiempo. Segin la tabla
de esa figura y la ecuacion (1 1), edd claro que X — 40 cuando ¢+ — oo, ESt0 quiere decir que
s forman 40 gramos de la sustancia C y que quedan

50—%(40)=42gdeA y 32~§(40)=0gde3.

Hoza

No obstante contar con la integral 20 en la Tabla de integrales al final del libro, podria ser mas util
la forma alternativa, en funcién de la tangente hiperbdlica inversa

1 _
d__1ianh e,
a

az—uz a

al resolver algunos de los problemas en los ejercicios 3.2.
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I i i 1

10 20 30 40 '

(a)

¢ (min) x(g)

10 30 (medido)
15 34.78
20 371.25
25 38.54
30 39.22
35 39.59
(b)
FIGURA 3.13

1. La cantidad C(r) de supermercados que emplean cajas computarizadas en un pais esta
definida por e problema de vaor inicid

% = C(1-00005C), C(0)=1,

en donde ¢+ > 0. ;Cudntos supermercados utilizan método computarizado cuando ¢ = 107?
(Cuantos o adoptaran después de un tiempo muy largo?

2. La cantidad N(t) de personas en una comunidad bgo la influencia de determinado anuncio
s apega a la ecuacion logistica. Al principio, N(0) = 500 y se observa que N(1) = 1000.
Se pronogtica que habrd un limite de 50 000 individuos que veran @ anuncio. Determine
N@).

3. El modelo demografico P(t) de un suburbio en una gran ciudad esta descrito por €l
problema de vaor inicid

%ft—) = P10 =107 P),  P(0) = 5000,

en donde f s expresa en meses. ;Cuadl es d vaor limite de la poblacion? ¢Cuéndo igudara
la poblacion la mitad de ese vaor limite?
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4. Determine una solucién de la ecuacién logistica modificada

% = P(a = bP)(1~ cP~'), ab, ¢>0.

5. a) Resuelva la ecuacion (6):

dP _
i P(a=DblnP).

b) Determine e vaor de ¢ en la ecuacion (7), 9 P(O) = Py.

6. Suponga que 0 < Py<e% y que a > 0. Use la ecuacion (6) para determinar la ordenada
del punto de inflexion de una curva de Gompertz.

7. Dos sustancias, 4 y B, se combinan para formar la sustancia C. La rapidez de reaccion es
proporciond @ producto de las cantidades instantineas de 4y B que no se han convertido
en C. Al principio hay 40 gramos de A y 50 gramos de B, y por cada gramo de B se consumen
2 de A. Se observa que a los cinco minutos se han formado 10 gramos de C. ;Cuéanto de C
se forma en 20 minutos? Cua es la cantidad limite de C d cabo de mucho tiempo? ;Cudnto
de las sudancias A y B queda después de mucho tiempo?

8. Resuelva ¢ problema 7 s hay @ principio 1 OO gramos del reactivo A. ;Cuando se formara
la mitad de la cantided limite de C?

9. Obtenga yna solucién de la ecuacion

ax
% = ka= X6 - X)

que describe las reacciones de segundo orden. Describa los casos o # 8 Y a = B.
10. En una reaccién quimica de tercer orden, los gramos X de un compuesto que se forma
cuando se combinan tres sustancias ¢ apegan a

B — ke = 08 - X)(y - X).

Resudlva la ecuacion suponiendo que o # G # 7.
II. La profundidad » del agua a vaciarse un tanque cilindrico vertical por un agujero en su
fondo estd descrita por

3—?= —2‘—:\/2@, g = R ft/s,
en donde 4, y Ay son las &ess transversdes del tanque y del agujero, respectivamente [Ec.
(14), Sec. 1.31. Resuelva la ecuacion con una profundidad inicial del agua de 20 ft,
Ay, =50 fi¥y A4y =1 fi>. ;En qué momento queda vacio @ tanque?

12, (Cuanto tarda en vaciarse € tanque del problema Il s e factor por friccion y contraccion
en e agujero es ¢ = 0.67 (Vea € problema 7 de los gercicios 1.3)

13. Resuelva la ecuacion diferencial de la tractriz

d_
dx sz—yz
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(vea e problema 13, en los gercicios .13). Suponga que € punto inicid en e ge y es (0,
10) y que la longitud de la cuerda es s = 10 pies.

14. Segin laley de Sefan de la radiacion, la rapidez de cambio de la temperatura de un objeto
cuya temperatura absoluta es T, &

g_ 4 4
dt - k(T —Tm )’

en donde T, e la temperatura absoluta del medio que lo rodea Determine una solucion
de esta ecuacion diferencial. Se puede demostrar que, cuando T = T, s pequefia en
comparacion con Tp, edta ecuacion se apega mucho a la ley de Newton del enfriamiento
[Ec. (10), Sec. 1.3].

15. Una ecuacion diferencid que describe la velocidad v de una masa m que cae cuando la
resstencia que le opone € are es proporciona a cuadrado de la velocidad instanténea, es

m % = mg — kv’
en que ¢ es una constante de proporcionalidad positiva
a) Resudlva esta ecuacion sujeta a la condicion inicid v(O) = wy.
b) Determine la velocidad limite, o termind, de la masa
¢ S la digancia s s relaciona con la velocidad de caida mediante ds/dr = v, deduzca una
ecuacion explicita de s, sbiendo que s(0) = s,.

16. a) Deduzca una ecuacion diferencial para describir la velocidad v(t) de una masa mque
$ sUmerge en agua, cuando la resstencia de agua es proporciond d cuadrado de la
velocidad instantanea y, d mismo tiempo, @ agua eerce una fuerza de flotacion hacia
ariba, cuya magnitud la define d principio de Arquimedes. Suponga que la direccion
positiva es hacia abgo.

b) Resuelva la ecuacion diferencid que obtuvo en la parte a).
¢) Cdcule la velocidad limite, o termina, de la masa que se hunde.

17. a) Si se sacan 0 “cosechan” h animales por unidad de tiempo (k constante), e modelo

demogréfico P(f) de los animaes en cuaquier momento ¢ €S

L pa-tp)-n  PO-2,
endonde g, b, hy Py son constantes postivas. Resuelva @ problema cuando ¢ =5, b =1
yh=4,
b) Use un programa para determinar e comportamiento a largo plazo de la poblacion en
la parte a), cuando Py >4, 1 <Py<4y0<Pp<l.
¢) Si la poblacion se extingue en un tiempo finito, determine ese tiempo.
18. a) Use los datos censales de 1790, 1850 y 1910, para Estados Unidos (tabla anexa d
problema 33, gercicios 3.1) y forme un modelo demogréfico del tipo

%’ - Pla-bP), P(0)= P,

b) Forme una tabla para comparar la poblacion predicha por € modelo en la parte & con
la poblacion segin & ceso. Cacule € eror y e porcentgje de error con ca& par de
dtos.
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19.

20.

Determine las trayectorias ortogonales de la familia y = 1/(x + ¢;) (problema 32, gercicios
3.1). Use una graficadora para trazar ambas familias en e mismo conjunto de ejes
coordenados.

S s supone que una bola de nieve s funde de ta modo que su forma sempre es esférica,
un modelo maemdtico de su volumen es

dv
——=kS
de ’

en donde S es el érea superficial de una esferaderadio r, y k < 0 es una constante de

proporcionaidad (problema 19, egercicios 1.3).

d Replantee la ecuacion diferencid en términos de V(1)

b) Resuelva la ecuacion en la parte @), sujeta a la condicion inicid #(0) = V.

c) Si r(O) = ry, determine € radio de la bola de nieve en funcién del tiempo ¢, ; Cuando
desgparece la bola de nieve?

21. Laecuacion diferencial

22.

dy _ —x+Vx’+y
dx Y

describe la forma de una curva plana, C, que reflga todos los rayos de luz que le llegan y

los concentra en el mismo punto (problema 17, gjercicios 1.3). Hay varias formas de

resolver esta ecuacion.

@ Primero, compruebe que la ecuacion diferencial sea homogenea (Sec. 2.4). Demuestre
que la suditucién y = ux da como resultado

udu _dx
Vi+uw(l—-V1i+u?) «x

Us un sdema agebraco de computacion (SAC) o dguna suditucion adecuada para
integrar € lado izquierdo de la ecuacién. Demuestre que la curva C debe ser una
pardbola con foco en € origen, simétrica con respecto d ge x.

b) A continuacion demuestre que la primera ecuacion diferencid se puede escribir en la
forma aternativa y = 2xy” + y(y')z. Sa w = )? y alique ¢ resultado del problema 54,
gercicios 1.1, para resolver la ecuacion diferencia resultante. Explique cualquier
diferencia que exista entre esta respuesta y la que obtuvo en la parte a).

¢) Por dltimo, demuestre que la primera ecuacion diferencia también se puede resolver
con la sugtitucion = x* + 2.

Un modelo sencillo de la forma de un tsunami o maremoto es

1,dw\ _ .

2( I ) =2W?I- W3

en donde W(x) es la altura de la ola en funcion de su posicion relativa a un punto

determinado en dta mar.

a) Por ingpeccion, determine todas las soluciones constantes de la ecuacion diferencidl.

b) Use un sstema agebraico de computacion para determinar una solucion no congante
de la ecuacion diferencid.

¢) Con una grdficadora, trace todas las soluciones que satisfagan la siguiente condicion
inicid: W(0) = 2.
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~

= l caida libre

resistencia del aire
proporcional a v

resistencia del aire i paracaidas abierto
proporcional a v l

'T":?-”: —

FIGURA 3.14

Problema para discusion

23. Un paracaidista que pesa 160 Ib, se arroja de un avion que vuela a 12 000 ft de altura
Después de caer libremente durante 15 s abre su paracaidas. Suponga que la resistencia
del aire es proporciona a v cuando no e abre @ paracaidas y a la velocidad v después de
abrirlo (Fig. 3.14). Para una persona con este peso, los valores normales de la condante &
en los modelos del problema 27, gercicios 3.1, y € problema 15 anterior, son & = 7.857 y
k = 00053, respectivamente. Calcule € tiempo que tarda @ paracaidista en llegar a suelo.
;Cual es su veocidad de impacto con d suelo?

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y NO LINEALES

m  Ssema de ecuaciones diferenciales como modelo matemético M Sistemas lineales y no lineales
B Desintegracion radiactiva m  Mezclas m Modelo de Lotka-Volterra depredador-presa
m  Modelos de competencia B Redes eléctricas

Hasta ahora, todos los modelos matematicos descritos han sido ecuaciones diferenciales Unicas.
Una sola ecuacion diferenciad puede describir una poblacion en un ambiente, pero s hay, por
giemplo, dos especies que interactlan y compiten en e mismo ambiente (por ejemplo, congos
y zorros), € modelo demografico de sus poblaciones x(f) y y(t) podria Ser un sistema de
dos ecueciones diferencides de primer orden, como

dx _
dt - g](t, X, ,V)

@ _
dt gZ(ts X, y)

0]
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Cuando g1y g» son linedles en las varidbles x y y —esto €5, g1(x, y) = cix + cay + fi(8), ¥ galx,
y)=csx+cqy + fo(f)—, s dice que d sstema (1) es un sistema lineal. Un sistema de ecuaciones
diferencidles que no es lined se denomina no lineal.

En esta seccién describiremos unos model os matematicos partiendo de algunos de los
temas expuestos en las dos secciones anteriores. Esta seccion se parece a la 1.3 porque
abordaremos  adgunos moddlos matematicos que son sisemas de ecuaciones diferencides de
primer orden, sin desarrollar método aguno para resolverlos. Hay motivos para no resolver
ahora esos sistemas. en primer lugar, todavia no conocemos las herramientas mateméticas
necesarias y, en segundo, agunos de los sSstemas que describiremos simplemente no se pueden
resolver.

En e capitulo § examinaremos los métodos de solucion para sistemas de ecuaciones
linedles de primer orden, y en los capitulos 4 y 7, para sstemas de ecuaciones diferencides li-
nedes de orden superior.

Seriesradiactivas  Paa describir la desintegracion radiactiva en las secciones 1.3 y 3.1,
supusimos que larazén de desintegracion es proporciona al numero A(f) de nlcleos de la
sugtancia presentes en € momento ¢ Cuando una sudtancia se desintegra radiactivamente, por
lo general no slo se transmuta en una sustancia estable (con lo que se detiene € proceso), sino
que la primera sudancia se desintegra, forma otra sustancia radiactiva y ésta, a su vez, decae
y forma una tercera sustancia, efc. Este proceso se llama serie de desintegracion radiactiva
(o serie radiactiva) y continlla hasta llegar a un elemento estable. Por gemplo, la serie del uranio
es U-238 = Th-234 —» .. — Pb-206, donde este (ltimo es un isotopo estable del plomo. Los
periodos medios de vida de los diversos elementos en una serie radiactiva pueden ser de
miles de millones de afios (4.5 x 10° afios para el U-238) hasta una fraccion de segundo.
Supongamos que una Serie radiactiva se esquematiza con X R N ,yque k1= =A; <0

y k2 = =X < 0 son las constantes de desintegracion de los elementos Xy ¥, respectivamente, y
que Z es un eemento estable. Supongamos también que x(t), ¥(f) y z(t) representan las canti-
dades de los elementos X, Y y Z, respectivamente, que quedan en cualquier momento. La
desintegracion del elemento X esta definida por

dx
== ,
dt x
mientras que la razén con que desintegra € segundo elemento, ¥, es la razon neta
d
d_)t) = AMix = Ay

porgue gana dtomos cuando desintegra X, y a mismo tiempo pierde &omos por su propia
desintegracion. Como Z es un elemento edtable, solo esta ganando &omos por e desintegra-
miento del elemento ¥:

dz
— = ).
dt 34

En otras palabas, un modelo de la serie radiactiva de tres elementos es € sistema de tres
ecuaciones  diferencidles de primer  orden

dx
Ft = —/\1)6
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d

% = Ax — Ay @)
dz

dt = )‘2y

Mezclas  Examinemos los dos tanques de la figura 3.15. Para fines de nuestra descripcion,
supongamos que € tanque A contiene 50 gaones de agua en que s disolvieron 25 libras de
sd. Condderemos que € tanque B contiene 50 gaones de agua pura El liquido es bombeado
dentro y fuera de los tanques, como se ve en la figura la mezcla se intercambia entre ambos y
s supone que d liquido que sde de B ha recibido una buena agitacion. Deseamos formar un
modelo matemdtico que describa los ndmeros x1(#) y x2(f) de libras de sd en los tanques A y B,

respectivamente, en € momento

aguapura, mezdla,
3 gal/min 1 gal/min
A B
B ( e | —
mezdla, mezdla,
4 gal/min 3 gal/min
FIGURA 3.15

*  Medate un adids pasido d de la pigna 24 en la ssodon 13 y en d gemplo 5 ok la
s00don 31, paa d taque A la tasa neta de cambio de x1(r) &

tasa de entrada tasa de salida
de la sal

de la sal
/ A

h _ (3 gal/min) (O Ib/gal) + (1 gal/min) . ( lb/gal> - (4 gal/min) (;1) lb/gal>

=-£x 1,
5% * 5p%

De igud fomg para d tanque B, la tasa nda de camhbio de xa(f) e

dx _ 4. K0k
dt 50 50 50
=2,-2,
2571 2577
Ad llegamos d dgema lined
by 2Ly, 3
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dx, _ '*—xz _Z_x
dt 257 257

Observamos que € sSistema anterior tiene las condiciones inicides x1(0) = 25, x2(0) = 0.

Moddo depredador-presa  Supongamos que dos especies animaes interactlan en €
mismo ambiente 0 ecosistema; la primera solo come plantas y la segunda se alimenta de la
primera. En otras palabras, una especie es depredador y la otra es la presa; por gemplo, los
lobos cazan a los caribis que se dimentan de pasto, los tiburones devoran a los peces pequefios
y e buho de las nieves persigue a yn roedor artico llamado lemming. Para fines de nuestra
descripcion, imaginemos que los depredadores son zorros y las presas, congjos.

Sean x(f) y y(#) las poblaciones de zorros y congjos en cuaquier momento £ S no hubiera
congjos, cabria esperar que los zorros disminuyeran en numero siguiendo la  ecuacion

dx—_
@ ax, a>0. @

Al carecer del suministro alimenticio adecuado. Por otro lado, cuando hay conejos en €
ecosistema parece logico imaginar que la cantidad de encuentros o interacciones por unidad de
tiempo entre ambas especies, es proporciond simultaneamente a sus poblaciones, x y y; 0 sea,
es proporciona a producto xy. Asi, cuando hay congjos, hay aimento para los zorros y éstos
aumentan en € ecosistema a una tasa bxy > 0. Al sumar esta tasa a la ecuacion (4) se obtiene
un modeo demografico para estos depredadores.

dx
— +

R bxy. &)]
Por otro lado, cuando no hay zorros y s se supone ademas que las reservas de dimento son
ilimitadas, los congjos aumentarian con una rapidez proporciond a nimero de especimenes
existentes en & momento #:

dy
“~=dy, d>0. 6
7 y ©

Pero cuando hay zorros, @ modelo demogréfico para los congjos es la ecuacion (6) menos cxy,
¢ > 0, esto es, disminuye segin la rapidez con que son comidos.

d_ .
it dy = cxy. ¥

Las ecuaciones (5) y (7) forman un sistema de ecuaciones diferencides no lineales
% =-—ax + bxy = x(—a + by)

@
dt

®
=dy = cxy = y(d = cx),

en donde a, b, ¢ y d son constantes positivas. Este es un sistema famoso de ecuaciones y se
llana modelo depredador-presa de Lotka-Volterra.
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A excepcion de las dos soluciones constantes x(t) = 0, y(©) = 0, y x(t) = dlc, ¥(t) = a/b, d
sstema no lined (8) no se puede resolver en términos de funciones elementaes; sin embargo,
podemos andizar en forma cuantitativa y cuditativa esos sistemas. Véase e capitulo 9, Méto-
dos numéricos para resolver ecuaciones diferencides ordinarias.

(A1 (o R Modelo depredador-presa

Supongamos que

% = —0.16x + O_()8xy
Y45y
= 4.5y = 0.9xy

representa un  modelo  depredador-presa. Como  estamos  mangiando  poblaciones, x(t) > 0,
¥(® 2 0. La figura 3.16 se obtuvo con ayuda de un programa, y muestra las curvas
caacteristicas de las demografias de depredadores y presss paa este modelo, sobrepuestas
en los mismos ees coordenados. Las condiciones inicides empleadas fueron x(0) = 4, y(0)
= 4. La curva en negro representa la poblacion x(tf) del depredador (zorros) y la curva en
color a la y() de la presa (congos). Obsérvese que & modelo parece predecir que ambas
poblaciones, X() y y(r), son periddicas. Esto tiene sentido intuitivamente, porque cuando
disminuye la cantidad de presss, la cantidad de depredadores terminard reduciéndose por
menor suministro  alimenticio; pero a causa de un decremento en la cantidad de depredado-
res, aumenta la cantidad de presas; esto, a su vez, origina un mayor nimero de depredadores,

que més addlante originan otra disminucion en la cantidad de presss. m
depredador
=
h]
=
]
2 presa
rfN s T
tiempo
FIGURA 3.16

Modelos de competencia Ahora consderemos que hay dos especies animaes distintas
que ocupan € mismo ecosistema, no como depredador y presa, sino como competidores en €
uso de los mismos recursos, como alimentos o espacio vital. Cuando falta una especie,
supongamos que la razon de crecimiento demogréfico de cada especie es

dx dy

ax_ ©)
t Y —— =y,

d dt 24

respectivamente.
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En vista de que las dos especies compiten, otra hipotesis podria ser que cada una se ve
menguada por la influencia (o existencia) de la otra poblacion. Asi, un modelo de las dos
poblaciones es & sistema lined

(10)

enque g b, Cy d son constantes positives.

Por otra parte, podriamos suponer, como lo hicimos en la ecuacion (5), que cada rapidez
de crecimiento en las ecuaciones (9) debe disminuir a una tasa proporciond a la cantidad de
interacciones entre las dos especies.

dx

T = ax = bxy ab
% = cy = dxy.

VVemos por inspeccion que este sistema no lineal se parece a modelo depredador-presa de
Lotka-Volterra. Seria més red reemplazar las tasas en las ecuaciones (9) -que indican que la
poblacién de cada especie aislada crece en forma exponencial- con tasas que reflegjen que
cada poblacion crece en forma logistica (esto es, que la poblacion permanece acotada):

_ d
z—f" - 44X - b1x2 Y '('1% =&y~ bzyz. 12)

Si a esas nuevas tasas se les restan razones proporcionales a la cantidad de interacciones,
llegamos a otro modelo no lined

= gx = bix’ = c1xy = x(a) = bix = cy)

& &

d 13)
Etz = ayy — by’ - coxy = y(ay = byy = c2%),

en que todos los coeficientes son positivos. El sistema lined (10) y los sistemas no linedes
(N y (13) se llaman modelos de competencia.

Redes Unared eéctrica con més de un ciclo también origina ecuaciones diferenciales
simultaneas. Como vemos en la figura 3.17, la corriente #1(#) se divide en las direcciones
indicadas en e punto By, que se llama nodo de la red. Segin la primera ley de Kirchhoff
podemos escribir

= i)+ () (14)
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Al Bl Cl

S— S—
<> <>
S— L2
< S
<> <>

A2 BZ C2

FIGURA 3.17

Ademés, podemos aplicar también la segunda ley de Kirchhoff a cada circuito. Para @ circuito
A1B1B2424,, sumamos las caidas de voltae a través de cada uno de sus elementos y llegamos a

. di, .
E() = iR+ L, 7’;+ iR, (15)
De igud manera, para € circuito 4 1B) C; C2B2424,, vemos que
E(t) = iR, + LZ%. (16)

Usamos la ecuacion (14) afin de eliminar i; de la (15) y (16), y obtenemos dos ecuaciones
linesles de primer orden para las corrientes i)(¢) € i3(?):

L]“Z_IZ"‘ (R + Rp)iz + Ryiz = E(t)
a
L2717+ Riip + Ryiz = E(1).

Dejamos como gercicio (problema 14) demostrar que € Sistema de ecuaciones diferen-
cides que describe las corrientes i,(t) e ix(¢) de la red con un resistor, un inductor y un capacitor
(Fig. 318) es

L % +Riy = E()
;l.z (18)
RCEZ 4+ -1 =0.
at =1

FIGURA 3.18
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——— EJERCICIOS 3.3

1. No hemos dexrito método aguno para resolver sstemas de ecuaciones diferencides de
primer orden; sin embargo, los sisemas como € (2) se pueden resolver con sdlo saber
resolver una sola ecuacion lined de primer orden. Determine una solucion del sistema (2),
sujeta a las condiciones inicides x(0) = xo, y(0) = 0y z(O) = 0.

2. En @ problema 1 suponga que € tiempo se mide en dias, que las condtantes de desintegra
cion son k& = -0.138629 y k&, = -0.00495 1, y también que xo = 20. Con una graticadora,
trace las curvas de las soluciones x(t), y(t) y z(t) en & mismo conjunto de coordenades.
Con las gréfices estime los periodos medios de los elementos Xy Y.

3. Use las gréficas del problema 2 para aproximar los tiempos en que son iguaes las canti-
dades x(r) y y(t), x(®)y z() y(t), y z(t). ;Por qué se puede aceptar intuitivamente € tiempo
determinado por iguaacion de y(z) y z(¢)?

4. Edablezca un modelo matematico de una serie radiactiva de cuatro elementos, W, X, Y y
Z, donde Z es un eemento estable.

5. Se tienen dos tanques, Ay B, a los que entra y sde liquido con los mismos flujos, de acuerdo
con lo que describe el sistema de ecuaciones (3). ¢ Cual seria & sistema de ecuaciones
diferencides g, en lugar de agua pura, entrara d tanque 4 una salmuera con 2 Ib de sa por
galén?

6. Con la informacion de la figura 3.19 formule un modelo matematico para € minimo de
libras de s, x1(7), x2(r) ¥ x3(f), en cuaquier momento en los tanques 4, B y C, respectiva
mente.

agua pura, mezcla, mezcla,
4 gal/min 2 gal/min 1 gal/min

mezdla, mezda, mezcla,
6 gal/min 5 gal/min 4 gal/min

FIGURA 3.19

7. Hay dos taques A y B, y d piindpio hay 100 gd de salmuera en cada uno. BH taque A
cortiene 100 |b de d dadtas y d B, 50 |b. H d¢ama es carado, porgue los liguidos
bien agitados sdlo pasan de un tangque a otro como vemos en la figura 3.20. Use la
informedidn de la figura para fomar un moddo metamético de les libras de s x1(H y xa(f)
en cdgue momaniio ¢ en los tanques A y B, repedivamente

8 En d probdlema 7 dd dg¢ama de dos tanques hay una rdaddn etre las vaiddes xi(r) y
xy(f) véida para audauie momenio ;Cudl es? Use eda rdaddn como ayuda paa heller
la catided de A en d tanque B auando ¢+ = 30 min.



Seccién 3.3 Sistemas d€ ecuaciones lineales y no lineales 105

LA,

3 gal/min

mezcla,

2 gal/min

FIGURA 3.20

9. Se tiene un modelo depredador-presa de Lotka-Volterra definido por

% = —=0.1x + 0.02xy

4 _ 02y~
i 0.2y - 0.025xy,

en que les podadones x(f) dd deprededor, v y(f), de la pres £ eqresn en miles Con
un prograng, cdade goroximedamente d momento ¢ > 0 cuendo e iguden por primera
vez las pobladones aponiendo X(O) = 6, y(0) = 6. Uxe las géices para hdlar d peiodo
graximedo de cada pobladdn

S tiene d moddo de competenda definido por

%% =x2 = 04x —- 0.3y)

% = y(1 =~ 0.1y - 0.3x),

en que las podladiones X(t) y y(r) = exqresn en miles y t en axos Con un ODE solver,
adice las pobladones a través de un lago paiodo en cada uo de los casos Sguiates

a x(0) =15 y(0)=35 b)x©0)=1, »0)=1
9x(0)=2 y0)=7 d) x(O) = 45, y(0) = 05

. Se tiene d moddo de compdenda ddinido por

dx _
pria x(1—0.1x =0.05y)

dy y(1.7 - 0.1y — 0.15x),

dt

en que las podadones x(t) y y() = exoresn en miles y ¢ en a@os Con un ODE solver,
andice les podadones en un lago paiodo en cada uo de los cass Sguientes

a)x(0)= 1, y(O)= 1 b)x©0)=4, y©0) = 10
9 x0)=9, y0)=4 d) x(0) =55, 3(0) =35



106 CAPITULO 3 MODELADO CON ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

FIGURA 3.21

12. Demuestre que un Sstema de ecuaciones diferencides para describir las corrientes #i(f) e
i3(f) en la red eéctrica de la figura 321 es d Sguiente:

Ldt + Ldt + Rllz = E(t)
di, dis 1.
Ny N S
g 27 Cig 0.

13. Formule un sigema de ecuaciones diferencides de primer orden que describa las corrientes
i2(t) e i3(f) en la red eéctrica de la figura 3.22.

R, i
i iy

L L,
Ry Ry
FIGURA 3.22

14. Demuestre que € sstema linel de las ecuaciones (18) describe las corrientes () e ix(f)
en la red de la figura 3.18. [Sugerencia: dg/dt = is.]

15. Una enfermedad contagiosa se difunde en una comunidad pequefia, con poblacion fija de
n personas, por contacto directo entre los individuos infectados y los susceptibles a pade-
cimiento. Suponga que a principio todos son susceptibles y que nadie sde de la comunidad
mientras e difunde la epidemia. Cuando € tiempo es ¢, sean 1), i) Y »(#), la cantided de
personas -en miles- susceptibles pero no infectadas, las infectadas por la enfermedad
y las que % recuperaron de la enfermedad, respectivamente. Explique por qué € Sstema
de ecuaciones diferencides

ds _ .
e kysi

é=—m+hﬁ
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dr .
E - kZI’

en que k (tasa de infeccion) y k; (tusa de eliminacion o recuperacién) son constantes
positivas, es un modelo matemético razonable para describir la difuson de la epidemia en
la comunidad. Proponga unas condiciones inicides plaushles asociadas con ede sstema
de ecuaciones.

16. a) Explique por qué en e problema 15 basta con andizar

ds _ .
d—t = k1Sl
z—'lt= _IQJl + k]Si.

b) Sean £,= 0.2, k,= 0.7 y n = 10. Escoja diversos valores de i(O) = jy, 0 <jy< 10. Con
un ODE solver prediga el modelo acerca de la epidemia en los casos §¢ > k/k y

so S ko/ky. En e caso de una epidemia, determine la cantidad de personas que se
contagiaran en Ultimo término.

Problemas para discusion

17. Suponga que los compartimientos 4 y B de la figura 3.23 estan llenos de fluidos y que
estan separados por una membrana permesble. Dicha figura muestra € exterior e interior
de una cdula También suponga que € nutriente necesario para € crecimiento de la célula
pasa a través de la membrana Un modelo de las concentraciones x(f) y y(f) del nutriente

en los compartimientos 4 y B, respectivamente, en e momento ¢, es & ssema lined de
ecuaciones diferencides

dx _ K . _
dt—VA(y x)
dy _ & . _
s VB(x y),

en donde ¥4 y V5 son los volimenes de los compartimientos y k > 0 es un factor de
permeshilidad. Sean x(0) = x5 ¥ ¥(0) = yo las concentraciones inicides del nutriente. Con
base sdlo en las ecuaciones del Sistema y en la hipltesis xp > yo > 0, trace curvas probables

fluido a la fluido a la
concentracion concentracion
x(!) A
\_ /
\ /
A B
——
/
membrana

FIGURA 323
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18.

19.

—— Ejercicios de repaso

1

2.

3.
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de solucion ddl sistema en € mismo sistema de ees coordenados. Explique su razonamien-
to. Discuta € comportamiento de las soluciones cuando ¢ tiende a infinito

El sistema del problema 17, & igual que € de las ecuaciones (2), se puede resolver sin
grandes conocimientos. Despele () y y(t) y compare las graficas con su conjetura respecto
dd problema 17. [Sugerencia reste las dos ecuaciones y haga z(f) =x(t) -y(t).] Determine
los valores limite de x(f) y y(f) cuando 1 — . Explique por qué concuerdan con lo que
cabria esperar intuitivamente.

Con base en la pura descripcion fisica del problema de mezclas de las pagines 99 y 1 OO0 y
la figura 3.15, describa la naturdeza de las funciones x;(r) y xa(f). (Cual es € comporta-
miento de cada funcion durante un periodo amplio? Trace las poshles gréficas de xy(f) y
x2(f). Compruebe sus conjeturas empleando un programa para obtener las curvas de
solucion de las ecuaciones (3), sljetas a x;(0) = 25, x(0) = 0.

En marzo de 1976, la poblacion mundial 1legd a 4000 millones. Una revista predijo que
con una tesa de crecimiento anua promedio de 1.8%, la poblacion mundid serfa de 8000
millones a cabo de 45 anos. ;Cémo e compara este valor con € que predice € modeo
segln @ cud la tasa de crecimiento es proporciona a la poblacion en cuaquier momento?
A un recinto de 8000 fi® de volumen entra aire con 0.06% de diéxido de carbono. El flujo
de entrada es 2000 ft*/min y sde con & mismo flujo. S hay una concentracion inicia de

0.2% de dioxido de carbono, determine la concentracion en € recinto en cuaquier instante
posterior. ¢ Cuél es la concentracién a los 10 min? ¢Cuél es la concentracion de estado
estable, o de equilibrio, de diéxido de carbono?

Un marcapasos cardiaco (Fig. 3.24), esta formado por una bateria, un capacitor y €
corazon, que funciona a modo de resistor. Cuando € conmutador S estd en P, € capacitor

corazoén

A0
conmutador Q ‘, I__
P S C

FIGURA 324

s carga; cuando estd en @, se descarga y manda un estimulo eléctrico a corazdn. En este
intervalo, € voltaje E que se aplica d corazon estd determinado por

dE 1
o <t <
dt RCE’ h ! by
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en donde Ry C son congtantes. Determine E(t), cuando E(t) = 0. (Naturamente, la abertura
y cierre del interruptor son periddicas, para estimular los latidos naturales.)

. Suponga que una célula estd en una solucién de concentracion constante C, de un soluto.
La célula tiene un volumen constante V'y € aea de su membrana permesble es la constante
A. Seglin la ley de Fick, la rapidez de cambio de su masa m (la del soluto) es directamen-
te proporciona a area A y aladiferencia C; - C(t), donde C(t) es la concentracion del
soluto en @ interior de la célula en cuaquier momento t. Determine C(t), s m = VC(r) y
C(0) = @ (Fig. 3.25).

les moléculas del soluto
se difunden por la
<, Membrana celular

FIGURA 3.25

. La ley de Newton del enfriamiento es dT/dt = k(T = T,), k < 0; en este caso, la tempera-
tura del medio que rodea a un objeto T, cambia en @ tiempo. Suponga que la temperatura
inicial del objeto es T}y ladel medio, T3,y supongaque T, = T2 + B(T1~ T), en donde
B > 0 es una constante.

a) Determine la temperatura del objeto en cuaquier momento ¢,

b) ¢Cual es e vaor limite de la temperatura, cuando ¢ — oo?

c) ;Cudl esd vdor limite de T,, cuando t — o?

. Un circuito LR en serie tiene un inductor varigble cuya inductancia es

t
-— =t<
[ 1 10’ 0=t<10

0, t=10

Determine la corriente #(#), S la resistencia es 0.2 €}, €l voltge aplicado es E(f) = 4 e i(0) = 0.

Grafique (7).

. Un problema clasico del cdculo de vaiaciones es determinar la forma de una curva € tal
que una cuenta, por la influencia de la gravedad, se dedice del punto A(0, 0) a punto B(xi,
y1) en @ tiempo minimo (Fig 3.26). Se puede demostrar que una ecuacion diferencid no
linedl de la forma y(x) de la trayectoria esy[ 1 + (¥)*] = k, donde k es una constante. Primero

despgie dx en funcion de y y dy, y acontinuacion sustituya y = k sen?d parallegar ala
forma paramétrica de la solucion. La curva € resulta ser una cicloide.
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A(0, 0)
X
bead
¢
mg B(x), vp)
y
FIGURA 3.26

8. Se dispara un proyectil verticdmente hacia ariba, a are, con una velocidad inicid vo ft/s.
Suponiendo que la resistencia del aire es proporcional a cuadrado de la velocidad
instantdnea, un par de ecuaciones diferencides describen d movimiento:

dv
—=-mg-kv:, k>0,
mdt mg — kv

con la direccion de las y postivas hacia arriba, € origen a nivel del piso, paa que v = vy
cuando y = 0; la otra ecuacion es

y m%——'mg—kvz, k>0,

con € ge delas y positivas hacia abgjo, € origen en la atura maxima, paraquev = 0
cuando y = h. Estas ecuaciones describen d movimiento del proyectil cuando sube y baa,
respectivamente. Demuestre que la velocidad de impacto v; del proyectii es menor que la
velocidad inicial vo. También se puede demostrar que el tiempo ¢ necesario para que €
proyectil llegue a su dtura maxima » es menor que € tiempo ¢ que tada en caer desde
esa dtura (Fig. 3.27).

T

h

FIGURA 327

9. Las poblaciones de dos especies animales se apegan a sistema no linea de ecuaciones
diferencides de primer orden

dx

E = k1x(a - X)
dy _

g e

Determine x y y en funcion de ¢.



10.

Secciobn 33 Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales 111

21b/gal mezdla,
7 gal/min 5gal/min
N
B
100 gd
Mmezcia, mezda, mezcla,
3gal/min 1gal/min 4 gal/min

FIGURA 3.28

Dos tanques, Ay B, contienen 1 OO galones de salmuera cada uno a principio del proceso.
El liquido, bien agitado, pasa entre ambos como muestra la figura 3.28. Con la informacion
de la figura, formule un modelo matemdtico para € nimero de libras de sd x; y xj, en los
tanques 4 y B, respectivamente, en cuaquier momento.
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4.9 Ecuaciones no linedes
Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

Ahora pasaremos a resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden o mayor. En
las siete primeras secciones del capitulo examinaremos algo de la teoria y métodos
para resolver ciertos tipos de ecuaciones lineales. En la seccion 4.8 presentamos el
método de eliminacion, para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales, porque es un método bésico, que simplemente desacopla un sistema para
llegar a ecuaciones lineales individuales, de orden superior, en cada variable depen-
diente. El capitulo termina con un breve estudio de ecuaciones no lineales de orden

superior.
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TEORiA PRELIMINAR: ECUACIONES LINEALES

m  Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior m  Problema de valores iniciales

m  Existencia y unicidad m Problema de valores en /a frontera

m  Ecuaciones diferenciales homogéneas y no homogéneas m  Operador diferencial lineal

N Dependencia /ineal/ m Independencia lineal B Wronskiano m  Conjunto fundamental de soluciones
M Principios de superposicion m  Solucion general m  Funcién complementaria ®  Solucién particular

4.1.1 Problemas de valor inicial y de valor en la frontera
Problema de valores iniciales  En la seccidn 1.2 definimos qué es un problema de
vaores inicidles para una ecuacion diferencid generd de orden n. Para una ecuacion diferencia

lineal, un problema de valores iniciales de orden n es

n n-1
Resolver: ay(x) %7)} + ap_1(x) jx,,_y -

() L+ o)y = g3)

suieta @ Y(x0)= yo, Y(X0)=y1s. . Y X0= Yuor. @

Recuérdese que, para un problema como éte, se busca una funcion definida en agin intervao
I que contenga a xg, Yy satisfaga la ecuacion diferencid y las # condiciones inicides especifi-
cadas en xo: ¥(x0) =0, ' (x0) =1, - . , ¥ " (xg)=yn_1. Ya vimos que en ¢ caso de un problema
de vaores iniciades de segundo orden, una curva de solucion debe pasar por € punto (xo, yo) Y

tener Ia pendiente y; en ese punto.

Existencia y unicidad En la seccién 1.2 enunciamos un teorema que especifica las

condiciones para garantizar la existencia y unicidad de una solucion de un problema de vaores
inicides de primer orden. El teorema siguiente describe las condiciones suficientes de exis

tencia de solucién Unica para € problema representado por las ecuaciones (1).

ULLILERN Existencia de una :oluciéa

Sean a,(x), @n-1 (¥); . . ., a (%), ao(x) y g(x) contmuas enun mtew o I :
toda x del intervalo. S x = xy es cudquier punto en € intervalo, exi
intervalo y(x) del problema de vaores iniciales representado por Ias emm
Unica.

[ A]3 KoM Solucion (nica de un problema de valores iniciales

El problema de vaores inicides

3ym + syﬂ___y’ +7y =0, y(l) =0, y'(l) =0, y”(D)EO

tiene la solucion trivid y = 0. Como la ecuacion de tercer orden es linea con coeficientes
constantes, se satisfacen todas las condiciones del teorema 4.1; en consecuencia, Y = 0 es la
Unica solucion en cualquier intervdo que contenga x = 1. L]
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(ALK Solucion Unica de un problema de valores iniciales

El lector debe comprobar que la funcion y = 3e¢® + ¢ = 3x es una solucion dd problema
de vaores inicides

Yi-4y=12x, ¥0)=4, y(©O =1

La ecuacion diferencid es lined, los coeficientes y g(x) son continuos y q(X) = 1 # 0 en
todo intervalo Z que contenga a x = 0. Segln € teorema 4.1, debemos concluir que la funcion
dada es la Unica solucién en Z. n

Ambos requisitos del teorema 4.1: 1) que ax), i =0, 1,2, ..., n Sean continuos, y 2) que
an(x) # 0 paratoda x en Z, son importantes. En forma especifica, s u,,(x) = 0 para una x en €
intervalo, la soluciéon de un problema linead de vaores inicides quizd no sea Unica 0 incluso
no exista; por gemplo, € lector debe comprobar que la funcion y = cx*+ x + 3 es una solucion
del problena de vaores inicides

Py -2y +2y=6 p0)=3, y(O)= 1

para x en d intervalo (—es, ) y cuaquier vaor del pardmetro c. En otras paabras, no hay
solucion Unica para e problema. Aunque se satisface la mayor pate de las condiciones del
teorema 4.1, las dificultades obvias estriban en que ay(x) = x* es cero cuando x = 0, y en que
las condiciones inicides se han impuesto en ese vaor.

Problema de valor en la frontera Otro tipo de problema es resolver una ecuacion
diferencid linedl de segundo ordeno mayor en la que la variable dependiente y, 0 sus derivadas,
esén especificadas en puntos distintos. Un problema como

2
Resolver:  ax(x) % +a)(x) % +ag(x)y = gx)

Sujeta a:  y(a) = yo, Y(0)=n

s llama problema de valores en la frontera. Los valores necesarios, y(u) = yo y Y(b) = y1, ®
denominan condiciones en la frontera. Una solucion del problema anterior es una funcion que
satisface la ecuacion diferencid en agin intervalo Z que contiene a g y b, cuya gréafica pasa
por los dos puntos (u, yo) ¥ (b, y1). Vésse la figura 4.1.

soluciones de la ecuacién diferencia

Y k}\):
N1
I/\-/I

M &.y)

——— ¥

FIGURA 4.1
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Para una ecuacion diferencid de segundo orden, otros pares de condiciones en la frontera
podrian  ser
y'(@) = yo, y(b) =y
y@=yo, yom = n
y’(a) = Yo, yl(b) = Y1,

en donde yo y y; representan constantes arbitrarias. Estos tres pares de condiciones solo son
casos especides de las condiciones generdes en la frontera:

oy (@) + By '(a)= 7
ay(b) + Boy'(b) = 7.
Los g emplos que siguen demuestran que aun cuando se satisfagan las condiciones del

teorema 4.1, un problema de valor en la frontera puede tener i) varias soluciones (Fig. 4.1); ii)
solucion Unica, 0 iii) ninguna solucion.

IO  Un problema de valor en la frontera puede tener muchas soluciones, —
una 0 ninguna

En d gemplo 5 de la seccidn 1.1 vimos que la familia a dos pardmetros de soluciones de la
ecuacion diferencid x" + 16x = 0 es

X = €108 4t + ¢, sen4rt. 2)

a) Supongamos que queremos determinar la solucion de la ecuacion que ademéds sdisfaga
las condiciones de frontera X(0) = 0, x(m/2) = 0. Obsérvese que la primera condicion, 0 =
¢1 cos 0 + ¢; sen O, implica que ¢; = O, de modo que x = ¢, sen 4t. Pero cuando ¢ = 7/2,

0 = ¢; sen 27 es satisfactoria para cualquier eleccion de ¢z, ya que sen 2w = 0. Entonces,
problema de vaores en la frontera

X" +16x=0, x(0) =0 x2Z=0 3)
02
tiene una cantidad infinita de soluciones. En la figura 4.2 vemos las gréficas de agunos de

los miembros de la familia a un pardmetro x = ¢; sen 4t que pasan por los dos puntos, (0, 0)
y (n/2, 0).

It

_1
02——5

FIGURA 4.2
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b) S se modifica como sigue € problema de vaores en la frontera expresado por (3),

x*+ 16x =0, x(0) = o, =0 “@

T
X =
08

X(O) = 0 sigue determinando que ¢; = 0 en la solucién (2). Pero d aplicar x(7/8) = 0ax =
sen 4t se reguiere que 0 = ¢, sen(n/2) = ¢; 1; en consecuencia, x = 0 es una solucion de este
nuevo problema de vaor en la frontera En redidad, se puede demostrar que x = 0 es la
solucién Unica dd dstema (4).

¢) Por dltimo, d transformar d problema en

X"+ 16x=0 x(0) = 0 xog =1 5)

vemos, que ¢; = 0 porque x(O) = 0 pero, d aplicar x(#/2) =1a x = ¢; sen 44, llegamos a la

contradiccién 1 = ¢ sen 21 = ¢; . 0 = 0. En consecuencia, € problema de vaores en
la frontera descrito por (5) no tiene solucion. L]

4.1.2 Ecuaciones homogéneas

Una ecuacion lined de orden n de la forma
a (x)i"ZJ, a (Jf)fln—_lﬁZ +. +al(x) D s sy = 0 (6)
" dxn n-1 dxn' ' dx

se llama homogénea, mientras que una ecuacion

Z:Jn’ + api(x) Z{% +. . +al(x) % + ag(x)y =g(x) (7)

a,(x)

donde g(x) no es idénticamente cero, se llama no homogénea; por gemplo, 2y + 3y Sy =0
es una ecuacion diferencid de segundo orden, lined y homogénea, mientras que x*y” + 6y +
1 0y = €" es una ecuacion diferencid de tercer orden, lined y no homogénea. En este contexto,
la paabra homogénea no indica que los coeficientes sean funciones homogéneas, como sucedia
en la secdon 24.

Para resolver una ecuacion lined no homogénea como la (7), en primera intancia debemos
poder resolver la ecuacion homogénea asociada (6).

Yota

Para evitar repeticiones inutiles en el resto del libro, establecemos las siguientes hipdtesis importan-
tes ql enunciar definiciones y teoremas acerca de las ecuaciones lineales (6) y (7): En un intervalo
coman [

m Los coeficientes ai(x),i=0, 1,2, ..., 1 son continuos
m El lado derecho, g(x), es continuo
[ ] an(x) # O paratoda x en el intervalo
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Operadores diferenciales En cdculo, la diferenciacion sule indicarse con la D ma
ylscula; esto s, dy/dx = Dy. El simbolo D sellama operador diferencial porque transforma
una funcién diferenciable en otra funcién; por ejemplo, D(cos 4x) = -4 sn 4x 'y D(5x* - 6x°)
=15x* = 12x. Las derivadas de orden superior se pueden expr esar en téminos de D en forma
natural:

i EX — d_2X —_ — 2 w — n
dx(dx)—dxz—D(Dy)—Dy y en generd dx"_Dy’
en dondey representa una funcién suficientemente diferenciable. Las expresiones polinomiales
donde interviene D, como D + 3, D?+ 3D~ 4 y 5x3D3 — 6x?D* + 4xD + 9 también son operadores
diferencides. En generd, e operador diferencial de orden n se defing

L = a,(x)D" + a,y(x)D"" ++++ + ay(x)D + ag(x). @®)

Como consecuencia de dos propiedades basicas de la diferenciacion, D(cf(x)) = ¢Df(x), donde
¢ es una constante y D{f(x) + g(X)} = Df(x) + Dg(x), e operador diferencial L tiene una
propiedad de linealidad; es decir, L, operando sobre una combinacion lineal de dos funcio-
nes diferenciables, es 10 mismo que una combinacion lined de Z operando sobre las funciones
individues. En simbolos, edo dgnifica que

Liaf(x) + Bg(x)} = aL(f(x)) + BL(g(x)), &

en donde oy B son constantes. A causa de la propiedad (9), se dice que e operador diferencid
de orden n, L, es un operador lineal.

Ecuaciones diferenciales Toda ecuacion diferencid lined se puede expresar en nota
cion D; por ‘eiemplo, la ecuacion diferencid y" + 5)” + 6y = 5x — 3 se puede escribir en la forma
D’ + 5Dy + 6y = 5x — 3 0 como (D? + 5D + 6)y = 5x — 3. Al aplicar la ecuacion (8), las
ecuaciones diferencides (6) y (7) de orden » se pueden escribir en forma compacta como

Ly) =0 Y  L(y) =gx),
respectivamente.
Principio de superposicién En d siguiente teorema veremos que la suma o superpo-

sicion de dos 0 mé soluciones de una ecuacion diferencia lineal homogénea también es una
solucion.

Lol . W Principio de superposicion, ecuaciones homogéneas

Sean yi, y2,. . . , yx oluciones de la ecuacion diferencia homogénea de orden n; e
(6), donde x esta en un intervlo 1. La combinacion lined "‘

v = a1 (%) + cyax) « .+ cdx),

endondelase¢,i=1,2,...,k son constantes arhitrarias, también es una solicién cuando
X esta en € intervao.
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DEMOSTRACION ~ Probaremos e caso & = 2. Sea [ € operador diferencid definido en (8) y
sean yi(x) ¥ ya(x) soluciones de la ecuacion homogénea L(y) = 0. S definimos y = ¢ yi(x) +
c2ya(x), entonces, por la linedidad de I,

L(y) = L{ciyi(x) + cay2(x)} = cil(yi) + eal(y2)=¢; -0+ c2- 0=0

Coroluﬂos al teorema 4.2

(A) Un mﬁltzplu consmnte ¥ = ciyi(x), de una solucion yy(x) de una ecuacion mfermexal -
~ lineal homogénea también es una solucién.
(B) Una ecuacm diferencial lineal homogénea siempre tiene 1a solucién trmal y =0

Ao W Superposicion, ecuacion  diferencial  homogénea

Las funciones y; = x*y »n= x? In x son soluciones de la ecuacion lineal homogénea

3.

xy" w 2xy" + 4y = 0 para x en ¢ intervalo (0, o). Segin @ principio de superposicion, la
combinacion lineal

y=exX+ex’inx
también es una solucion de la ecuacion en d intervao. n
La funcion y = €™ es una solucion de y* = 9y’ + 14y = 0. Como la ecuacion diferencid es
lineal y homogénea, & multiplo constante y = ce™ también es una solucién. Cuando c tiene

diversos vaores, y = 9¢™,y =0,y = —V5 ¢’ . . . son soluciones de la ecuacion.

Dependencia e independencia lineal  Citaemos un par de conceptos bésicos para
edtudiar  ecuaciones  diferencides  linedes.

DEFINICION 4.1

Se d|ce que un conjunto de funcxones, ﬁ(x), fg{
un intervalo s existen constantes cl,cz,.”, N0

"lfl(x) + czfz(x) oo

para toda x en el intervalo. Sie l con;unw deﬁmmon 5 Do

1nterva|0, .se dlce que es linealmente inde‘ ,

En otras paabras, un conjunto de funciones es linemente independiente en un intervao s las
Unicas congtantes para las que se cumple

cifix)+ eafa(x) +. ..+ enfulx) =0

paratoda x en el intervalo son ¢j= ¢;=...= ¢ = 0.
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Es f&il comprender estas definiciones en e caso de dos funciones, fi(x) y f(x). S la&s
funciones son linealmente dependientes en un intervalo, existen constantes, ¢y ¥ ¢z, que no son
cero a la vez, tales que, para toda x en € intervalo, ¢ fi(x) + cafa(x) = 0; por consiguiente, S
suponemos que ¢; # 0, entonces

filw) = = 2 fix)

esto es, si dos funciones son linealmente dependientes, entonces una es un multiplo constante
de la otra. Al revés, sifi(x) = cyfa(x) para dguna constante ¢,, entonces

1A+ e2fx)=0

para toda x en agin intervalo. Asi, las funciones son lineamente dependientes porque a menos
una de las constantes no s cero (en este caso ¢; = -1). Llegamos a la conclusion de que dos
funciones son linealmente independientes cuando ninguna es multiplo constante de la otra en
un intervalo. Por gemplo, las funciones f(x) = sen 2x y f2(x) = sen x cos x son linealmente
dependientes en (—eo, o) porque fi(x) es mlltiplo constante de fo(x). Con base en la férmula de
doble &ngulo para € seno, recuérdese que sen 2x = 2 sen x cos X. Por otro lado, las funciones
fix) = x y fo(x) = |x|] son linealmente independientes en (—ee, ). Al ver lafigura4.3 € lector
se debe convencer de que ninguna de las funciones es un mlitiplo condante de la otra, en €

intervalo.

y
f] =X
X
(@)
y
f2='x’
X
{(b)
FIGURA 4.3

De lo anterior se concluye que @ cociente A(x)/fi(x) no es constante en un intervalo en que
Six) y f(x) son linedmente independientes. En la siguiente seccion utilizaremos este detalle.
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J]IUINe MR Funciones linealmente  dependientes

Las funciones fi(x) = cosx, /2(x) = sen®x, f3(x) = sec’x, fa(x) = tan*x son linealmente
dependientes en € intervdo (-7/2, w/2) porque

¢; cosix + ¢,sen’x + ¢, sec’x + ¢ tan’x = 0,
cuando ¢; = ¢y =1, ¢3=-1, ¢4 = 1. Hemos aplicado cos?x + sen?x =1y 1 + tan’ =sec’x. =

Un conjunto de funciones, fi(x), />(x), . . . , fa(x), €S linedmente dependiente en un intervalo
S s puede expresar d menos una funciéon como combinacion linead de las funciones restantes.

313N EoN. W Funciones linealmente  dependientes

Las funciones fi(x) = Vx +5, A(x) = Vx +5x, (x) = x =1, fi(x) = x* son linedmente
dependientes en e intervelo (0, «) porquef, e puede escribir como una combinacion linedl
de fi, Ay fa. Obsirvee que

LM=1/x)+5. )+ 0. fax)

para toda x en € intervalo (0, eo). m

Soluciones de ecuaciones diferenciales Ante todo, nos interesan las funciones li-
nealmente independientes o, con mas precision las soluciones linealmente independientes de
una ecuacion diferencial lined. Aunque Siempre podemos recurrir a la definicion 4.1, sucede
gue € asunto de s son linealmente independientes las » soluciones, y4, y2, . . ., ¥, de una
ecuacion diferencid linedl de orden » como la (6) se puede definir mecénicamente recurriendo
a un determinante.

OIIN e ]NW W IR Tl wronskiano

Supéngase que cada una de las funciones fi(x), fa(x), . . ., fu(x) posee n ~ I derivades d
menos. El determinante

h Ak

i fro S
W fisfos -5 o) = o

fl(n_l) fz("—l) R fn(n-l)

en donde las primas representan las derivadas, es e wronskiano de las funciones.
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TEOREMA 4.3 Criterio para soluciones linealmente independientes

sean nsoluciones, v, ya,. . ., ¥, de la ecuacion diferencid (6), lined, homogénea y de orden
n, en un intervalo L Entonces, € conjunto de soluciones es linealmente independiente en 7
Sy sélos

W(yl’ Y2510 0s }’n)¢0
paratoda x en € intervao.

De acuerdo con d teorema 4.3, cuandoyy,y2, . . ., y, SON n soluciones de (6) en un intervao
I, & wronskiano W(yy, ya2, . . ., Y») €S idéntico a cero 0 nunca cero en @ intervalo.

Un conjunto de »n soluciones lineamente independientes de una ecuacion diferencid lined
homogénea de orden n tiene un nombre especia.

TN (@lo]\W I Conjunto fundamental de  soluciones

Todo conjunto yi, y2, . . » ¥, de n soluciones linealmente independientes de la ecuacion
diferenciad lined homogénea de orden n, ecuacion (6), en un intervalo 7, se llama conjunta
fundamental de soluciones en € intervalo.

El asunto basico de s existe un conjunto fundamenta de soluciones de una ecuacion lined
Se contesta con € siguiente teorema.

FHOINTV.W: R Existencia de un conjunto fundamental

Exise un conjunto fundamenta de soluciones de la ecuacion diferencia linedl homogénea
de orden n, (6), en un intervalo I

Asi como cualquier vector en tres dimensiones se puede expresar en forma de una
combinacion lineal de los vectores i, j, k, linealmente independientes, toda solucion de
una ecuacion diferencid lined homogénea y de orden n, en un intervalo I, se puede expresar
como una combinacion lineal de n soluciones linealmente independientes en Z. En otras
paabras, n soluciones linelmente independientes (Vi , y, . . + ¥») son las unidades condtructivas
béscas de la solucion generd de la ecuacion.

LMW  Solucién general, ecuaciones homogéneas

Sean 1, 2, . » y» Un conjunto fundamentdl de soluciones de la ecuacion diferencia lined
homogénea de orden n, (6), en un intervalo I La solucion general de la ecuacion en el
intervalo  es

y = ci(x) + c2y2(x) + ..+ cym(x),
dondec;, i=1,2,.. ., n son constantes arhitrarias.
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J13 LoV Solucion general de una ecuacion diferencial homogénea
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El teorema 45 establece que s Y(X) es cuadquier solucion de (6) en € intervao, Sempre
se pueden determinar las constantes Cr, C,, . . ., C, de td modo que

Y(X) = Cpi(x) + Coya(x) + . . . + Coyul(x).

A continuacion demostraremos € caso cuando n = 2.

DEMOSTRACION ~ Sea Y una solucion y seany; y y» soluciones lineamente independientes de
@y +@y + ay=0en unintervao J. Supongamos que x = { es un punto en I paa € que
W(n(f), y2()) = 0. Consderemos, también, que Y(r) = & y que Y'() = k2. S examinamos las
ecuaciones

Clyl(t) + Czyz(t) = k1
Ciyi(t) + Gyi(0) = ky,

veremos que podemos determinar C; y C, en forma Unica, sempre que e determinante de los
coeficientes  satisfaga

n(t)  yAt)
yo ol

Pero este determinante no es méas que € wronskiano evaluado en x =, y, por hipbtesis, W 0.
S definmos G(x) = Ciyi(x) + Coy»(x), veremos que i) G(x) sdtisface la ecuacion diferencia
porque € una superposicion de dos soluciones conocidas, ii) G(X) sdisface las condiciones
inicides

G(t) = Clyl(t) + Czyz(t) = kl
G'(t) = Giyi(t) + Goyalt) = ko
iii) Y(x) satisface Za misma ecuacion lined y Iqs mismas condiciones inicidles. Como la

solucion de este problema lined de vaor inicid es Unica (teorema 4. 1), entonces Y(x) = G(x),
o bien Y(x) = Ciyix) + Caya(x). "

Las funciones y1 = e**yy, = e** son soluciones de la ecuacion lined homogéneal = 9y =0

en e intervalo (—eo, ). Por ingpeccion, las soluciones son linealmente independientes en
todos los redes o en todo R. Podemos corroborar esto a observar que € wronskiano

e3x e—3x
Ir o3y = = — 0
W(e ,€ ) 3631 _3e—31 6 *

paa toda X. Llegamos a la conclusion de que y; ¥ y, forman un conjunto fundamental de
soluciones 'y, en  Consecuencia,

y =cie” +ce ™

es la solucion genera de la ecuacion en € intervao. ]
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F[IUZCOR: M Solucion obtenida a partir de una solucion general

La funcidn y = 4 senh 3x = 5¢* es una solucion de la ecuacion diferencid del gemplo 7.
(Confie esta afirmacion.) Sejqun e teorema 45, podremos obtener esta solucion a partir
de la solucion generd y = ¢y e + cpe =% Obsérvese que § elegimos ¢; = 2y ¢ = -7, entonces
y = 2¢¥= 7¢* s puede escribir en la forma

Ix _ p-dx
y = 2e¥= e = Se =4 (e_z_e> -5

Edta (itima expresion es y =4 senh 3x = 5¢7*. =

FFUISEOR" Solucion general de una ecuacidn diferencial homogénea

Las funciones y1 = €, y» = e~ y y3= ¢ satisfacen la ecuacion de tercer orden

dy  dy . .. dy _
E"6d‘?+1la—6y—0
e er eSx
Como W(e, e, e*) =|e" 2e™ 3e¥ [ 2¢% # Cl
e 4e¥* 9e

paratodo valor real de x, las funciones yi, y2 y y3 forman un conjunto fundamental de
soluciones en (—oe, o), En conclusion,

y = Clel + Czezx + C3€3x
es la solucion generd de la ecuacion diferencid en d intervao. [ ]

4.1.3 Ecuaciones no homogéneas

Toda funcion y, libre de parémetros abitrarios que satisface la ecuacion (7) se llama solucion
particular o integral particular de la ecuacion; por gemplo, se puede demostrar directamente
que la funcion constante y, = 3 es una solucion particular de la ecuacion no homogenea
y" + 9y = 27.

Siy1,¥2 .. i son soluciones de la ecuacion (6) en un intervelo Zy y, es cudquier solucion
paticular de la ecuacion (7) en Z, entonces, la combinacion lined

y = ayi(x) + cayd®) + o cyi(x) + vp 10)

también es una solucién de la ecuacion (7) no homogénea Si € lector lo medita tiene sentido,
yaque lacombinacion lined ¢jyi(x) + ¢y ya(x) + . . + ceya(x) se transforma en O mediante el
operador L= a,D"+ a,. D" '+ ...+ ayD + agp, mientras que yp Se convierte en g(x). S usamos
k = n soluciones linedmente independientes de la ecuacion (6) de orden n, la expresion (10)
viene a s&r la solucion generd de (7).
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LIl I Solucion general, ecuaciones no homogéneas

Sea y, cualquier solucion particular de la ecuacién diferencial lineal, no homogénes, de
orden n, ecuacién (7), en un intervalo 1, y sean yy, y, . . ., ¥» UN conjunto fundamental
de soluciones de fa ecuacion diferencid homogénea asociada (6); en £ Entonces, la solucién
general de la ecuacion en € intervalo es

y = cy(x) + c2ya(x) + .+ Cayu(X) + yp,
en donde las ¢, i= 1,2, ..., n son constantes arbitraries.
DEMOSTRACION S L ¢ operador diferencial definido en (8) y sean ¥(x) y y,(x) soluciones

paticulares de la ecuacion no homogénea L(y) = g(x). S definimos u(x) = ¥(x) - yp(x), por la
linedided de L s debe cumplir

L(u) = L{Y(x) = y,(x)} = L(Y(x)) = L(y,(x)) = g(x) = g(x) = 0.
Esto demuestra que #(x) es una solucion de la ecuacion homogénea L(y) = 0; por consiguiente,
segln el teorema 4.5, u(x) = cjyi(x) + caya(x) + . + coyn(x), y asi
Y(x) = y,(0) = o) + yalx) + 1+ 6 ya()
0 sea Y(X) = ayi(x) + coyalx) + 0+ Guyalx) + (). "

Funcion complementaria En e teorema 4.6 vemos, que la solucion general de una
ecuacion lined no homogénea consiste en la suma de dos funciones.

y = aylx) + eyx) + ot caYa(®) + Yp(%) = ye(x) + y,(x).

La combinacion lined y(x) = epr(x) + caya(x) + ... + cayu(x), Que s la solucion generd de

(6), se llama funcién complementaria para la ecuacion (7). En otras palabras, para resolver
una ecuacion diferencia lineal no homogénea primero se resuelve la ecuacion homogénea
asociada y luego se determina cualquier solucion particular de la ecuacion no homogénea. La
solucion general de la ecuacion no homogénea es, entonces,

y = funcidon conplenentaria + cualquier solucion particular.
KO REVE  Solucion general de una ecuacion diferencial no homogénea
Se demuestra facilmente por sustitucion que la funcion y, = - % - -x €s una solucion
paticular de la ecuacion no homogénea
&y _dYy
156 dx2+11 - 6y = 3x. (11)

Para llegar a la solucion generd de (1 1), también debemos resolver la ecuacion homogenea
asociada

3 d’y

= 6 +11 — 6y =0.
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Pero en e gemplo 9 vimos, que la solucion generd de edta Ultima ecuacion era Yo = cije* +
coe™ + ¢3¢ en ¢ intervalo (oo, oo); por lo tanto, la solucion general de (II) en € intervdlo es

1
= + = x4 x4 ¥y ]
Y=y ty =ce tce ce 15 .ZV

Otro principio de superposicion El (ltimo teorema en eta discusion nos sera (til en
la seccion 4.4, cuando estudiemos un método para determinar soluciones particulares de
ecuaciones no  homogéness.

TEOREMA 4.7 Principio de superposicién, ecuaciones no homogéneas

Sean k soluciones particulares, yp,s ¥, - - + yp, de 12 ecuacién (7), diferencid lined no
homogénea de orden n, en & intervalo I que, a su vez, corresponden a & funciones distintas,
81,8, .« Gk ESIO €S, supongamos que yy, representa una solucion particular de la ecuacién
diferencia correspondiente

@™ + ay D+t @ )Y+ ao(x)y = gil),

endonde i = 1,2, .. ., k Entonces

Yo = Yo%) + yp%) + 1 + yp)
€S una solucién paticular de
G + an (2" 4+ @)+ aglx)y

= g1(x) + g2(x) + . + gelx): "
DEMOSTRACION  Probaremos e caso en que £ = 2. Sea L € operador diferencia definido en
(8) y sean yp(x) y V,,(X) soluciones particulares de las ecuaciones no homogéneas L(y) = gi(x)
y L) = ga(x), respectivamente. Si definimos y, =y, (x) + yp,(x), demostraremos que y, €s una

solucion particular de L(y) = gi{x) + g2(x). De nuevo, € resultado, es consecuencia de la
linealidad del operador L:

L(y,) = L{y, (x) + yp,0)} = L(p,(¥)) + L(yp,(*)) = &%) + &()-

FIL KRB  Superposicion,  ecuaciones  diferenciales no  homogéneas

El lector debe comprobar que
Vp, = —4x* es una solucion particular dey” = 3y” + 4y = —16x% + 24x - 8,
Vo, = ¢ es una solucion paticular dey” - 3y + dy = 2e*

Yp, = X€ €5 una solucion particular de y” = 3y + 4y = 2xe* = ¢*
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De acuerdo con € teorema 4.7, la superposicion de yp,, Vp, Y Vps

Y= Yot Yot Yoy = —4xt + ¥ 4 xe*,

es una solucidén de

y" = 3y'+ dy = —16x? + 24x — 8 + 2% + 2xe* — €.

—— e
&i(x) 8ix) 8(x)

Hota

Silas yp, son soluciones particulares de la ecuacion (12) parai=1,2, .. ., k, la combinacion lineal

yp = Clypl + Czypz + s Ckypk’

en donde las ¢; son constantes, también es una solucién particular de (]4), cuando el lado derecho
de la ecuacion es la combinacion lineal

agx) + G&x)+ v cgi(x).

Antes de comenzar a resolver ecuaciones diferenciales lineales homogéneas y no homogéneas,
veamos algo de la teoria que presentaremos en la proxima seccion.

__

Esta observacion es la continuacion de la cita sobre los sistemas dinAmicos que aparecié al
final de la seccion 1.3.
Un sistema dinamico cuya regla o modelo matemaético es una ecuacion diferencial lineal

de orden n,
an ™ + G+ () + a(t)y = 80

se llama sistema lineal de orden n. Las n funciones dependientes del tiempo, ?), ¥y(©), . .,
y("'l)(t) son las variables de estada del sistema. Ya sabemos que sus valores, en el momento ¢,
determinan el estado del sistema. La funcién g tiene varios nombres: funcién de entrada,
forzamiento, entrada o funcion de excitacion. Una solucion y(f) de la ecuacion diferencial se
llama salida o respuesta del sistema. En las condiciones mencionadas en el teorema 4.1, la
salida o respuesta J(f) esta determinada en forma Gnica, por la entrada y el estado del sistema
en el momento #y; esto es, por las condiciones iniciales W#), ¥'(fo), - - ., y("")(to). En la figura 4.4
vemos la dependencia entre la salida y la entrada.

salida o
respuesta

entrada o
.- forzamento

FIGURA 4.4
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Para que un sistema dinamico sea sistema lineal, se necesita que el principio de superpo-
sicion, teorema 4.7, sea valido en él; o sea, que la respuesta del sistema a una superposicion
de entradas sea una superposicion de salidas. Ya examinamos algunos sistemas lineales
sencillos en la seccién 3.1 (ecuaciones lineales de primer orden); en la seccién 5.1 examinare-
mos los sistemas lineales para los cuales los modelos matematicos son ecuaciones diferenciales

de segundo orden.

— 4.1:1

1

10.

Dado quey = ¢1€* + cye™ €5 Una familia a dos pardmetros de soluciones dey” =y = 0 en
el intervalo (—eo, <), determine un miembro de la familia que satisfaga las condiciones
inicides y(O) = 0, y'(O) = 1.

. Determine una solucion de la ecuacién diferencia del problema 1 que satisfaga las

condiciones en la frontera y(0) =0, y(1) = 1.

. Dado quey = ¢; ¥ + cpe™ es una familia a dos pardmetros de soluciones dey” — 3y’ — 4y = 0

en el intervalo oo, ), determine un miembro de la familia que satisfaga las condiciones
inicidesy(0) = 1, y'(0) = 2.

. Dado que y = ¢; + ca cos x + ¢3 sen x es una familia a tres parametros de soluciones de

y” +y =0end intervalo (—ee, o), defina un miembro de la familia que cumpla las
condiciones inicides y(m) = 0, y(m) =2, y"(x) = -L.

. Comoy = ¢;x + ¢ax In x es una familia a dos pardmetros de soluciones de x%y” = xy’ +y =0

en e intervalo (—eo, °0), determine un miembro de la familia que sdtisfaga las condiciones
iniciales y(1) = 3, y’(1) = -1.

. Puesto que y = ¢ + cpx? es una familia a dos parametros de soluciones de xy” =y =0 en

e intervalo (—ee, ), demuestre que las constantes ¢; y ¢z no pueden ser tales que un
miembro de la familia cumpla las condiciones inicides »(0) = 0, y'(O) = 1. Explique por
qué lo anterior no contradice d teorema 4.1.

Determine dos miembros de la familia de soluciones de xy” =y = 0, dd problema 6, que
sdtisfagan las condiciones inicides y(0) = 0, y'(O) = 0.

Hale un miembro de la familia de soluciones a xy” = y' = 0 dd problema 6, que satisfaga
las condiciones a la frontera p{0) = 1, y’(1) = 6. ¢El teorema 4.1 garantiza que esta solucion
s Unica?

. Puesto que 'y = ¢j€” cos x + ¢2¢* sen x es una familia a dos parametros de soluciones de

Yy’ =2y +2y=0end intervalo (~ee, =), determine s es posible que un miembro de la
familia pueda stisfacer las siguientes condiciones en la frontera:
8 »0)=1y(0)=0 b) y(O = Ly(m=1
)0 =1,y|7|=1 a) »(©0) =0, y(m) =0,

En virtud de que/y = ¢eix? + ex* + 3 es una familia a dos pardmetros de soluciones de
xzy”- 5xy’ + 8y = 24, en ¢ intervalo (-=, o), determine S es posible que un miembro de la
familia satisfaga estas condiciones en la frontera:

a) y(-1)=0 y(1)=4 b)y(0) =1, »(1)=2
) ¥(0)=3, y(1)=0 d)y1)=3 »2) =15
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En los problemas 11 y 12, defina un intervdo que abarque x = O para € cud € problema de

valor inicid correspondiente tenga solucion Unica.

Il (x = 2)” +3y=x, y(0)=0, y'(0)=1

12.y” + (tanx)y = ¢, y(O)= 1, y'(O)= 0

13. En vida de que X = ¢; cos w + ¢; SN w €S una familia a dos pardmetros de soluciones de
X" + w’x = 0 en d intervalo (o0, o), demuestre que una solucion que cumple las
condiciones inicides x(0) = xg, X'(0) = x; €

X1
X(t) = Xg COS wt + — sen wt.
w

14. Use la familia a dos pardmetros X = ¢ cos wt + ¢ SN w para probar que una solucion de
la ecuacion diferencia que satisface x(f) = xg, x'(fo) = x; €S la solucién del problema
de vaor inicid en e “problema 13”, desplazada o recorrida la cantidad fo:

X1
X(t) = Xp COS w(t = fp) + w Sen wit = fp).

—_— 4.1.2

En los problemas 15 a 22 compruebe s las funciones respectivas son linealmente inde-
pendientes 0 dependientes en (—oo, oo).

15. fi(x) = x, F*(x) = x% fix) = 4x — 3®

16. fi(x) = 0, fi(x) = x, fi(x) = ¢*

17. fi(x) = 5, fi(x) = cos™, fi(x) =sen’x

18. fi(x) = cos 2x, fo(x) = 1, fi(x) = cos’x

19. filx)=x, *(x)=x -1, ix)=x+ 3

20. filx) =2 + x, filx) = 2 + ||

21 fi)=1+x, f() = x filx)= £

22. fi(x) = €%, fi(x) = e*, fi(x) = senh x

En los problemas 23 a 30 compruebe que las funciones dadas forman un conjunto fundamental
de soluciones de la ecuacion diferencid en @ intervao indicado. Forme la solucion generd.

23.y" =y =12y =0; e¥, e¥ (—», )

24.y" =4y = 0; cosh 2x, senh 2x, (— », ®)

25. y" =2y"+ 5y = 0; e* cos 2x. e*sen2x, (—oo, ®)

26. 4y" =4y’ +y = 0; €2, xe*?, (— o, w)

27. x%y" = 6xy' + 12y = 0; x5 x* (0, )

28. x%y" +xy' +y =0; cos(In x),sen(In X), (0, =)

29. x}y" + 6xly" + 4xy' — 4y =0; x, x7% x?Iny, (0, ®)

30. y® + y" = 0; 1, x,cos x,sen x, (—®, )

Problemas paro discusion

31. a) Compruebe que y; = x’ y y; = x> son soluciones linealmente independientes de la
ecuacion diferencid x%y” = 4xy” + 6y = 0 en ¢ intervalo (—ee, oo),

b) Demuestre que (yy, y2) = 0 paratodo numero real x. ¢Este resultado contradice el

teorema 4.3? Explique su respuesta
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¢) Compruebe que ¥, = x* y ¥, = x* también son soluciones linealmente independientes
de la ecuacion diferencia en la parte @), en @ intervao (—oo, o).

d) Hale una solucion de la ecuacion diferencid que satisfaga y(O) = 0, y'(O) = 0.

€) Segln ¢ principio de superposicion, teorema 4.2, las combinaciones linedes

y=cy1 toyr v Y=c1hh + ey

on soluciones de la ecuacion diferencid. Diga § una, ambas o ninguna de las combi-
naciones lineales es una solucidn genera de la ecuacion diferencial en € intervao
(_°°a °°)'
32. Suponga que y; = &'y y; = ¢ son dos soluciones de una ecuacion diferencia lineal
homogeénea. Explique por qué y3 = cosh X Y y4 = senh x también son soluciones de la
ecuacion.

4.1.3

Compruebe que la familia biparamétrica de funciones dadas en los problemas 33 a 36 sea la
solucion generd de la ecuacion diferencid no homogénea en € intervao indicado.

33.y" = Ty’ + 10y = 2e*

y = ce” + e + 6¢”, (—oo’ oo)
3. y"+y=secx

y = ¢;cos X + ¢ sen x + x sen x + (cos x) In(cos x), <— %g)
35. y" ~4y'+ 4y = 2e¥ + 4x = 12

y = ce¥ + cxe™ + x¥¥ + x =2, (- ®, )
36.2xYy" + Sxy' +y=xt—x

_ _ . 1 1
y=cx 2+ ext + 1—5x2 e (©, =)

37.S yp,= 3¢y yp, =x* + 3x son soluciones particulares de

y" — 6y1 + Sy — _9621

Y y' =6y’ +5y = 5x* + 3x = 16,

respectivamente, determine  soluciones  particulares  de

y" =6y’ + 5y =5x2 + 3x = 16 ~ Qe
y y' = 6y’ + S5y =—10x?=6x+32+ ¢,

38. & Hale, por inspeccion una solucion particular de y* + 2y = 10.
b) Determine por inspeccion una solucion particular dey” + 2y = —4x.
C) Hale una solucion paticular de y" + 2y = —4x + 10.
d) Determine una solucion particular dey” + 2y = 8x + 5.
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REDUCCION DE ORDEN

m  Reduccion de una ecuacion diferencial de segundo orden a una de primer orden
B Forma reducida de una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden

Uno de los hechos mateméticos més interesantes al edtudiar ecuaciones diferenciales linedes
de segundo orden es que podemos formar uma segunda solucion, y2, de

ax)y" + ay(x)y’ + ag(x)y = 0 i)

en un intervalo Z a partir de una solucion y; no trivid. Buscamos una segunda solucion, ya(x),
de la ecuacion (1) td que y1y y2 sean lineshnente independientes en Z. Recordemos que S ¥
y y2 son lineshnente independientes, su relacién y,/y; €S no constante en [; esto €S, ya/y; = u(x)
0 y1 = u(x)y1(x). La idea es determinar la funcion u(x) sustituyendo ya(x) = u(x)y1(x) en la
ecuacion diferencid dada Este método se llama reduccion de orden porque debemos resolver
una ecuacion lined de primer orden para halar u.

A3 |JHe MM Segunda solucion por reduccién de orden

S y1= €* e una olucion dey” —y = 0 en  intervalo (-00, e), aplique la reduccién de orden
paa determinar una segunda solucidn, y.

SOLUCION Sy = u(x)yi(x) = u(x)e*, segin la regla ddl producto
y' = ue* + eu', y'= ue+ 2eu’ + e’
y o y' =y = eu" +2u) = 0.
Puesto que ¢ # 0, para esta ultima ecuacion se requiere que u” + 24’ = 0. Al efectuar la

sugtitucion w = ', esta ecuacién lined de segundo orden en u se transforma en w’ + 2w = 0,
una ecuacion linedl de primer orden en w. Usamos e factor integrante ¥ y asi podemos

escribir
d .
—[e*w] = 0.
dx[e w]

Despusés de integrar se obtiene w = ¢;e™, 0 seaque U = ¢;¢™%. Integramos de nuevo y
llegamos a

G
u:—.éle 2x+C2.

Por  consiguiente, y =u(x)er= — %e"‘ + e, 2)

Al degir ¢; = 0y ¢; = -2 obtenemos la segunda solucién que buscdbamos, y2 = ¢™. Dado
que w(e*, e*) # 0 para toda x, las soluciones son lineshnente independientes en (—eo, o). B
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Como hemos demostrado que 1= €'y y, = e* son soluciones linealmente  independientes
de una ecuacion lineal de segundo orden, la ecuacion (2) es la solucion generd de y” =y = 0
en (—ee, o0),

Casogeneral S dividimos por ax(x) parallevar la ecuacion (1) ala forma estandar
y" + P(x)y'+ Q(x)y = 0, &)

en donde P(x) y Q(x) son continuas en agin intervalo . Supdngase, ademas, que yi(x) es una
solucion conocida de (3) en Ty que y1(x) # 0 paratoda x en € intervalo. Si definimos que y =
u(x)y1(x), entonces

y; — Uy, + )/114', y" - Uy, + 2}’1’”’ + )’1u”
y” + Py + Qy = uly; + Py + Qyi] + yw" + (2yi + Py)u’ = 0.
—
cero

Para lo anterior se debe cumplir
yw" + yi+ Pydu'=0 0sa yw' + 2yi+ Py)w=0, )

en donde hemos igualado w = #’. Obsérvese que la Ultima de las ecuaciones (4) eslinea y
separable, a la vez. Al separar las variables e integrar obtenemos

d—w+2’yidx+1>dx=o
1

w

In|wy?| = — dex +Cc 0sa wy’=celts

De la lltima ecuacion despgamos w, regresamos a W = ' e integramos de nuevo:

e-IPdl
u= ¢ f 3 dx + C;.
»

S degmos ¢ =1y ¢c2 = 0, vemos en y = u(x)y1(x) que una segunda solucién de la ecuacion
(3)es

o Pax

y2=y | )

yi2(x)

Un buen repaso de la derivacion sera comprobar que la funcién y»(x) definida en la ecuacion
(5) stisface la ecuacion (3) y que y;y y2 son lineshnente independientes en cualquier intervalo
en que y; no sea cero. Véase e problema 29, de los gercicios 4.2,

Il  Sequnda solucion con la férmula (5)

Lafuncion y; = ¥* es una solucién de x%” ~ 3xy’ + 4y = 0. Determine la solucion general
en e intervalo (0, eo).
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SOLUCION Patimos de la forma reducida de la ecuacion,

b3 4
y —)_Cy +;5y—0,

Al

y vemos, de acuerdo con (5), que yz=xzj A
= x2 J'ﬂxx2 Inx.
La solucion general en (0, <) esta definida por y = ciy1 + ¢y ys; €0 65,

Yy = ex?+ cx?ln X,

Observacion

- e3fdxlx= eln

Y3

Hemos deducido la ecuacién (5) e ilustrado como usarla porque esa férmula aparecera de
nuevo en la siguiente seccion y en la seccion 6.1. Usamos la ecuacion (5) s6lo para ahorrar
tiempo en la obtencién del resultado deseado. EI profesor dira si se debe memorizar la ecuacion

(5) o dominar las bases de la reduccién de orden,

— EJERCICIOS 4.2

Determine una segunda solucion en cada ecuacion diferencid de los problemas 1 a 24. Use la
reduccion de orden o la férmula (5) como acabamos de explicar. Suponga un intervalo adecuado

de vdidez.
Ly"+5y =0, =1
2.y =y =0y =1
3y =AYy dy= 0y = e
Y2y +ry =0 3= xe™
.yn + 16y = 0; y = cos 4x
-y + 9y =0,y =sen3y
y" =y =20, yy= cosh x
Ly =25y =0 p= ¥
9. 9y" — 12y' + 4y = 0; y; = P
10. 6y" +y =y =0; y1= P
I x%" = Txy' + 16y = 0; y; = x*
12, x%" + 2xy’ = 6y = 0; y = x°
JI3. xy" +Yy =0, = Inx
14. 4x" +y=0; y=x"Inx
V15 (1-2x-x)y" +20+ x)y' =2y =0, y=x+1

N oo g &

[ee]
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16. (1=-x)y" =2xy'=0; yy=1
V17 x%" = xy’ + 2y = 0; y = xsen(In x)
18. %" =3xy'+ Sy = 0; y = x* cos(In x)
V19 (1+2x)y"+4xy' =4y =0; y= &
20. 1+ x)y"+xy =y=0, y1= X
{21 xyy' =Xy’ +y=0; y=x
22. x}y" =20y =0;y, = x™*
J23, ¥y = Sxy' + 9y =0; y=xlnx
24. xy" + xy’ +y = 0; y; = cos(In x)
Aplique & método de reduccion para determinar una solucion de la ecuacion no homogénea
dada en los problemas 25 a 28. La funcién indicada, y1(x), es una solucién de la ecuacion
homogénea asociada. Determine una segunda solucién de la ecuacion homogénea y una
solucion particular de la ecuacion no homogénea.
V25. y' =4y =2, y = ¥
26y +y =1, y =1
{27.y" — 3y + 2y = 5e%; y = ¢
/28y —4y"+ 3y =x;, y = eX
29. a) Compruebe por sugtitucion directa que la ecuacion (5) satisface la ecuacion (3).
b) Demuestre que W{(y1(x), y2(x)) = u'y? = e FP0E

Problema para discusion

30. a) Haga una demostracion convincente de que la ecuacion de segundo orden wy” + by +
¢y =0, a, by c constantes siempre tiene cuando menos una solucién de la forma
y1 = €™, donde m; es una constante.

b) Explique por qué la ecuacion diferencid en la parte @) debe tener, en consecuencia, una
segunda solucién de laforma y; = ¢™* o de laforma y2 = xe™”, donde my y m; son
constantes.

c) Vuelva arevisar los problemas 1 a 10. jPuede explicar por qué las respuestas a los
problemas 5 a 7 no contradicen las afirmaciones en las partes @ y b)?

ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
CON COEFICIENTES CONSTANTES

B Ecuacion auxiliar B Raices de una ecuacion auxiliar cuadrdtica ®  Formula de Euler

B Formas de la solucion general de una ecuacion diferencial lineal y homogénea de segundo
orden con coeficientes constantes ll Ecuaciones diferenciales de orden superior

B Raices da ecuaciones auxiliares de grado mayor que dos

Hemos vido que la ecuacion linea de primer orden, dy/dx + uy = 0, donde @ es una constante,
tiene la solucion exponencid y = ¢1 e™ en @ intervalo (—ee, ); por consiguiente, 10 més natural



134 CAPITULO 4 ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

es tratar de determinar S existen soluciones exponenciales en (—oo, o) de las ecuaciones linedes
homogéneas de orden superior del tipo

a,y® * @y e gyt my' + 4y = 0 ()

en donde los coeficientes a;, i = 0, 1, . . ., n son constantes reales y a, # 0. Para nuestra sorpresa,
todas las soluciones de la ecuacion (1) son funciones exponencides o estén formadas 4 partir
de funciones exponencides.

Meétodo de solucion  Comenzaremos con €l caso especia de la ecuacion de segundo
orden

ay' +hy + ¢cp=0. )

S probamos con una solucion de la forma y = e™, entonces Y = me™ y y” = m*e™, de modo
que la ecuacion (2) se transforma en

ame™ + bme™+ ce™ =0 0%a e™am’+ bm+ c) = 0.

Como ¢™ nunca es cero cuando x tiene valor red, la Unica forma en que la funcién exponencia
sdtisface la ecuacion diferencid es digiendo una m td que sea una raiz de la ecuacion cuadrdtica

am*+bm+c=0, 3)

Esta ecuacion se llama ecuacién auxiliar o ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencia
(2). Examinaremos tres casos. las soluciones de la ecuacion auxiliar que corresponden a raices
redes didtintas, raices redes e igudes y raices complgas conjugadas.

CASO I: Raices reales distintas  Si la ecuacion (3) tiene dos raices reales distintas, m; y
m;, llegamos a dos soluciones, y1 = ¢™* y y; = ™, Estas funciones son lineahnente inde-
pendientes en (-eo, o)y, en consecuencia, forman un conjunto fundamental. Entonces, la
solucion generd de la ecuacion (2) en ese intervalo es

y=cre™ + coe™, @)

CASO II: Raices reales e iguales  Cuando m; = m; llegamos, necesariamente, solo a una
solucion exponencia, y; = ¢™* Segun la formula cuadrdica, m; = —b/2a porque la unica forma
de que my = my esque p* - 4gc = 0. Ad, por lo argumentado en la seccion 4.2, una segunda
solucion de la ecuacion es

2mx

yo=em | G dx = e [ dx = xem ®)

En esta ecuacion aprovechamos que —&/a = 2m;. La solucion general es, en consecuencia,

y = 1™ + coxe™, )
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CASO IlI: Raices complejos conjugados S m; Yy mp son complejas, podremos escribir
m=o+ifym=a-if dndeay >0y snredes e # = -1 No hay diferencia formal
entre este caso y € caso 1; por €lo,

y — Cle(a+iﬁ)x + Cze(a—l'B)x.

Sin embargo, en la practica se prefiere trabgjar con funciones resles y no con exponenciales
complgas. Con ede objeto se usa la formula de Euler:

e =cos @+ i sen 6,
en que  es un nimero red. La consecuencia de esta férmula es que
et = cos Bx + i sen Bx Y e ® = cos Bx — i sen Bx, 7N

en donde hemos empleado cos(=fx) = cos fxy sen(—fx) = -sen Bx. Obsérvese que S primero
aumamos y después retamos las dos ecuaciones de (7), obtenemos respectivamente

e + e =2 cos Bx y eBx — 7B = )i sn Bx.

Como y=Cye®+ P+ C,el@ % es una solucion de la ecuacion (2) para cudquier eleccion de
las constantes Cyy Cp, 9 C1= Ca=1y Cy=1, C, = -1 obtenemos las soluciones:

y = e(a+iﬁ)1 + e(zriﬂ)x y y2 - e(a+iﬁ)x - e(a-iﬁ)x.
Pero »= eux(ein + e—iﬂx) = 2e* cOs Bx
y y: = (e ~ e7#*) = 2ie*sen Bx.

En consecuencia, seguin € corolario (A) del teorema 4.2, los dos dltimos resultados demuestran
que las funciones redes e™ cos Bxy e® sen Bx son soluciones de la ecuacion (2). Ademds, esas
soluciones forman un conjunto fundamental en (—eo, e0); por lo tanto, la solucion generd es

y = cr1e™ cos Px + cre™ sen fx

Il

e (cy cos fx + ¢y sen fx). 8)

AL Fcuaciones diferenciales de segundo orden

Resudva las  ecueciones  diferencides  Sguientes:

(@ 2y"=5y'=3y=0({)y —-10y'+25y=0(c)y" +y +y=0

*Se puede deducir, formamente, la férmula de Euler a partir de la serie de Maclaurin & = % {,—l con la sustitucion x =
n=0"

i0, utilizando 2=-1, #= =i, ,y separando después la Serie en sus partes red e imaginaria Luego de establecer esta

posibilidad, podremos adoptar ecm 6 + i Sen § como defncon de €?
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SOLUCION Presentaremos  las  ecuaciones  auxiliares, raices y soluciones generdes co-
rrespondientes.

1

@ 2m*=5m-=3=@2m+ )(m=3) =0, m = -2 m = 3,

y= ¢e 4+ ce*
(b) m*=10m+25=(m =52=0, m=m=25,

y = e* + cxe™
©mami1=0 m=-1+Y; po- 123,

R 2 2)
12
y o€ cos—éx+casenﬁxl .

Resugva € problema de vaor inicid
Yy -4y +13y=0, y0)=-1, y(0)=

SOLUCION  Las raices de la ecuacion auxiliar m? = 4m+ 13=0 sonm; =2+ 3y my =
2 = 3i, de modo que

y = e¥(c, cos 3x + ¢, sen 3x).

Al gplicar la condicion y(0) = -1, vemos que -1 = % cos O + ¢; Sen 0) y que ¢; = -1.
Diferenciamos la ecuacion de arriba y a continuacion, aplicando y'(O) = 2, obtenemos 2 =
3¢y - 2,00, ¢;= 3 por consguiente, la solucion es

y =¥ (— cos 3x + gsen 3x). -

Las dos ecuaciones diferencidles, y” + Ky =0y Yy - ¥y =0, k red, son importantes en
las mateméticas aplicadas. Para la primera, la ecuacion auxiliar m* + & = 0 tiene las raices ima
ginarias m; = ki y my = -ki. Segln la ecuacion (8),con ¢ =0y = k, la solucion genera es

y = ¢ cos kx + ¢; sen kx. 9)

La ecuacion auxiliar de la segunda ecuacion, m? - &2 = 0, tiene las raices redes distintas m; = k
y my = —k; por dlo, su solucién generd es

y= e+ ek (10)
Obsérvese que S €egimos ¢ = ¢ = %y despues ¢ = , = =1 en (10), llegamos a las soluciones

particulares y = (¢¥ + e )2 =coshkx Y Y = (¢¥ - e—’“)/z senh kx. Puesto que cosh kx y
senh kx son linedmente independientes en cudquier intervao del ge x, una forma alternativa
de la solucion generd dey’ — By = 0 es

y =cjcosh kx + ¢z senh kx.
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Ecuaciones de orden superior En generd, para resolver una ecuacion diferencid de
orden n como

a " + @, D+ L+ gy + ay’ + agy = 0, 11
endondelasa;,i=0,1,..., n son condantes redes, debemos resolver una ecuacion polinomial
de grado n:

agm" +a,_m" + L+ azm2 +am+ a;=0. 12)

S todas las raices de la ecuacion (12) son redes y didintas, la solucion genera de la ecuacion
() es

y=c1d" t ™ .t g™

Es mas dificil resumir los andogos de los casos Il y Il porque las raices de una ecuacion auxiliar
de grado mayor que dos pueden presentarse en muchas combinaciones. Por gjemplo, una
ecuacion de quinto grado podria tener cinco raices reales distintas, o tres raices redes didtintas
y dos complgjas, o0 una red y cuatro complegjas, cinco redes pero iguaes, cinco redes pero dos
igudes, etcétera. Cuando m; es una raiz de multiplicidad & de una ecuacion auxiliar de grado
n (esto es, & raices son iguaes a m;), se puede demostrar que las soluciones linealmente
independientes  son

mix X k-1 mx
€™, xe™*, x2e™F L, 1K e

y que la solucion generd debe contener la combinacion linead
€™ + coxe™ + eyttt okl
Por ultimo, recuérdese que cuando |os coeficientes son reaes, las raices complejas de una

ecuacion auxiliar siempre aparecen en pares conjugados. Asi, por gemplo, una ecuacion
polinomiad clbica puede tener dos raices complgas cuando mucho.

J|TNHCOXM  Ecuacion diferencial de tercer orden

Resolver y”' + 3y” - 4y = 0.

SOLUCION Al examinar m> + 3m? — 4 = 0 debemos notar que una de Sus raices es m; = 1.
S dividimos m* + 3m? - 4 entrem - 1, vemos que

m’+ 3m*> A4=(m ~1)(m>+ dm+ 4) = (m -~ )(m + 2),
y entonces las demés raices son my = m3 = -2. ASi, la solucion generdl es

Yy = et + e + cpxe™ ]
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(A I EOR: M Fcuacion diferencial de cuarto orden

d? y
R 1 —+ 2=+ 0.
esuelva —5+y=

SOLUCION  La ecuacion auxiliar es m* + 2m?> + 1= (m*+ 1)> = 0 y tiene las raices m; =
m3 =iy my=my = —i Ad, de acuerdo con € caso Il, la solucion es

y = Cie¥ + Ge ™ + Cyxe* + Cuxe™.
Segln la formula de Euler, se puede escribir € agrupamiento Cie™ + Che™ en la forma
€108 X + ¢ Sen x

con un cambio de definicion de las constantes. Igualmente, x(Cse™ + C4e™) se puede
eqresxr en la foma x(e; cos X + ¢4 SN X). En conssouenda, la 0luddn gened es

Y=¢C0sXxt+ csen x + ¢3x COS X + Cxsen X. -

B gempdo 4 modré un ce0 epedd en que la euaddn auilir tiene races complgas
repeides En genad, s m) = a +iB e uma rdz compga de mutipidded k de una eouedtn
auxiliar con coeficientes reales, su raiz conjugada, m; = o - i3, también es una raiz de
multipidded k. Con bese en las 2k sdudones complgas

e(a+iﬂ)x, xe(aﬂ'ﬁ)x, x2e('x3+‘i/ﬂ)x . . , xk—le(a+iﬁ)x
e(a—iﬂ)x, xe(a—iB)x, xZe(a—iB)x, o xk—le(a—iﬁ)x

llegamos a la condusén, con ayuda de la famua de Ede, de que la sduddn ganad e la
ecuedon dfaendd  corepondiete debe contene una combinedon lined de les 2k sdludo-
nes redes y linedmeate indgpandentes

& cos Bx, xe” cosfx, x2e® cos fBx, ..., x"le®™ cosBx
e sen Br, xe™senfx, x%e™senfx, ..., x"le® g

En el ejemplo 4 vemos que, k=2, =0y 8=1.

Neaudmate d puto més dificil d redve euadones dfaenddes con  codfidentes
condates es la ddemineddn de les rdoss de les euadones awiliaes de gado mayor que
dos; por ejemplo, para resolver 3y” + 5y” + 10y’ — 4y = O, primero debemos resolver
3m + 5m? +10m - 4 = 0. Algo que podemos intentar es probar s la ecuacion auxiliar tiene
raices racionales. Recordemos que si m; = p/q es unaraiz raciona reducida a su expresion
minma de uma ecuaddn audliar g,m” + . . . + aym + gy = 0, con codficientes enteros p €s un
fador de ay y ¢ es fador de a,. Para nuesra ecuedion auxiliar alloica, todos los fadtores de ap =
4y a, =3 sonp: 1, £ 2, +4y @ fl, £3, de modo que las raioss radordes poshles son p/g: fl,
2, 4, i‘, i’y +4 Ertonoessewaieprdaeroon@aunobaosmrﬂos por gamplo, con
d\/lson dnda A = descubren, a la vez, laréiz my = 1y la factorizacion

3mP+5m?+10m — 4 = (m —%) (Bm? + 6m + 12).
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Con dllo laférmula cuadrética produce las demés raices, my = -1 + V3 i ymy=-1- V3.
Entonces, la solucion generd de 3y"” + 5 + 10y’ — 4y = 0 es

y = cie™ + e7¥(c, cos V3x + c3sen \/§x),

Empleo de computadoras Cuando s cuenta con una caculadora 0 un programa de
computacion adecuados, la determinacion o aproximacion de las raices de ecuaciones polino-
miales se conviete en un asunto rutinario. Los sistemas agebraicos de computacion, como
Mathematicay Maple, pueden resolver ecuaciones polinomiales (en una variable) de grado
menor de cinco mediante férmulas agebraicas. Para la ecuacion auxiliar del parafo anterior,
los  comandos

Solve[3m*3 +3m 2 +10m-4==0, m]  (en Mathematica)
solve(3*m*3 + 5*m”"2 + 10*m - 4, m); (en Maple)
den, como resuitedo inmedidto, S representationes de las rdices 1, -1 + V34, -1 = V34 Qb
las ecuaciones auxiliares son de orden mayor, quiza se regmeran comandos NUMEricos,
oomo NSolve y FindRoot en Mahamdica Por su cgpeddad de resdver ecuadones pdino-
miales, 0 nos debe oprender que dgunos S9ames dgaraicos de compuiaddn también n
Cgpeos e preatar ludones explidtes de ecuedones  diferencides linedes homogéness y
e oodfidentes condates por gemplo, d tedear
DSolve [y"[x] + 2 y'[x] + 2 y[x] = = 0, y|x], X] (en Mathematica)
dsolve(diff(y(x),x$2) + 2*diff(y(x),x) +2*y(x) = 0, y(x)); (en Maple)

£ Obtiene  respectivamente

yi] > C2LCes [x]r; C[1]Sen [x]

v y(x) = —C1 exp( -x)sen(x) + —C2 exp( -x) cos(x)
Las eqresiones ataiores quigen dedr que y = ¢x¢™ cos X + e 9 x & uma luddn e
y' +5+2y =0 Ooxtvee qe d sgo maxs fratea 1 ] en d pime resitado es supafiuo,
(Por que?

En d texto d&00 Differential Equations, O Reph PAmar Agnew,* que u d auor de
eudate £ dima que

No es razonable esperar que los aumnos de este curso tengan la destreza y e equipo computacional
necesarios para resolver con eficiencia ecuaciones como

d'y d’y d’y dy _
4317 S5+ 2070 2+ 1416 75 +1.205 7 + 3.169y = 0. 13)

Auque £ puete dsuir § la desreza en computaddn ha mgorado en todos estos afios 0 no,
el equipo si esmejor. Si se tiene acceso a un sistema algebraico computacional, se puede

*McGraw-Hill, New York, 1960.
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considerar que la ecuacion (13) es razonable. Después de simplificar y efectuar algunas
sustituciones en los resultados, con Mathematica se obtiene la siguiente solucion general

(aproximada);

y:

€108 cos(0.618605x) + e 0782 gen (0.618605~)

+ ;™76 c05(0.759081x) + ¢,e"4648 sen (0.759081x).

De paso haremos notar que los comandos DSolve y dsolve, en Mathematica y Maple, d igud
que la mayor pate de los aspectos de cudquier sistema agebraico computaciond, tienen sus

limitaciones.
—— EJERCICIOS 4.3
En los problemas 1 a 36 determine la solucion genera de cada ecuacion diferencid.
L4y +y =0 2. 2y"=5y'=0
3. y"~36y=0 4. y'=8y=0
5. y"+9y =0 6. 3y" +y=0
7.y'=y =6y=0 8. y" =3y +2y=0
d’y dy dy dy
9'd2+8dx+16y 0 10.dx2 10dx+25y 0
. y"+ 3y’ =5y =0 12. y" + 4y’ =y= 0

13. 12y" = 5y' =2y = 0

15.y"—4y’+5y=0

17. 3y"+ 2y’ +y =0

19. y” =4y"~5y'=0

2. y" =y =0

23, y" ~ 5y" + 3y’ + 9y = 0

25. y"+y"=2y =0

27.y "+ 3y"+3y'+y =0

d_“yJr dYy d
4 dx3 de

+24d2

29, =0

d'y

311622

16—

33 =
dx?

35.

36.

14,
16.

18.

8y" + 2y y=10
2y"=3y'+ 4y =0
y"+ 2y +y=0

20' 4y"l+ 4yﬂ + y1 = 0

22.

24,
26.

28.

30.

32.

y"+5y" =0

y”+ 3y" — 4y’ — 12y
Y-y =4y =0

y"” = 6y" + 12y’ — 8y
d'y _ dy

dx4

1
o

1
o

dx2+y=0
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En los problemas 37 a 52 resuelva cada ecuacion diferencia, sujeta a las condiciones inicides
indicadas.

3.y + 16y =0, y(0) = 2, y'(O) = -2
By -y=0, y0)=y(@©O) =1
39. y" + 6y’ + Sy =0, y(0)= 0, y'(0) = 3
4. y" — 8y’ + 17y = 0, y(0) = 4, y'(0) = -1
4. 2y" =2y +y=0, y(0) = -1, y'(O) = 0
42.yr =2y +¥ 0, y(0) =5 y'(0) = 10
43.y"+y +2y=0,y0)=y(©0)=0
4. 4y" -4y -3y =0, y0)=1y(0) =5
45y 3y +2y=0y0) =0 y() =1
0. vy =0 y(3) -0 (3)-2
47y +12y" + 36y’ = 0, y(0) = 0, y'(O) = 1, ¥"(0) = -7
48. V" +2y" - 5y'=6y=0, y0) =y (0) =0, y(0) =1
49. y" -8y =0, y(0)=0,y'(0) = -1, y"(0) = 0
d4 ’ n — n —_
50. E{ =0, y(0)=2,y'(0)=3,y"(0)=4,y"(0)=5
d4 d3 dzy d — —_ - " _ -
5. 95 -322+3 552220 50 =y = 0y(0) =y"(0) = 1
d'y

52. el 0, (0 =y@©) =y(©)=10,y"0=1

En los problemas 53 a 56 resudva la ecuacion diferencial respectiva, sujeta a las condiciones
inicides  sefidades.

53.y" = 10y' + 25y =0, y(0) =1, y(1) =0

5.y +4y =0, y(0)=0, y(m)=0

5.y +y =0, y = =
y' +y =0, y(O) O,y02 2

.y =y =0, yO)=1y(1)=0

En la solucion de los problemas 57 a 60 use una computadora para resolver la ecuacion auxiliar
0 para obtener directamente la solucién general de la ecuacion diferencial dada. Si usa un
sistema algebraico de computacion (SAC) para llegar ala solucion genera, simplifique e
resultado y escriba la solucion en términos de funciones redes.

57. y" —6y" + 2y +y= 0

58. 6.11y" + 8.59y" + 7.93y' + 0.778y = 0

59. 3.15y™ — 534y" + 633y’ - 2.03y =0

60. y(4)+2y".-y+2y:O
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Problemas para discusion

61. a) Las raices de una ecuacion auxiliar cuadrética son my = 4y my = -5. ;Cu4l s la ecuacion
diferencid  lineal  homogénea  correspondiente?
b) Dos raices de una ecuacion auxiliar clbica, con coeficientes redes, son my = — y my =
3 + i ¢(Cudl es la ecuacion diferencid lineal homogénea correspondiente?
C) y1 = e*cos x esuna solucion de y”’ + 6y” +y = 34y = 0. ;Cudl es la solucion general
de la ecuacion diferencia?

62. (Qué condiciones deben llenar los coeficientes constantes @, b y ¢ para garantizar que todas
las soluciones de la ecuacion diferencial de segundo orden uy” + by + ¢y = 0 sean
acotadas en € intervalo [0, e0)?

63. Describa como la ecuacion diferencial xy” +y' +xy =0 (0o sea y" + (I/x)y’ +y =0),
para x > 0 nos permite discernir e comportamiento cuditativo de las soluciones cuando
x — eo. Compruebe sus conjeturas con un ODE solver.

COEFICIENTES INDETERMINADOS, METODO DE LA SUPERPOSICION

B Solucion general para una ecuacion diferencial lineal N0 homogénea® Forma de una solucion
particular W  Principio de superposicion para ecuaciones diferenciales no homogéneas
B Caxs para aplicar coficientes  indeterminados

Hota para el professn En eta seccion se desarolla @ método de los coeficientes inde
terminados a patir del principio de superposicion para ecuaciones diferencides no homogé-
neas (teorema 4.7). En la seccién 4.5 presentaremos un método totamente distinto, donde se
utiliza & concepto de operadores diferencides anuladores. Haga su  eleccion.

Para resolver una ecuacion diferencial lined no homogénea
a4 a1y V4t ay +agy =g(x) ¢))
debemos pasar por dos etapes.

i) Determinar la funcion complementaria, y..
ii) Edteblecer cualquier solucion particular, y,, de la ecuacion no homogenea.

Entonces, como vimos en la seccion 4.1, la solucion generd de (1) en un intervalo esy =y, + yp.

La funcién complementaria y, € la solucion generd de la ecuacion homogénea asociada
ay™ * a, D+ .+ gy’ + agy = 0. En ladltima seccion vimos como resolver estas
ecuaciones cuando los coeficientes son constantes. El primero de dos métodos que debe-
mos considerar para obtener una solucion particular, y,, se llana método de los coeficientes
indeterminados. La idea bésica es una conjetura 0 propuesta coherente acerca de la forma de
¥p originada por los tipos de funciones que forman € dato g(x). El método es bésicamente di-
recto, pero esta limitado a ecuaciones linedes no homogéneas, como la ecuacion (1), en que

B Loscoeficientes a;, i = 0,1, ..., n son constantes
B g(X) es una congtante k, una funcién polinomial, una funcion exponencid e®, funciones
Seno 0 coseno como sen fBx, cos fx, 0 sumas y productos finitos de esas funciones.
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Hota

En términos estrictos, g(x) = k (una constante) es una funcién polinomial. Como es probable que una
funcién constante no sea lo primero que se viene a la mente con el concepto de funciones polinomiales,
en lo sucesivo, para recordar citaremos la redundqncio “funciones constantes, polinomios . . "

A continuacion veremos dgunos eemplos de las clases de funciones g(x) adecuadas para
nuestra  descripcion:

g(x) = 10, g(x) = x% — 5x, g(x) = 15x — 6 + 8e™*,
g(x) = sen 3x = 5x €08 2x, g(x) = ¢* cos x + (3x2 ~ 1)e”*,

efc.. esto es, g(x) es una combinacion lined de funciones del tipo
k (constante), x", x"e™, x"e™ cos Bx y x"e™ sen [k,

en donde » €s un entero no negativo y oy 8 son nimeros redles. El método de los coeficientes
indeterminados no se aplica a ecuaciones de la forma (1) cuando

a(x) =1Inx, g(x) = )lc, g(x) =tanx, g(x)=senlx,

etc. En la seccidn 4.6 se trataran ecuaciones diferenciales en que la “entrada’ (input) de la
ecuacion, g(x), sea una funcion como estas Ultimas.

El conjunto de funciones formado por constantes, polinomios, exponenciales e®, senos y
cosenos tiene la notable propiedad de que las derivadas de sus sumas y productosson, de nuevo,
sumas y productos de congdantes, polinomios, exponencides e®, senos y cosenos. Como la
combinacién linedl de Ias derivates a{® + g’V + . . . + ayjp + agy, debe ser idéntica a
g(x), parece logico suponer que y, tiene la misma forma que g(x).

llusraremos € método hasco con dos eemplos.

Ao Solucion general con coeficientes indeterminados

Resolver y" + 4y’ — 2y = 2x% - 3x + 6. @

SOLUCION Paso 1. Primero resolveremos la ecuacion homogénea asociada y* + 4" -
2y = 0. Al aplicar la formula_cuadratica tenemos que las raices de la ecuacion auxiliar my +
4m -2=0sn m =-2 = N6y my=-2+ V6. Entonces, la funcién complementaria es

¥ = cre~@HVer + o o(-2+VE)x

Paso 2. Como la funcion g(x) es un polinomio cuadratico, supondremos una solucién
paticular que también tenga la forma de un polinomio cuadratico:

Vo= Ax?+ Bx + C.
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Tratamos de determinar coeficientes A, B y C especificos para los que y» sea una solucion
de (2). Sustituimos y, y las derivadas

y,=2Ax+B y y, =24
' en la ecuacion diferencid dada, la ecuacion (2), y obtenemos

ypt4y,—2y,=2A +8Ax + 4B — 2Ax* - 2Bx — 2C
=2x2=3x + 6.

Como s supone que esta ecuacion es una identidad, los coeficientes de potencias de x de
igud grado deben s igudes

igual

2A4|x°+|84-2B|x+| 24 +4B -2C| =2x* - 3x + 6,

Edo es,
-2A = 2, 84 - 2B = -3, 2A +4B - 2C = 6.

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtienen A =-1, B = = %y C = -9. Adi, una solucion
paticular es

2_§ _9n

Yp = =X 57X

Paso 3. La solucidn general de la ecuacion dada es

Y=Y+ Y = cle—(2+\/6)x + Cze(-2+\/6)x_ P %x -9

3|3\ NO W Solucion  particular  mediante  coeficientes  indeterminados

Determine una solucién paticular de y" =y +y = 2 sen 3x.

SOLUCION  Una primera estimacion l6gica de una solucion particular serfa A sen 3x; pero
como las diferenciaciones sucesvas de sen 3x dan sen 3x y también cos 3x, tenemos que
suponer una solucion particular que posea ambos  términos:

Yp = A cos 3x + B sen 3x.

Al diferenciar y,, sudtituir los resultados en la ecuacion diferencial original y reagrupar,
tenemos

yi—yi+y,=(~84 —3B) cos 3x + (3A — 8 B) sn 3x = 2 sen 3x
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igual

]
-84 - 3B |cos 3x + |34_— 883 sen 3x =00cos 3x + 2 sen 3x.

Dd sisema
-84 -3B=0, 34-88B=2,

obtenemos A = %y B=- ;_g Una solucion paticular de la ecuacion es

%= -7—65 cos 3x — ;—; sen 3x. m

Como ya mencionamos, la forma que supongamos para la solucion particular y, €s una
esimacion coherente, no a ciegas. Dicha egtimacion ha de tener en cuenta no solo los tipos de
funciones que forman a g(x), sino (como veremos en e eemplo 4), las funciones que forman
la funcion complementaria y,.

A IR Formacion de yp por superposicion

Resiglvay” — 2" = 3y = 4x = 5+ 6xe®. 3)

SOLUCION Paso 1. Primero se determina la solucion de la ecuacion homogénea asocia-
da, y” =2y’ = 3y =0, solucion que es y, = cre™ + cre™.

Paso 2. A continuacion, la aparicion de 4x = 5 en g(x) sugiere que la solucion particular
contiene un polinomio lineal. Ademés, como la derivada del producto xe?* produce 2xe®

¢%, también supondremos que en la solucién particular hay términos en xe™ y en €”; en
otras paabras, g es la suma de dos tipos bésicos de funciones.

g(x) = g1(x) + g»(x) = polinomio + exponenciales.

En consecuencia, € principio de superposicion para ecuaciones no homogéneas (teorema
47) sugiere que busguemos una solucion particular

YP = ypl + ypp
donde y,, = Ax + By y, = Cxe™ + Ee*. Sustituimos:

Y, = Ax + B + Cxe* + Ee*

en la ecuacion dada (3) y agrupamos los términos semeantes.

Yo =2y, =3y, = —3Ax —2A =3B = 3Cxe” + (2C = 3E)e¥ = 4x = 5 + 6xe®. (4)
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De eda identidad se obtienen cuatro ecuaciones.

-3A =4, -2A=-3B=-5 -3C=6, 2C-3E =0.

La ultima ecuacion del sistema proviene de la interpretacion de que e coeficiente de e en

¢l lado derecho de (4) es cero. Al resolver € sistema llegamos a 4 = - g, B = % C==2y
E=- § En consecuencia,
4 23 4
= ——x+=_ 2 . _ o2,
Y XY 2xe 3e

Paso 3. La solucion generad de la ecuacion es

- 4 23 4
y = ¢eF+ c2e3’—§x+§— <2x+§)e2‘.

De acuerdo con € principio de superposicion, teorema 4.7, también podemos atacar d
gemplo 3 resolviendo dos problemas més sencillos. El lector debe comprobar que a sustituir
Vo, = Ax+ B eny’ =2y m3y=4x=5

Y Vo = Cxe™+ Ee” en y” =2y =3y =6xe™
Se tieng, ypl=—§x+$y ypz=—(2x+§)e2". Entonces, una soluciéon particllar de la ecuacion
B esyp =yp, + Vp,

En & proximo gemplo veremos que, a veces, la hipitesis “obvid’ de la forma de y, no es
una conjetura correcta

AT CoW: W Un tropiezo del método
Determine una solucion particular dey” - S5y” + 4y = 8¢*.

SOLUCION Al derivar ¢ no se obtienen funciones nueves. Asi, S procedemos como en
los ejemplos anteriores, es logico suponer una solucién particular de la forma y, = Ae*. Pero
d sudituir esta expresiéon en la ecuacion diferencia obtenemos la afirmacion contradictoria

0 = 8¢*,

y vemos que nuestra hipétess de y, fue incorrecta

Aqui, ladificultad se aclara a examinar la funcion complementaria y. = ¢;e* + cze™.
Vemos que la supuesta A¢* ya estd presente en y,. Esto quiere decir que ¢ es una solucion
de la ecuacion diferencid homogénea asociada, y d sudtituir un mdltiplo constante A4e* en
la ecuacion diferencid se obtendra, necesariamente, cero.

(Entonces, cud debe ser la forma dey,? Siguiendo e caso Il de la seccion 4.3, veamos
s podemos tener una solucion particular de la forma

Yp= Axe’.
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Sudituimos 3, =Axe* + Aé* Y y, = Axe" + 24" en la ecuacion diferencial, simplificamos y
obtenemos

y;,' - Sy‘;J + 4y, = 34" = 8¢’

En edta ecuacion vemos que € vdor de A es A = = §; por consiguiente, una solucion particular
de la ecuacion dada es

Vp = -%xe". [

La diferencia entre los procedimientos que empleamos en los giemplos 1 a 3 y 4 nos lleva
a condderar dos casos. El primero reflgja lo que sucede en los gemplos 1 a 3.

CASOl: Ninguna funcién en la solucion particular supuesta es una solucion de la
ecuacion diferencial homogénea asociada.

En la tabla 4.1 mostramos algunos g emplos especificos de g(x) en (1), con la forma
correspondiente de la solucion particular.  Naturdmente, suponemos que ninguna funcion, en
la solucion particular y, Supuesta estd duplicada (0 reproducida) por una funcion en la solucion
complementaria  y,.

TABLA 4.1 Soluciones particulares tentativas

g(x) Forma de y,

1.1 (una constante) A

2 Sx+7 Ax+B

3 3x?-2 AP+ Bx+C

4 ¥ -x+1 AX + B+ Cx+E

5.en 4x A cos 4x + B sen 4x

6. cos 4x A cos 4x + B sen 4x

A A

8 (9x=2 &~ (4x + B) €™

9. x%* (Ax* + Bx + C) e~
10 &% sen 4x Ae* wsdx + Be™ sendx
II. 5x% sen 4x , (A%* + Bx + C) cos 4x + (Ex* + Fx + G) sen 4x
12. xe™ cos 4x (Ax + B) &% cos dx + (Cx + E) €** sen 4x

JIINJIe MM Formas de soluciones particulares, caso |

Determine la forma de una solucion paticular de

(a) y" = 8y'+ 25y = Sx’e™ — Te™* (b) y" +4dy=xcosx
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SOLUCION a) Podemos escribir g(x) = (5x® — 7)e™*. Tomamos nuestro modelo del rengldon
9 de la tabla 4.1, y suponemos que una solucion particular tiene la forma

¥p = (Ax’ + Bx? + Cx + E)e™

Obsérvese que no hay duplicacion entre los términos dey,, y los de la funcion complemen-
taria y, = ¢*(c; cos 3x + ¢z sen 3x).

b) La funcion g(x) = X €08 x se parece a la del renglon |l de la tabla 4.1 excepto que usamos
un polinomio lineal y no cuadrético, y cos X y Sen X en lugar de cos 4x y sen 4x, en la forma

dey,:
¥p = (AX + B) cos x + (Cx + E) sen v,

Notese que no hay duplicacion de términos entre y, y yc = ¢) cos 2x + ¢; Sen 2x. L]

S g(x) estd formada por una suma de diganos, M téminos del tipo de los de la tabla,
entonces, como en € egemplo 3, |a hipdtesis de una solucion particular y, consiste en la suma
de las formas tentativas yp,, ¥p» - .- » Vp, Que coOrresponden a los términos

yp:ypl+yp2+...+ypm_
Lo que acabamos de decir s puede formular también como

Regla de formacion para € caso [ La forma dey, es una combinacion lineal de
todas las funciones linealmente independientes generadas por diferenciaciones
repetidas de g(x).

ITON W Formacion de yp por superposicion, caso |

Determine la forma de una solucion particular de

y' =9y + 14y = 3x2 = 5 sen 2x + Txe®™.

SOLUCION
Suponemos  que 3x* corresponde a ¥p, = Ax* + Bx + C.
Suponemos que -5 sen 2x corresponde a Vp, = E cos 2x + F sen 2x.
Suponemos  que 7xe®  corresponde a Vp, = (Gx + H)e®.
Entonces, la propuesta de solucidon particular es
Yo = Yp,+ Yo, + Vp, = Ax? + Bx + C + E cos 2x + Fsen2x + (Gx + H)e®.

Ningln término de esta propuesta repite, o duplica, un término de y, = c1e® + ce™. L]

CASO II:  Una funcién en la solucidn particular supuesta también es una solucién de la
ecuacion diferencial homogénea asociada.

El gemplo que sigue se paece d 4.
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Lo Solucion particular, caso |l

Determine una solucion particular dey” — 2)" +y = &~

SOLUCION  La solucion complementaria es y, = cie* + coxe®. Al igud que en € demplo
4, la hipbtesis y, = Ae* no dara resultado porque se ve, en ., que ¢* es una solucion de la
ecuacion homogénea asociada y” - 2y" + y = 0. Ademas, no podremos determinar una
solucion particular de la forma y, = Axe®, ya que e término xe' también estd duplicado en
y.. Probaremos a continuacion con

V= Ax’e.

Al sudituir en la ecuacién diferencid dada se obtiene

24¢* =¢', demodo que A= %

Entonces, una solucion paticular es yp, = % xe*. L

Supongamos de nuevo que g(x) estd formada por m términos de los tipos que aparecen en
la tabla 4.1 y que la hipétess norma de una solucion particular es

YP=YP, +YP, + '+ YP

endondelasy,,i=1,2,...,m son formas tentativas de solucion particular que corresponden
a eos términos. En las condiciones descritas en e caso Il podemos edtablecer la siguiente regla
generd:

Regla de multiplicacion para € caso || S alguna y, contiene términos que duplican

los términos en y,, entonces y,, se debe multiplicar por x”, donde n es el entero
positivo munimo que dimina esa duplicacion.

AIINZIO M Un problema de valores iniciales

Resuglva € problema de vaores inicides

y'+y=4x + 10senx, y(m) =0, y'(n) = 2.

SOLUCION  La solucién de la ecuacion homogénea asociada, y'+y=06 y. =¢cos x+
¢ sen x. Como g(x) = 4x + 10 sen x es la suma de un polinomio lineal y una funcién senoidd,
nuestra tentativa logica de y,, Segin los renglones 2 y 5 de latabla 4.1, seria la suma de
Vo, =Ax + Byy, =Ccosx + Esenx:

Yy = Ax + B + Ccosx + Esenx. )]

Pero hay una duplicacion obvia en los términos €os x y sen x en esta forma tentativa y dos
términos de la funcion complementaria. Podemos eliminar esta repeticion con sdlo multi-
plicar y,, por x. En lugar de la ecuacion (5) usaremos ahora

¥, = AX + B + Cxcosx + Exsenx. (6)
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Al derivar esta expresion y sudtituir los resultados en la ecuacion diferencid se obtiene
yp+t ¥y, = Ax+B 2Csenx + 2Ecosx = 4x + 10sen x,
y asi A =4 B=0, -2C=10, 2E=0.

Las soluciones del Sstema se ven de inmediato: 4 =4, B=0, C=-5y E = 0. Entonces, de
acuerdo con (6), obtenemos y, = 4x = Sx cos X. La solucion generd de la ecuacion dada es

y=yc+yp=clcosx+czsenx+4x—5xcosx,

Ahora aplicaremos las condiciones inicides a la solucion general de la ecuacion. Primero,
y(m)=crcosm+cysenm+4n—Srcosm=0dac, =9 porquecost=—-1 ysenm=0. A
continuacion, a patir de la derivada

y' =-9rrsenx + ¢;cos x + 4 + 5XSenX = 5cos x
Y y'(m) = —9msenm + c;cosm +4 + Swsenw — Scosw =2
llegamos a ¢ = 7. La solucion del problema de vaor inicid es

y=97cosx +7sen x+ 4x — 5x cos X.

AIIN KXW Empleo de la regla de multiplicacion

Resigvay’ — 6y’ + 9y = 6x* +2 = 1 2¢*.

SOLUCION  La funcion complementaria es ye = ¢ > + coxe®. Entonces, basindonos en
los renglones 3 y 7 de la tabla 4.1, la hipétesis normal de una solucion particular seria

y, = Ax*+ Bx + C + Ee*
Yp, Y,

Al revisar estas funciones vemos que un termino de yj, esta repetido en  y.. Si multiplicamos

, . 3x . . . . .
Vp, POr x € término xe™ sigue sendo parte de y. Pero s multiplicamos  y,, por x* s diminan
todas las duplicaciones. Asi, la forma operdtiva de una solucién paticular es

¥, = Ax? + Bx + C + ExZe™.

S derivamos esta forma, sudituimos en la ecuacion diferencial y reunimos los términos
semgjantes, llegamos  a

vy = 6y, +9y,= 9Ax? + (-12A + 9B)x + 2A = 6B + 9C + 2Ee¥ = 6x2 + 2 = 12¢%.,
De acuerdo con edta identidad, A = §, B = g, C= %y E = -6.

Por lo tanto, la solucion generd y = ye + yp, €

? 8 2
— 3x 3x =2 2,3x
=gertoxe* + —xt+ -x+ - =6x%"
y=a z 393
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I3[ 1JIo MV Ecuacion diferencial de tercer orden, caso |

Resudva y”' +y" = & cos X.

SOLUCION Partimos de la ecuacion caracteristica m* + m? = 0'y vemos que m;= mp = 0,
y m3 = -1. Entonces, la funcion complementaria de la ecuacion es y, = ¢; + cax + c3e™. 3
g(X) = € cos x, de acuerdo con € rengldn 10 de la tabla 4.1, deberiamos suponer

¥, = Ae* cos x + Be*sen X.

Como no hay funciones en y, que repiten las funciones de la solucion complementaria,
procederemos normamente.  Partimos  de

yy + yp = (-2A + 4B)e*cosx + (-4A — 2B)e*senx = e’ cosx

y obtenemos -2A + 4B = 1, -4A = 2B = 0.
Con este sistema tenemos A= --L y B =1, de tal suerte que una solucién particular es
Yp == ﬁex cos x + %e‘ sen x. La solucion generd de la ecuacion es

1 1
y=y¢+y,,=c1+c2x+c3e"‘—1—0e"cosx+§e"senx. ]

(3N MBIN FEcuacion diferencial de cuarto orden, caso |l

Determine la forma de una solucién particular de y™® +y” =1 - x?

e,
SOLUCION Comparamos y, = ¢ + ¢y + cyx® + cse™ con nuestra tentativa normal  de
solucion  particular

¥ = A+ Bx%e*+ Cxe™* + Ee™*,
H_/ | ~— o

I, Ve,

vemos que se eiminan las duplicaciones entre y, y y, cuando se multiplica y,, por 2y Vo,
por x. Asi, la hipGtesis correcta de una solucién paticular es

¥, = Ax*+ Bx’e™ + Cx'e* + Exe™

[ TXICIIE —

En los problemas 27 a 36 de los ejercicios 44 se pide al lector resolver problemas de valores

iniciales, y los problemas 37 y 38 son de valores en la frontera. Segin se expuso en el ejemplo
8, el lector se debe asegurar de aplicar las condiciones iniciales (0 las condiciones en la frontera)
a la solucion general y =y, + yp. Con frecuencia se cae en el eror de aplicar esas condiciones

sblo a la funcion complementaria Y Porque es la parte de la solucion donde aparecen las

constantes.
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— EJERCICIOS 4.4

En los problemas 1 a 26 resuelva las ecuaciones diferenciales por coeficientes indeterminados.

1Ly +3y + 2y=6 2. 4y" + 9y = 15
3. y" — 10y’ + 25y = 30x + 3 4.y +y — 6y =2x

1
5. 2y TV +y=x-2
6. y" = 8y + 20y = 100x* — 26xe*

7.y" + 3y = —48x%* 8. 4y" 4y’ — 3y = cos 2x
9.y"--y’='3 10. y+ 2y = 2¢x + 5= %

Ly =y + 3y=3+ o 2.y - 16y = 2"

13. y" + 4y =3 sen 2x 14. y" + 4y = (x* = 3) sen 2x

15 y" +y = 2x sen X 16. y" =5y =23 —4x? —x + 6

17. y" = 2y"+ 5y = ¢€* cos 2x

18. y" =2y’ + 2y = e*(cos x — 3 sen x)
19.y" + 2y"+y = senx + 3 cos 2x
20y + 2y =24y =16 (x + 2)e*
21, y” = 6y" =3 ~cos x

22. y" = 2y" — 4y’ + 8y = 6xe™

28 y"=3y" + 3y =y=x de'

24, y" _y" - 4yf+ 4)’ =5 — ¢+ ¥
25y + 2" +y = (x = 1)

26. y¥ =y = 4x + 2xe™*

En los problemas 27 a 36, resuelva la ecuacion diferencial respectiva, sujeta a las condiciones
iniciales indicadas.

m\_1 ,(m\_
27y +dy=-2, y(ﬁ)zi’y <§)—2

28 2y" + 3y 2y = 14x - 4x =11, y(0) = 0,y'(0) = 0
29. 5y" +y’ = —6x, y(0) = 0, y'(O) = -10
30.y" + 4y'+ 4y =3+ x)e™, y0)=2y(0) =5
31.y” + 4y'+ Sy =35¢% y(0)= -3, y'(O) =1
2.y y=coshx0) =2 y© = 12

2

33. % + o' = Fysenot, x(0)=0,x'(0)=0
d’x ) _ v
34.-(F+mx_[~‘0cosyt, x(0)=0,x(0)=0
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[y S} N =]

35. y"=2y"+y = 224"+ 40¢5, y(O) = %’ y'(O) = %, y'(0) ==

36.y "+ 8y=2x~5+ 8¢ y@) =-5 y(O)=3 y’(0O) =-4

En los problemas 37 y 38, resuelva la ecuacion diferencid sujeta a las condiciones en la frontera

indicadas.

37.y"+y=x+1 y0)=5y() =0

3.y =2y'+2y=2x-2, y0)= 0, y(m)=7

39. Muchas veces, la funcion g(x) es discontinua en las aplicaciones. Resudva e problema de
vaoresiniciales

y” +4y =g(x), y(0) =1, y'(0) = 2,

SNy, Osxsg-
en donde glx) =
w
0, x>5

[Sugerencia. resudlva € problena en los dos intervalos y después determine una solucion
td que yy ' sean continuas en x = 7/2.]

Problemas paro discusion

40. a) Dexcriba cdmo resolver la ecuacion uy” + by’ = g(X) de segundo orden sin ayudarse con
coeficientes indeterminados. Suponga que ¢(X) es continua. También tenga en cuenta
ques

4 ’ d ’
ay’ + by = = (ay" + by).

h) Como gemplo de su método, resudva y" +y' = 2x — e,
¢) Destriba cuando se puede aplicar @ método de la pate @ a las ecuaciones diferencides
linedles no homogéneas de orden mayor que dos.
41, Dexriba como s puede emplear @ método de esta seccion para determinar una solucion
particular de y" + y = sen x cos 2x. Ponga en préctica su idea

COEFICIENTES  INDETERMINADOS, METODO DEL ANULADOR

B Factorizacion de un operador diferencial ® Operador anulador
W Determinacion de la forma de una solucion particular B Coeficientes indeterminados

En la seccion 4.1 planteamos que una ecuacion diferencid lined de orden n s puede escribir
como  Sgue

anDny + an—an_ly + .. '+ alDy + aﬂy = g('x)’ (1)
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0,1,...,n. Cuando nos convenga, representaremos tamhién edta

en donde DYy = d4y/dx* k=0, 1,
g(x), donde [ representa e operador diferencid lined de orden n:

ecuacion en la forma L(x)

L=gD"+ a D'+  + aiD + q. 2)

La notacion de operadores es més que taguigrafia Util; en un nivel muy préctico, la aplicacion
de los operadores diferencides nos permite llegar a una solucion particular de ciertos tipos de
ecuaciones diferencides linelles no homogéneas. Antes de hacerlo, necesitamos examinar dos

concepta%:

Factorizacion de operadores Cuando lasa;, i =0, 1, ..., n son constantes redes, se
puede factorizar un operador diferencial lineal (2) siempre que se factorice & polinomio
caracteristico aym” + a,m™'+ ...+ aym + a,. En otras paabres, S 7, €s una raiz de la ecuacion

am'+ a,m'+ ..+ am+a =0,

entonces L = (D - r{)P(D), donde la expresion polinomid P(D) es un operador diferencid linedl
de orden n ~ 1; por eemplo, s mangamos [ como una cantidad algebraica, € operador D? +
D + 6 se puede factorizar como (D + 2)(D + 3) o hien (D + 3)(D + 2. Adl, § una funcion y =
f(x) tiene segunda derivada,

(D*+SD + 6)y = (D + 2)(D + 3)y = (D + 3)(D + 2)y.
Lo anterior es un gemplo de una propiedad generd:

Los factores de un operador diferencial lineal con coeficientes constantes son
conmutativos.

Una ecuacion diferencid como y” + 4y + 4y = 0 se puede escribir en la forma
(D*+ 4D+ 4)y=00sea (D+2)(D+2)y=00sea (D +2)}y =0.

Operador anulador S L es un operador diferencid con coeficientes constantes y f es
una funcion suficientemente diferenciable td  que

L(f(x)) =0,

se dice que L es un anulador de la funcion; por gemplo, una funcién constante como y = k
es anulada por D porque Dk = 0. La funcion y = x es anulada por e operador diferencid D?
porque la primeray segunda derivadas de x son 1y O, respectivamente. En forma similar,
D*x*= 0, etoétera.

El operador diferencid D" anula cada una de las siguientes funciones
1, x,xz,. . .,xnolu (3)

Como consecuencia inmediata de la ecuacion (3) y del hecho de que la diferenciacionse puede
llevar a cabo término a término, un polinomio

Gtoxtox*+ ...+ cx™! @)
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% puede anular definiendo un operador que anule la potencia méaxima de x.
Las funciones que anula un operador diferencid lined L de orden » son ajuellas que s
pueden obtener de la solucion general de la ecuacion diferencid homogénea L(y) = 0.

B operador diferencial (D - )" anula cada una de las siguientes funciones

%, xé™, x2e™, . .., x" e ®

Para comprobarlo, observemos que la ecuacion auxiliar de la ecuacion homogénea (D =
a)'y =0e (m = a)" = 0. Puedto que o € una raiz de multiplicidad », la solucion general es

= g™ + gxe”™ + .+ cx"le, ©)

FI3 oMM Operadores anuladores

Determine un operador diferencid que anwule la funcioén dada.
(@1 — 5x + 8x* (b) e* (C) 4e* = 10xe>

SOLUCION a) De acuerdo con (3), sbemos que D> =0 y, como consecuencia de (4),
D 1-5¢2+ 8% =0
b) De acuerdo con (5),con a = -3y n =1, vemos que
(D +3)e*=0.
c) Seglin (5) y (6), con @ =2y n = 2, tenemos
(D - 2)%(4e* =10xe*™) = 0. (]
Cuando o y 8 son nimeros redles, la formula cuadrética indica que [m? - 2am + (a? +

BH" = 0 tiene las raices complgas o + i3, @ = i3, ambas de multiplicidad ». De acuerdo con
la explicacion a find de la seccion 4.3 llegamos a Sguiente resultado.

Bl operador diferencial [D? - 20D + (o2 + ()]" anula cada una de las sigui

€™ cos B, xe™cosfx, xe®cosfx, ..., ¥ 'e®cos

e sen Bx, xe™senfx, x*

(AN (edy M Operador anulador

Determine un operador diferencid que anule a 5e¢™ cos 2x — 9¢™ sen 2x.

e sen B, ..., ¥ 'e®sen
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SOLUCION Al examinar las funciones e™ cos 2xy e sen 2x eveque o = -1y B =2
Entonces, segiin (7), llegamos a la conclusion de que D? + 2D + 5 anulara cada funcion.
Dado que D? + 2D + 5 es un operador lineal, anulara cualquier combinacion lined de esss
funciones, como 5e™* cos 2x = 9¢™ sn 2x. n

Cuando ¢ =0y n =1 s tiene d caso especid de (7):

(D? + §7) {°°S By, ®)

sen Ox

Por gemplo, D?* + 16 anula cuaquier combinacion lined de sen 4x y cos 4x.

! Con frecuencia desearemos anular la suma de dos o més funciones. Segin acabamos de
ver en los gemplos 1y 2, § L es un operador diferencid lined ta que L(1) =0y L(y2) = 0,
entonces anula la combinacion lineal ¢ yi(x) + c2y2(x). Esto es consecuencia directa del
teorema 4.2, Supongamos que L; y L, son operadores diferencides linedes con coeficientes
constantes, tales que Ly anula a yi(x) y L, anula a y(x), pero Ly(y;) # 0y Ly(yy) # 0. Entonces,
el producto de los operadores linedles, LiLy, anula la suma ¢ yi(x) + caya(x). Edo se demuestra
con facilidad aplicando la linedidad y € hecho de que LiL, = LyLy:

LiLy(y1 + y2) = LiLo(y1) + LiLo(y2)
= L2L1(y1) + L1L2(y2)
= Ly[L(y)] + Li[L:(y:)] = 0.

cero cero

Por giemplo, de acuerdo con (3), stbemos que D? anulaa 7 - X y segln (8), D* + 16 anula sen
4x. Entonces, @ producto de los operadores, que es DA(D? + 16), anula la combinacion lineal
7 —x+6sen4x,

Nota

El operador diferencial que anula a una funcién no es Gnico. En la parte b) del ejemplo 1 sefiala-
mos que D + 3 anula a e , pero también la anulan operadores diferenciales de orden superlor
3|empre que D + 3 sea uno de los factores del operador; por ejemplo, (D + 3)(D + 1), (D + 3) y
D (D + 3) anulan, todos, a ¢ I . (Compruébelo.) Para este curso, cuando busquemos un anulador de
una funcion y f(x) obtendremos el operador del orden minimo posible que lo haga.

Codficientes indeterminados Lo anterior nos conduce a punto de la descripcion
anterior. Supongamos que L(y) = g(x) es una ecuacion diferencia lineal con coeficientes cons:
tantes, y que la entrada g(x) condste en sumas y productos finitos de las funciones mencionadas
en (3), (5) y (7), edto es, que g(x) es una combinacion lined de funciones de la forma

k (constante), x™, x™e®, x™e® cos Gx y x"e™ sen [x,

en donde m s un entero no negativo y o'y £ son nimeros redes. Ya sabemos que esa funcién

g(X) se puede anular con un operador diferencia, L;, de orden minimo, formado por un producto
de los operadores D", (D - )"y (D? - 2aD + o? + ). Aplicamos L, a ambos lados de la
ecuacion L(y) = g(x) y obtenemos LiL(y) = Li(g(x)) = 0. Al resolver la ecuacion homogénea y
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de orden superior LL(y) = 0, descubriremos la forma de una solucion particular, y,, dela
ecuacion origind no homogénea L(y) = g(x). A continuacion sugtituimos esa forma supuesta
en L(y) = g(xX) para determinar una solucion particular explicita Este procedimiento de deter-
minacion de y, e llama método de los coeficientes indeterminados y lo aplicaremos en los
proximos  ejemplos.

Antes de seguir, recordemos que la solucion generd de una ecuacion diferencid lined no
homogeénea L() = g(X) esy = yc + y,, donde y. es la funcion complementaria; esto es, la
solucion general de la ecuacion homogénea asociada L(y) = 0. La solucién general de cada
ecuacion L(y) = g(x) esta definida en € intervalo (—oe, oo),

A IOIKE Solucion general mediante  coeficientes  indeterminados

Resudvay” + 3y’ + 2y = 4x2. ¢))

SOLUCION  Paso 1. Primero resolvemos la ecuacion homogénea y" + 3y" + 2y = 0. A
continuacion, a partir de la ecuacion auxiliar m? + 3m + 2 = (m + I)(m + 2) = 0, determinamos
que m =-1y my = = 2; por lo tanto, la funcién complementaria es

Y. = e + ce¥,

Paso 2. Como e operador diferencid D® anula a 4x2, vemos que D¥(D? + 3D + 2)y = 4D%¢?
es lo mismo que

D¥D*+ 3D + 2)y = 0. 109
La ecuacion auxiliar de la ecuacion (10), de quinto orden
m{(m*+3m+2)=0 0sa mi(m+1)(m+2 =0,

tiene las raices my= my =mys =0, ms =-1y ms = -2. Adl, u solucion general debe ser

)

Los términos en la zona sombrea& de la ecuacion (Il) condtituyen la funcion complemen-
taria de la ecuacion origind, (9). Entonces podemos decir que una solucion particular, yp,
de (9) también deberia satisfacer la ecuacion (10). Esto significa que los términos restantes
en la ecuacion (Il) han de tener la forma basica de y,:

y=cytox+onxdt | cue™

y=A+Bx+Cx? 12)
en donde, por comodidad, hemos sugtituido ¢y, oy ¢3 por A, B y C, respectivamente. Para
que la ecuacién (12) sea una solucion particular de la (9), se necesita determinar los
coeficientes especificos A, B y C. Derivamos la funcién (12) para obtener

Y,=B+2Cr,  y =2C,

y sustituimos en (9) para llegar a

yp+3y;,+2y,=2C+3B+6Cx+2A +2Bx +2Cx* = 4x2.
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Como s supone que esta ultima ecuacion tiene que ser una identidad, los coeficientes de
las potencias de igua grado en x deben ser igudes

iqual

|

2C| x*+|2B+6C |x+|24+3B+2C|=4x*+0x+0.

Esio es, 2C=4, 2B+6C=0, 24+3B+2C=0. (13)

Resolvemos las ecuaciones en (13), para obtener 4 =7, B=-6y C = 2. En estaforma, y, =
7~ 6x + 2x%.

Paso 3. La solucion generdl de la ecuacion (9) esy = y, + yp, 0 SR

Y =cle* + e +7 ~ 6x+ 2xl

3]3Jle¥: M Solucion general empleando coeficientes indeterminados
Resueva y" =~ 3y’ =8e* + 4 sen x. (14)

SOLUCION  Paso 1. La ecuacion auxiliar de la ecuacion homogénea asociaday” = 3y° = 0

eSm?=3m=m(m=3) =0, & Qe y, = ¢ + cre™.

Paso 2. Envista de que (D - 3)e3" =0y (D2 + 1) seix = 0, aplicamos € operador diferencia
(D - 3)(D? + 1) a amhbos lados de (14):

(D ~ 3)(D* + 1)(D* - 3D)y = 0. 15)
La ecuacion auxiliar de la ecuacion (15) es
(m=3)(m*+ 1)(m*—3m) =0 O0sa m(m=3)¥m?+ 1) =0.

De modo que y + cyxe¥ + ¢4 cOS x + 5 SEN X.

Después de excluir la combinacion lined de términos indicada en gris que corresponde ay,,
llegamos a la forma de  yp:

yp=Axe** + Bcosx + C sen x.
Sustituimos  y, en (14), simplificamos y obtenemos
¥p =3y, =3Ae¥* + (-B ~ 3C) cos x + (3B — C)sen x = 8¢ + 4 senx.
Igudlamos  coeficientes:

3A=8 -B-3C=0, 3B-C=A4.
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Vemos que A = §, B= %y C= -% y, €N CONsecuencia,
8 6 2
Y, = gxe“ 5008 x — senx.

Paso 3. Entonces, la solucion generd de (14) es

Y= G+ 0™+ gxe” + gcosx —-gsenx, .

F]3Ve) W Solucion general mediante coeficientes indeterminados

Resuglva 3 +y = x oS X = €08 X. (16)

SOLUCION La funcion complementaria es y, = ¢j cos x + ¢; Sen x. S comparamos ¢cos X
y X cos X con las funciones del primer renglén de (7), veremos que ¢ =0y n = 1, asi que
(D* +1)* es un anulador del lado derecho de la ecuacion (16). Aplicamos ese operador a la
ecuacion y tenemos

D*+D¥D*+1)y=0, Osa (D*+1yp=0.

Como jy —i son, a la vez, raices complejas de multiplicidad 3 de la ecuacion auxiliar de la
ultima ecuacion diferencid, concluimos que

y +¢3% COS X + Cgx SEN X csx® €S X + cex? Sen X.

Sustituimos

¥, = Axcosx + Bxsenx + Cx?cosx + Ex’senx

en la ecuacion (16) y simplificamos:

yy +y, = 4Excosx — 4Cxsenx + (2B + 2C)cosx + (-2A + 2E)senx
XCOSX = COS X.

[gulamos los coeficientes y obtenemos las ecuaciones
4E=1 -4C =0 2B + 2C =-1, -2A + 2E = 0,

cuyas solucionesson A= 1, B = =1 C=0y E = ;. En consecuencia la solucion generd de
(16) es

1 1 1
= C1COSX + ¢,8enx + = xcosx ~ = xsenx + - xZsenx.
y=a : 4 2 ol .



160

F|IUSRe M Forma de una solucion particular

(ST KOA Forma de una solucion particular
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Determine la forma de una solucién particular de

y" =2y +y=10e% cos X. an

SOLUCION La funcion complementaria, para la ecuacion dada, es y. = ¢ + coxe”.
De acuerdo con (7),con a= =2, =1y n =1, shemos que

(D*+ 4D + 5)e™*cos x = 0.
Aplicamos € operador L? + 4D + 5 a la ecuacion 17 para obtener
(D*+ 4D + 5)(D*-2D + 1)y = 0. (18)
Como las raices de la ecuacion auxiliar de (18) son -2 =i, -2 +1i, 1y 1,

+ ¢3¢ cos x + cqe > sen x.

Se llega a una solucion paticular de (17) de la forma

Y, = Ae¥ 08 x + Be™™ sen X.

Determine la forma de una solucién paticular de
y" = 4y" + 4y’ = 5x2 = 6x + 4x%e¥ + 3™, 19)
SOLUCION  Primero vemos que
D*(5x* = 6x) = 0, (D =~ 2)%%* = 0, y (D = 5)e* = 0.
Entonces, a aplicar D}(D — 2)3(D - 5) a (19) s obtiene
D¥D - 2)%(D = 5)(D*-4D*+ 4D)y =0
0 sea DD ~2)*(D-5)y=0.

Facilmente se advierte que las raices de la ecuacion auxiliar de la dltima ecuacion diferenciad
son 0,0,0,0,0,2,2,2,2,2 y 5 De aqui que

y= +cox + eax® + e’ + 0562'”4'6@:32“ + cx?e® + csx3e2" + coxte® + cioe™. (20)

Como la combinacion lined ¢ + cse™ + cexe™ corresponde a la funcion complementaria de
(19), los terminos restantes en la ecuacion (20) expresan la forma que buscamos:

¥y = Ax + Bx*+ Cx3+ Ex%¥ + Fx%®™ + Gx'e™ + He™
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Resumen ddl método  Para comodidad del lector resumiremos @ méodo de los coefi-
cientes  indeterminados.

Coeficientes indeterminados, método del anulador

La ecuacion diferencid Uy) = g(x) tiene coeficientes constantes y la funcién g(x) consis!
en sumas y productos finitos de constantes, polinomios, funciones exponencialese®;, senos
y COsenos.

i) Se determina la solucion complementaria, y,, dedalaeecuaciomomonéieralL(y)==(0.

ii) Ambos lados de la ecuacién no homogénea Z(y) = g(x) se Someten a la accion de
un operador diferencial, L, que anwle l@ funcion g(x).

i) Se determina la solucién generd de la ecuciém diferencid homogénea de @ndizn
superior Ly L{y) = 0.

iv) De la solucion obtenida en e paso iif), se eiminan todos los términos duplicados en
la solucién complementaria, y,;, que = determiné en ¢ paso i). Se forma una com-
binacion linedl, y,, con los términos restantes. Esta seré la forma de una solucién
particular de L&) = g(x).

V) Se sustituye y; que se determinG en el paso iv) en L(y) = g(x). Se igualan los
coeficientes de las diversas funciones a cada lado de laigualdad y se despejan
los coeficientes desconocidos eny, del sistema de ecuaciones resultante.

vi) Con la solucion particular que se determino en el paso v), se forma la solucion
generd y = y, + y, de la ecuacion diferencid dada

Observacion

8 método de los coeficientes indeterminados no se puede aplicar a ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes variables ni a ecuaciones lineales con coeficientes constantes cuando
g(x) sea una funciéon como las siguientes:

o |—

gx)=Inx, gx)== g = tan x, g(x) =sen"'x,

etc. En la préxima seccion trataremos las ecuaciones diferenciales en que la entrada g(x) es
una funcion como estas Ultimas.

En los problemas 1 a 10 escriba la ecuacion diferencid dada en la forma L(y) = g(x), donde L
es un operador diferencid lined con coeficientes constantes. S es posible, factorice ..

1. 9y" = 4y = sen x 2. y" = Sy = x* = 2x
Ly -4y ~12y=x-6 bo2y" =3y ~2y =1
5. ym + 10y" + 25y’ = ¢ 6. y' o+ 4y’ = €* COS 2x

7.9+ 2y" = 13y" +10y= xe™* 8. y” +4y" + 3y =x’cosx — 3x
9. y® + 8y =4 10. y@ —8y" + 16y = (¥’ = 2x)e*
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En los problemas 11 a 14 compruebe que e operador diferencid mencionado anula la funcion
indicada.

Il. D% y = 10x> - 2x 12. 2D = 1, y = 4e
13. (D = 2)(D + 5); y = e¥* + 3¢
14. D? + 64; y =2 cos 8x = 5 n 8x

En los problemas 15 a 26, determine un operador diferencia linea que anule la funcion dada

15. 1+ 6x — 2x° 16. x*(1  5x)

17. 1+ 7% 18. x + 3xeb

19. cos 2x 20. 1 $enx

21. 13x + 9x? —sen 4x 22. 8x =~senx + 10 cos 5x
2. e+ 2xe* — x%* 24. (2 = ey

25. 3 + €* ¢cos 2x 2. e*senx — e cos x

En los problemas 27 a 34, determine funciones linealmente independientes que anulen el
operador  diferencid  dado.

21. D 28. D* + 4D

29. (D = 6)(2D + 3) 30. D* - 9D - 36

3. D*+5 32. D*=-6D + 10

33. D*~ 10D*+ 25D 34, DD - 5)(D ~ 1)

En los problemas 35 a 64 resuelva la respectiva ecuacion diferencial por e método de los
coeficientes  indeterminados.

35. y" ~ 9y = 54 36. 2)" — Ty + Sy = 29

7.y 4y =3 38.y" +2y"+y' =10

39.y" + 4y +4y=2x + 6 40, y" +3y' =4x = 5

4L y"+y” =8x? 42, y" = 2y' +y = x* + 4x

43, y" =y = 12y = ¥ A4,y + 2y" + 2y = Se&

45. y" = 2y' = 3y = det = 9 46. y" + 6y’ + 8y = 3e% + 2x
47.y” + 25y =6senx 48. y"+ 4y =4 cosx + 3senx ~ 8
49,y + 6y’ + 9y = —xet 50. y" + 3y’ = 10y = x(e* + 1)
5L, y" =y =x%* + 5 52.y” + 2y +y = x%*

53.y"=2y'+ 5y =¢"seny
54. y"+y + % y = €*( sen3x — cos 3x)

55. y" + 25y = 20 sen 5x 56.y” +y =14 cos x =~ senx
5. y"+y' + y = xsenx 58. y" + 4y = cos’x

59.y " + 8y" = —6x7 + 9x + 2

60, y' -y +y —y=xeF—e*+ 7

6l.y"”=3y"+ 3y my=¢ -3+ 16
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62. 2ylu - 3yn _ 3yl + 2y — (ex + e—x)z
63. y —2y" + y" = e +1 64, y O 4y = 5¢2 = ¢

Resudlva la ecuacion diferencid de cada uno de los problemas 65 a 72, sujeta a las condiciones
inicides  dadas.

65. ¥" = 64y = 16, y(0) =1,y'(0)=0

66. y"-ty =x, y(0)=1,y(0)=0

67. y” ~Sy'=x-2, y(0)=0, y'(O) =2

68. y" + S5y’ — 6y = 10e*, y(0) = 1, y'(O) = 1

69. y” +y= 8 cos 2x -~ 4senx, y<g) = -1, y’<g> =0

70. ym - 2)’” + y' = xe* + 5, y(O) =2, y’(o) = 2, y"(o) = -1

71 y” =4y’ + 8y = x% y(0) = 2, y'(O) = 4

2. y® ~9=x+ ¢ y(0)=0,y'(0) =0,y”(0) =0, y"(0) = 0

Problema para discusion

73. Suponga que L es un operador diferencid lined factorizable, pero que tiene coeficientes
varidbles. ;Los factores de L se conmutan? Defienda su aseveracion.

VARIACION DE PARAMETROS

B Forma reducida de una ecuacion diferencial lineal, no homogénea y de segundo orden
B Una solucién particular con pardmetros variables

B Determinacion por integracidn de pardmetros variables

B El wronskiano W  Ecuaciones diferenciales de orden superior

El procedimiento que seguimos en la seccion 2.3 para llegar a una solucion particular de una
ecuacion diferencial lined de primer orden

2+ Py = f0) (1)

en un intervalo se aplica también a ecuaciones lineales de orden superior. Para adaptar €l
método de variacion de pardmetros a una ecuacion diferencid de segundo orden,

a(x)y" + ay(x)y’+ ax)y = g(x), 2

comenzaremos igud que en la seccion 4.2, es decir, llevaremos la ecuacion diferencid a su
forma  reducida

y' + Wy + Q(x)y = flx) 3
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dividiéndola por e primer coeficiente, az(x). Suponemos que P(x), Q(x) ¥ f(x) son continuas
en agln intervalo 1. La ecuacion (3) es @ andogo de la ecuacion (1). Segln vimos en la seccion
4.3, no hay dificultad en obtener la funcion complementaria, ye, de (2), cuando los coeficientes
son  constantes.

Hipotesis  Essimilar ala hipdtesis y, = u(x)y;(x) que usamos en la seccion 2.3 a fin de
hdlar una solucion particular, y,, de la ecuacion lined de primer orden (1). Para la ecuacion
lined de segundo orden (2) se busca una solucion de la forma

Yo = w(X)y1(x) + ur(x)y2(x), C))

en que y; y y2 formen un conjunto fundamenta de soluciones, en I, de la forma homogénea
asociada de (2). Aplicamos dos veces la regla del producto para diferenciar y, y obtenemos

’ !
Vp = Wiyl + Y1l + Y2 + Yoo

—_— n 14 ! n . n ' 4
Yp =Wyl tyiuit Yol uiyihyr vy, Uzt yup turys.

Sudituimos (4), las derivadas de ariba en la ecuacién (2) y agrupamos los términos.

cero cero
Yo+ PO + QW)y, =l Y1+ Pyl + Oyl + w[ ¥4 + Py; + Qi

+ YUl Fuiyi + YU + ways + Plyut + yus] + yiui + ysu;

d [ d 1 ! 13 ! ! ! r
= Zx'[))lul] + Ix [y2us] + Plyui + yous ]+ yiui + yug
d ’ ’ ’ ' 1 ISTH
= I [yl + yauz ] + Pyl + yuj] + yiu; + yiu; = f(x). (5)

Dado que buscamos determinar dos funciones desconocidas, u; y #2, s de esperar que
necestemos dos ecuaciones. Las podemos obtener s establecemos la hipdtess adicionad de
que las funciones u; y u; satisfacen yu; + y.us = 0. Esta hipétesis es pertinente porque s
pedimos que yquy + yaus = 0, la ecuacion (5) se reduce ayyu; + yaus =f(x). Con €lo ya tenemos
las dos ecuaciones que desedbamos, aunque sea para determinar las derivadas uy u5.
Aplicamos la regla de Cramer y la solucion dd sistema

Vil + yu; = 0

Yiul + YUz = f(x)

% puede expresar en términos de los determinantes

, W , W
W= Y w=gh ©
e donde w="""", wm=1° " wm=[" 0| )
oy &)y, ¥ fx
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Las funciones uyy u, se determinan integrando los resultados en (6). Se ve que € determinante
W es el wronskiano de y,y y,. Sabemos, por la independencia lineal entre y;y y2 en 1,
que W(yi(x), y(x)) # 0 para toda x en € intervalo.

Resumen del mé&odo Por lo generd, no se aconsga memorizar formulas, sino més hien
comprender un procedimiento. Sin  embargo, € procedimiento anterior es demasado largo
y complicado para recurrir a @ cada que deseemos resolver una ecuacion diferencid. En este
caso lo més eficaz es usar las formulas (6). A, para resolver azy” + apy’ + agy = g(x), primero
se hdla la funcion complementaria y. = cjy1 + c2y2, ¥ después se cacula @ wronskiano Wy, (x),

ya(x)). Se divide entre a, para llever la ecuacion a su forma reduciday” + Py" + Qy =f{(x) para

hallar f(x). Se determinan u, y u; integrando, respectivamente, uy = W{/W'y uy = Wo/W, donde
se definen W1y W, de acuerdo con (7). Una solucion particular €Sy, = uiy; + uzy,. La solucion
generd de la ecuacion es, por consiguiente, Y = ye + yp.

I 31IV I ToMI Solucion general mediante variacion de pardmetros

Resuglva y" — 4y + 4y = (x + 1)e¥.

SOLUCION  Partimos de la ecuacion auxiliar m? — 4m + 4 = (m = 2)> = 0, y tenemos que
Ve = ¢1e™ + coxe™. |dentificamos y; = ¢* y yy = xe¥ y caculamos @ wronskiano

2x 2x

xe
2e¥ 2xe¥ + ¥

— abr

W(e¥, xe*) =

Como la ecuacion diferencid dada estd en la forma reducida (3) (esto es, € coeficiente de
y" es 1), vemos que f(x) = (x + 1)e*. Aplicamos (7) y efectuamos las operaciones

0 xel‘ er 0

W=l + e 2xe + e | —(et Dret, W= 26 (x + 1)e| O+ e,
y asl, segin (6),
‘= _("*e#"“-__x* —x 4 =(x—:—i)e—4x=x+ 1.
En consecuencia, U =- ? - ’—;—2, y Uy = ?‘21 +x
Entonces, Yy = (— Jﬁ; - )%2) e* + (—2 + x) xe¥ = (%3- + x{) e
Y= Yot y, = cie¥ + oxe + <%3 + )—;—2> ex, n

Y
IV IZTe M Solucion general mediante variacién de parametros

Resudva 4y” + 36y = o 3x.
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SOLUCION Primero llevamos la ecuacion a su forma reducida (6) dividiéndola por 4
” _1
y t gy = Z CsC 3X.

En virtud de que |as raices de la ecuacion auxiliar m? + 9= 050N my = 3i y my = -3i, la
funcion complementaria es y. = ¢ cos 3x + ¢; sen 3x. SUtUIMOS y; = cos 3x, y, = SN 3x
yf(x) = 1 cc 3x en las definiciones (7) y obtenemos

cos 3X  sen 3
—3sen3x 3 cos3x

W(cos 3x, sen 3x) =

_| 0 sendx| 1 W, = cos 3x 0 | _1cos3x
"7 b esc 3 3cos 3x 4 27 |3 sen 3 fosc3x| 4sn3x
Al integrar
u'=%———l u’—&=1 cos 3x
w1 Y "7 W 12sen3x
1 1
obtenemos w==15% y =3¢ Injsen3x|.
Asl, una solucion particular es
- - -1—x oS 3x + L (sen3x) Injsen3x].
YP = 12 36
La solucidn generd de la ecuacion es
1 1
y=y.+y,=c1cos3x + c;sen3x = 75 x cos 3x + = (sen3x) Injsen3x|, ®)

12 36

La ecuacion (8) representa la solucion generd de la ecuacion diferencia en, por eemplo,
d intervalo (0, #/6).

Constantes de integracion Al determinar las integrales indefinidas de u1y s, No
necesitamos  introducir  constantes.  Porque

Y=DYe+ Yp=Ch1+ Y2+ (i + a)) ;i + (u2 + by,
= (cr+ayr+(c2+ b)ys+ Ui+ )2

= Cyi+ Caya+ my + w2y

A]INCIM Solucion general por variacion de parémetros

Resudvay” =y = %
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SOLUCION La ecuacién auxiliar, m* = 1= 0 da como resultado mj = -1y m, = 1. Entonces,
Ye= c1€8 + ce". Tenemos W(e", e™)= =2y

,_ _e*1/x) _1me”
Uy -5 5 ’ Wy = ZJ;O—t dl,
, . e(l/x) _ _1pé
Uy = _‘_.2 > U, = 3 %1 dt.

Se sabe bien que las integrdes que definen a uy y up no se pueden expresar en términos de
funciones elementdles. En consecuencia,  escribimos

1 r e’ 1 x e
=ze ——dt——e"‘f —dt,
yp 2 Xy t 2 xot
y asl
et
y=yc+yp=cle‘+cze“+ e’ j Tdt——e x?dt. ]
] Xy

En & gemplo 3 podemos integrar en cualquier intervalo xy < ¢ < x que no contenga a
origen.

Ecuaciones de orden superior El méodo que acabamos de describir paa las ecua

ciones diferenciales no homogéneas de segundo orden, se puede generalizar a ecuaciones
lineles de orden n estritas en su forma estandar

YO + Poy(x)y® D + oot Pix)y’ + Py(x)y = fx). )
Siye=ciy1+em+ ..+ ¢y ypesla funcién complementaria de (9), una solucion particular es
Yp = tiCy1(x) + wa(x)ya(x) + . .+ un(x)yn(x),

enquelasug, k=1,2,...,n estén determinadas por las » ecuaciones

Yii+ Yz + o+ yuup =0

P! —

yiu; + iz + o+ Yy =0

(n-1)

YWug e Oug 4y = fx),

Las primeras n = 1 ecuaciones del sstema, d igud que yiup + yaua = 0 en (5), son hipotesis
hechas para simplificar la ecuacion resultante después de sustituir y, = ui@y(x) + . .« +
un(x)yn(x) en (9). En ede caso, la regla de Cramer da

,_

U = W k=1,2,...,n
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en donde W es e wronskiano de yi, y2, . . ., Vn Y Wi €5 € determinante obtenido d sustituir la
k-ésima columna del wronskiano por la columna

0
0

0
J&).

Cuando n = 2 se obtiene (6).

Observacion

i) EI método de variacion de parametros tiene una clara ventaja sobre el de los coeficientes
indeterminados, porque siempre llega a una solucion particular, ), cuando se puede resolver
la ecuacion homogénea relacionada. Este método no se limita a una funciénf(x) que sea una
combinacién de los cuatro tipos de funciones de la pagina 121. En las ecuaciones diferenciales
con coeficientes variables también se puede aplicar el método de la variaciéon de parametros,
asi el de los coeficientes indeterminados.

i) En los problemas que siguen, no se debe vacilar en simplif'icar'la forma de yp. De acuerdo
con la forma en que se haya llegado a las antiderivadas de #;y #,, quiza el lector no llegue a
la misma Yp que aparece en la parte de respuestas; por ejemplo, en el problema 3 tanto Vo=

% sen x = % X €08 X como Yp = % sen x = % X €OS X son respuestas validas. lEn cualquiera de los
casos, la solucion general y = y, + y, se simplifica ay = ¢, €0§ X + ¢; sen x — X COS X. éPor qué?

Resudva cada una de las ecuaciones diferencides en los problemas 1 a 24 por vaiacion de
pardmetros. Proponga un intervllo en que la solucion generd esté definida

1.y” +y =secx 2. y'+y=tanx
3.y +y=seny 4. y" +y=secxtan x
5. y" +y = coskx 6.y" +y = secx
7.y" =y = cosh x 8.y" y=senh2x
2x 9x
9. [\ :e— Ly - =
y y X 1Oy 9 e3x
) x
I y" + 3y’ + 2y = 2.y -3y + 2y = =<
Yy 2y = e R AR A g
13. y" + 3y’ + 2y = sen ¢* 14.y"=2y"+y = e*arctan x
" ’ — e’ i ' = ¢*
15. y" - 2y +y—m 16.y” —2y'+ 2y =¢*secy
=-10x
17.y7+ 2y +y=e*Inx 18. y” + 10y" + 25y =

x2
10. 3_}’” - 6}” + 30y = ¢* tan 3x 20. 4yu - 4y/ +y= ex/Z 1—x?
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21. y"+ y' =tan x 22. y"+ 4y'= seclx
23 ym — zyn - y; + 2y - eSx 24 2ym - 6)/" - x2

En los problemas 25 a 28 resuelva por variacion de parametros la ecuacion respectiva, sujeta
a las condiciones inicides y(O) =1, y'(O) = 0.

25'4y"_y:xe1/2 26.2y"+yr_y:x+1
27,y "+ 2y'=8y= 2wt 28.y" ~dy'+ 4y = (1247 - 6x)e>
2.9 y1=x" cos xy yp =x12 sn x forman un conjunto fundamenta de soluciones de

x4+ xy + (k- Dy =0en (0, ), determine la solucién generdl de

x2yn + xy/ + (xz _ %)y .._.x3/2.

30. S yy=cos(Inx) y y» = sen(In x) son soluciones conocidas, linelmente independientes, de
x%” +xy' +y =0, en (0, o), determine una solucién particular de

xiy” +xy +y = sec(in x).

Problemas para discusién

31. Determine la solucion genera de la ecuacion diferencid del problema 30. Diga por qué e
intervalo de validez de la solucion generd no es (0, eo).

32. Describa como se pueden combinar |os métodos de coeficientes indeterminados y de
variacion de pardmetros para resolver la ecuacion diferencial

y”+y’=4x2—“3+e;.

ECUACION DE CAUCHY-EULER

B Una ecuacion diferencial lineal con coeficientes variables especiales

WM FEcuacion auxiliar® Raices de una ecuacion auxiliar cuadrdtica

B Formas de la solucion general de una ecuacion diferencial de Cauchy-Euler,

lineal, homogénea y de segundo orden M Uso de variacion de parametros

B Ecuaciones diferenciales de orden superiorB Reduccion a ecuaciones con coeficientes constantes

La facilidad relativa con que pudimos determinar soluciones explicitas de ecuaciones diferen-
cides linedles de orden superior con coeficientes constantes en las secciones anteriores, en
generd no se consigue con las ecuaciones linedes con coeficientes variables. En e capitulo 6,
veremos que cuando una ecuacion diferencid lined tiene coeficientes variables, 1o mejor que
podemos esperar, porlo general, es deterniinar una solucidn en forma de serie infinita. Sin
embargo, € tipo de ecuacion diferencid que examinaremos en esta seccién €S uUna excepcion
a la regla se trata de una ecuacion con coeficientes variables cuya solucion generd siempre se
puede expresar en términos de potencias de X, senos, cosenos y funciones logaritmicas y
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exponenciades. Es més, ete método de solucion es bastante smilar a de las ecuaciones con
coeficientes  constantes.

Ecuacion de Cauchy-Euler o ecuacion equidimensional Toda ecuacion  dife-
rencial linedl de la forma

d” a"-
ax" &), ayo1x" !

— e ]+ + alxgz+aoy g(x),

donde los coeficientes ay, a1, .,,, gy SOn condantes, tiene los nombres de ecuacion de
Cauchy-Euler, ecuacion de Euler-Cauchy, ecuacion de Euler o ecuacion equidimensional.
La caracteridtica observable de este tipo de ecuacion es que & grado k= n p=1, ..., 0 de los
coeficientes monomides x* coincide con & orden k de la diferenciacion, d"y/dx}‘:

iguales iguales
b vV Lk
nd Y + a, n= 1d'n R
T

Al igud que en la seccion 4.3, comenzaremos € desarrollo examinando detalladamente
las formas de las soluciones generdes de la ecuacion homogénea de segundo orden

ax %"‘bxﬁ'kcy 0.

La solucidn de ecuaciones de orden superior srd amdloga. Una vez determinada la funcion
complementaria y.(x) también podemos resolver la ecuacion no homogénea ax?y” + bxy’ + ¢y =
g(x) con e metodo de variacion de pardmetros.

Nota
El coeficiente de dzy/dx2 es cero cuando x = O, por consiguiente, para garantizar que los resultados
fundamentales del teorema 4.1 se apliquen a la ecuacion de Cauchy-Euler, concentraremos nuestra

atencion en determinar la solucion general en el intervalo (0, éo)_ Se pueden obtener las soluciones
en el intervalo (—eo, 0) sustituyendo ¢ = —x en la ecuacion diferencial.

Método de solucién Intentaremos una solucién de la forma 'y = x™, donde m esta por
determinar. La primera y segunda derivadas son, respectivamente,

dx

d—v = m-1 QEX = m=2
P Y o m(m — 1)x™2
En  consecuencia
6 2~—X+bx——+cy=ax2-m(m-~1)x"'“2+bx.mx"“1+c;\c"'

am(m = 1)x™ + bmx™ + cx™ = x™(am(m ~ 1) + bm + ¢).
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Asl, y = x™ es una solucién de la ecuacion diferencid Sempre que m sea una solucién de la
ecuacion auxiliar

am(m-1)+bm+c=0 0 am*+(b-aym+c=0. (1)

Hay tres casos digtintos por consderar que dependen de s las raices de esta ecuacion cuadrética
son redes y digtintas, reles repetidas (o igudes) o complgas. En @ dltimo caso las raices seran
un par conjugado.

CASO I: raices reales distintas  Sean m; y m |as raices reales de (1), tales que m; # m;.

Entonces Y1= x™y ¥2= x™ forman un conjunto fundamental de soluciones. Asi pues, la solucion
generd e

y = cix™ + ex™, 2)

UL Fcuacion de Cauchy-Euler: raices distintas

Resudva x? %- 2x % —4y=0.

SOLUCION  En lugar de memorizar la ecuacion (1), para comprender € origen y la
diferencia entre esta nueva forma de la ecuacion auxiliar y la que obtuvimos en la seccidn

4.3 las primeras veces es preferible suponer que la solucién es y = x™. Diferenciamos dos
veces

m(m - 1)x™2,

éz_ m—1 @_
ax. ™ T

y sudituimos en la ecuacion diferencia

2
xZ% - 2x‘%—4y = x2 m(m —1)x™ 2 = 2X mxm! - 4™

=x"(m(m — 1) = 2m — 4) = x"(m* — 3m — 4) = 0
§ m? = 3m=4=0.Pero (m + I)(m = 4) = 0 significa que my= -1y my = 4, o que

y =+ e, .

CASO II: raices reales repetidas S las raices de (1) son repetidas (esto es, S my = my),
s6lo llegaremos a una solucién, que es y = x™, Cuando las raices de la ecuacién cuadratica

am® + (b = a)m + ¢ = 0 son iquales, d discriminante de los coeficientes tiene que ser cero. De
acuerdo con la formula cuadréica, la raiz debe ser my = -(b - a)/2a.

Podemos formar ahora una segunda solucion, y2, empleando (5) de la seccion 4.2. Primero
escribimos la ecuacion de Cauchy-Euler en la forma

2
dy ,bdy

C
+<y=0
dx?  axdx axzy
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e identificamos P(x) = b/ax e | (b/ax)dx = (b/a) In x. Asi

e—(b/a)lnx

= yh
y2=X 1J’ 7 dx

= x™ J x bl x~Imdx  g-tbilins = g™ = y~bie
= x™ f xble. yb-a)a gy “=2m - (v ~a)a
= x™ f‘—?=x”‘1 In x.

Entonces, la solucién genera es

y = cxX™ + cpx™ In X 3

(XN  Ecuacion de Cauchy-Euler: raices repetidas

2
Resuelva 4x> d—d};; .8;.%+.V, = Q.

SOLUCION  La sutitucion y = x™ da

4x212—x+ Sxd—y+ =x"(4m(m—1)+8m +1)=x"(4m*+4m +1)=0
dx? dx

cuando 4m?+ 4m + 1 =0, 0 (2m + 1)?> = 0. Como m; = -%, la solucion generd es

Y= cx %+ cx? In X. .

Para las ecuaciones de orden superior se puede demostrar que S my es raiz de multiplicidad
k, entonces

XM In X, ¥™(n x), ..., xX™(In x)*!

son k soluciones linealmente independientes. En consecuencia, la solucién general de la
ecuacion diferencid debe contener una combinacion lined de esss k soluciones.

CASO Mk raices complejas conjugadas Si las raices de (1) son el par conjugado m; =
atif,m=aqa=if dondeqy G >0 son redes, una solucion es

y = Cyxa*i# + Cyxo 8
Pero cuando las raices de la ecuacion auxiliar son complgas, como en € caso de ecuaciones

con coeficientes congtantes, conviene formular la solucion gélo en términos de funciones redles.
Vemos la identidad

X8 = (elnx)iB = gifinx,



Seccion 4.7 Ecuacion de Cauchy-Euler 173

que, segun la formula de Euler, es lo mismo que
x® = cos(B Inx) + isen(B Inx).
Deigua manera, x~#=cos(B Inx) = isen(8 In x).
Sumamos y restamos los Ultimos dos resultados para obtener
x®+ x7# = 2 cos(8 In X) y x* = x® =2 =@ In X),

respectivamente. Baséndonos en quey = Cpx®'# + C;x** es una solucion para todos los valores
de las constantes vemos, a lavez, paa Ci= C, =1y C;=1 C = -1, que

pEeE )y =t - x)
0 hien y1 = 2x* cos(S In x) y y, = 2ix*sen(B In X)

también son soluciones. Como W(x® cos(B1nx), x* sen(( In X)) = Ax** 1 % 0, §> 0 en e intervalo
(0, e0), llegamos a la conclusion

¥ = x° cos(B In x) y y2 = x* sen(f In X)

forman un conjunto fundamental de soluciones redes de la ecuacion diferencia; por lo tanto,
la solucion generd es

y = x"[e1c0s (B Inx) + ¢y sen(6 In x)]. @

BIJULIKOIE  Un problema de valores iniciales

Resuglva € problema de vaor inicid

2
e Lisy=0, y1)=1y1)=-5

2
WP R

SOLUCION  Tenemos que

x2d—2y+3x£1—2+3 =x"m(m—1)+3m+3)=x"(m*+2m+3)=0
ar T a T

cuando m? + 2m + 3 = 0. Aplicamos la formula cuadréica y vemos que my; = -1 + V2iy
my= -1 = V2i. S identificamos & = -1y B = V2, de acuerdo con (4), la solucion generdl de
la ecuacion diferencid es

y = x7[¢; cos( V2 InX) + ¢ysen( V2 In X)].

Al aplicar las condiciones y(1) = 1, y'(I) = -5 alasolucion anterior, resultaque ¢; =1y
¢ = =2 V2. Ad, la solucién d problema de valores inicides es

y = x[cos(V2Inx) = 2V2sen(V2 In x)].

La grdfica de esa solucion, obtenida con ayuda de software, aparece en la figura 4.5. [ ]
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\-/X

FIGURA 4.5

A continuacion mostraremos un gemplo de solucion de una ecuacion de Cauchy-Euler de
tercer orden.

Ik R: W Fcuacion de Cauchy-Euler de tercer orden

d3 2
Resuelva x’ :lx_{ + 552 % +7x % +8y=0.

SOLUCION  Las primeras tres derivadas dey = x™ son
2 3
% = mx", Z—xXz =m(m— 1)x™?, Z—x}—; = m(m = 1)(m = 2)x*

asl que la ecuacion diferencid del problema se transforma en

3 2
XJZ_xX:i + SIZ%CXZ + 7X§xx + 8y = x3m(m — 1)(m - 2) xm—3 + szm(m _ 1)xm_2 + 7xmx’"‘1 + gym

= x"(m(m=1)(m=2) + 5m(m=1) +Tm + 8)
= x"(m®+2m? + 4m + 8) = x"(m + 2)(m* + 4) = 0.

En este caso vemos que y = x™ serd una solucion de la ecuacion cuando my = -2, my= 2i 'y
my = —2i. En consecuencia, la solucion generd es

y = ax 2+ ¢, co8(2 In x) + c3sen(2 In x). .

Dado que € méodo de los coeficientes indeterminados sélo se puede aplicar a ecuaciones
diferenciales con coeficientes constantes, no es aplicable directamente a una ecuacion no
homogénea de Cauchy-Euler.

En nuestro ultimo eemplo emplearemos & método de variacién de parémetros.
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(FIIGIJIONE Método de variacion de pardmetros

Resuglva la ecuacion no homogénea

xzyu

- 3xy' + 3y = 2x'e.
SOLUCION  Sugitimos y = x™ y llegamos a la ecuacion auxiliar
mm-1)-3m+3=0 osea (m-1)(m-3)=0.
Entonces Ve = o1 + epx°.
Antes de emplear variacion de pardmetros para encontrar una solucién particular
Yp = Uy + uaya, recordemos que las formulas uy = Wi/W y uy = Wo/W (donde Wi, Way W
son los determinantes definidos en la pagina 164) se dedujeron segun la hipétesis de que la

ecuacion diferencia se habia puesto en la forma reducida, y* + P(x)y” + Q(x)y =f(x); por
consiguiente, dividiremos la ecuacion dada entre x? y, de

" 3 ’ 3 - X
Y =3y +)—C-2-y—2x2e

identificamos f(x) = 2x%¢*. Entonces, con y1 =X, y = x’y

X 3 3
X 0 X X 0
=-2x%¢* W, = = 2x%*
W= 1 3x2 = 2x3, W1 - 2x28x 3x2 1 2xze"
2x%e 2x%*
encontramos =2 = _ylpr w e
! 2x3 Y 2 3

La integrd de la Citima funcién es inmediata; pero en e caso de # integraremos dos veces
por partes. Los resultados son uy = —x2%¢* + 2xe* —2¢" y uy = €% por consiguiente,

Yp = Wy + oy, = (=x%* + 2xe* = 2eF)x + e%x® = 2x%e* — 2xe”,

Por ultimo, llegamos ay = y, + y, = c1x + e’ + 2x%¢* = 2xe”, .

Observacion [

la semejanza entre las formas de las soluciones a las ecuaciones de Cauchy-Eulery a las
ecuaciones lineales con coeficientes constantes no es mera coincidencia; por ejemplo, cuando
las raices de las ecuaciones auxiliares de ay” + By + ¢y = 0 y ax%” + bxy' + ep= 0 son distintas

y reales, las soluciones generales respectivas son
y = c1€™ + cpd™* y y_—:clx”'l.q.cz_{':, x>0, (5)

En vista de la identidad e®* =x, x > 0, la segunda solucion de (5) se puede expresar en la misma
forma que la primera:

y=cle"‘"‘“‘+cze"’"""* cle"'" + Czem",
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donde t = In x. Este dltimo resultado ilustra otro hecho matematico: toda ecuacion de
Cauchy-Euler siempre se puede escribir en la forma de una ecuacion diferencial lineal con
coeficientes constantes, mediante la sustitucion x = ¢'. La idea es resolver la nueva ecuacién
diferencial en términos de la variable ¢ siguiendo los métodos de las secciones anteriores, y una
vez obtenido la solucion general, restituir ¢ = In x. Dado que con este procedimiento se repasa

muy bien la regla de la cadena para diferenciacion, se recomienda no dejar de resolver los

problemas 35 a 40 en los ejercicios 4.7.

En los problemas 1 a 22 resudva la ecuacion diferencial respectiva.

Ly -2y =0 2. 4x%y" +y= 0
3. Xy7+y =0 4. xy” -y =0
5. xly"+xy'+4y =0 6. x%y" + Sxy'+ 3y =0
7. x%y" =3xy'=2y =0 8. x%y"+ 3xy'=4y =0
9. 25xly" + 25xy" +y =0 10. 4xly" + 4xy’ y=0
Il. x%y" + 5xy’ + 4y = 0 12. x%" + 8xy'+ 6y = 0
13. xly" = xy’ +2y =0 14, xfy"  TXy’ + 41y = 0
15. 3x%" + 6xy' + y = 0 16. 2x%" + Xy’ +y =0
17. x3ym - 6y =0 18. x3ym + Xy’ y= 0
d’y dy _, dy
19. 32 _ 9,28 5,4 L o) =
X 2x I 2x I 8y=0
d’y dy -
20. x’F—szdx2+4xdx 4y =0
d4
21 xZ%+ 6 =0

Yy 3dy d’y
+ 9x? =
22. x d4+6x 9x 2+3x +y=0

En los problemas 23 a 26 resudva cada ecuacion diferencia, sujeta a las condiciones inicides
indicadas.

23 xy' +3xy' =0, y(1)=0,y'() =4

24. xiy" = 5xy’ +8y=0, y(2)=32,y'(2)=0

25. xy"+xy' +y =0, yl) =1 y() =2

26. x%y" - 3xy’ +4y=0, y1)=5y() =3

En los problemas 27 y 28 resuelva la ecuacion diferenciad respectiva sujeta a las condiciones
inicidles indicades. [Sugerencia sea t = -x.]

27. 4x%" + =0, y(-1)=2y'(-1) =4

28. xzy” - 4xy' + 6y = o, y(—2) =g, y(-2)=0
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Resuelva los problemas 29 a 34 por € méodo de variacion de parametros.

29. xy” +y = x 30. xy" = 4y’ =
3L 2xy" + Sxy' +y = xl—-x 32. x¥y" = 2xy' + 2y = x'e*
33. xy" = xy’ +y=2X 34. x*y" =2xy'+ 2y = x*In x

En los problemas 35 a 40 use la sutitucion x = ¢’ para transformar la ecuacion respectiva de
Cauchy-Euler en una ecuacion diferencid con coeficientes constantes. Resudlva la  ecuacion
origind a través de la nueva ecuacion mediante los procedimientos de las secciones 4.4 y 45.

,d? d
35. dxyz +10x22 24 >+ 8y =x? 36. x%y" — 4xy' + 6y = In x*
37. x%y" = 3xy’ +13y:4 + 3x

38. 2xly" = 3xy' =3y =1 + 2x + x?

39. x%" + 9xy’ — 20y = ;5—3

dy 2dy dy
: - +
40 XS - 3x d2+6xd 6y =3 +Inx®

Problema para discusion

41. El vaor del primer coeficiente, ag,x", de toda ecuacion de Cauchy-Euler es cero cuando
= 0. Se diceque 0 es un punto singular de la ecuacion diferencid (véase sec, 6.2). Un
punto singular es potencialmente problemético porgue las soluciones de la ecuacion
diferencial pueden llegar a ser no acotadas o presentar alglin comportamiento peculiar
cerca del punto. Describa la naturaleza de los pares de raices m; y m; de la ecuacion
auxiliar de (1) en cada uno de los siguientes casos. 1) redes digtintas (por €emplo, m;
positiva y m; positiva); 2) reales repetidas, y 3) complejas conjugadas. Determine las
soluciones correspondientes y, con una caculadora graficadora o software graficador, trace
‘esas soluciones. Describa e comportamiento de esas soluciones cuando x — 0.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

B Solucion de un Sstema de ecuaciones diferenciales lineales ® Operadores diferenciales lineales
B Elimnacion sisemédtica ®  Solucién con determinantes

Las ecueciones diferencides ordinarias smultaneas consisten en dos 0 mé&s ecuaciones con
derivadas de dos 0 més funciones desconocidas de una sola variable independiente S x, vy y z
son funciones de la variable f,

d2
4:it_f="5x+y x'=3x+y'+ 7'=5

Yy % -y +27'=
27:%=3x—y x+y -6z =1-1

son dos eemplos de Sstemas de ecuaciones diferencides simultdness.
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Solucion de un sistema Una solucion de un sstema de ecuaciones diferencides es un
conjunto de funciones suficientemente diferenciables x = ¢1(f), y = &(f), z = ¢a(f), ec, que
satisfacen cada ecuacion del sstema en un intervdo comdn 1.

Eliminacion sistematica El primer método que describiremos para resolver sistemas
de ecuaciones diferencides linedes con coeficientes condtantes se basa en e principio dge
braico de la eiminacion sistematica de variables El andogo de multiplicar una ecuacion
agebraica por una constante es operar una ecuacion diferencid con aguna combinacion de
derivades. Para este fin, se reformulan las ecuaciones de un sistema en términos del operador
diferencid D. Recuérdese que, segln la seccion 4.1, una ecuacion lined Unica

ay" + gyt + o tay + a4y = g(b),
endonde lasa, 1=0,1,..., n son condantes, se puede escribir en la forma
(@D" + a, D™+ -+ aD + @)y = g(t).
El operador diferencial linedl de orden n, a,D" + g, D" + .. + A,D + ap e representa en la

forma abreviada P(D). Como P(D) es un polinomio en e simbolo D, podremos factorizarlo en
operadores diferencidles de orden menor. Ademas, los factores de P(D) son conmutativos.

A]IVIJoMM Sistema escrito en notacidén de operador

Escriba € dsema de ecuaciones diferencides

x"+2x' +y"=x+3y +sent
X' +y =—4x 42y + e

en notacion de operador.
SOLUCION  El sgema dado se reescribe como Sigue
X"+ 2x = x4y —3y=sent (D*+2D = Vx + (D* - 3)y =sen ¢

¥+ dpty —oy =g EMOdo GUE D+dx+(D=Jy=e" o

Méodo de solucion  Se tiene e sistema sencillo de ecuaciones linedes de primer orden

Dy =2x
Dx = 3y @
0, lo que es igud,
2x—-Dy=0
Y @

Dx =3y = 0.
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S aplicamos D a la primera de las ecuaciones (2) y multiplicamos por 2 la segunda, para luego
restar, s elimina la x dd sstema Entonces
-D% +6y=0 osa D% -6y=0.
Puesto que las raices de la ecuacion auxiliar son my = V6 'y my = —V6, se obtiene
y(t) = ceV® + g Vo, 3)

Si multiplicamos por -3 la primera de las ecuaciones (2) y aplicamos D ala segunda para
después sumar, llegamos a la ecuacion diferencid D*x ~ 6x = 0 en x, De inmediato resita que

X(t) = c;eV8t + ¢ e Vo, @)

Las ecuaciones (3) y (4) no satisfacen e sistema (1) para cudquier eleccion de ¢y, ¢z, o3 Y
4. Sustituimos x() y y(t) en la primera ecuacion del sistema origina (1) y, después de
smplificar, & resultado es

(\/601 - 203)8\/6’ + (- \/602 - 2c4)e"‘/g’ =0.

Como la Ultima expresion debe ser cero para todos los valores de ¢, se deben cumplir las
condiciones

\/6C1"2C3=0 y —\/802_204=0
N3
es decir, G = —\é—gcl, G==0 (5

En consecuencia, una solucion de sisema sera

x(ty= }/iécle\/a‘ - _\;_5 cze"‘/g’

y(@) = ceV® + cre= VB

El lector puede sudtituir las ecuaciones (3) y (4) en la segunda de las expresiones (1), para
comprobar que rige la misma relacion, (5), entre las constantes.

3o VM Solucion por eliminacion

Resuelva Dx+(D+2)y=0 ©
(D ~3)x ~ 2y = 0.
SOLUCION Al operar con D = 3 en la primera ecuacion, con D en la segunda y restando,

% dimina la x del sistema. Entonces, la ecuacion diferenciad para y €s

[(D-3)D+2)+2D]y=0 osea (D*+D —6)y=0,
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Dado que la ecuacion caracteristica de la ultima ecuacion diferencid es m®> + m = 6 = (m -
2)(m + 3) = 0, llegamos a la solucion
y(t) = cie¥ + e @]

Eliminamos y en forma similar y vemos que (D? + D ~ 6)x = 0, de donde se obtiene

X(t) = ce¥ + ¢ )]

Como hicimos notar en la descripcion anterior, una solucion de (6) no contiene cuatro
constantes independientes, porque € sistema mismo establece una redtriccion en € numero
de constantes que se puede elegir en forma arhitraria Al sustituir los resultados (7) y (8) en
la primera ecuacion de (6), € resultado es

(4c1 + 2¢3)e* + (—cy = 3¢g)e™ = 0.
De 4c; +2¢3=0, y —¢; = 3¢4 = 0 se obtiene ¢3 = ~2¢ Y ¢4 = - ; ¢;. En consecuencia, una
solucién del sgema es
1
X(t) = —2c,e¥ ~ 3 e

y(t) = ¢ie¥ + e,
| |

Como también pudimos despgar c3 Y ¢4 en términos de ¢;y ¢p, la solucion de gemplo 2
puede tener la forma aternativa

X(t) = C3€21 + C4e_3'

yt) = - %qez‘ - 3ce,

Al resolver los sistemas de ecuaciones conviene fijarse bien en lo que se hace pues a veces se
consiguen ventgas. S hubiéramos resuelto primero para x, luego podriamos haber hdlado y v
la relacion entre las constantes mediante la Ultima ecuacion de (6). El lector debe comprobar
que susiituir x(t) en y = 1(Dx = 3x) da como resultado y = ~ lc3e¥ — 3cqe™.

IFIIGIYEO M Solucion por eliminacion

Resuelva X =ax+ y' =g
! [~ (9)
X+ x+y' =0
SOLUCION Primero expresamos € Sistema en notacion de operadores diferenciaes:
D-4x+DYy=p
( ) 10)

(D+1)x+Dy=0.
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A continuacion eliminamos x y obtenemos
[(D+1)D*=(D=4)D]y=(D+ 1)~ (D - 4)0

0 sa (D*+ 4Dy = £ + 2.
Como las raices de la ecuacion auxiliar m(m> + 4) = 0 son my =0, my = 21y my= -2, la
funcién complementaria  es

Ye = €1+ ¢y cos 2t + ¢ysen 21,

Para determinar la solucion particular yg golicaremos € método de los coeficientes indeter-
minados, suponiendo que y, = A? + Bt *+ Ct. Entonces

yp= 3A#+ 2Bt+ C, y"= 6At+ 2B, y, = 64,
yr +4y, =124 + 8Bt + 6A +4C =1* + 21

La dtima iguadad implica que
124=1, 8B=2 Yy 64+4C=0,

porloque 4=, B=1y C=~1 As

1
4

1 1 1
Y = )’H}’p:c1+Czcos2t+03sen2t+Et3+zt2-§t. @an

Eliminamos y del sistema (10) y se llega a
[((D=4)«DD+ Djx=¢£ osa (D*+ 4)x= ~£
Es obvio que
Xe = €408 2t + ¢gsen 2t

y que & método de los coeficientes indeterminados se puede aplicar para obtener una
solucién particular de laforma x, = AP + Bt + C. En este caso, d diferenciar y efectuar
opereciones ordinarias de 4lgebra, s llega a x, = ~ % £+ %, a que

x=xc+x,.=c40052t+cssen2t—%t2+%. (12)

Ahora hien, ¢4y ¢s se pueden expresar en términos de ¢; ¥ ¢3 Sustituyendo las ecuaciones
() y (12) en dguna de las ecuaciones (9). S empleamos la segunda ecuacion obtendremos,
después de combinar los términos,

(s = 2cs~2c) sen 2t + (2cs+ ¢4+ 2¢3) €O 2t = O
de modo que ¢ = 2¢,—26=0 y 2¢s +ca + 2¢3 = 0.
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S despgamos cq ¥ s en términos de ¢; Y ¢3, € resultado es

(=~ %(4@ F20) Yy o= %(2c2 - 4c).

Findmente se llega a una solucion de (9), que es

1
x(f) =~ g (4c2 + 2¢;) cos 2t + —;— Qe = 4c3)sen2t - % £+ %

1 1 1
=c + + —P+-r-Zt
y(t) = ¢ + ¢, cos 2t + c3sent + ! +4t 3!

331 2o Regreso a un modelo matemético

Seglin la seccion 3.3, @ sstema de ecuaciones diferencides linedles de primer orden (3)
describe las cantidedes de libres de sd xi(f) ¥ x2(f), en una salmuera que circula entre dos
tanques. En aguella ocasidon no pudimos resolver e sistema. Pero ahora lo haremos escri-
biendo & sstema en términos de operadores diferencides

2 1
+ — — =
(D ——) X1 50 x,=0

2 2
—Ex1+<D+é§>x2—0.

Operamos la primera ecuacion con D + 725., multiplicamos la segunda por %, las sumamos y
smplificamos. El resultado es

(625D% + 1000 + 3)x, = O.

Formulamos |a ecuacion auxiliar, que es 625m* + 100m + 3 = (25m + 1)(25m + 3) = 0, y
vancs de inmeddo que

x(t) = e+ e,
De igud foma llegamos a (62507 + 1000 + 3)x; = 0, & que
X)) = B 4 e,
SuHitumos x1(f) y x2(f) en, dganos la pimera ecuedon dd 9dema y obienemos
ey = c)e™ + ( —2¢, — ¢)e B = 0.

De acvado con eda ecueddn, ¢3 = 2c1 Y ¢4 = —2¢;. Etonoss una dluddn dd sgama es

x(f) = ¢ e + c,e 3
x(t) = 2ce™™ = 2e,e™,
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En la descripcién origina supusimos que las condiciones iniciales eran x;(0) = 25 y
x2(0) = 0. Aplicamos esas condiciones a la solucidn, por 1o que ¢+ ¢; =25y 2¢y = 2¢; = 0.
Al resolver smultaneamente esas ecuaciones, llegamos a ¢ = ¢; = £. Asi tenemos una
solucion del problema de vaor inicid:

25 25
X = 5 e + % o325
xt) = 25¢7% — 25e7¥B, s

Uso de determinantes S Li, Lz, L3 y L4 representan operadores diferencides lineales
con coeficientes constantes, es factible escribir un sstema de ecuaciones diferencides linea
les en las dos varidbles x y y como sigue:

Lix + Ly = gi(t)

13)
L3x + L4y = gZ(t).
Eliminamos variables, como lo harfamos en las ecuaciones agebraicas, y tenemos
(L1L4 - L2L3)X= fl(t) \ (L1L4 - L2L3)y = fZ(t)s (14)

en donde
A0 - Lag(t) = Lyg(1) Y A = Ligt) = Ligi(o).

Los resultados de (14) se pueden expresar formamente en términos de determinantes andlogos
a los que s usan en la regla de Cramer:

L, L,
Ly L,

&1 L,

1s)
& L

x=

L L,
Ly L,

- e
L, g

El determinante del lado izquierdo de cada una de las ecuaciones (15) se puede desarrollar en
g sentido agebraico usud y e resultado opera sobre las funciones x(f) y (f). Sin embargo,
hay que tener cuidado d desarrollar los determinantes del lado derecho de las ecuaciones ( 15).
Se deben desarollar cuidando que operadores diferencides internos actlen reamente  sobre
las funciones g1(®) y ga(f).

L L

Si L, L,

#0

en (15) y es un operador diferenciad de orden n, entonces

m El sdema (13) se puede descomponer y formar dos ecuaciones diferencides de orden
nenxyy.

B Las ecuaciones caracteristicas y, por lo tanto las funciones complementarias de esas
ecuaciones  diferencides, son  iguaes.

B Como x y y contienen m constantes cada una, aparece un total de 2n constantes.

m La cantidad tota de constantes independientes en la solucion del sistema es n.
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L L,
Ly L,

Si

en (13), @ Ssema puede tener una solucion que contiene cuaquier cantidad de constantes
independientes e incluso carecer de solucion. Observaciones andogas s aplican a Sstemas
mayores que € de las ecuaciones (13).

(F[INSEONM  Solucion con  determinantes

Resuelva x'=3x-y=12
: : (16)
y' = x+y+ 4e.
SOLUCION Escribimos € sstema en notacion de operadores diferencides.
(D =3)x + y= -12
-x + (D =~ 1)y = 4¢'.
Aplicamos los  determinantes
D-3 1 121
-1 Dp-1|"" |4 D-1
D-3 1 | |D-3 -12
-1 D-1]77 | 11 4
Desarrollamos y llegamos a
(D =2)x = 12 —~ 4¢' y (D = 2Py = -12 -~ 8¢
Entonces, con los métodos usuales,
X=X+ X, = cre¥ + cpte? + 3 = 4e’ an
Y = Yo+ ¥, = cye¥ + cyte? — 3 —8e'. (18)

Sudtituimos estas expresiones en la segunda de las ecuaciones (16), y obtenemos
(C3 -t C4)€2t + (C4 - Cz)tem =0,

dedondecs=cyyc3=ci—cs=¢c - ¢z Ad, una solucion de las ecuaciones (16) es

X(t) = cie¥ + cyte + 3 — de!
y(t) = (C1 - Cz)em + gte* - 3 — 8e'.
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De ser posible resuelva cada sistema de ecuaciones diferenciales en los problemas 1 a 22
mediante eliminacion Sistemdtica o por determinantes.

1 ;i-;=2x—y
dy _
-d—_-t—x
3.%=—y+t
5. (D*+ 5)x - 2y=0
-2x+(D*+2)y=0
2
7. cji—tf=4y+e‘
2
‘Z—T};=4x—e’
9. Dx+ D2 :e3f

(D+1)x+ (D=1)y=4e*

I, (D*=1)x= y=10
(D -1)x+Dy=0

X +

12 (2D2—D—1;x -@2D+1)y=1
Dy= -1

o-1
de | dy_
13. 22§x+7ﬂ——e'

dx_

dt

b OA)x +(D*+y=1

(D*=Dx+(D+1)y=2
17, Dx=y
Dy=z
Dz=x

d
+ Y _c,
Xt Se

>
+
~<
!
SIS
1
o

2., 2Dx + (D =1)y =t
Dx + Dy=1¢

“dx
., —=4x+7
2 i 4x + 7y

dy_

-"=X-2

dt y
dx

4, =—4y=1
a Y

x+d—_y=

dt

6. D+1)x+(D~-1)y=2
3x+(D +2)y= -1

dx  dy
AN
dx dy _ _
E""dt— x+4y
10. D% — Dy=t

D+3)x+(D+3y=2

e dy _
4 ardr €
d*  dx _
—W+Z+x+y—0
16. D <(D* + D)ysent
x+ Dy=0
18. Dx + 1=¢€

(D-1)x+Dy+Dz=0
x+ 2y+Dz=¢

e T & — +
20 i x+2z
dy
—— — +
a7 E
dz
e x4+
TR
22, Dx — 2Dy = ¢

DO+x=2D+1)y=1
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En los problemas 23 y 24 resuelva el sistema respectivo, sujeto a las condiciones iniciales
indicadas.

dx
23, — = ~5x —
3dt Sx—y

dy _ . _ _
g X -y, x(h=0,y(H) =1

dx _
24, iR 1

% =-3x+2y; x(0)=0 y(0)=0

25. Un cafion digpara un proyectil cuyo peso es w = mg y cuya velocidad v es tangente a su
trayectoria. Sin tener en cuenta laresistencia del aire y demés fuerzas, salvo su peso,
formule un dstema de ecuaciones diferencides que describa & movimiento (Fig. 4.6).
Resugva e sdema [Sugerencia emplee la segunda ley de Newton del movimiento en
las direcciones x y Y]

26. Deduzca un Ssema de ecuaciones diferencides que describa @ movimiento del problema
25, s d proyectil se encuentra con una fuerza de retardo k (de magnitud k), que obra
tangente a la trayectoria, pero opuesta a movimiento (Fig. 4.7). Resuelva ese sistema
[Sugerencia k es un mlltiplo de la velocidad, es decir, ev.]

mg

=Y

vl

FIGURA 4.6 FIGURA 4.7

ECUACIONES NO LINEALES

B Algunas diferencias emtre las ecuaciones diferenciales lineales y no lineales

B Solucion por sustitucion m Empleo de series de Taylor m Empleo de programas ODE solver
m  FEcuaciones auténomas

Entre las ecuaciones diferencidles linedes y no linedes hay varias diferencias importantes. En
la seccion 4.1 expusimos que las ecuaciones linedes homogéneas de orden dos o superior
tienen la propiedad de que una combinacion lineal de soluciones también es una solucion
(teorema 4.2). Las ecuaciones no lineales carecen de esta propiedad de superposicion; por

gemplo, en el intervalo (—o, 00), y1= €, yp = €7, y3 =€OS Xy ys = SN X Son cuaro soluciones
linelmente independientes de la ecuacion diferencid no lined de segundo orden (3)? =32 = 0.

Pero las combinaciones lineales, comoy = ¢je* + ¢c3cos X, Y = e ™ + ey Senxyy = ¢ +
e + ¢3c08 X + ¢4 sen x, no son soluciones de la ecuacion para constantes ¢; arbitrarias

digintas de cero (véase d problema 1 en los gercicios 4.9.)
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En @ capitulo 2 sefidamos que se pueden resolver agunas ecuaciones diferencides no
linedles de primer orden, S son exactas, separables, homogéneas 0 quiza de Bernoulli. Aun
cuando las soluciones estaban en forma de una familia a un parametro, esta familia no
representaba invariablemente la solucion generd de la ecuacion diferencial. Por otra pate, a
poner atencion en ciertas condiciones de continuidad obtuvimos soluciones generales de
ecuaciones linedles de primer orden. Dicho de otra manera, las ecuaciones diferencides no
linedles de primer orden pueden tener soluciones singulares, mientras que las ecuaciones li-
neales no. Pero la diferencia principa entre las ecuaciones linedes y no linedes de segundo
orden o mayor es la poshilidad de resolverlas. Dada una ecuacion lined, hay la posbilidad de
establecer aguna forma mangable de solucion, como una solucidn explicita o una que tenga
laforma de una serie infinita. Por otro lado, la solucién de las ecuaciones diferenciales no
linedles de orden superior es todo un desafio. Esto no quiere decir que una ecuacion diferencia
no linead de orden superior no tenga solucién, sino méas hien que no hay métodos generales para
llegar a una solucion explicita o implicita. Aunque esto parece desalentador, hay algunas
cosas que se pueden hacer. Siempre es fectible andizar cuantitativamente una ecuacion no
lineal (aproximar una solucion con un procedimiento numeérico, graficar una solucion con un
ODE solver), 0 cudlitativamente.

Para empezar, aclaremos que las ecuaciones diferencides no linedes de orden superior
son importantes -incluso més que las lineales, porque a medida que s dina un modeo
matemético (por gemplo, & de un Sstema fisico) se aumenta la posibilidad de que ese mode-
lo sea no linedl.

Comenzaremos gemplificando un método de sugtitucion que a veces permite determinar
las soluciones explicitas o implicitas de tipos especides de ecuaciones no linedes.

Uso de sustituciones Las ecuaciones diferencides no linedes de segundo orden F(x, ),
y") = 0 en que fdta la variable dependiente v, y las F(y, y', ¥") = 0 donde fdta la variable in-
dependiente x, se pueden reducir a ecuaciones de primer orden mediante la sustitucion u = y'.

El ejemiplo 1 muestra la técnica de sustitucion para una ecuacion tipo F(x,y,y")=0.
S u =Yy, la ecuacion diferencid se transforma en F(x, u, ) = 0. S resolvemos esta Ultima
ecuacion podremos determinar 'y por integracion. Dado que estamos resolviendo una ecuacion
de segundo orden, su solucion tendra dos constantes arhbitrarias.

JIJNISKe MM Falta la variable dependiente y

Resudva y' = 2x(¥')>.

SOLUCION S u =y, entonces du/dx = y'. Después de sudtituir, la ecuacion de segundo
orden se reduce a una de primer orden con variables separables; la variable independiente
e X y la variable dependiente es u:

_lili__ 2 du_
e 2xu 0 sa 7—2xdx

ju‘zdu=j2xdx

wl=x+el
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Por comodidad, la constante de integracion se expresa como ¢;2. En los proximos pasos se
aclarard la razon. Como ™! = 1/)/, entonces

y__ 1
dx ;+Cl,
dx - 1 , X
{ = _ = - | |
y asi y jx2+C12 0 bien g o tan cl+cz.

A continuacion mostraremos la forma de resolver una ecuacion de la forma F(v y/, y") = 0.
De nuevo haremos u = y', pero como fdta la variable independiente x, usaremos esa sustitucion
para transformar la ecuacién diferencial en una en que la variable independiente seay y
la dependiente sea u. Con este fin usaremos la regla de la cadena para determinar la segunda
derivada dey:
, Qudu  du dy

— =y —

d x dydx dy

Ahora, la ecuacion de primer orden que debemos resolver es F(y, u, u du/dy) = 0.

(33N |¥Ke W Falta la variable independiente x

Resolver yy” = ()%

SOLUCION Con la ayuda de 4 = y' y de la regla de la cadena que mostramos arriba, la
ecuacion diferencid se transforma en

du ) du_dy
— ] = sea — ==
Y (u dy) weoo u y’

Patimos de f%ﬂ:j%y obtenemos  In|u| = In|y| + ¢;.

Al despgar u de la dltima ecuacion en funcion de y, obtenemos u = ¢y, en donde hemos
redefinido la constante +e¢t como ¢;. A continuacion restituimos ¥ = dy/dx, separamos va
rigbles, integramos y de nuevo redefinimos las constantes:

f%:qjdxosea In|y| = cyx + ¢; 0 sea y = coes" .

Uso delaseriede Taylor En algunos casos se puede aproximar una solucion a un
problena de vaor inicid en que las condiciones inicides s especifiquen en xp mediante una
serie de Taylor centrada en  xq.

]I M Solucion de un problema de valor inicial con una serie de Taylor

Supongamos que existe una solucion del problema de vaor inicid

y=x+y=y, y0)=-1y(0©) =1 o 1)
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S ademéds suponemos que la solucion y(x) del problema es anditica en 0, entonces y(x) tiene
un desarrollo en serie de Taylor centrado en O:

” 0 " 0 (iv) 0 © 0
1) =30 + L5 s X0 Y0 YO Oy g

Nétese que los valores del primero y segundo términos en la serie (2) son conocidos, ya que
s establecen en las condiciones inicides y(O) = -1, y'(O) = 1. Ademds, la misma ecuacion
diferencial deﬁne d vaor de la segunda derivada en 0: y"(0) = 0 + y(O) —(0)* = 0 + (-1)

- (—1) = -2. A continuacion se pueden determinar expresiones para las derivadas superiores
¥, y®™, .., cdculando las derivadas sucesives de la ecuacion diferencial:

y"(x) =5—l;(x +y—y)=1+y =2y 3
y”*(X) = % (1 +y —2yy)=y"=2yy" = 2(y') 4
y(v)(x) __.%(yn _ zyyn _ 2(y1)2) = y"’ - Zyym _ 6y/yn (5)

ec. Sudtituimos 1(0) = -1 y y'(O) =1y vemos, de acuerdo con (3), que y"*(O) = 4. Con base
en los vaores y(0) =-1,y'(0) = 1y y'(0) = -2, determinamos y™)(0) = -8 con la ecuacién
(4). Con la informacion adicional de que y"'(O) = 4 aplicamos la ecuacion (5) y llegamos a
yY(0) = 24. Entonces, segin (2), los sdis primeros términos de una solucién en sevie del
problema de vaores inicides (1) son

1

2 1
=-1 S S M v g L R I I
y(x) +x x+3x 3x 5x [

Empleo de un programa ODE solver Es posble examinar la ecuacion del gemplo
3 usando un ODE solver. En la mayor pate de los programas de computo, a fm de examinar
numéricamente una ecuacién diferencia de orden superior se necesta expresar la ecuacion
diferencid en forma de un sSstema de ecuaciones. Para aproximar la curva de solucion de un
problena de vaores inicides de segundo orden

=feyy),  y@)=vo, y(®)=v
e sudlituye dy/dx = u'y entonces d *y/dx? = du/dx. La ecuacion de segundo orden se transforma

en un Ssema de dos ecuaciones diferencides de primer orden, en las vaiables dependientes
yyu

Yy
dx

= =Sy, u)

cuyas condiciones inicides son y(xp) = yo, u(x0) = y.
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(F]IN Ko N: W Andlisis grafico del ejemplo 3

De acuerdo con € procedimiento anterior, € problema de vaores inicides de segundo orden,
dd egemplo 3, equivde a

Il
=

=x+y-y

Ble &

cuyas condiciones iniciales sony(0) = -1, u(0) = 1. Con ayuda de estos programas se obtiene
la curva solucion que aparece en gris en la figura 4.8. Para comparar & muestra también la
curva en negro del polinomio de Taylor de quinto grado Ts(x) = -1+ x —x% + 2x® = Lx# + L%,
Aunque no conocemos € intervallo de convergencia de la serie de Taylor que obtuvimos en

e gemplo 3, la cercania de las dos curvas en la vecindad del origen sugiere la posibilidad
de convergencia de la serie en d intervdo (-1, 1). n

La grédfica en gris de la figura 4.8 origina agunas preguntas cuditetives. ;La solucion del
problema original de valor inicial cuando x — e es osilatoria? La grafica, generada con un
programa en € intervadlo mas grande de la figura 4.9 pareceria sugerir que la respuesta es .
Pero este solo gemplo por si solo, 0 hasta un conjunto de gemplos, no contesta la pregunta ba
sicadesi todas las soluciones de la ecuacion diferencial y” = x + y = 3 son de naturaleza
oscilatoria. También, ¢qué sucede con la curva de solucién en la figura 4.8 cuando x esta
cerca de ~1? ;Cuél es @ comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencia cuando
x — o7 En generd, ¢las soluciones son acotadas cuando x — eo? Preguntas como las anteriores

Y
t pol i nomi o
de Tavylor
curva de solucion
generada con un
programa
/ *
Y
)= -
FIGURA 4.8 Comparacién de dos FIGURA 4.9

soluciones  aproximadas
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no tienen respuesta fécil cuando se trata de ecuaciones diferencides no linedes de segundo
orden, pero agunos tipos de estas ecuaciones se prestan a un andlisis cualitativo sistemdtico.
Las ecuaciones no linedes de segundo orden de la forma

F( / II) 0 O% _‘Zz_y=f( I)
y’y’y = M y’y

(esto es, ecuaciones diferencides sin dependencia explicita de la variable independiente x) s
llaman auténomas. La ecuacién diferencid del gemplo 2 es auténoma; la ecuacion del gemplo
3 s no auténoma.

En los problemas 1 y 2 compruebe que y1 y y, son soluciones de la ecuacion diferencid deda,
pero quey = ¢py; + ¢z no lo es, en general.

" — —_ X —_ Il_l- r —_ —_
L(yY=y4 n=e,y,=cosy 2. yy —-2-(y)2; y=1 y=x

Resudva la ecuacion diferencid correspondiente a cada uno de los problemas 3 a 8, con la
sugtitucion = y'.

3.y +(y)+1=0 y"=1+()
5.x%"+(y') =0 6. (y+1y"= ()
7. +2y(y')’=0 8.yy"=y

9. Determine la solucion del problema de vaor inicid
y+y =0 ¥0)=1 y(@©)=-1L

Use un programa ODE  solver para graficar |a curva de solucion. Trace la solucion explicita
con una caculadora graficadora. Determine un intervalo de vadidez de la solucién.

10. Esablezca dos soluciones d problema de vaor inicid
Y] N2 — r =l s =£
Use un ODE solver para trazar las curvas solucion.

En los problemas 11y 12, demuestre que la sustitucion 4 =y’ conduce a una ecuacién de
Bemoulli. Resuelva esa ecuacion (véase Sec. 2.4).

ILxy” =y + (y') 12, xy" =y + x(y')?

En los problemas 13 a 16 proceda como en e eemplo 3 para obtener los seis primeros términos
distintos de cero de una solucion en serie de Taylor, centrada en 0, del problema respectivo de
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vdor inicid. Use un ODE solver y una caculadora graficadora para comparar la curva solucion
y la gréfica del polinomio de Taylor.

B.y’=x+y, yO=1y(0)=1

14. y"+y2=1, y(0)=2,y'(0)=3

15. y"=x+ y' =2y, y0)=1y(0)=1

16.y” = ¢%, y(0) =0, y'(O) = -1

17. En célculo diferencial, la curvatura de una curva representada por y =f(x) s¢ define como

sigue:
_ yn
K [1 + (y')2]3/2'

Determine una funcion, y =f{(x), para la cud & = 1. [Sugerencia: por simplicidad, no tenga
en cuenta las constantes de integracion,]

18. Un modelo matematico de la posicion, x(t), de un cuerpo con movimiento rectilineo en €

ge x dentro de un campo de fuerzas que varian con la inversa del cuadrado de la distancia es

d»x _ k?
diz? x*

Suponga que cuando ¢ = 0, & cuerpo parte del reposo en la posiciénx =xo, xo > 0. Demuestre
que la velocidad del objeto en cudquier momento esta definida por

2
V2l 1
2 k (x XQJ.

Use esa ecuacion en un sisema agebraico de computacion para llevar a cabo la integracion
y expresar a tiempo t en funcion de x.

Problemas poro discusion

19. Un modelo matemético de la posicion, x(f), de un objeto en movimiento es

d*
—=+senx=0.
dt?

Use un ODE solver a fm de investigar las soluciones de la ecuacion, sujetas a x(O) = 0,
X'(0) = B, B 2 0. Describa e movimiento del objeto cuando ¢ 2 0y para diversos valores
de B Investigue la ecuacion

dzx e
—+ =t =
2 senx=0

del mismo modo. Describa una interpretacion figica posible del término dv/d,

20. Vimos que sen X, cos X, &° y ¢™* son cuatro soluciones de la ecuacion no lined ()2 -2 = 0.

Sin tratar de resolverla, describa como determinar estas soluciones explicitas con nuestros
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conocimientos acerca de las ecuaciones linedes. Sin tratar de comprobar, describa por qué
las dos combinaciones linedles especides, y = c1€* + cae™ Y y2 = ¢3 cos x + ¢4 Sen X, deben
saisfacer la ecuacion  diferencidl.

Resuelva los problemas 1 a 10 sin consultar € texto. Llene e espacio en blanco o conteste
cieto o faso. En agunos casos quizds haya més de una respuesta correcta.

1

La solucion Unica dey” + x% =0, y(0) =0, y'(0) =0 es

2. Si dos funciones diferenciables, fi(x) y f(x), son linealmente independientes en un

10.

En

intervalo, W{fi(x), f2(x)) # 0 para cuando menos un punto en € intervalo.

. Dos funciones, fi(x) y fa(x), son linealmente independientes en un intervalo S una no es

multiplo constante de la ofra.

. Las funciones fi(x) = x%, f(x) = 1 - ¥ y fa(x) = 2 + x* son linealmente en el

intervalo (oo, o0),

. Las funciones fi(x) = ¥ y fi(x) *x son lineslmente independientes en el intervalo

y lineshnente dependientes en € intervao

. Dos soluciones, y1y yg, dey” +y +y =0 son linelmente dependientes s W(y1, y2) = 0

para todo valor red de x.

.- Un militiplo congtante de una solucion de una ecuacion diferencia también es una solucion.

. Existe un conjunto fundamental de dos soluciones de (x = 2)y” +¥ = 0 en cuaquier intervalo

gue no contenga a punto

. Para € método de los coeficientes indeterminados, la forma supuesta de la solucion

particular, yp, dey” =y =1+ ¢ es
Un operador diferenciad que anula a e¥(x + sen X) es
los problemas Il y 12 determine una segunda solucion de la ecuacion diferencid, s yi(x)

es la primera solucion.

Il. y" + 4y =0, y; = cos 2xX
12 xy" =2(x + 1)y’ + (X + 2)y =0, y;= €&

En los problemas 13 a 20 determine la solucion generd de cada ecuacion diferencid.

13.y"=2y'=-2y =0 14.2y" + 2y + 3y =0
15,y + 10y" + 25y’ = 0 16. 2y" + 9y"+ 12y"+ S5y = 0O
17. 3y™ + 10y" + 15y' +4y =0
dly  ,d 4y _
2 + 3L) o0 L 6L
19, 6x2 Yy’ + Sxy' =y =0

20. 2x3%" + 19x%" + 39xy’ + 9y = 0
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En los problemas 21 a 24 resuelva cada ecuacion, con € méodo de los coeficientes indetermi-
nados.

21y = 3y + 5y = 4x3 — 2x 22. y" = 2y +Yy =x%

23. y" = Sy"+ 6y =2senx+8 24, y" —y" =6

En los problemas 25 a 28 resuelva la ecuacion diferencial correspondiente sujeta a las
condiciones inicides  indicadas.

25, y" = 2y + 2y :o,gag:o, y(@) = -1

26. y" -y x+ senx;(0) = 2, y'(O) = 3
21. y'y” = 4x, y(1) = 5, y'(I) = 2
28.2y"=3y, y(0)=1,y'(0) =1
Resuelva cada ecuacién de los problemas 29 a 32 aplicando € método de variacion de
parametros.
2 X
e+e”
31 x¥y" — 4xy' + 6y = 2t + x? 32. xy'=xy +y=x3

29. y'=2y'+ 2y = ¢ tan x 30. y'-y=

En los problemas 33 y 34 resuelva la ecuacion diferencid respectiva sujeta a las condiciones
inicides  indicadas.

33. (203 =~ 13D? + 240 ~ 9)y = 36, y(0)=-4,y(0) =0, y”(O) =§

En los problemas 35 a 38 aplique € método de diminacion sistemética 0 € de determinantes
para resolver ca& uno de los sistemas.

BX +y =2x+2y+1 36dx

d=2x+ y+ t-2
X+ 2y = y+3 !
d

é% =3x + 4y — 4t
37.(D = 2)x = = —¢f
-3x + (D - 4)y = —7¢!
38.(D+ 2)x + (D + 1)y =sen2t
5x+ (D +3)y =cos2t



MODELADO CONECUACIONES
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5.1 Ecuaciones linedes. problemas de vaor inicid
511 Sdemas de resorte y masa: movimiento libre no amortiguado
512 Sdemas de resorte y masa movimiento amortiguado libre
513 Sdemas de resorte y masa movimiento forzado
5.1.4 Sistemas anélogos

5.2 Ecuaciones linedles. problemas de vaores en la Contera

5.3 Ecuaciones no lineales
Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

Hemos visto que una sola ecuacion diferencial puede servir como modelo matematico
de distintos fendmenos. Por este motivo, en la seccion 5.1 examinaremos con mayor de-
talle una aplicacion, el movimiento de una masa unida a un resorte. Aparte de la
terminologia y las interpretaciones fisicas de los cuatro términos de la ecuacion lineal
ay’ + by’ + ¢y = g(t), veremos que los procedimientos matematicos para manejar, por
ejemplo, un circuito eléctrico en serie son idénticos a los que se emplean en un sistema
vibratorio de resorte y masa. Las formas de esta ecuacidn diferencial de segundo orden
surgen en el analisis de problemas en muchas y diversas areas de la ciencia y la
ingenieria. En la seccion 5.1 sélo estudiaremos problemas de valor inicial. En la seccion
5.2 examinaremos aplicaciones descritas por problemas de valores en la frontera,
ademas de algunos de los problemas que nos conducen a los conceptos de valores
propios y funciones propias. La seccidn 5.3 se inicia con una descripcion de las
diferencias entre los resortes lineales y no lineales, y luego se demuestra cémo el péndulo
simple y un alambre suspendido nos llevan a modelos no lineales.

195
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ECUACIONES LINEALES: PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

Sistema lineal dindmico @ Ley de Hooke m Segunda ley de Newton del movimiento

Sistema de resorte y masa @ Movimiento libre no amortiguado m Movimiento arménico smple
Ecuacion de movimiento m Amplitud = Angulo de Jase m  Resorte desgastable

Movimiento libre amortiguado M Movimiento forzado B Términos transitorios y de estado estable
Resonancia pura ® Circuitos en serie

En esta seccion revisaremos varios sistemas dindmicos lineales (pag. 127) en donde cada
modelo matemdtico es una ecuacion diferencid de segundo orden con coeficientes condantes

d? d
azd_t{ + al'j: + aoy = g(t).

No olvidemos que la funcion g es la entrada (funddn de entrada o fundon forzada) de
sistema. La salida o respuesta del sistema es una solucién de la ecuacion diferencia en
un intervalo que contiene a # que satisface las condiciones iniciales prescritas y(tp) = yo,

¥ () = .
5.1.1 Sistemas de resorte y masa: movimiento libre no amortiguado
Ley de Hooke Supongamos que, como en la figura 5.1(b), una masa m; eda unida a un

resorte flexible colgado de un soporte rigido. Cuando se reemplaza mp con una masa distinta
my, € ediramiento, €longacion o dargamiento del resorte cambiard.

soporte rigido

en reposo
@ (b) (©)

FIGURA 5.1

Sn la ley de Hooke d resate mismo geace una fueza de redituddn, F, gpuesta a la
drecddn dd dagamieto y propordond a la catidad de dagamieto s. En conaeo, F =
kx, donde k£ es una condate de propordondided llameda condante dd resorte Auge les
messs con didintos pesos ediran un reste en cattidedes didintas, éste et caradaizado
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esenciamente por su numero k; por eemplo, s una masa que pesa 10 libras estira 1 pie un
resorte, entonces 10 = k(1) implica que ¥ = 20 lb/ft. Entonces, necesariamente, una masa Cuyo
peso sea de 8 libras estirara € resorte 1 de pie.

Segunda ley de Newton  Después de unir una masa 7 a un resorte, ésa lo estira una
longitud s y llega a una posicion de equilibrio, en la que su peso, W, esta equilibrado por la
fuerza de restauracion ks. Recuérdese que € peso se define por W = mg, donde la masa se

expresa en dugs, kilogramos o gramos y g = 32 ft/s?, 9.8 m/s> 0 980 cm/s®, respectivamente.
Como se aprecia en la figura 5.2(b), la condicion de equilibrio es mg= ksomg - ks = 0. S la
masa e desplaza una distancia x respecto de su posicion de equilibrio, la fuerza de regtitucion
del resorte es k(x + ). Suponiendo que no hay fuerzas de retardo que actlen sobre € sistema

y que la masa se mueve libre de otras fuerzas externas (movimiento libre), entonces podemos

igualar la segunda ley de Newton con la fuerza neta, o resultante, de la fuerza de restitucion y

g peso

M= k(s 4 ) + o= —kx+mg — ks = 0’

cero

El sgno negativo de la ecuacion (1) indica que la fuerza de retitucion del resorte actlia en la
direccion opuesta del movimiento. Ademés, podemos adoptar la convencién que los desplaza
mientos medidos abgo de la posicion de equilibrio son postivos (Fig. 5.3).

sin estirar
x=0
posicion
de equilibrio
mg~ks=0
movimiento
(a) (b) (c)
FIGURA 5.2 FIGURA 5.3

Ecuacién diferencial del movimiento libre no amortiguado S dividimos la
ecuedon (1) por la mesa m, datendremcs la ecuedon diferendd de segundo arden d2x/dr 2 +
(K/m)x =0,0 s

2
%}; tuae =0, @)

donde w* = k/m. Se dice que la ecuacion (2) describe el movimiento armonico simple o
movimiento libre no amortiguado. Dos conddones iniddes obvies asodades con (2) sn
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X(O) = e, la cantidad de desplazamiento inicia, y x'(O) = 3, la velocidad inicid de la masa. Por
gemplo, s a >0, 3 <0, la masa parte de un punto abajo de la posicion de equilibrio con una
velocidad hacia arriba. S a <0, 8 = 0, la masa se sudta partiendo del reposo desde un punto
ubicado |of unidades arriba de la poscion de equilibrio, etcétera

Solucién y ecuacion del movimiento  Paa resolver la ecuacion (2) observemos que
las soluciones de la ecuacion auxiliar m* + w? = 0 son los ndmeros complejos m; = wi,
my = —wi. Ad, seglin (8) de la seccion 4.3, la solucion generd de (2) es

X(t) = ¢; cos @t + ¢; sen wr. 3)

El periodo de las vibraciones libres que describe (3) es T = 2m/w, y la frecuenciaes ¥ = 1/T =
w/2m. Por ejemplo, para x(f) = 2 cos 3t = 4 sen 3¢, d periodo es 27/3 y la frecuencia es 3/2m.
El ndmero anterior indica que la gréfica de Xx(t) se repite cada 27/3 unidades y € ultimo numero
indica que hay tres ciclos de la gréfica cada 27r unidades o, lo que es lo mismo, que la masa
pasa por 3/2m vibraciones completas por unidad de tiempo. Ademéds, se puede demostrar que
e periodo 2n/w es @ intervalo entre dos mé&ximos sucesivos de X(t). Téngase en mente que un
maximo de x(t) es e desplazamiento positivo cuando la masa dcanza la distancia maxima abajo
de la podcion de equilibrio, mientras que un minimo de x(t) es e desplazamiento negativo
cuando la mesa llega a la dtura méxima arriba de esa posicion. Ambos casos se denominan
desplazamiento extremo de la masa Por Ultimo, cuando se emplean las condiciones inicides
para determinar las constantes ¢;y ¢, en la ecuacion (3), s dice que la solucion particular que
resulta es la ecuacion del movimiento.

J]3 To M Interpretacion de un problema de valor inicial

Resudlva e interprete e problema de vaor inicia

2
%t; +16r=0, x(0)=10, x(0)=0.
SOLUCION El problema equivale atirar hacia abajo.una masa unida a un resorte 10

unidades de longitud respecto de la posicion de equilibrio, sujetarla hasta que ¢ = 0 y soltarla
desde € reposo en ese indante. Al aplicar las condiciones inicides a la solucion

X{t) = ¢ cos 4+ ¢y sen 4t
se obtiene x(O) = 10 = ¢; 1+ ¢ . 0, y entonces ¢; = 10; por consiguiente
X(t) = 10 cos 4t + ¢y sen 4,
Como X (t) = -40 sen 4t + 4c; cos 4¢, entonces X’ (0) =0 = 4¢, . 1, asi que ¢; = 0; por
consiguiente, la ecuacion del movimiento es x() = 10 cos 4t
Esta claro que la solucion indica que € sistema permanece en movimiento una vez

puesto en movimiento y la masa vay viene 10 unidades a cada lado de la posicién de
equilibrio x = 0. Como se advierte en |a figura 5.4(b), € periodo de oscilacion es 2#/4 = #/2. B
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X

masa abajo de la posicion de equilibrio

—/2—

N AL
. ' '\/;r !
-10 1 x= 10 cos 4¢

\

mesa arriba de la posicion de equilibrio

(b)

FIGURA 5.4

(13 \{le}yR® Movimiento libre no amortiguado

Uamea qe pea2 b heoe que un resxrte = edire 6 in, Quando ¢+ = 0, la mesa & dta
desde un punto a 8 in abgjo de la posicion de equilibrio con una velocidad inicial, hacia
aribg, de ¢ ft/s. Deduzca la eoueddn dd movimenio libre

SOLUCION Como empleamos € sistema técnico de unidades inglesas, las medidas
eq:r&jasmpjmjessecﬂ)enpasarapGSGm-‘ft 81n-2fr_Adamsdsbams
convatir las unidedes de peso, qsammlltrasmm(hjesdenesa Patimos de m =
W/igy,enetecan, m =1 = L1 dug Tarbién, ssgin laley de Hooke 2 = k() implican que

3 16

la condante dd resorte es k = 4 1b/ft; por lo tanto, la ecuaddn (1) < trandoma en

1 d% d*
—_——— = 0 dZ

B desdazamiento y la vdoadad inddes son x(O) = x(O) = -~ 4 donde d dgo necgivo
en la Ultima condicion es consecuencia de que la'masa recibe una velocidad inicia en
drecdon negdiva 0 heda ariba

Entonces, «? = 64, 0 sea, w = 8, de modo que la solucion general de la ecuacion
dfaendd es

+ 64x = 0.

X(t) = ¢; cos 8¢ + ¢ sen 8. C))

Al aplicar,las condidones inideles a x(t) y X'(t) se obdtienen ¢; = %y 0 =- % Ad, la ecuedtn
od movimeto es

[\

X(t) = 3 cos 8¢ - % n 8. S) n
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Forma alternativa de x(f) Cuando ¢;#0y ¢;# 0, laamplitud 4 de las vibraciones
libres no se puede conocer de Inmediato examinando la ecuacion (3). Esto es, aunque la masa
tiene un desplazamiento inicia de 2 de pie respecto a la posicion de equilibrio en @ gemplo 2,
la amplitud de las vibraciones es mayor de %; por lo anterior, a menudo conviene pasar una
solucion de la forma (3) a la forma més simple

x(t) = A sen(wt + ), 6)
donde 4 = Vey?+ 2 Y ¢ €sun angulo de fase definido por

senqﬁ—ﬂ

A ang=2, (7
cosq§=Ez e

A

Para comprobarlo, desarrollamos la ecuacion (6) aplicando la formula del seno de la suma:
A senwfcosd+A cos ot sng=(A seng)coswt+ (A cos ¢) enwt. 8)

En la figura 55 tenemos que S definimos ¢ mediante

sen ¢ = —— = °1 cos p=——L— =22
Ved+cep A Veg+ef A

la ecuacion (8) se transforma en

c c
A Zl coswt + A ﬁsenwt = ¢; COs wt + ¢;senwt = x(1).

FIGURA 5.5

A3 o)k Forma alternativa de solucion de (5)

En vista de lo que acabamos de explicar, podemos escribir la solucion (5) del gemplo 2
como  sgue

x(f) = % cos 8¢ - % sen§t 0, lo que es lo mismo,  x(t) =4 sen(8+ ¢ ).

La amplitud estd definida por
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El lector debe tener cuidado a cecular € dangulo de fase ¢, definido por (7). Cuando ¢, =
% Yy = - %, resulta que tan ¢ = -4 y con una caculadora obtenemos tan-'(-4) = -1.326 rad.*
Pero este angulo estd en @ cuarto cuadrante y, por consiguiente, contraviene € hecho que
sen ¢ >0y cos ¢ < 0 (recordemos que ¢; > 0y ¢, < 0). Entonces, debemos suponer que ¢ €s
un dngulo que esta en € segundo cuadrante, ¢ = 7 + (-1.326) = 1.8 16 rad. Asi llegamos a

=
x(1) =\—617$en(8t + 1.816). 9 .

La forma (6) es (til porque con ella es facil determinar valores del tiempo para los cuaes
la gréfica de x(t) cruza € de postivo de las ¢ (la linea x = 0). Observamos que sen(wt + ¢ ) = 0
cuando wt + ¢ = nm, donde n es un entero no negativo.

Sistemas con constantes deresorte variables En el modelo anterior supusimos
un mundo ided, en que las caracterigticas fisicas del resorte no cambian con € tiempo. Sin
embargo, en & mundo read es l6gico esperar que cuando un sistema resorte y masa ha estado
en movimiento durante largo tiempo, € resorte se dehilite (0 “pierda brio”); en ofras palabras,
la “constante” de resorte va a variar 0, més concretamente, decaera a través del tiempo. En €
modelo del resorte desgatable, la funcion decreciente K(t) = ke, k > 0, & > 0 sudituye a la
constante de resorte k en (1). La ecuacion diferencid mx” + ke ®x = 0 no se puede resolver con
los métodos que vimos en € capitulo 4; sin embargo, podemos obtener dos soluciones
linealmente independientes con los métodos del capitulo 6. Véanse los problemas 15, gercicios
5.1, e gemplo 3, seccidn 6.4, y los problemas 39 y 40, eercicios 6.4.

Cuando un Sstema de masa y resorte se somefe a un ambiente en que la temperaiura es
rapidamente decreciente, la constante k se podra cambiar con K(t) = 4z, k > 0, funcion que crece
con € tiempo. El modelo resultante, mx” + ktx = 0 es una forma de la ecuacion diferencial de
Airy. Al igud que la ecuacion de un resorte enveecido, la de Airy se puede resolver con los
métodos del capitulo 6. Véanse € problema 16, en los gercicios 5.1; € eemplo 4, en la seccién
6.2, y los problemas 41 a 43, en los gercicios 6.4.

51.2 Sistemas de resorte y masa: movimiento amortiguado libre

El concepto del movimiento arménico libre no es redlista porque € movimiento que describe
la ecuacion (1) supone que no hay fuerzas de retardo que actlian sobre la masa en movimiento.
A menos que la masa esté colgada en un vacio perfecto, cuando menos habrd una fuerza de
ressencia debida d medio que rodea a objeto. Segin s adviete en la figura 5.6, la masa
podria estar suspendida en un medio viscoso 0 conectada a un dispositivo amortiguador.

Ecuacion diferencial del movimiento amortiguado libre  Enmecénica, se con-
ddera que las fuerzas de amortiguamiento que actlan sobre un cuerpo son proporciondes a
alguna potencia de la velocidad instanténea. En particular, supondremos en €l resto de la
descripcion que edta fuerza esta expresada por un mulitiplo constante de dx/dt. Cuando no hay
otras fuerzes externas agplicadas d Sstema, se sigue por la segunda ley de Newton:

d%x dx

M“‘E;= —kx—BE, (10)

*La imagen de la tangente inversa es —=/2 < tan™'x < /2
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(b)
FIGURA 5.6

donde 8 es una constante de amortiguamiento positiva y € Sgno negativo es consecuencia del
hecho de que la fuerza amortiguadora actla en direccion opuesta a la del movimiento.
Al dividir la ecuacion (10) por la masa m, la ecuacién diferencia ddd movimiento
amortiguado libre esd %x/dt 2+ (B/m)dx/dt + (K/m)x = 0, 0 sea
2
dx+2)\@+ W =0,

df dt an

k
donde 2N = n—?' w? =r—n' (12)

El simbolo 2\ sdlo s usa por comodidad egebraica porque asl la ecuacion auxiliar queda

m? + 2 m + «? = 0y las raices correspondientes son

m=-A+VNE=w,  my=-A-VI- o

Ahora podemos distinguir tres casos posibles que dependen del signo algebraico de
A = 42, Puesto que cada solucion contiene a factor de amortiguamiento ¢, A > 0, los
desplazamientos de la masa se vuelven insignificantes cuando € tiempo es grande.

CASO 1 A2- w?> 0. Aqui, se dice que el sistema estd sobreamortiguado porque e
coeficiente de amortiguamiento, 3, es grande comparado con la constante de resorte, k. La
solucién correspondiente de (11) es x(t) = cie™ + c2e™, 0 hien

X(f) . e—)\t (Cle\l)\z—wzt + 626—‘/,\Z—w2t). (13)
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X X
\ \_/‘ t
t
(a) (a)
X x \
\\ t
\_/— t
(b) (b)
FIGURA 5.7 FIGURA 5.8

Esta ecuacion representa un movimiento suave y no oscilatorio. La figura 5.7 muestra dos
gréficas poshles de x(t).

CASO I1: A= (2= 0. Sedice que ¢ dstema eda criticamente amortiguado puesto que
cualquier pequefia disminucién de la fuerza de amortiguamiento originaria un movimiento
oscilatorio. La solucion generd de la ecuacion (1) es x(t) = ¢; e™' + cyte™, es dedir,

X(t) = e™ (¢ + eat). (14)

En la figura 5.8 vemos dos tipicos gréficos de este movimiento. Obsérvese que Se parecen
mucho a los de un sistema sobreamortiguado. También se aprecia, seglin la ecuacion (14), que
la masa puede pasar por la posicion de equilibrio, a lo més una vez.

CASO lll: A2~ w?<0. Se dice que d sSdema estd subamortiguado porque e coeficiente
de amortiguamiento es pequefio en comparacion con la constante del resorte. Ahora las raices
my Y my son complgas.

m=-A+Ver—Ai, m=-1—Ve?— i
Entonces, la solucion generd de la ecuacion (II) es
x(f) = €M(cy cos Vu? — At + ¢y Sen Vw? = A24). (15)

Como e gprecia en la figura 5.9, @ movimiento que describe (15) es oscilatorio pero, a causa
del coeficiente ¢~*, las amplitudes de vibracion tienden a cero cuando t — oo,

FIGURA 5.9
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A1F 1 oW \ovimiento sobreamortiguado

Se comprueba fécilmente que la solucién del problema de vaor inicia

dx | _dx s
W+5;;+4x*0, x(0)=1,x©0)=1
5 2
es =T ot 2 M 16
x()=3e'=3ze" (16)

El problena se puede interpretar como representando e movimiento sobreamortiguado de
una mesa unida a un resorte. La masa comienza deste una posicion 1 unidad gbajo de la
posicion de equilibrio con una velocidad hacia gbajo de 1 fi/s.

Para graficar X(t), se calcula e valor de ¢ donde la funcion tiene un extremo; esto es, €
vaor de tiempo para € que la primera derivada (velocidad) es cero. Al derivar la ecuacion
(16) sellegaax'(t) = = 2e™ + 2™, asi que x'(t) = O implicaque ¢* = £, o sea s = 1 In} = 0.157.
De acuerdo con ¢ criterlo de fa primera derivada y con la intuicion fl’s'ca, ~(0.157) = 1.069 ft
es, en redidad, un maximo. En otras paabras, la masa llega a un desplazamiento extremo
de 1.069 ft abgo de la posicion de equilibrio.

También debemos comprobar s la gréfica cruza d ge ¢ edto es, § la masa pasa por la
posicion de equilibrio. Esto no puede suceder en este caso, porque la ecuacion x(t) = 0, o
¢ =  tiene la solucion + = 1 In 2 = -0.305 que es fisicamente irrelevante.

En la figura 5.10 mostramos fa gréfica de x(t) y dgunos de sus vaores.

t x(f)

1 0.601
15 0370

0.225
2.5 0.137
3 0.083

(b)
FIGURA 5.10

J/NI Lol W Movimiento  criticamente  amortiguado

Una masa de 8 Ib de peso estira 2 ft un resorte. S una fuerza de amortiguamiento numMéi-

camente igual a 2 veces la velocidad instantanea actlia sobre el contrapeso, deduzca la
ecuacion del movimiento s la masa se sudta de la posicion de equilibrio con una velocidad
hacia arriba de 3 ft/s.
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SOLUCION  De acuerdo con la ley de Hooke, 8 = k(2) da k = 4 Ib/ft. Entonces W = mg da
m =3;_ = 1 dug. Entonces la ecuacion diferencid del movimiento es

ldx  _, . dx dx | dx
iy 4x 2 O sea d2+85+16x_ amn

La ecuacion awiliar de (17) esm® + 8m + 16 = (m+ 4)* = 0, de forma que my= my = 4.
Luego € sistema es criticamente amortiguado y

X(t) = ¢+ cpte™, (18)

Al aplicar las condiciones inicides x(O) =0y x'(O) = -3 vemos, a su vez, que ¢; =0y ¢; = -3.
Asl, la ecuacion del movimiento es

X(t) = —3te*, 19

Para graficar x(f) procedemos igua que en @ egemplo 4. De X'(t) = —3¢™¥( 1 ~ 4t) tenemos
que x’(f) = 0 cuando ¢ = l El desplazamierito extremo correspondiente es x() = -3G; Ye ! =
-0.276 ft. En la figura 5. Il *vemos Que podemos interpretar este valor como d punto en que
e contrapeso dcanza una dtura maxima de 0.276 ft sobre su posicion de equilibrio.

la posicion de equilibrio

FIGURA 5.11

(J|IV oMW Movimiento subamortiguado

Un objeto que pesa 16 1b s une a un resorte de 5 ft de longitud. En la posicion de equilibrio,
d resorte mide 82 ft. S @ peso s deva 'y se sueta del reposo en un punto a 2 ft ariba de
la poscion de equilibrio, determine los desplazamientos, x(t). Consdere que d medio que
rodea d sistema ofrece una resistencia d movimiento numéricamente igud a la velocidad
instantanea.

SOLUCION  El dargamiento del resorte, después de unir e peso, es 82 — 5 = 32 ft, de
modo que, segln la ley de Hooke, 16 = k(3.2), 0 sea & = 5 [b/ft. Ademas m= 2 =2 sug y
la ecuacion diferencid es

1d% a' X |, A dx

571}7‘_5" T os d2+ZZ+1Ox=O. (20)

Las raices de m? + 2m + 10 = 0 son my= -1 + 3i y my = =134, lo cud implica que € Sstema
es subamortiguado y que

X(t) = e™*(c; cos 3t + ¢,sen 3t). (1)
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Por dltimo, las condiciones inicides x(0) = -2 y X'(O) = 0 determinan las constantes ¢; = -2
yeo= - %, as que la ecuacion de movimiento es

x()= e | -2 cos 3¢ —% sen 3t). 22) =

Forma alternativa de x(f) De manera idéntica d procedimiento que empleamos en la
p&gina 200, podemos escribir cudquier solucion

x(t) = €7%(c, €08 V& — Nt + cr 80 Vi — X¥)
en la forma aternativa
X(t) = Ae™ sen (Vo — N2t + ¢), (23)
en donde 4 = Wy e éangulo de fase ¢ queda determinado por las ecuaciones

G _O
sen¢>—Z, COS¢—Z’

_a
tan ¢ = o
En ocasiones, € coeficiente 4e™™ se denomina amplitud amortiguada de las vibraciones.
Dado que la ecuacién (23) no es una funcion periédica, € nimero 27/Nu? - X? se llama
cuasiperiodo y Vo? ~AX*/27 es la cuasifrecuencia. El cuasiperiodo es € intervalo de tiempo
entre dos méximos sucesivos de x(t). El lector debe comprobar que en la ecuacion de movi-
miento del gemplo 6, A =2 10/3y ¢ = 4391 En consecuencia, una forma equivaente de
(22) es

x(t) = %@“mn{ﬁt + 4.391).

5.1.3 Sistemas de resorte y masa: movimiento forrado

Ecuacion diferencial del movimiento forzado con amortiguamiento  Ahora
tomaremos en cuenta una fuerza externa, f(#), que actla sobre una masa ocilatoria en un
resorte; por ejemplo, f(r) podria representar una fuerza de impulsion que causara un movimien-
to oscilatorio verticad del soporte del resorte (Fig. 5.12). La inclusion de () en la formulacion
de la segunda ley de Newton da la ecuacion diferencid de movimiento forzado:

dx_ . gdx
m = ~he— B+ ). @4
Al dividir eda ecuacion por m se obtiene
d2x+2/\_4_x_+ w2x: F(f)
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FIGURA 5.12

donde F(t) =f(f)/m y, d igud que en la seccion anterior, 2\ = G/m, w? = k/m. Para resolver esta
ecuacién no homogeénea tenemos € método de los coeficientes indeterminados o € de la
variacion  de pardmetros.

AINISEO A |nterpretacion de un problema de valor inicial

Interprete y resuelva e problema de vaor inicia

1dx _1
Sa 1ZE+ZX 5cos 4t, x(O)-z, X' (0) = 0. (26)

SOLUCION Podemos ver e problema como la representacion de un sistema vibratorio
formado por una masa (m = =+ slug 0 kg) unida aun resorte (k = 2 1b/ft o N/m). La masa parte

del reposo a ; ! unidad (ft 0 m) abajo de su posicion de equilibrio. EI movimiento es

amortiguado (8 = 1.2) y esta impulsado por una fuerza externa periodica (T = #/2 9 que s
inicia cuando ¢ = 0. Cabria esperar, intuitivamente, que aun con amortiguamiento e sistema
permanecerd en movimiento hasta e momento en que la funcién forzada se “desconectara’
y en addante las amplitudes disminuyeran; sin embargo, td como et enunciado € proble-
ma, f(f) =5 cos 4t permanecerd “conectadd’ por Siempre.

Primero multiplicamos por 5 la ecuacion diferencia (26)

dx* dx
?lt-z +6 d_ +10x =0
y la resolvemos con los métodos acostumbrados. Dado que my = -3 + i, my =-3 - i, entonces

X (t) = e~*(cy cost + ¢; sen ).

Aplicamos & método de los coeficientes indeterminados, suponiendo que una solucién
particular tiene la forma x,(f) = 4 cos 4t + B sen 4t. Entonces

x, = -4A sendt + 4B cos 4,  x, = -16A cos 4t = 16Bsendt
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de modo que

X!+ 6x) + 10x, = (—6A + 24B) cos 4t + (—24A — 6B)sen 4t = 25 cos 4t.

El ssema resultante de ecuaciones
-6A + 24B = 25. -24A - 6B = 0

tiene las soluciones 4 = = 2y B = % En consecuencia

X(t) = e™¥(c, cost + cysen ) ~ 125 cos 4t + %%sen 4¢, @7

Cuando hacemos ¢ = 0 en la ecuacién de arriba obtenemos = 5 ¥ S diferenciamos
la expresion y hacemos ¢ = 0, obtenemos ¢; = - &, 5 por consiguiente, la ecuacion de

movimiento  es
X(t) ze™™ (-— cost 86 t) ——cosdt + = 20 = sendt. (28) =

102 51
&

Términos transitorio y de estado estable  Obsérvese que la funcién complemen-
taria

x(t)y=e* (%% cos t = 2—16-sen t)

en la ecuacion (28) tiene la propiedad de que lim, ., . x(f) = 0. Como x.(¢) se vuelve insignifi-
cante (es decir, — 0) cuando t — «, se dice que es un término transitorio o solucion
transitoria. Asi, cuando € tiempo es grande, los desplazamientos de la masa del problema
anterior son muy bien aproximados por la solucion particular x,(#). Esta Gltima funcion se
llama también solucién de estado estable, de estado estacionario o de estado permanente.
Cuando F es una funcion periddica, como F(f) = Fy sen 4t 0 F(t) = F; cos ¢, la solucion generdl
de la ecuacion (25) esta formada por

X(t) = parte transitoria + parte estable.

213 (e X W Soluciones transitorias y de estado estable

Se demuedtra con facilidad que la solucidon del problema de vaor inicid

dx . dx _ Ay —
F+27+Zx 4cost+2sent, x(0)=0, x'(0) =3
es x=Xx+tx,=e’sent+2snt
transitorio estado estable

Al examinar la figura 5.13 vemos que € efecto ddl término transitorio en la solucion es
inggnificante en este caso, cuando t > 2n. n
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x estado estable x,,
21T o~
1 transitorio x, /\
- T | T o=
1 Y T t
1L w2 32 S5mi/2
24
(@
x x(t)
21/ 7——\—
4 } t
1 =2 3m/2 5m/2
i, 0 IR W AU
(b)
FIGURA 5.13

Ecuaciones diferenciales del movimiento forzado sin amortiguamiento
Cuando se derce una fuerza periddica y no existe fuerza de amortiguamiento, no hay parte
trangitoria en la solucion de un problema. Veremos también que s se gerce una fuerza periddica
cuya frecuencia es igud o cad igud a la de las vibraciones no amortiguadas libres, se puede
originar un grave problema en un sSistema mecanico oscilatorio.

AV leX*AM Movimiento forzado no amortiguado

Resuglva € problema de vaor inicid

2
4% = F e yt, x(0)=0 x(0) =0, 29)
dret

en donde Fy es constante y -y # w.

SOLUCION  La funcion complementaria s x.(f) = ¢; cos Wt + ¢y sen wt. Para obtener una
solucion particular supondremos que x,(f) = 4 cos v + B sen ~t, de modo que

X, + @’x, = A(w* ™ ¥?) €08 yt + B(w? — ¥?) sen yt = Fysen yt.
Al igudar los coeficientes obtenemos de inmediatod = 0y B = Fo/(w? = ~%); por consiguiente
Fo
=-,8'an
x,(t) o =yt Y

Aplicamos las condiciones inicides del problema a la solucion generd

F
7 Senyt

Xx(t) = ¢; cOs wt + C;Sen wt +
(0 =c 2 o~y
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y obtenemos ¢; = 0y ¢y = —yFo/w(w? = ¥%); por lo tanto, la solucion es

X(t) Lz)(-ysenot + osenyt), v #o. (30) m

_w(wz -y

Resonancia pura Aunque la ecuacion (30) no esta definida cuando v = w, es interesante
observar que su velor limite, cuando v — w, se puede obtener gplicando la regla de L’Hépital.
Este proceso d limite equivde a una “sintonizacion” de la frecuencia de la fuerza impulso-
ra (y/2m) con la de las vibraciones libres (w/2m). Esperamos intuitivamente que a paso del
tiempo podamos aumentar sustancidmente las ampitudes de vibracion. Para v = w, la solucion
se define como

Ed;l(—ysen wt + w N 1)

- +
v = limF, ysen wz; ozsenyt _ FO
=0 o(w? ~v?) -0

d
&5 @ = ar)

, -Sen wt+ @f cos yt
= Fylim Y
bad] —2(0’)'
-Sen wt + wt cos wt
2wt

:F0

= 2%‘:2 senwt — 5—2) £ cos wt. (31)

Como lo esperébamos, cuando ¢ — e, los desplazamientos crecen; de hecho, |x(s,)] = oo cuando
t,=nmiw,n=1,2,.. . E fendmeno que acabamos de describir se llama resonancia pura. La
gréfica de la figura 514 muestra un movimiento carecteristico de este caso.

En conclusion, se debe notar que no hay una necesidad real de emplear un proceso d limite
en (30) para llegar a la solucién para v = w. También, la ecuacion (31) es consecuencia de
resolver e problema de vaor inicid

dx o _ - Ay —
F+wx—Fo$nwt, x0)=0 x(0)=0

directamente por los métodos convencionales.

S una fuerza como la (31) representa en redidad los desplazamientos de un sistema de
resorte y masa, este sstema se destruiria. En Ultimo término, las oscilaciones grandes de la
masa forzarian d resorte a rebasar su limite déagico. También se podria decir que € modelo
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FIGURA 5.14
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resonante de la figura 5.14 es irred por completo, porque no tiene en cuenta los efectos retar-
dantes de las sempre presentes fuerzes de amortiguamiento. S bien es cierto que no se puede
tener resonancia pura cuando se considera un amortiguamiento minimo, también es cieto que
s pueden desarrollar amplitudes grandes e iguamente destructivas de vibracion (pero acotadas
cuando ¢ — o). Véase d problema 43 en los gercicios 5.1.

5.1.4 Sistemas analogos

Circuitos en serie LRC Segin planteamos en la introduccion a este capitulo, diversos
ssemas fisicos se pueden describir con una ecuacion diferencid lined de segundo orden
semegjante a la de las oscilaciones forzadas con amortiguamiento:

dx dx

md— 'Bdt+kx = f(1). (32)

S i(t) representa la corriente en e circuito eléctrico en serie LRC de la figura 5.15, las caidas
de voltae a través del inductor, resistor y capacitor son las que muestra la figura 1.13. De
acuerdo con la segundg ley de Kirchhoff, la suma de esas caidas es igud d voltge E(t) aplicado
d circuito; esto es,

di ,, 1
= +=q = E(@).
L o + Ri C qg=E(@®) 33)

Pero i = dg/dtrelaciona la corriente i(t) con la carga del capacitor g(f), de manera que la ecuacion
(33) se transforma en la ecuacion diferencia lineal de segundo orden

199, g 34
LG R ga B0 ¢4

La nomenclatura que se emplea en @ andisis de circuitos es similar a la que s usa en los
ggdemas de resorte y masa.

S E(f) =0, les V|bra0|ones eléctricas del circuito se llaman libres. Como la ecuacion
auxiliar de la (34) es Lm* + Rm + 1/C = 0, habré tres formas de la solucién cuando R # O,
dependiendo ddl valor del discriminante R? - 4L/C. Se dice que @ dirclito es

sobreamortiguado  § R -4L/C>0,
criticamente amortiguado s R -4lIC=0,
v subamortiguado s R* = 4LIC <0.
L R
[l
1]
c

FIGURA 5.15
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En cada uno de esos tres casos, la solucion de (34) contiene e factor ¢ %L as que q(t) — 0
cuando t — oo, En @ caso subamortiguado, cuando (O) = gy, la carga en @ capacitor osila
segun decrece; en otras palabras, € capacitor e cargay descarga cuando ¢ — eo. Cuando E(f) = 0
y R=0, se dice que € circuito es no amortiguado, y las vibraciones eléctricas no tienden a cero
cuando ¢ aumenta sin limite; la respuesta del circuito es armonica simple.

1IN omIvm Circuito en serie subamortiguado

Determine la carga q(t) en € capacitor de un circuito en serie LRC, cuando L = 0.25
henry (h), R = 10 ohms (£2), C = 0.001 farad (£), E(r) = 0, ¢(O) = go coulombs (C) e #(0) = 0
amperes  (A).

SOLUCION Como 1 /C = 1000, la ecuacion 34 se transforma en

%q” + 10" +1000g=0 Osa q + 40g’ + 4ooog = O.

Al resolver esta ecuacion homogénea como de costumbre, tenemos que € circuito es
subamortiguado y que q(t) = e”2%(c; cos 60t + ¢, sen 60t). Aplicamos las condiciones
inicides y obtenemos que ¢ = qo Y ¢ = go/3. Entonces

qt) = gee™ (cos 60t + —;-sen 60t>
Mediante la ecuacion (23) podemos escribir la solucion anterior en la forma

q(t) = @e Wisen(60t + 1.249). .

Cuando hay un voltae E(f) aplicado en € circuito, s dice que las vibraciones eéctricas
son forzadas. Cuando R # 0, la iuncion complementaria g,(f) de (34) se llama solucién
transitoria. S E(f) es periddico 0 una constante, la solucion particular, ay(f), de (34), es una
solucién de estado estable.

(J]JY1NleRRM Corriente de estado estable

Determine la solucion q,,(t) de estado estable y la corriente de estado estable en un circuito
en serie LRC cuando € voltgje aplicado es E(f) = Ey sen A,

SOLUCION  La solucion de estado estable gp(f) es una solucion particular de la ecuacion
diferencia

d’q dg 1
L—=4+R—42+ —¢g= \
prs L Eysenyt
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Al alicar d método de los coeficientes indeterminados, suponemos una solucion particular
de la forma gy(f) = Asen vt + B cos . Sudtituimos esta expresion en la ecuacion diferencidl,
smplificamos e igudamos coeficientes y los resultados son

1
ElLy——
a - o( Y C’)’> B= E.R '
2L 1 ’ 2L 1
-Y (LZ,yZ - —C— + Cz'yz + R2> -Y (LZ’)/Z - -é— + Cz'yz + R2>

Conviene expresar a A 'y B en funcion de nuevos simbolos:

. 1 5 2L 1
Si X=Ly- _C-‘y-, obtenemos X © = Lz’yz - ey + 62_')’?
2L 1
Si Z=VX'+ R, otenemos Z* =Ly~ C E Ciy? + R

Por consiguiente, A = EgX/(—yZ2) y B = EgR/I(—Z?), de suerte que la carga de estado
edeble es

EnX

_ E.R
q,() = =~ 27 S = 7 S

yZ?

Ahora bien, la corriente de estado esteble estd definida por i,(f) = g,'(9):
i(f) = % (g senyt — ‘%(cos 'yt> (35) m

Las cantidades X = Ly = 1/Cyy Z = VX*+ R, definidas en & gemplo Il, se llaman,
respectivamente, reactancia e impedancia del circuito. Ambas se expresan en ohms.

Barra de torsidon La ecuacion diferencid que describe @ movimiento de torsion de una
masa colgada en € extremo de un e eédtico es

a9 db _
ld—t2 tey, + k8 =T(s). (36)

Como vemos en la figura 5.16, la funcion () representa la magnitud del giro de la masa en
cuaquier  momento.

FIGURA 5.16
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Al comparar las ecuaciones (25) y (34) con la (36), resulta que -excepto por la termino-
logia- no existe diferencia aguna entre la descripcion matemética de los resortes con masa,
los circuitos Simples en sarie y las oscilaciones de torsion.

— 50

1. Se fija un contrapeso de 4 Ib a un resorte cuya constante es 16 Ib/ft. ;Cual es € periodo
del  movimiento amonico simple?

2. Se fija una masa de 20 kg a un resorte. S la frecuencia del movimiento arménico simple
es 2/ ostilaciones por segundo, ;cual es la constante k del resorte? (Cudl es la frecuencia
del movimiento arménico simple s la masa origind se reemplaza con una de 80 kg?

3. Al fijar un contrapeso de 24 1b a extremo de un resorte, lo estira 4 in. Deduzca la ecuacion
del movimiento cuando e contrapeso se suelta y parte del reposo desde un punto que estd
3 in ariba de la pogcion de equilibrio.

4. Formule la ecuacion del movimiento s € contrapeso del problema 3 parte de la posicion
de equilibrio con una velocidad inicid de 2 ft/s hacia abgo,

5. Un contrapeso de 20 Ib estira 6 in a un resorte. En ese sistema, @ contrapeso se sudlta,
partiendo del reposo, a 6 in abgo de la posicion de equilibrio.
a Cdcule la posicion del contrapeso cuando ¢ = m/12, /8, 7/6, m/4 y 97/32 segundos
b) ;Cual es lavelocidad del contrapeso cuando ¢ = 37/16 S? ¢Hacia donde se dirige €

contrapeso en ese instante?

) ¢(Cuéando pasa € contrapeso por la posicion de equilibrio?

6. Una fuerza de 400 N edira 2 m un resorte. Después, a extremo de ese resorte, se fija una
maesa de 50 kg y pate de la posicion de equilibrio a una velocidad de 10 m/s hacia arriba
Deduzca la ecuacion del movimiento.

7. Otro resorte, cuya constante es 20 N/m, esta colgado del mismo soporte rigido, pero en
posicion padela a la del Sstema resorte y masa del problema 6. Al segundo resorte se le
fija una masa de 20 kg, y ambas masas sden de su posicion de equilibrio con una velocidad
de 10 m/s hacia arriba
a) (Cudl masa tiene la mayor amplitud de movimiento?

b) ¢Cudl masa se mueve con méas rapidez cuando ¢ = n/4 S? ;Y cuando ¢ = 7/2 S?
) (En qué momento estén las dos masas en la misma posicion? ;Dénde estén en ese
momento? ;En qué direcciones se mueven?

8. Un contrapeso de 32 Ib estira 2 ft a un resorte. Determine la amplitud y el periodo de
movimiento si el contrapeso parte de 1 ft arriba de la posicién de equilibrio, con una
velocidad inicia de 2 ft/s hacia arriba. ; Cudntas vibraciones completas habra hecho el
contrapeso  hasta los 47 segundos?

9. Un contrapeso de 8 Ib, fijo a un resorte, tiene movimiento armoénico simple. Deduzca la
ecuacion del movimiento si la constante del resorte es 1 1b/ft y e contrapeso parte de 6 in
abgo dd punto de equilibrio, con una velocidad de % ft/s hacia abgjo. Exprese la solucion
en la forma de la ecuacion (6).
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Una masa pesa 10 b, y estira + ft un resorte. Se quita esa masa y se reemplaza con una de
1'y 6 slugs que parte de ! ft sobre la posicion de equilibrio con una velocidad de 2 ft/s hecia
abgjo. Exprese la solucion en la forma (6). ¢En qué momento llega la masa a un desplaza
miento numéricamente igua a 1 de la amplitud abgjo de la posicion de equilibrio?

[I. Un contrapeso de 64 1b estd unido a extremo de un resorte y lo estira 0.32 ft. S parte de

12.

13.

14,

una posicion 8 in sobre la poscion de equilibrio, con una velocidad de 5 ft/s hacia abgo.

a) Deduzca la ecuacion del movimiento.

b) ;Cuales son la amplitud y € periodo del movimiento?

) ¢Cuéntas oscilaciones completas habra hecho e contrapeso a los 37r segundos?

d) ;En qué momento pasa € contrapeso por la posicion de equilibrio a ir hacia abgo por
segunda vez?

€) ¢(En qué momento acanza € contrapeso su desplazamiento extremo en ambos lados de
la posicion de equilibrio?

f) (Cual es la posicion del contrapeso cuando ¢ = 3 §?

g) ;Cual es su velocidad instantdnea cuando ¢ = 3 ?

h) ;Cual es su aceleracion cuando ¢ = 3 s?

i) ¢Cual es la velocidad indtantanea a pasar por la posicion de equilibrio?

J) ¢En qué momentos estd a 5 in abgo de la poscion de equilibrio?

k) ;En qué momentos esta 5 in abgo de la poscion de equilibrio y se mueve hacia arriba?

Se cudga una masa de 1 dug de un resorte cuya condtante es 9 1b/ft. Al principio, la_masa
pate de un punto a 1 ft ariba de la posicion de equilibrio, con una velocidad de V3 fils
hacia arriba. Determine los momentos en que la masa se dirige hacia abajo con una
velocidad de 3 ft/s.

En dgunos casos, cuando dos resortes pardelos de constantes k; y k; Sostienen un solo
contrapeso W, la constante efectiva de resorte del sistema es k = 4kiky)/(k) + k7).
Un contrapeso de 20 b estira 6 in un resorte y 2 in otro. Estos resortes estan fijos a un
soporte rigido comdn por su parte superior y a una placa metdica en su extremo inferior.
Como se ve en lafigura5.17, e contrapeso de 20 ]b estafijo d centro de la placa del
dsema Determine la condante efectiva de resorte de edte sistema Deduzca la ecuacion
del movimiento, s € contrapeso parte de la posicion de equilibrio, con una velocidad de
2 ft/s hacia abgo.

Cierto contrapeso edtira % ft un resorte, y 1 ft otro. Los dos resortes se fijan a un soporte
rigido, como se indicé en € problema 13 y en la figura 5.17. El primer contrapeso se quita
y en su lugar se pone uno de 8 Ib. El periodo de movimiento es /15 s, determine e valor

numérico del primer contrapeso.

FIGURA 5.17
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Problemas para discusion

15. Sdlo por inspeccion de la ecuacion diferencial 4x” + e %! = 0, describa @ comportamiento
durante un gran periodo de un sistema de resorte y masa regido por la ecuacion.

16. Sdlo por inspeccion de la ecuacion diferencid 4x” + #x = 0, describa e comportamiento
durante un gran periodo de un sistema de resorte y masa regido por la ecuacion.

51.2

En los problemas 17 a 20 la figura respectiva representa la gréfica de una ecuacién del

movimiento de una masa unida a un resorte. El sstema masaresorte es amortiguado. Con la

gréfica,  determine

a) S d deylazamiento inicid de la masa ocurre ariba o abgo de la posicion de equilibrio

b) Si la masa esta inicialmente en reposo o0 S estd moviéndose hacia abagjo 0 s esta
moviéndose hacia arriba

17. 18.

Ve ,

FIGURA 5.18 FIGURA 5.19
19. 20.
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FIGURA 5.20 FIGURA 52 1

21. Una pesa de 4 Ib se une a un resorte cuya constante es 2 b/ft. El medio presenta una
resstencia d movimiento numéricamente igual a la velocidad indantdnea. S la pesa s
sudlta de un punto a 1 ft arriba de la posicion de equilibrio con una velocidad de 8 ft/s hacia
abgjo, cacule & tiempo en que pasa por la posicion de equilibrio. Encuentre € momento
en que la pesa llega a su desplazamiento extremo respecto da posicion de equilibrio. ;Cual
€S SU posicion en ese indante?

22. Un resorte de 4 ft dcanza 8 ft d colgarle una pesa de 8 Ib. El medio a través dd cud se
mueve ofrece una resistencia numéricamente igud a V2 veces su velocidad instantdnea
Deduzca la ecuacion del movimiento s la pesa se sudta de la posicion de equilibrio con
una velocidad de 5 ft/s hacia abgo. Cdcule € tiempo en que llega a su desplazamiento ex-
tremo respecto a la posicion de equilibrio. ;Cudl es su posicion en ese instante?
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23. Una masa de 1 kg esta unida a un resorte cuya constante es 16 N/m y todo € sisema se
sumerge en un liquido que impate una fuerza de amortiguamiento numéricamente igual
a 10 veces la velocidad instanténea. Formule las ecuaciones del movimiento, S
a) El contrapeso se sudlta, partiendo del reposo a1 m abgo de la poscion de equilibrio
b) El contrapeso se suelta partiendo de la posicion de equilibrio con una velocidad de

12 m/s hecia arriba

24. En las partes @) y h) ddl problema 23, determine S la pesa pasa por la posicion de equilibrio.
En cada caso cacule d momento en que llega a su desplazamiento extremo respecto a la
posicion de equilibrio. ;Cudl es la posicion de la pesa en ese ingtante?

25. Una fuerza de 2 b edtira 1 ft un resorte. A ese resorte se le une un contrapeso de 32 1by
g ssema se sumerge en un medio que imparte una fuerza de amortiguamiento numérica
mente igud a 04 la velocidad instantanea.

a) Deduzca la ecuacion del movimiento s € contrapeso parte del reposo 1 ft ariba de la
posicion de equilibrio.

b) Exprese la ecuacion del movimiento en la forma de la ecuacion (23).

¢) Calcule € primer momento en que € contrapeso pasa por la posicion de equilibrio
dirigiéndose  hacia  arriba
26. Después de unir una pesa de 10 b a un resorte de 5 ft, éste mide 7 ft. Se quita y se reemplaza
con otra de 8 1b, y @ sistema se coloca en un medio que ofrece una resistencia numérica:
mente igud a la velocidad instanténea
a Deduzca la ecuacion del movimiento, § se suelta la pesa a% ft abgjo de la posicion de
equilibrio a una velocidad de 1 ft/s hacia abgo.

h) Exprese la ecuacion del movimiento en forma de la ecuacion (23).

¢) Cdcule los momentos en que € contrapeso pasa por la posicion de equilibrio d dirigirse
hacia abgo.

d) Grafique la ecuacion de  movimiento.

27. Al unir una pesa de 10 1b a un resorte, édte se edtira 2 ft. La pesa también estd unida a un
amortiguador, que ofrece una resistencia numéricamente igual a § (8 > 0) veces la
velocidad instantdnea. Calcule los vaores de la constante de amortiguamiento 5 para que
e movimiento que se produce sea a) sobreamortiguado; b) criticamente amortiguado, y c)
subamortiguado.

28. Una pesa de 24 1b estira 4 ft un resorte. El movimiento que se produce se lleva a cabo en
un medio que presenta una resistencia numéricamente igud a 8 (8 > 0) veces la velocidad
ingantnea. Si la pesa parte de la posicion de equilibrio con una velocidad de 2 ft/s hacia
ariba, demuestre que s B >3 V2, la ecuacion de movimiento es

x(t) = ————e #Psenh = VB? — 181.
0= 2V

— 5.1.3

29. Una pesa de 16 1Ib edtira & ft un resorte. Al principio, parte del reposo a 2 ft arriba de la
posicion de equilibrio y 8 movimiento ocurre en un megio que presenta una fuerza de
amortiguamiento  numéricamente igud a la mitad de la velocidad instanténea. Deduzca
la ecuacion del movimiento S la pesa esta impulsada por una fuerza externa igud a f(f) =
10 cos 3t.

30. Se une una masa de 1 dug a un resorte cuya constante es 5 1b/ft. Se sudta la masa a 1 ft
abgjo de la posicion de equilibrio con una velocidad de 5 ft/s hacia abajo; € movimiento
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3L

32.

33.

36.

% da en un medio cuya fuerza de amortiguamiento es numéricamente igual a doble de la

velocidad  instanténea.

d Deduzca la ecuacion del movimiento s una fuerza externa igud af(f) = 12 cos 2t + 3
N 2t actla sobre la masa

b) GCrafique las soluciones trandtoria y de estado estable en & mismo conjunto de ees
coordenados.

¢) Grafique la ecuacion del  movimiento.

Cuando una masa de 1 dug se cuelga de un resorte, lo edtira 2 ft, y llega d reposo en su

posicién de equilibrio. A partir de r = 0, ¢ aplica una fuerza externa a Sistema, igud a

f(H) = 8 sen 4t. Formule la ecuacion del movimiento si € medio presenta una fuerza

amortiguadora numéricamente igud a 8 veces la velocidad instantanea

En ¢ problema 31, deduzca la ecuacion del movimiento s la fuerza externa es f(f) = e™

sen 4t. Andice los desplazamientos cuando ¢ — ee.

Cuando una masa de 2 kg se cudga de un resorte cuya condtante es 32 N/m, llega a la

posicion de equilibrio. A partir de ¢ = 0 se gplica d sistema una fuerza igud a /(f) = 68e™

cos 4t Deduzca la ecuacion del movimiento cuando no hay amortiguamiento.

En e problema 33, escriba la ecuacion del movimiento en la forma x(t) = A sen({wt + ¢ )

+ Be ™ sen(4t + 6). ;Cual esla amplitud de las oscilaciones cuando € tiempo es muy

grande?

Una masa m se une ad extremo de un resorte cuya constante es k. Después de dcanzar

equilibrio, su soporte comienza a oscilar verticalmente a ambos lados de una linea

horizontal, [, de acuerdo con una funcion A(r). El vaor de 4 representa la distancia, en

pies, medida a partir de L. Vea la figura 5.22.

d) Deduzca la ecuacion diferencid del movimiento s € sstema se mueve por un medio
que presenta una fuerza de amortiguamiento numéricamente igua a [(dx/dr).

b) Resuelva la ecuacion diferencid en la parte @ S un contrapeso de 16 1b estira € resorte
4 fty =2, h(t) = 5 cos t, x(0) = x’(0) = 0.

FIGURA 5.22

Una masa de 1 OO g se cuelga de un resorte cuya condante es 1600 dinas/cm. Luego que

dcanza d equilibrio su soporte oscila de acuerdo con A(f) = sen 8r, donde h representa d

desplazamiento respecto a la posicion de equilibrio. Vea € problema 35 y la figura 5.22.

d Cuando no hay amortiguamiento, defermine la ecuacién del movimiento S la masa parte
del reposo en la posicion de equilibrio.

b) ¢(En qué momento pasa la masa por la posicion de equilibrio?

¢) ¢(En qué momento la masa llega a sus desplazamientos extremos?

d) ;Cudles son los desplazamientos méximo y minimo?

e) Grafique la ecuacion del movimiento.
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En los problemas 37 y 38 resuelva @ problema de vaor inicid correspondiente.

2
37. %t—f +4x=-5sen 2t + 3 ¢os 2, x(0)= -1, x’(0) =1

d’x _ P
38. r +9% =5sn3 x(0)=2x0) =0

39. @ Demuestre que la solucion a problema de vaor inicid
d*x a _ ,
F+wx—Focosyt, x(0)=0, x(©O)=0

Fy
w? —y

X(t) = > (cos yt = cos o).

s

, F,
b) Evdle t - t).
) e (cos yt = cos wt)

219

40. Compare €l resultado obtenido en la parte b) del problema 39, con la que se obtiene
aplicando € método de variacion de pardmetros, cuando la fuerza externa es Fy cos wi.

41. @) Demuedre que x(f) expresada en la pate @ del problema 39 se puede expresar

2K,

- 1 1
—_ yzseni (y=- w)tsenz (y *+ o)t.

x(t) =

b) S definimos ¢ = %(7 - w), demuestre que cuando ¢ es pequefio, una solucion aproxima-

da es

x(t) :Zi%en et senyl.

Cuando ¢ es pequefio, la frecuencia, /2m de la fuerza aplicada se acerca a la frecuencia,
w/27 de las vibraciones libres. Cuando esto sucede, @ movimiento es € que s ve en la
figura 5.23. Las oscilaciones de este tipo se llaman pulsaciones 0 pulsos y se deben a
que la frecuencia de sen et es bastante peguefia en comparacion con la de sen . Las
curvas punteadas, o envolvente de la gréfica de x(t), se obtienen de las grédficas de
H(Fo/2e7y) sen et. Use una graficadora y con varios vaores de Fy, €y <y compruebe la

figura 5.23.

FIGURA 5.23
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Problemas para discusion

42. ;Puede haberpulsos cuando se agrega una fuerza de amortiguamiento a modelo en la parte
a) dd problema 39? Compruebe su respuesta con gréficas obtenidas de la solucion explicita
del  problema

2)\% + wx = Fycos yt, x0)=0, x(0)=0

0 con curvas de solucién obtenidas con un ODE solver.
43. a) Demuestre que la solucion generd de

1
% +2 )\-—+wx Fosenyt

€s

. FO e
X(t) = Ae ¥sen(Vew? — At + ¢) + Ve )T 4)12}/2“ n(yt + 6),

enque A = Ve2+ ¢ y los dngulos de fase ¢ y 6 estén definidos, respectivamente, por
Sen ¢ = ci/d,cos = Ay

22y cos § = o -y
V(- Y2 + 4Ny V(= yi+ 4)\272.

en =

b) La solucion de la parte @) tiene la forma x(r) = x.(f) + x,(r). Por inpeccion, se ve que
xf) €s transitoria y, por consiguiente, cuando los valores del tiempo son grandes, esta
definida aproximadamente por x,(f) = g(y) sen(v + §), donde

8(y) = il
- \/(wz — ‘)’2)2 + 4/\272

Aunque la amplitud g(y) de x,(f) esta acotada cuando ¢ = emuestre que las
oscilaciones mé&ximas se presentaran en € valor v = Yw —2)\2 (Cudl es d valor
maximo de g? El numero \/]w2- 202/21 s llana frecuencia de resonancia del sistema.

C) Cuando Fp=2,m=1yk=4,ges

2

) V= By

Forme una tabla de valores de v y g(v1) que corresponda a los coeficientes de
amortiguamiento =2, f=1, = = l y B =% Use una greficadora para trazer las
gréficas de g que correspondan a esos codficientes  Utilice las mismas  coordenadas.
Esta familia de gréficas se llama curva de resonancia o curva de respuesta a la
frecuencia del sstema ;Hacia qué tiende i cuando 8 — O? ;Qué sucede con las curves
de resonancia cuando 8 — O?
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44, Se tiene un sistema resorte y masa forzado y no amortiguado, descrito por e problema de
valor inicia

dzx 2 7 - ] —
—d—t-2-+ w'x= Fsen"yt, x(0)=0 X(O) =0

d) Describa para » = 2 por qué hay una sola frecuencia, vi/2w, en que d sSstema et en
resonancia  pura.

b) Para n = 3, explique por qué hay dos frecuencias, v1/2my /2w en las cudes d sistema
estd en resonancia pura

c) Suponga que w =1y Fy =1 Use un ODE solver para obtener la gréfica de la solucion
del problema de vaor inicid para n =2y = v en la pate a). Trace la gréfica de la
solucion del problema de vaor inicid para n = 3 que correponde, sucesivamente, a Y =
Yy ¥ =7 enlapate b).

45. Determine la carga del  capacitor en un circuito en serie LRC cuando + = 001 s, L = 0.05
h R=2,C=001f Et) =0 V,qO) =5 C ei(O) = 0 A. Encuentre € primer momento
en e que la carga en € capacitor s cero.

46. Determine la carga en € capacitor de un circuito en serie LRC cuando L = % h, R=20 Q,
C= L1 Er)=0V,¢0) =4Cei()=0A. x ;En dgin momento la carga del capacitor
es igud a cero?

En los problemas 47 y 48 determine la carga en @ capacitor y la corriente en € circuito en serie

LRC. Cdcule la carga maxima en € capacitor.

47. L=3h,R=10Q,C=2f E()=300V,g(0)=0C,i(0)=0A.

48. L=1h, R= 100 Q, C = 0.0004 f, E(f) = 30 v, q(O) = 0 C, i(0) = 2 A.

49. Determine la carga y la corriente de estado estable en un circuito en serie LRC cuando L =
1h,R=20Q,C=025fy E(f)=50cos tV.

50. Demuedtre que la amplitud de la corriente de estado estable en @ circuito en serie LRC dd
giemplo Il esta expresada por Eo/Z, donde Z es la impedancia del circito.

51. Demuestre que la corriente de estado estable en un circuito en serie LRC esta definida por
ip(f) = (4.160) sen(60r - 0.588) cuando L= ; h, R=20 Q,C= 0.001 f y E(t) = 100 sen 60t
V. (Sugerencia use los resultados del probiema 50) .

52. Determine la corriente de estado estable en un circuito en serie LRC cuando L = % h R=
20 Q, C=0.001 f,y E(t) = 100 sen 60t + 200 cos 40t V.

53. Cdcule la carga en € capacitor de un circuito en serie LRC cuando L = 5‘ h R=10Q,C =
0.01 f, E(f) =150 V, q(O) =1 Ce i(O) =0 A. ¢(Cual esla carga en & capacitor cuando ha
transcurrido  mucho  tiempo?

54. Demuesreques L, R, Cy Ey son condtantes, la amplitud de la corriente de estado estable
del demplo Il es m&ima cuando vy = 1NLC. ;Cul es la amplitud maxima?

55. Demuestre que S L, R, Ep y <y son condantes, la amplitud de la corriente de estado estable
en e eemplo Il es maxima cuando la capacitancia es C = 1/Ly.
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56. Determine la carga en € capacitor y la corriente en un circuito LC cuando L =01 h, C =
0.1f, E()=100sen vV, q(0)=0Ce i(0)=0A.

57. Cdcule la carga en @ capacitor y |a corriente en un circuito LC cuando E(t) = Ep cos t V,
q(0) =gp Cei(0) =iz A.

58. En d problema 57 determine la corriente cuando € circuito se encuentre en resonancia

ECUACIONES LINEALES: PROBLEMAS DE VALORES EN LA FRONTERA

B Ecuacion diferencial de la flexion de una viga® Condiciones en la frontera
m  Valores propios y funciones propias m  Soluciones no triviales m  Soluciones numeéricas
m Curvatura de una columna delgada ®m Carga de Euler m  Ecuacion diferencial de la cuerda de brincar

La seccion precedente se centrd en sistemas en los que un modelo mateméico de segundo orden
estaba acompafiado con las condiciones inicides prescritas, esto es, condiciones adjuntas de
la funcion desconocida y su primera derivada, que se especifican en un solo punto. Pero, con
frecuencia, la descripcion matemética de un sistema fisico requiere la solucion de una ecuacion
diferencial sujeta a condiciones en la frontera; esto es, condiciones especificadas para la
funcion desconocida 0 una de sus derivadas, e incluso para una combinacion de la funcién
desconocida y una de sus derivadas, en dos 0 més puntos digtintos.

Desviacion deunaviga Una buena catidad de estructuras se congtruyen a base de
vigas, vigas que se desvian o digtorsonan por su propio peso o la influencia de dguna fuerza
externa. Segln veremos a continuacion, esta desviacion y(x) esta determinada por una ecuacion
diferencid lined de cuarto orden, relativamente sencilla.

Para empezar, supongamos gque una viga de longitud L es homogénea y tiene seccion
transversal  uniforme en toda su longitud. Cuando no recibe carga aguna, incluyendo su propio
peso, la curva que une los centroides de sus secciones transversdes es una recta que s llama
gedesimetria. [Fig. 5.24(a)]. S alaviga se le aplica una carga en un plano vertical que
contenga a eje de simetria, sufre una distorsién y la curva que une los centroides de las
secciones transversdes se llama curva de desviacion, curva eldstica o smplemente eldstica.
La dédtica aproxima la forma de la viga. Supongamos que € e x coincide con € ee de smetria

b)
curva elastica

FIGURA 5.24
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y quela desviacion (o flecha) y(x), medida desde € ge, es postiva s es hacia abgo. En teoria
de la easticidad se demuestra que & momento flexionante M(x) en un punto x a lo largo de la
viga, se relaciona con la carga por unidad de longitud w(x) mediante la ecuacion

T W(X). @

Ademas, € momento flexionante M(X) es proporciona a la curvatura, &, de la dagtica
M(x) = Elx, 2

en que E e I son constantes, E es @ médulo de Young de dadticidad del materid de la viga e ]
es e momento de inercia de la seccidn transversal de ésta (respecto de un gje llamado ge
neutro). El producto EZ se denomina rigidez a la flexion de la viga

Segin ¢ cdculo diferencia, la curvatura es k = ¥/I1 + (5')’1*2. Cuando la desviacion y(x)
es pequefia, la pendiente y' = 0, de modo que [ 1+ (/)1 = 1.9 k = y", la ecuacion (2) se
transforma en M = EIy”. La segunda derivada de esta ecuacion es

da‘mM d? d'y

I —Elwy *EId“

(&)

Aplicamos ¢ resultado de la ecuacion (1) para reemplazar d*M/dx* en la (3) y vemos que la
desviacion y(x) satisface la ecuacion diferencid de cuarto orden

= w(x). @

Las condiciones en la frontera asociadas a esta ecuacion dependen de la forma en que estan
sostenidos los extremos de la viga. Una viga en voladizo (en cantiliver) estd empotrada en un
extremo y libre en € otro. Un trampolin, un brazo extendido, € ala de un avién y una
marquesina son gemplos comunes de este caso, pero hasta los aholes, las astas de banderas,
los rascacielos y 1os monumentos pueden trabajar como vigas en voladizo, ya que estan
empotrados en su base y sufren la fuerza del viento, que los tiende a flexionar. Para una viga
en voladizo, la desviacion y(x) debe satisfacer las dos condiciones siguientes en € extremo
empotrado en x = 0;

B 3»(0) = 0 porque no hay desviacion en ese lugar, y
m y'(O) = 0 porque la curva de desviacion es tangente a gje x (en otras palabras, la
pendiente de la curva de desviacion es cero en ese punto).

Cuando x = L las condiciones del extremo libre son

| y ( ) = p rque e momento flexionante es cero
= 0 porque la fuerza cortante es cero.

La funcion F(x) = dM/dx = EI d’y/dx® e llama fuerza cortante. S un extremo de una viga esta
simplemente apoyado (a esto tamblen s le llana embisagrado, articulado o empernado),
se debe cumplir que y = 0y y" =0 en ese extremo. La tabla siguiente es un resumen de las
condiciones en la frontera asociadas con la ecuacion (4).
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Extremos Condiciones
delaviga enlafrontera
empotrado y=0,y=0

libre Yy =0,y"=0

smplemente  gooyado  y=0,y"=0

I LoRE Viga empotrada

Una viga de longtld [ ed4 emparada en ambos edranos Deamire la desviadon de esa
viga 9 diene una carga condate, wy, unifomemante ddribuida en <u longitud, edo es
w(x) =wy, 0<x < L.

SOLUCION  Sayn lo que acsbamos de platea, la desviaddn y(x) stiface a
EIF—Wo.

Puedo que la viga eda emporeda en su extremo izquiedo (x = 0) y en su extramo daedho
(x = L), no hay desviacion vertical y la eléstica es horizontal en esos puntos. Asi, las
condidones en la frontera son

y0 =10 y'0)=0 yu) =0 vy =

Podemos redlver la ecueddn diferendd no homogéneas en la foma: acodumbrada. (deter-
min y. teriendoen aata que m = 0 es una raz de mutipidded auetro de la ecueddn
axiliar m* = 0, para después hellar unas Soludidn pam'ajar y,, por d méodo de codfidentes
indetaminedos) o smplemente integramos la ecuadon dy/dx* = wy/EI auaro veoss e
dvas De adque fomg lleganos a que la uddn gened de la euaddn es

4

Y(X) = € + GX + GXE+ cx’ + nglx
Ahora bien, las condiciones y(0)=0y y' (O) =0dan¢;=0y cz =0, mientras que las

condidones redantes y(L) = 0y y'(L) = O, gplicadss a p(x) = esx® + cgx® + (wo/24EDx*
aignen las  ecuadones

L*=0

2 3+
CgL + C4L 24EI

2cL + 3¢, L7 + mﬁ 0.

Al rever ede ssema s datiene ¢; = wol?/24El y ¢4 = —-woL/12EI Entonoss la desiiar
aon es

wol2 2—w0Lx3+ Wo_ 4 _Wo
uEr" T 1EI" T 24EIT T 24EI

y(x) = xHx LY.
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S wo = 2Ely L =1, s obtiene la gréfica de la dégtica de la figura 5.25. ]

FIGURA 5.25

Valores propiosy funciones propias (eigenvaloresy eigenfunciones) En las
aplicaciones hay muchos problemas, que son problemas de valor en la frontera en dos puntos,
donde interviene una ecuacion diferencid que contiene un pardmetro A. Se trata de halar los
vaores de A para los cuales e problema de vaor en la frontera tenga soluciones no triviales.

(AIFVIJEo VA Soluciones no triviales de un problema de valor en la frontera

Resuelva @ problema de vaor en la frontera
y"+ay=0 »(0)=0, yL)=cl

SOLUCION Consideraremos tres casos. A =0, A <0y A > 0.

Caso 1. Cuando A =0, lasoluciondey” =0 es y = ¢1x + ¢;. Las condiciones »(0) = 0 y
y(L) = 0 implican, a su vez, que ¢; = 0y ¢; = 0; por condguiente, cuando A = 0, la Unica
solucion a problema de vaor en la frontera es la trivid y = 0.

Caso 1. Cuando A <0, y = ¢; cosh V=Ax + ¢; senh Y=Ax.* De nuevo, y0)=0dac =0y
&l y = ¢, senh V=Xx. La segunda condicion, y(L) = 0 obliga a que ¢; senh V=L = 0. Puesto
que senh N=XL # 0, e debe cumplir ¢; = 0; por consiguiente, ¥ = O.

Caso I11. Cuando ) > 0, la solucién generdl dey” + Ay = 0 es y = ¢; cos VAx + ¢ sen Vax.
Como antes, y(0) = 0 conduce a ¢; = 0, pero y(L) = 0 implica que

Czsen‘D\_L:O.

S ¢, =0, setiene y = 0; empero, § ¢; # 0, entonces sen YAL = 0. La (itima condicién indica
que e argumento de la funcion seno ha de ser un mlitiplo entero de

n’m
VAL=nr osea A=———n=1273,....

*Se ve raro V=X, pero no olvidemos que A < 0 egquivdle a =) > 0.
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Por |o tanto, para todo real ¢; ditinto de cero, ¥ = ¢y sen(rmx/L) es una solucion del problema
para cada n. Puesto que la ecuacion diferencid es homogénea, no necesitamos escribir ¢ S
as lo deseamos, en otras palabras, para un numero dado de la sucesion

7’ dn? 9n?

la funcion correspondiente en la Sucesion

T 27 3r
—x,9eNn Ty sen Uy, . ..
sen [ X, a X, 1 X,
€S una solucion no trivid del problema origind. ]
Los nimeros A, = nZnJ/LZ, n=1,2,3,. .. paalos que € problena de vaor en la frontera

del gemplo 2 tiene soluciones no trivides se llaman valores caracteristicos o valores propios.
Las soluciones que se basan en esos velores de A,, COMO y, = ¢ sen(nmx/L), O Simplemente
vn = sen(nmx/L) s llaman funciones caracteristicas, funciones propias.

Curvatura de una columna vertical esbelta En € sglo xvm Leonhard Euler fue
uno de los primeros mateméicos en edtudiar un problema de vaores propios d andizar cdmo
s curva una columna elagtica esbelta sometida a una fuerza axid de compresion.

Examinemos una columna vertical largay esbelta de seccion transversal uniforme 'y
longitud L. Seay(x) la curvaiura de la columna d aplicarle una fuerza vertical de compresion,
0 caga P, en su extremo superior (Fig.5.26). Al comparar los momentos flexionantes en
cuaquier punto de la columna obtenemos

2 2
EI% =-Py 0sa EI% +Py=0, 5)

donde E es & modulo de eadiicidad de Young e | es & momento de inercia de una seccion
transversal con respecto a una recta vertical por e centroide.

(a) (b)

FIGURA 5.26
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AL XM Un problema de valores propios

Determine la desviacion de una columna homogénea, delgada y vertical de atura L,
sometida a una carga axid P condtante. La columna se encuentra articulada en sus dos
extremos.

SOLUCION  El problema de vaor en la frontera que se debe resolver es

d?y
EIW + Py =0, y©®) =0, yL) =0.

y = 0 es una solucién véida para este problema. Tiene la sencilla interpretacion que s la
caga P no es suficientemente grande, no hay deflexion. La pregunta, entonces, es la siguien-
te: ¢para que valores de P se curva la columna? En términos matemdticos. ;para qué valores
de P € problema de vaor en la frontera tiene soluciones no triviales?

Hacemos la sugtitucion A = P/EI y vemos que

y"+ay=0, y(0)=0, y(L)=0

es idéntica ad problema del gemplo 2. En € caso Il de ese problema vemos que las curvas

de desviacion son ya(x) = c; sen(nmx/L), que corresponden a los valores propios A, = P./EI
=?r12n=1_2 3 ...Ed0 quiere decir, fiscamente, que la columna se desvia sélo
cuando 1a fuerza de compresion tiene uno de los valores P, = m*m®EI/L%n =1, 2, 3, . . ..
Esas fuerzes s llaman cargas criticas. La curva de deflexion que corresponde a la minima
carga critica, P = m*EI/L* se denomina carga de Euler y es yi(x) = ¢; sen(mx/L); esta funcion
se conoce como primer modo de desviacion. n

En la figura 5.27 vemos las curvas de desviacion del ejemplo 3, que corresponden a n = 1,
n =2y n=3 S lacolumna origind tiene algun tipo de restriccion fisica 0 guia en x = L/2, la
carga critica minima serd P, = 47°EV/IL2, y la curva de deflexion serd la de la figura 5.27(b). 9
Se ponen guias ala columnaen x = L/3y en x = 2L/3, lacolumna no se desviard sino hasta
aplicarle la carga critica P3 = 972EI/L?* y la curva de desviacion serd la que se ilustra en la figura
5.27(c). ¢(Dénde se deberfan poner guias en la columna para que la carga de Euler sea Ps?

(@ (b (©
FIGURA 5.27
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Juego delacuerda La smple ecuacion diferencid lined y de segundo orden
yn + Ay =0 (6)

sirve de nuevo como modglo matemético. En la seccion 5.1 la vimos en las formas dx/df? +

(Wm)x =0y d?q/df + (1/LC)q = 0 como modelos respectivos del movimiento arménico simple
de un sistema de resorte y masa, y la respuesta arménica smple de un circuito en serie. Surge

cuando e modelo de curvatura de una columna delgada en (5) se escribe en la forma d2y/dx®

+ (P/EDy = 0, que es igud a (6). Una vez mas, nos encontramos con la misma ecuacion (6) en

esta seccion: como modeo que define la curva de deflexion o la forma y(x) que adopta una
cuerda que gira El caso fisico es andogo a cuando dos personas sujetan una cuerda de sdtar
y la giran en forma sincrénica [Fig.5.28(a) y (0)].

FIGURA 5.28

Supongamos que una cuerda de longitud L y densdad lined constante p (en masa por
unidad de longitud) se edtira alo largo del ge x y se fijaenx =0y x = L. A continuacion, esa
cuerda se pone a girar respecto a U ge a una velocidad angular constante w. Examinemos un
tramo de la cuerda, en € intervalo [x, x + Ax], donde es pequefio. S la magnitud T de la tensién
T que actlla en direccion tangencid a la cuerda es constante en su longitud, podemos obtener
la ecuacion diferencid que deseamos igualando dos expresones de la fuerza neta que actla
sobre la cugrda en € intervalo [x, x + Ax]. Primero, vemos en la figura 5.28(c) que la fuerza
neta verticad es

F= Tsen6,— Tsend,. 7
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Cuando los angulos 6,y 6§, expresados en radianes, son pequefios, sen 6, =tan 62, y sen 6, =
tan 6;. Ademés, puesto que tan 6, y tan ; son, a su vez, las pendientes de las lineas que contienen
a los vectores T, y T, también podremos escribir

tan 92: y'(x + Ax) y tan 6, =y (X)
De esta forma, la ecuacion (7) se transforma en
FaTly ‘(x + AX) = y'(X)]. @®
Luego podemos obtener una forma disinta de la misma fuerza neta recurriendo a la segunda
ley de Newton, F = mu. En este caso, la masa de la cuerda en €l intervalo esm = p Ax; la
aceleracion centripeta de un cuerpo que gira con velocidad angular w en un circulo de radio r

s a = rwt. 9 Ax es pequefio, podemos hacer r = y. A, la fuerza vertical neta también esta
expresada  aproximadamente  por

F=—(pAx)yw?, )

donde € signo menos proviene de que la acdleracion apunta en direccion opuesta a la direccion
positiva de las y. Ahora, igudando las ecuaciones (8) y (9),

Tly'(x + AX) - y'09] = - (pAx)ye? osem TEEY AA’?C VO <ty (10)

Cuando Ax tiende a cero, € cociente de la diferencia [y'(x + Ax) - Y (®)V/AX, en la ecuacion (10),
s puede aproximar por la segunda derivada, d 2y/dx®. Por dltimo llegamos a modelo

d2
7820 0 sz-f-=-pw2y=o. (11)
Dado que la cuerda esta tija en sus extremos x = 0y x = L, esperamos que la solucion y(x) de
la Ultima de las ecuaciones en (Il) también satisfaga las condiciones en la frontera y(0) = 0 y

y(L)=0.

En los problemas 1 a 4 la viga tiene longitud L y wp €S constante.
1. a) Resudlva la ecuacion (4) cuando la viga esta empotrada en su extremo izquierdo y libre
en el derecho, y w(x) = wg,0 < x < L.
b) Con una graficadora, trace la eléstica de la viga cuando wo = 24Ely L = 1.
2. a) Resuelva la ecuacion (4) cuando la viga sdlo estd apoyada en ambos extremos y w(x) =
wo, 0 <x<L.
b) Con una graficadora, trace la dégtica de la viga cuando wg = 24El 'y L = 1.
3. a) Resudva la ecuacion (4) cuando la viga esta empotrada en su extremo izquierdo y solo
apoyada en ¢ derecho, y w(x) = wp, 0 <x <L
b) Con una graficadora, trace la elégtica de la viga cuando wo= 48EI y L = 1.
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4. @ Resuelva la ecuacion (4) cuando la viga estd empotrada en su extremo izquierdo, sélo
apoyada en €l derecho y w(x) = wy sen(mx/L),0 < x < L.
b) Con una graficadora, trace la eléstica de la viga cuando wo = 27°Efy L = 1.

5. @ Determine la desviacion méxima de la viga en voladizo (o cantiliver) del problema 1.
b) ;{Cémo se compara la desviacion maxima de una viga de la mitad de la longitud con €

vaor obtenido en la parte @°?

6. @ Cdcule la desviacion mé&xima de la viga Smplemente apoyada del problema 2.

b) ;Cémo se compara la desviacion maxima de la viga simplemente apoyada con la
desviacion de la viga de extremos empotrados del gemplo 1?

7. Una viga en voladizo, de longitud L, esta empotrada en su extremo derecho y se aplica d
extremo izquierdo una fuerza horizontal detension de P |b. Si € origen se sitllaen su
extremo libre (Fig. 5.29), se puede demostrar que la desviacion y(x) de la viga sdisface la
ecuacion  diferencid

Ely" = Py —w(x) %

Calcule la desviacion de la viga en voladizo cuando w(x) = wex, 0 <x < Ly y(0) = O,
y'(L) = 0.

FIGURA 5.29

8. S s aplica una fuerza de compresion en lugar de la de tension en € extremo libre de la
viga dd problema 7, la ecuacion diferencid de la dastica es

Ely" = -Py = w(x) %

Resuelva esta ecuacion cuando w(x) = wex, 0 <x <Ly »(0) =0, y'(L) = 0.

En los problemas 9 a 22 determine los valores propios y las funciones propias del respectivo
problema de vaor en la frontera

9.y"+Ay=0, y(0)=0, y(m=0
m

10. y"+ Ay =0, y(0) =0,y 57 =0
y O4

Il.y” +Ay =0, y'(0)= 0, y(L)y=0

2.y + =0, y0)=0,y07 =0

3. y"+ Ay =0, y©) =0y(m=0



14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.

23.

24

25,

26.
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y'+Ay=0, y(-m =0, y(m) =0

y'+2y + (A+1)y=0; y00)=0,y®5) =0
y?+(+ 1)y =0,y(0) =0,y() =0

y? +Xy =0, y0)=0,y(L) =0

y" + Ay =0, y(0)=0, y'3r) = 0

xy' +xy'+ Ay =0, y1)=0,y) =0
xy” +xy'+Ay=0,y'(e)=0, y(1) =0
Xy +xy' + Ay =0,y() =0 y'()=0
Xy" + 20y’ + Ay =0, y(1) = 0, y(e?) = 0

Demuestre que las funciones propias del problema de valor en la frontera

y'+Ay=0, y0)=0 y1)+y(1)=0

sony, = % V) ,x, en donde los vaores propios ), del problema son A, = x,* donde los x,,
n=1,2,3,...5n las raices positivas consecutivas de la ecuacion tan V3 = -V,

a) Convénzase, usando una graticadora, de que la ecuacion tan x = -x tiene una cantidad
infinita de raices. Explique por qué se pueden pasar por ato las raices negativas de la
ecuacion y por qué A = 0 no es vaor propio en € problema 23, aun cuando s una raiz
obvia de la ecuacion tan VA = -V},

b) Apligue un procedimiento numérico o un sistema algebraico de computacion para
aproximar los primeros cuatro valores propios, A, A2, A3y s

Se tiene € problema de valor en la frontera que presentamos como modelo matemdtica de
la forma de una cuerda de sdtar:

aly | -
T—d—x—2 +pwy=0, y(0)=0 y()=0.

Con T y p condantes, defina las velocidades criticas de rotacion angular, wy, como los
vaores de w para los que € problema de vaor en la frontera tiene soluciones no triviaes.
Cdcule las velocidades criticas wn y las curvas correspondientes de desviacion, ya(x).
Cuando la magnitud de la tengn T no es congtante, un modelo de la curva de desviacion
o forma y(x) que toma una cuerda rotatoria es

}% [T(x)ﬂ- + pw’y = 0.

Spongaque 1 < x < e y que T(X) = x.
a) S ¥(1)=0, y(e) =0y pw? > 0.25, halle las velocidades criticas w, y las curvas
correspondientes  de  desviacion  yu(x).

b) En la ecuacidn de y,(x) habrd una constante arbitraria, por giemplo, ¢;. Con una
graficadora trace las curvas de desviacion en d intervalo [ 1, €], paa n = 1,2, 3, Haga
= 1



232 CAPITULO 5 MODELADO CON ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

27. Se tienen dos esferas concéntricas de radio r =a y r = b, a < b (Fig. 5.30). La temperatura
u(r) en la region entre dlas esta determinada por € problema de valor en la frontera

du du .
’F+Za=0, u@) = Uy, u(b) = u,

donde #o y u; son constantes. Despeje u(r).

/f Sl
NS

FIGURA 5.30 FIGURA 53 1

28. |a temperatura u(r) en € anillo circular de la figura 5.3 1 esta definida por e problema de
valor en la frontera

du du
rW+—d—r=0, u@) = Uy, u(b) = u,

donde uq y u; son condantes. Demuestre que

_ o In(r/b) = u; In(r/a)
u(r) = In(a/b) ‘

Problemas para discusion

29. Para € problema de valor en la frontera
1] —_— 71'
y"+16y=0,  y(0) =y, y 5 = h
0

indique S es posible halar valores de ypy y; tales que e problema tenga @) exactamente
una solucién no trivia; b) més de una solucion; c) ninguna solucion, y d) la solucion trivid.
30. Se tiene € problema de vaor en la frontera

y' + 16y = 0, y(0) =1, y(L) = 1L

Sefide 9 es poshle cdcular vaores de [ > 0 tales que € problema tenga & exactamente
una solucién no trivia; b) més de una solucidn; c) ninguna solucidn, y d) la solucion trivid.
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ECUACIONES NO LINEALES

® Resortes lineales y no lineales m Resortes duros y suaves
B Ecuacion diferencial de un péndulo no lineal M Linealizacion
® Ecuacion diferencial de un cable colgado W La catenaria m Movimiento de un cohete

Resortes no lineales El modelo matemético en la ecuacion (1) de la seccion 5.1 tiene la
forma

m‘;—:—+F() 0, 1)

donde F(x) = kx. Como x representa € desplazamiento de la masa respecto a su posicion de
equilibrio, F(x) = & s la ley de Hooke, esto es, la fuerza que derce @ resorte, que tiende a
regresar la masa a su posicion de equilibrio. Un resorte que gerce una fuerza lineal de

restitucion F(x) = kx e llama resorte lineal; pero los resortes casi nunca son perfectamente

lineles. Seglin como se fabriquen y d materiad que se use, un resorte puede ser desde “flexible’

0 Suave, hadta “rigido” o duro, y su fuerza de retitucion puede variar desde ago menos a ago

més de la que determina la ley lined. En e caso dd movimiento libre, S suponemos que un
resorte no envejecido tiene algunas caracteristicas no lineales, seria l6gico suponer que la
fuerza de redtitucion F(x) es proporcional, por gemplo, d cubo del desplazamiento x de la masa
con respecto a su posicion de equilibrio, 0 que F(x) es una combinacion lined de potencias del

desplazamiento, como la de la funcién no lineal F(x) = kx + x>, Un resorte cuyo modelo
matemético presenta una fuerza no lineal de redtitucion, como

2
m‘:i—);+kx3 0 O0sa m%+kx+k1x3=0, 2)

s llama resorte no lineal. Ademés, hemos descrito modelos mateméticos en que € amorti-
guamiento del movimiento era proporciona ala velocidad instantanea dx/dt y la fuerza de
restitucion del resorte estaba determinada por la funcion lined F(x) = kx; pero solo se trataba
de suposiciones. En los casos més redes, € amortiguamiento puede ser proporciond a aguna
potencia de la velocidad instantanea, dx/dt. La ecuacion diferencid no lineal

d2
man

es un modelo de un sstema libre de resorte y masa, con un amortiguamiento proporciond &
cuadrado de la velocidad. Es posible imaginar otros tipos de modelo: amortiguamiento linead y
fuerza de regtitucion no lineal, amortiguamiento no linea y fuerza de restitucion no linedl,
etcétera. El hecho es que las caracteristicas no linedes de un sistema fisico originan un modelo
matemético no lined.

Obsérvese que, en la ecuacion (2), F(x) = ke® Yy F(x) = kx + kyx® son funciones impares
de x. Para ver por qué una funcién polinomia que sdlo contiene potencias impares de x & un
modelo razonable de la fuerza de restitucion, expresaremos F en forma de una serie de potencias
centrada en la posicion de equilibrio x = 0:

dx | dx

T —+kx=0 QA3)

+B8 |

FX) = co+ cx + ox?+ cx® + .. ..
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Cuando los desplazamientos x son pequefios, los valores de x" son despreciables si n es
auficientemente grande. Si truncamos la serie de potencias en, digamos, € cuarto término,
entonces

F(x) = ¢+ cx + ox® + cx’.

Para que lafuerzaen x > 0 (F(X) = cp + c1x + cax? + ¢3x®) y lafuerzaen —x < 0 (F(—x) = ¢
- ci(x) + cx* — c3x®) tengan la misma magnitud y direcciones opuestas, se debe cumplir F(-x)
= —F(x). Edo quiere decir que F es una funcion impar, de modo que co =0y ¢; =0,y asl F(x) =
a(x) + cx®. S hubiéramos empleado sdlo los dos primeros términos de la serie, habriamos
llegedo & F(x) = ¢;x con e mismo argumento. Pera fines explicativos, escribiremos ¢; = &'y
¢ = ky. Se dice que una fuerza de restitucién con potencias mixtas, como F(x) = kx + kyx?, asl
como las oscilaciones que resultan, son no Simétricas.

F{ resorte .
duro resorte lineal
lesorte  suave
X
FIGURA 5.32

Resortes duros y suaves Examinemos con més detalle la ecuacion (1), cuando la
fuerza de restitucion esta expresada por F(x) = kx + kix*, k > 0. En la figura 5.32 aparecen las
gréficas de tres tipos de fuerzas de redtitucion. Se dice que € resorte es duro s k1 > 0, y suave
! k£ < 0. En d demplo 1 mostraremos estos dos casos especides de la ecuacion diferencid
m d*x/d? + kx +kx’=0,m>0,k> 0.

(IIFVIXOMIM Comparacion de resortes duros y suaves

Las ecuaciones diferencides

d’x 3=

dt2+x+x—0 “@

dx

—t+x-xt= 5
Y atx—x=0 )

son casos especiaes de la ecuacion (2) y los modelos de un resorte duro y uno suave,
respectivamente. La figura 5.33(a) muestra dos soluciones de (4) y la figura 5,33(b) muestra
dos soluciones de (5), obtenidas con un programa para resolver ecuaciones. Las curves en
negro son las soluciones que satisfacen las condiciones inicides x(O) = 2, X'(0) = -3, y las
curvas en gris son las soluciones que cumplen x(O) = 2, X'(O) = 0. Edas curvas solucion



x(0)=2,

x'(0)=-3
'Mh 2)
x'(0)=0

4) Resorte duro

X

x(0)=2,

x'(0)=20
x(0)= 2,
x'(0)y=-3

b) Resorte suave

FIGURA 5.33

De acuerdo con la segunda ley de Newton,

O BTG
o ar’
de

F=ma=ml—dt—2.
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FIGURA 5.34

235

indican que & movimiento de una masa en € resorte duro es oscilatorio, mientras que en €
resorte suave no lo es. Pero debemos tener cuidado d llegar a conclusiones basadas solo en
dos curvas de solucion. Conslitese también € problema 2 de los gercicios 5.3.

Péndulo no lineal  Todo objeto que oscila se llama péndulo fisico. El péndulo simple
6s un caso especid de péndulo fisico y consste en una vailla de longitud 1 con una masa m

unida a su extremo inferior. Al describir e movimiento de un péndulo simple en € plano

vertica, se establecen las hipétesis simplificatorias de que la masa de la vailla es insgnificante
y que no actlan fuerzas externas, de amortiguamiento ni de impulso. El dngulo 6 de desplaza
miento del péndulo medido respecto a la verticd (Fig. 5.34), se considera positivo cuando esta
hacia la derecha de OP y negativo cuando estd a la izquierda. Ya ssbemos que € arco s, de un
circulo de radio /, se relaciona con € angulo central 8 por laformula s = 6; por lo tanto, la
adeacion angular  es
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En la figura 5.34 tenemos que la componente tangencia de la fuerza, debido ad peso W, es mg
sen 4. Igualamos las dos expresiones de la fuerza tangencid y obtenemos ml d26/df = -mg sen
g, 0 s

d?0

— g =
dt+lsene 0. 6)

Linealizacion Por la presencia de sen 6, & modelo de la ecuacion (6) es no lined. Para
tratar de comprender e comportamiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales no
lineales de orden superior, a veces se trata de smplificar € problema, reemplazando los
términos no linedles con agunas aproximaciones. Por egemplo, la serie de Maclaurin para €
%N e es

33ts

y entonces, s empleamos la aproximacion sen € = 6 = 6%/6, la ecuacion (6) se transforma en
d*9/de + (g/1)§ - g/61)¢® = 0. Esa ecuacion es igud a la segunda ecuacion no linedl de (2),
donde m =1, k = g/l'y k; = —g/6l; sin embargo, s suponemos que los desplazamientos § son o
suficientemente pequefios para judtificar € empleo de la sustitucion sen § = 6, la ecuacion (6)
se transforma en

d’0 g

7t 6=0. )
S hacemos w? = g/l, reconocemos en (7) la ecuacion diferencid (2) de la seccion 5.1, que

describe las vibraciones no amortiguadas de un sistema lined de resorte y mesa En otras
palabras, la ecuacion (7) nuevamente es la ecuacion lineal basica y” + Ay = 0, que describimos

en la pagina 228 de la seccion 5.2; en consecuencia, se dice que la ecuacion (7) es una

linealizacion de la ecuacion (6). Puesto que la solucion generd de (7) es 8(r) = ¢j cos wt + ¢

sen wt, esa linedizacion nos sugiere que e movimiento del péndulo descito por (6), es periddico

paa las condiciones inicides compatibles con oscilaciones pequefies.

(ATl W Péndulo no lineal

Las graficas de lafigura 5.35(a) se obtuvieron con ayuda de un programa que resuelve
ecuaciones y que representa las curvas de solucion de la ecuacion (6) cuando «? = 1. La
curva de gris representa la solucion de (6) que satisface las condiciones mmdes 6(0) =
€(0) = 4, mientras que la gréfica en negro es la solucion que satisface a 6(0) = 2, 6°(0) = 2
La cunva de gris representa una solucion periddica, e péndulo que oscila hacla uno y otro
lado [Fig. 5.35(b)], con una amplitud aparente A4 < 1. La curva en negro muestra que § crece
sn limite a medida que aumenta € tiempo. A patir dd mismo desplazamiento inicia, €
péndulo tiene una velocidad inicid con la magnitud suficiente para mandarlo despedido
sobre e centro de giro; en otras palabres, da vueltas arededor de su pivote [Fig. 5.35(c)].

Cuando no hay amortiguamiento, € movimiento continla indefinidamente en ambos casos. M
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0(0) =1/2, 8'(0) = 1/2

/‘\ /'\
N_ ~
n 2
@
///—5\::\:'
/ N
/ / \
[ / \l
1 .
J [ I /’
/ X7
/ (AW /
.’:/‘ AN g
[Pl SIS 1g R 4
(b)8(0) = 5, (©) 60 = 3,
9'0) = 1 8'0) = 2
FIGURA 5.35

Cable colgado  Supongamos que un cable cudlga sujto a la accion de su propio peso.
Como vemos en la figura 5.36(a), un modelo fisico podria ser un conductor telefénico largo
tendido entre dos postes. Nuestra meta es deducir un modelo mateméico que describa la forma
que adopta € cable colgante.

Para comenzar, supondremos que se define d e y en la figura 5.36(b) pasando por €
punto minimo P; de la cuva y que € ge x estd ¢ unidades ebgo de P;. Examinemos dlo la
parte del cable que estd entre & punto minimo Py y un punto arbitrario P,. Sobre & cable actlan
tres fuerzas: e peso del segmento PP, y lastensiones T;y T; en los puntos Py y P,

T,

T,sen 6
cable i ‘

T, cos 6

T;

|
|
©,a |
|

(x,0) x

(b)

FIGURA 5.36
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respectivamente. S w es la densdad lined del cable (expresada, por gemplo, en Ib/ft) y 5 la
longitud del segmento P; P, su peso sera ws. La tension T, se puede descomponer en las
direcciones horizontal y vertical, y las correspondientes cantidades escalares son 7, cos 8 y T,
sen 0. Puesto que € sistema esta en equilibrio podemos ecribir,

ITy|= Ty = T cos 6 y ws=Trsenf

Dividimos las dos (ltimas ecuaciones y vemos que tan § = ws/Ty. ESO es,

dy_ws
dx T1 ' (8)

Dado que & arco entre los puntos Py y P tiene la longitud

x 2
s=fo /1+<-Z—i) dx, 9)

de acuerdo con @ teorema fundamenta del cdculo, la derivada de (9) es

ds ayY?
i 1+<dx)' (10)

Derivamos (8) con respecto a x, aplicamos la ecuacion (10) y obtenemos

d% _wds dy w 2
Frj;:ﬂE 0 sea dxy:T—l l+(%j' 1)

Seglin la figura 5.36 cabria concluir que la forma que adopta € conductor colgante es
paabdlica En & gemplo siguiente veremos que no es asi; la curva que forma € cable colgado
% llama catenaria. Antes de proseguir, obsérvese que la ecuacion diferencid no lined (Il) es
una de las ecuaciones F(y, y', y") = 0 que describimos en la seccion 4.9, y podemos resolverla
mediante  sustitucion. ’

FI Lo KE Problema de valor inicial

De acuerdo con la posicion del ge y en la figura 5.36(b), las condiciones inicides asocia
das con la segunda de las ecuaciones diferencides (11) sony(0) = ay y'(O)= 0. S sudtituimos

.
u=y,

2 2
dy_w 1+<Q> se transforma en %=¥—Vl+u2.
X 1

——fdx da senh'1u=%x+c1.
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Pero y'(0) = 0 equivale a #(0) = 0. Como senh™ 0 = 0, entonces ¢; = 0, as que u = senh(wx/T}).
Por Ultimo, a integrar
dy _

—= = senhgx obtenemos  y = Lcosh
dx T w

w

T

x+q.

Si aplicamos y(0) = g, cosh 0 = 1, laGltima ecuacién da ¢; = a = Tv/w.Vemos asi que la
forma del cable colgante estd definida por

T1 w T1
y=—cosh—x+g——.
w T1, w n

S en d gemplo 3 hubiéramos tenido la astucia de elegir a principio a = Ty/w, la solucion
del problema habria sido simplemente € coseno hiperbdlico y = (Ti/w) cosh(wx/Ty).

Movimiento de un cohete En la secoion 1.3 expusmos que la ecuacion diferencia de
un cuerpo en caida libre de masa m cercano a la superficie de la Tierra, es
2 2

;t_zs = -mg 0 simplemente %;i— =-g,

donde s representa la distancia de la superficie terredtre @ objeto y se considera que la direccion

postiva es hacia arriba. En otras paabras, 10 que se supone aqui es que la distancias que recorre

€l objeto es pequefia en comparacion con € radio R de la Tierra; dicho de otra manera, la

disancia y del centro de la Tierra d objeto es aproximadamente igua a R. Si, por otro lado,

la distancia y a un objeto como un cohete 0 una sonda espacid es grande en comparacion con

R, se puede combinar la segunda ley del movimiento de Newton con la ley de la gravitacion

universdl  (también de Newton), para deducir una ecuacion diferencid en la variable .
Supongamos que se dispara un cohete en direccion verticd desde la superficie terrestre

(Fig. 5.37). S la direccion positiva es hacia arriba y no se toma en cuenta la resistencia del aire,

la ecuacion diferencid del movimiento después de quemar € combugtible, es

m

m—%=-k—— osea —5=—k—, (12)
y

FIGURA 5.37
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donde £ es una constante de proporcionalidad, y es la distancia del centro de la Tierra a cohete,

Mes la masa de la Tierra'y m es la masa del cohete. Para cacular la condtante k aprovechamos

que cuando y = R, kMm/R* = mg, o bien, k = gR*/M. Entonces, la (itima de las ecuaciones (12)
se transforma en

S
<

(13)

1Y
4
o
SR

ATV KoW: W \elocidad de escape

Como v = dyl/dt es la velocidad, podemos expresar la aceleracion del cohete de los parrafos
anteriores en la forma

dy dv _dv dy dv

ar di dydi Cay
Por lo tanto, la ecuacion (13) se transforma en una ecuacion de primer orden en y; esto s,

dv_ _ R?
Udy_ gyz. (14

Esta Ultima ecuacion se puede resolver por separecion de variables. A partir de

2

2
Jv dv = —ng y™? dy obtenemos %=g£;)—+ c. 15)

S suponemos que la velocidad del cohete es v = 1y cuando e acaba @ combugtible y que
y = R en ese momento, podemos aproximar € vaor de c. Con la ecuacion (15) obtenemos
C = gR + vp¥/2. Al sudiituir ese valor de nuevo en esa ecuacion y multiplicar por dos la
ecuacion resultante, se obtiene

RZ
pi= 2g—y— - 20R + v (16)

El lector podra objetar que no hemos resuelto la ecuacion diferencia origina (13) en funcidn
dey. En redlidad, la solucion particular (16) de la ecuacion (14) suministra bastante
informacion. Es la solucién que se puede emplear para determinar la velocidad minima
(lamada velocidad de escupe), necesaria para que un cohete salga de la araccion gravita-
toria terrestre. Como hemos recorrido @ tramo més dificil para llegar a (16), dearemos la
determinacion red de la velocidad de escape de la Tierra como dercicio. Véase  problema
14 de los gercicios 5.3. ]

— EJERCICIOS 5.3

En los problemas 1 a 4, cada ecuacion diferencid es un modelo de un sisema no amortiguado
de resorte y masa, en que la fuerza de restitucion, F(x) en (1) es no lined. En cada problema
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emplee un programa para resolver ecuaciones para obtener las curvas de solucion que satisfagan

las

condiciones inicides dades. S las soluciones son periddicas, utilice la curva de solucion

para estimar € periodo T de las oscilaciones.

1.

d2+x =(

AQZLXK»:Lx@:%JmFLl

DX gx 2160
x(0)=1,x0)=1, x(0)=-2,x(0)=2
322 +2x—x*=0
X(O) =1, X'(O) =1; x(O) = %’xl(o) =-1
dx
W * xet=

x(0)=1,x(0)=1; x(0)=3,xX(0) =-1

Suponga que en € problema 3 la masa se sudta de una posicion inicid x(O) = 1, con una
velocidad inicid x'(O) = x;. Use un programa para resolver ecuaciones para estimar € valor
minimo de x;| en que & movimiento de la masa es aperiddico.

En ¢ problema 3 suponga que la masa pate de una posicion inicid X(O) = xp, con una
velocidad inicid x'(0) = 1. Use un programa a fm de estimar un intervalo, ¢ £ xo < b, para
e cud e movimento sea oscilatorio.

Cdcule una linedizecion de la ecuacion diferencid del problema 4.

El sguiente modelo es & de un sisema de resorte y masa no amortiguado no lined:

d2 3 —
F-f-Sx 6x*+x*=0.
Use un prograna para resolver ecuaciones diferencides ordinarias a fin de describir la
naurdeza de las osilaciones del sistema que corresponden a las condiciones iniciaes
Sguientes:
x(0)=1,x'0)=1 x(0) = -2 x(0) = 05 x(0)=V2,x'(0) =
x(0)=2,x'(0)=05; x(0)=-2,x"0)=0, x(0)== \/5.,x’(0) = -1

En los problemas 9 y 10, la ecuacion diferencia respectiva es € modelo de un sistema de resorte
y masa, amortiguado y no lined.

9

a) Prediga @ comportamiento de cada sistema cuando t —> eo.
b) Use un programa en cada ecuacion a fin de obtener las curvas de solucion que satisfagan
las condiciones inicides dadas.

dx dx
it tEte=0

x(0) =-3,x'(0) =4; x(O)=0,x(0O)=-8
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d* dx

dt2+at—+x—x3=0

x(0) = 0, X (0) = %; x(0) = -1, X'(0) = 3

. El moddo mx” + kx + kix> = Fy cos wt de un sistema de resorte y masa, no amortiguado

periodicamente forzado, se llama ecuacion diferencial de Duffing. Se tiene € problema
de vaor inicid

"+ x+ kx*=5cost,  x(0)=1 x(0) =0.

Con un programa investigue € comportamiento del sistema con los valores de k; > 0 entre

ki = 001 y & = 100. Escriba sus conclusiones.

a) En € problema |l determine los valores de k; < O para los cuales el sistema sea
oscilatorio.

b) Para @ problema de vaor inicia

X"+ x+kxi= cosg-t; x(0)=0, x(O)=0.

Determine los valores de k; < O para los cuales € sistema es ostilatorio.
El modelo del péndulo libre amortiguado no lined es

d*e dae
W+2Az+wzsen0= 0.

Use un programa para investigar s e movimiento en los dos casos cuando A2 = w? > 0 y
A2 = &? < 0 corresponde, respectivamente, a los casos sobreamortiguado y subamortiguado
descritos en la seccion 5.1, para sistemas de resorte y masa. Escoja las condiciones iniciaes
y los vaores de Ay ( adecuados

a) Con la ecuacion (16) demuestre que la velocidad de escape del cohete es vy = V2gR.
[Sugerencia: haga y — oo en (16) y suponga que v > 0 para todo tiempo +.]

b) El resultado de la pate @ es vdido para cudquier plangta del Sistema Solar. Use los
vaores g = 32 ft/sy R = 4000 mi para demostrar que la velocidad de escape en la Tierra
es, aproximadamente, vg = 25,000 mik.

¢) Cdcule la velocidad de escape en la Luna, s dli la acderacion de la gravedad es 0.165g
y R= 1080 mi.

En un gercicio naval, un submarino S, persigue a un barco §; (Fig. 5.38). El barco S;

comienza en € punto (0, 0) en e momento ¢ = 0y sigue un rumbo recto (por & ge y) ala

velocidad constante v;. El submarino S; mantiene el contacto visua con S, lo cual se
indica mediante la linea punteada L y a mismo tiempo viga a velocidad constante, w5,

sguiendo una curva C. Suponga que S, comienza en e punto (g, 0), g > 0, cuando ¢ = 0 y

L es tangente a C.

a) Determine un modelo matemdtico que describa la curva C.

[Sugerencia: at = a ds

de  dsdx’

b) Cadcule una solucion explicita de la ecuacion diferencid. Por comodidad, defina r =
’U]/’Uz.

donde s es la longitud del arco medido sobre C|
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©,0%

ki

3.0
FIGURA 5.38 FIGURA 5.39

c) Examineloscasosr>1,r<1lyr=1y determine s las trayectorias de S; y S; se
intersectan aguna vez.

En otras maniobras navales, un destructor §; persigue a un submarino ;. Conddere que

S1, cuando estd en (9, 0) del de x, detecta a S, que et en (0, 0), y que a mismo tiempo S,

descubre a S El capitdn del dedtructor S; supone que e submarino intentara de inmediato

una accién evasiva y que Su nuevo curso probable sera la recta indicada en la figura 5.39.

Cuando Sy esta en (3, 0), cambia su curso en linea recta hacia € origen para seguir una

curva de persecucion C. Suponga que la velocidad del destructor es constante de 30 mi/h,

y que la dd submarino, como estd sumergido, es de 15 mi/h, constante también.

a) Explique por qué el capitan espera que Si llegue a (3, 0) para ordenar €l cambio de
rumbo hacia la curva C.

b) Use coordenadas polares y deduzca una ecuacion, r = f(6), de C.

¢) Explique por qué e tiempo en e cud € destructor mterﬁgpta a submarino, contado a
partir de la deteccion inicial, debe ser menor de (1 + ¢*™V3)/5.

Problemas para discusion

17.

18.

a) Se tiene € péndulo no lined cuyas oscilaciones estén definidas por (6). Use un programa
paa resolver ecuaciones ordinarias como auxiliar para determinar § un péndulo de
longitud 7 oscilard con mayor rapidez en la superficie terrestre o en la superficie lunar.
Utilice las mismas condiciones inicides pero seleccidnelas para que € péndulo red-
mente oscile.

h) ¢Cual de los péndulos de la pate a) tiene mayor amplitud?

) ¢Las conclusones de las pates @ y b) cambian cuando se usa & modelo lined (7)?

Consdere @ problema de valor inicid

d*0
ar

L
12

1

6'(0) = -

del péndulo no lined. Como no podemos resolver la ecuacion diferencial, resulta imposible
obtener una solucion explicita de este problema. Pero, supdngase que se desea determinar
el primer momento, #; > 0, en que d péndulo, que parte de su posicién inicid en d lado
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derecho, llega a la posicion OP en la figura 5.34; esto es, cdcule la primera raiz positiva
de 4(f) = 0. En este problema y en € siguiente examinaremos varios modos de proseguir.
a) Estime #, resolviendo &l problemalinea d26/df +6 = 0,
Ui
0(0) - 12, 0'(0) --
b) Use e método del gemplo 3, seccion 4.9, para hallar 1os primeros cuatro términos
distintos de cero de una solucion en forma de serie de Taylor, (f), centrada en O para
e problema no lined de vaor inicid. Dé los vaores exactos de todos los coeficientes.
¢) Use los dos primeros términos de la serie de Taylor de la parte b) para aproximar ¢; .
d) Use los tres primeros términos de la serie de Taylor en la parte b), aproxime ¢ .
€) Con una caculadora que determine raices (0 un Sistema agebraico de computacion) y
los primeros cuatro términos de la serie de Taylor en la parte b), aproxime, ¢ .

1
3

Problema de programacion en Mathematica

19. En la pate a) de este problema guiaremos & lector por los comandos, en Mathematica,
que le permitan aproximar la raiz # de la ecuacion &(#) = 0, donde &(#) es la solucion del
problemano linea de valor inicial del problema 18. El procedimiento se modifica con
facilidad para gproximar cudquier raiz de e(t) = 0. (Si el lector no cuenta con Mathematica,
adapte el procedimiento descrito con la sintaxis correspondiente al sistema algebraico
que tenga a la mano.)

a) Copie exactamente cada paso de programa (renglon) y a continuacion eecltelo en la
sguiente  secuencia de  comandos

sol = NDSolve[{y"[t] + Sin[y[t]] = = 0, y[0] == Pi/12, y'[0] == -1/3},
y, {t, 0, 5})//Flattensolution = y[t] /. sol

Clear[y]

y[t—] : = Evaluate[solution]

yltl

grl = Plot[y[t], {t, 0, 5}]

root = FindRoot[y[t] = = 0, {t, 1}]

b) Modifique la sintaxis de la parte @) segin sea necesario y hdle las dos raices positivas
dquientes de &(r) = 0.

— Ejercicios de repaso

Conteste los problemas 1 a 9 sin consultar € texto. Llene e espacio en blanco o responda
“cierto” 0 ‘faso”.
1. S un contrapeso de 10 Ib estira 25 ft un resorte, uno de 32 1b lo edtirara ft.

2. El periodo del movimiento arménico simple de un contrapeso de 8 1b, colgado de un resorte
Cuya constante es 6.25 Ib/ft, es segundos.
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La ecuacion diferencid de un contrapeso fijo en un resorte es x” + 16x = 0. S d peso s
sudta cuando ¢+ = 0 desde 1 m ariba de la posicion de equilibrio, con una velocidad de
3 m/s hacia abgo, la amplitud de las vibraciones es metros.

La resonancia pura no se puede presentar cuando hay una fuerza de amortiguamiento.

. Cuando hay amortiguamiento, los desplazamientosdeun contrapeso en un resorte Siempre

tienden a cero cuando ¢t — oe.

Un contrapeso colgado de un resorte cuyo movimiento esté criticamente amortiguado,
poshlemente pase dos veces por la posicion de equilibrio.

. Cuando d amortiguamiento es critico, cualquier aumento en amortiguacion dard un

sistema

8. Si un movimiento arménico simple se puede representar por x = (V2/2) sen(2f + ¢ ),

10.

12.

13.

14,

angulo de fase, ¢ , es cuando x(0) = = %y ¥(0)=1

Un contrapeso de 16 Ib, colgado de un resorte presenta movimiento armonico smple. S

la frecuencia de las oscilaciones es 3/2m vibraciones por segundo, la constante del resorte

es igud a

Un contrapeso de 12 1b estira 2 ft a un resorte. A continuacion, se suelta € contrapeso desde

1 punto abgo de la posicion de equilibrio a una velocidad de 4 fi/s hacia arriba

d Deduzca la ecuacion que describe d movimiento armonico simple  originado.

b) ¢(Cudles son la amplitud, & periodo y la frecuencia del movimiento?

¢) ¢En qué momento € contrapeso regresa a punto de partida?

d) ¢En qué momento & contrapeso pasa por la posicion de equilibrio a ir hacia arriba?
Responda la misma pregunta cuando va hacia abgo.

€) ¢Cudl es la velocidad del contrapeso cuando ¢ = 3#/16 ?

) (En qué momento la velocidad es cero?

. Unafuerza de 2 Ib edtira 1 ft un resorte. Una masa cuyo peso es 8 1b s une d resorte. El

ddema estd sobre una mesa que le transmite una fuerza de friccion numéricamente igual
a % por la velocidad instantanea. Al empezar, e contrapeso esta desplazado a 4 in ariba de
la posicion de equilibrio y parte del reposo. Deduzca la ecuacion del movimiento, s édte
tiene lugar en una recta horizontal que se toma como e «x.

Una pesa de 32 b egtira 6 in un resorte. La pesa se mueve en un medio que desarrolla una
fuerza de amortiguamiento numéricamente igual a § veces la velocidad instanténea.
Determine los valores de § para los cudes € sistema desarrolla movimiento oscilatorio.

Un resorte, cuya constante es k = 2, estd sugpendido en un liquido que presenta una fuerza
de amortiguamiento numéricamente igud a 4 veces la velocidad ingantdnea. S se cuega
una masa m de resorte, determine los valores de m para los que € movimiento resultante
es no oscilatorio.

El movimiento verticdl de un contrapeso fijo a un resorte se describe con e problema de
vdor inicia

d> dx, B o
A GrE=0 H0)=4 X0 =2

-

Cdcule € desplazamiento verticd méximo.
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15. Una pesa de 4 1b estira 18 in un resorte. A este Sstema se gplica una fuerza periddica igua
af(f) = cos 4t + sen ~t, comenzando en t = 0. Sn una fuerza amortiguadora, ;para Q€
vaor de v € sstema se encuentra en resonancia pura?

2

16. Determine una solucién particular de it% +2) %

constante. d d

17. Una pesa de 4 Ib cuelga de un resorte cuya constante es 3 [b/ft. Todo €l sistema esta
sumergido en un liquido que presenta una fuerza de amortiguamiento numéricamente igua

a la velocidad ingtantdnea. A partir de t = 0, se aplica d Sstema una fuerza externa igua a

f(t) = e, Deduzca la ecuacion del movimiento S la pesa se suelta patiendo del reposo en

un punto a 2 ft abgo de la posicion de equilibrio.

18. a) Hay dos resortes en sarie (Fig. 5.40). Sin tener en cuenta la masa de cada uno, demuestre
que la constante efectiva de resorte & esta definida por 1/k = 1/k; + 1/k,.

b) Un contrapeso de W Ib estira 1 ft un resorte y 1 ft a otro. Ambos se fijan como en la
figura 540 y s cudga de dlos la pesa W. Suponga que @ movimiento es libre y que
no hay fuerza amortiguadora presente. Deduzca la ecuacion del movimiento s la pesa
pate de un punto a 1 ft abgo de la posicion de equilibrio, con una velocidad deg ft/s
hacia abgo.

¢) Demuestre que la velocidad mé&xima del contrapeso es § V3g+1.

+ w’x = 4, donde 4 es una fuerza

FIGURA 5.40

19. Un circuito en serie contiene una inductancia L = 1 h, una capacitancia C = 107 f y una
fuerza electromotriz de E(f) = 100 sen 50t V. Al principio, la carga ¢ y la corriente i son
cero..

a) Deduzca la ecuacion que describe la carga en cudquier momento.
b) Deduzca la ecuacion que describe la corriente en cualquier momento.
c) Cecule los momentos en que la carga del capacitor es cero.

20. Demuestre que la corriente j(f) en un circuito en serie LRC satisface la ecuacion diferencial

3. ,
iR L L= g,

Lt Rate

en que E'(t) representa la derivada de E(t).
21. Se tiene e problema de vaor en la frontera
Y+ =0 p0)=y2m), y(0)=y(2m.

Demuestre que, excepto cuando A = 0, hay dos funciones propias que corresponden a cada
vaor propio.



SOLUCIONES EN FORMA DE SERIES
DE POTENCIAS DE ECUACIONES LINEALES

6.1 Repaso de las series de potencias, soluciones
en forma de series de potencias
6.2 Soluciones en tomo a puntos ordinarios
6.3 Soluciones en tomo a puntos singulares
6.4 Dos ecuaciones especiales
Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

Hasta ahora hemos resuelto, principalmente, ecuaciones diferenciales lineales de orden
dos o superior, cuando las ecuaciones tenian coeficientes constantes. La Unica excepcion
fue la ecuacién de Cauchy-Euler. En las aplicaciones se observa que las ecuaciones
lineales de orden superior con coeficientes variables tienen la misma importancia, si no
es que mas, que las de coeficientes constantes. Como mencionamos en la introduccion
a la seccién 4.7, una ecuacion lineal sencilla de segundo orden con coeficientes
variables, como es y" + xy = 0, no tiene soluciones elementales. Podemos encontrar dos
soluciones linealmente independientes de esta ecuacién pero, segin veremos en las
secciones 6.2 y 6.4, estas soluciones estdn representadas por series infinitas.

247
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DE SERIES DE POTENCIAS
m  Series de potencias m Radio de convergencia m Intervalo de convergencia

m  Analiticidad de las soluciones en un punto m  Aritmética de las series de potencias
W Solucion en serie de potencias de una ecuacion diferencial.

Repaso de las series de potencias No obstante lo que describe

resolver en términos de funciones elementdes. Una técnica normal para
diferencides linedles de orden superior con coeficientes variables, es tratar

conslitese un libro de céculo infinitesmal.

REPASO DE LAS SERIES DE POTENCIAS; SOLUCIONES EN FORMA

la seccion 4.7, la
mayor pate de las ecuaciones diferencides linedes con coeficientes varigbles no s puede
resolver ecuaciones
de encontrar una
solucion en forma de serie infinita. Con frecuencia se puede expresar la solucion en forma de
una serie de potencias; razén por la cua es adecuado citar una lista de algunas de sus
propiedades mas importantes. Para un repaso detallado del concepto de series infinitas,

m Definicién de una serie de potencias  Una serie de potencias en x = a € una srie

infinita de la forma ;- ¢ ca(x = @)“. Tamhién, se dice que esa serie es una serie de poten
n+ |
cias centrada en g; por giemplo, ;- 1 (_1)2 x" es una serie de potencias en x centrada
en cero. "
Convergencia Dado un vaor de x, una sarie de potencias es una serie de congtantes.
S la serie equivale a una condante red finita para la x dada, se dice que la serie converge
en x. Si no converge en x, se dice que diverge en x.
Intervalo de convergencia Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergen-
Cia, que es € conjunto de los nimeros para los cuades converge la serie.
Radio de convergencia Todo intervao de convergencia posee un radio de conver-
gencia, R. Para una serie de potencias de la forma Z7-¢ c,(x ~ a)" s0lo hay tres
posibilidades:
i) La serie sOlo converge en su centro a. En este caso, R = 0.
if) La serie converge para toda x que stisfaga |x — a] < R, donde R > 0. La serie diverge
paralx = g| > R
iii) La serie converge para toda x. En este caso, R= oo,
Convergencia en un extremo Recuérdese que la desiguddad de velor absoluto |x - g
< Reguivdlea-R<x=a< RObienaa=R< x <a+ R. S unaserie de potencias
converge para Jx = a| < R, donde R > 0, puede converger o no en los extremos del
intervalo @ = R< x < g + R La figura 6.1 muedtra cuatro intervalos de convergencia

posibles.

R R R R
—Ar— —— —r —
[ 1 [ N [ \ ( ]
L a ] \ a ) X L a ] X \ a J X
[2-R a+R) b)(@a-R a+R) ¢) [@=Ra+ B d)y(a=-Ra+RI
La serie converge La serie diverge La serie converge en g » R La serie diverge en g w R
en ambos extremos en amhos extremos. y diverge en g + R y converge en g + R.

FIGURA 6.1
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B Convergencia absoluta Dentro de su intervao de convergencia, una serie de poten-
cias converge absolutamente; en otras palabras, cuando x esta en € intervalo de
convergencia, la serie de velores absolutos Iy ¢ |exl|(x = @)"| converge.

m Determinacion del intervalo de convergencia Muchas veces s puede determinar
la convergencia de una serie de potencias mediante € criterio de Za razon:*

Cn+1
Cy

[im

n—-®

|x ~a| = L.

La serie converge absolutamente para aquellos valores de x paralos que L < 1. Con esta
prueba vemos que € radio de convergencia es

Cn

R = lim

n—o

1))

Cp+1

sempre y cuando exista € limite
m Una serie de potencias define a una funcion  Para una funcién dada se puede escribir

©

fO=2 cx=a)y=cy+ alx =—a)+ cx(x = a2+ c;(x = a)’ + ¢«

n=0

cuyo dominio es € intervalo de convergencia de la serie. Si éstatiene un radio de
convergencia R > 0, T es continua, diferenciable e integrable en ¢ intervalo (@ = R, a +
R). Ademés, T “(x) e [ F(X) dx se pueden determinar por derivacion e integracion término

a término;
f’(X) = ¢ + zcz(x - a) + 3(;3(x - a)z 4+ o= 2 ncn(x - a)n—l
n=1
- 2 - 3 had — n+1
Jf(X) dx=C+ci(x =a)+c (x Za) + ¢ (x 30) +...=C+ %S”%Ta)r"

Aunque € radio de convergencia de ambas series es R, € intervdo de convergencia
puede ser digtinto de la serie origind, ya que la convergencia en un extremo e puede
perder por diferenciacion, o ganar por integracion.

m Series que son idénticas a cero S X;- 0 calx = @)" =0, R> 0, para todo nimero real
x en d intervalo de convergencia, entonces ¢. = 0 para toda n.

B Analiticidad en un punto En clculo infinitesma se demuestra que funciones como
e, cos x y In(x = 1) se pueden representar por medio de una serie de potencias
desarrdlladas en series de Maclaurin o de Taylor. Se dice que una funcién fes anditica
en e punto g S se puede representar por una serie de potencias en x — g, con radio de
convergencia positivo. La nocion de anditicidad en un punto sera de importancia en las
secciones 6.2 y 6.3.

B Aritmética de las series de potencias Las series de potencias se pueden manipular
mediante las operaciones de suma, multiplicacion y division. Los procedimientos son
parecidos d modo en que se suman, multiplican o dividen dos polinomios, esto es, s
suman los coeficientes de las potencias igudes de x, se aplica la propiedad distributiva,
se agrupan los términos semejantes y es valido llevar a cabo la division larga; por

*También |lamado criterio del cociente.
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gemplo, S las series de potencias f(x) = Zr=0 ¢x" Y 9(X) = Zy= o byx" convergen ambas
cuando |x| < R, entonces

f(x) + gX) = (co+ bo) + (Cl + b)x + (ca+ by + 1

f(x)g(x) = cobo + (cob; + c1bo)x + (coba + c1by + cobg)x? + «

3 IORM |ntervalo de convergencia

Determine € intervalo de convergencia de la serie de potencias )
n=

(X—3) ”
1 2%
SOLUCION La serie de potencias esta centrada en 3. De acuerdo con (1), € radio de
convergencia  €s

n—w® 2% 2‘

La serie converge absolutamente cuando |x = 3] <2, 01 < x < 5. En € extremo izquierdo,
x = 1, vemos que la serie de constantes ;- | ((—1)"/n) es convergente de acuerdo con la
prueba de la serie dterna. En € extremo derecho, x = 5, la serie es la serie amonica ==
(1/n), que es divergente. Asi, € intervdo de convergencia es [ 1, 5). n

AT KoM Multiplicacion de dos series de potencias

Encuentre los cuatro primeros términos de una serie de potencias en x para &8 ¢os X.

SOLUCION En € curso de cdculo se ve que las series de Maclaurin para ¢* y cos x son,
respectivamente,

x2 x3 x ¥t
P=l 4+ x+ =+ F 4 =]~ —4+=—=...
(4 X D) 2 y cosx =1 ) )

Al multiplicar y agrupar los términos semgantes se obtiene

; _ EAPNE AN AU PRE LN AN
ecosx—<1+x+2+6+24+ )(1 2+24 >
11 1.1 1011
=1+(1x+l-=2+= 2 4 — =4 3 — e 4 ..
()= < 2 2)" ( 2 6)’”(24 4+24)"Jr
_ x3 xt
SRS .

En d gemplo 2, € intervalo de convergencia de las series de Maclaurin de ¢y cos x €5
(—oo, o0); €N consecuencia, € intervalo de convergencia para ¢* cos x expresado como serie de
potencias tambieén es (—eo, oo).
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F]I LMW Division entre una serie de potencias

Halle los cuatro primeros términos de sec X como Serie de potencias en X.

SOLUCION

Una opcion es emplear la serie de Maclaurin para cos x citada en € egemplo

2, para después usar la division larga. Como sec X = 1/cos X, entonces

1+ X + Bl + f1x?
6 2 24 720
cosx=1- 2+ﬁ—% "')1 x,z x4 y
-3+t u 7%"
X x4 X
2 720
x? x4 xG
2" atas
ST
24 360
4 i8”
6Lx*
720 ©
. x*  5x*  61x¢
Por  consiguiente, Secx_1+_2—+_22+ﬁ6+"" @)
El intervdo de convergencia de edta serie es (—n/2, 7/2). (;Por qué?d) =

Es evidente que los procedimientos aplicados en los gemplos 2 y 3 son tediosos cuando
s hacen a mano. Los problemas de edte tipo se pueden resolver con un minimo de esfuerzo
mediante un paquete computaciona con capacidades agebraicas, como Mathematica 0 Maple.
En & primero, se puede evitar la division del gemplo 3 por medio de la instruccién Se-
riesSec[x], {x, 0, §}]. Véanse los problemas Il a 14 de los gercicios 6.1.

En lo que resta de esta seccion y capitulo, es importante que € lector se adiestre en la
samplificacion de la suma de dos 0 més series de potencias, cada una expresada en notacion de
sumatoria (Sgma) formando una expresion con una sola L. Para élo, a menudo se requiere un
corrimiento de los indices de suma

AT W Syma de dos series de potencias

Exprese Iz | 2ncX™™' + I- o 6c™! como una sola serie.

SOLUCION  Para sumar la serie se necesita que ambos indices de las sumatorias comien-
cen en d mismo nimero y que las potencias de x en cada serie estén “enfasadas’; esto es,
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Que § una serie comienza con un multiplo de, digamos x a la primera potencia, la otra serie
empiece con la misma potencia. S escribimos

la serie la serie
comienza con x comienza con X
paran=2 paran=0
l l
o L4 oo oo
W 2nc,xt 4 > be,xtt =201 e + 3 dnc,at 4+ Y 6t 3

las dos sies dd ladb izuigdo comiezan ocon x!. Paa obtene d misTo indice b SR
nos besamos en los eqponantes de x; e ddine k = n = 1l enlapimaasgiey k=n+1en
la sspunda Ad, d lado deredho de la ecuaddn (3) ® trandoma en

2c+ X 2k + Ucgaxt + >, 6c,1xk. C))
k=1 k=1

Reoddee e d indice de suma es uma vaidde ‘mudd. B hedo deqek =p - 1
enmncEDy k=n+1end dro no nos debe confundir § tenemos en mente que lo importante
esd valor dd indice de la sumdoia En ambos casos ¢ adopta los miamos vdores Suoesivos .
1,2,3,...audon=234,. ..(paak=n=1)yn=01,2,...(paak=n+1).

Con lo ateior ya podemos sumar les smies en (4) t@mino a témino:

> 2ncx 1+ Y 6e,amt =20+ > [2(k+ 1)cis + 6ck-i]xk. Q)
n=0 k=1

n=1
S d ledor no £ covedd, desardle dgunos téminos de ambos lados de (5. n

Solucion en forma de serie de potencias de una ecuacion diferencial Enla

seccion 1.1 establecimos que la funcion y = ¢ es una solucion explicita de la ecuacion,
dfaendd lined de pima oden

dv

=0 ©)

S reargazamos X an x? en la saie de Madauin para ¢, podamos exibir la sluddn de (6)
en lafomay = Iy o (x*"/n!). Eda saie converge para todos los vaores redes de x. En diras
pelares cuando = conoce la ludion par addantado, es posble hdlar una sdluddn en fama
de ua smie paa la ecuaddn dfaenad.

A oontinueddn nos proponamos dbtener una solucion en forma de serie de potencias e
la ecuaddn (6) en foma direda d méodo de dague s parece a la téoica de los codfidantes
indeterminados.

IV JEeNW Empleo de una serie de potencias
para resolver una ecuacion diferencial ‘

Deamine una dluddn degxz—zxy:Ooommasaiedepdmdasm X. '
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SOLUCION S suponemos que la solucion de la ecuacion dada existe y tiene la forma
y =, et Y]

nos preguntaremos: ;se pueden calcular los coeficientes, ¢,, para los cuaes la serie de
potencias converge hacia una funcion que satisfaga a (6)? Una derivacion forma* término
a término de la ecuacion (7) da como resultado

% %
d—;} "20 c X" 1= D nextl,

n=1

Obsérvese que, dado que € primer término de la primera serie (que corresponde an = 0) es
cero, la suma comienza con » = 1. Con la ecuacion anterior y la solucién propuesta (7) se
llegaa

.‘.1_-}1 -2y = E ne,xt ! — 2 2¢,x", @)
dx =1 n=0

S queremos sumar las dos series en (8) escribimos

—X ~ 2y =1 cx"+ 2 nex™ 1—};20 X"+ 9)

y procedemos igua que en e demplo 4, con k=n - 1lenlapimeaseiey k=n+lenla
segunda. El lado derecho de (9) se transforma en

¢+ 2 (k + Dcgorxt = 2 2c;-1x*.
] =

Después de sumar término a término las series, se sigue que

d o0
Zi% =2y =+ .; [(k + 1)cis1 = 2c-1]x* = 0. 10

Por lo tanto, para que (10) sea idéntica a 0 es necesario que los coeficientes de las potencias
igudes de x sean cero; edo es, que
6=0 v (ke Dam=20=0, k=1,2,3,.... (D

La ecuacion (1) es una relacion de recurrencia o relacion recursiva que determina las

¢ Dado que k + 1 # O para todos los valores indicados de #, se puede expresar (Il) en la
forma

2¢-
Cie1 ™ k+k i'. (12)

Por iteracion, esta formula genera los siguientes resultados:

2
k=1, C2=ECO=C0

*Hasta ahora no conocemos € intervalo de convergencia
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k=2 c3=§cl=0

k=3, c4=§02=%co=%co

k =4, 65=§6‘3=0

k =5, Cs=%c4=§j1‘500 %CO
k =6, c7—$c5=0

k=17 03:323-06:4_13!00: %co

y asi sucesivamente; por lo tanto, a partir de la hipétesis origina, ecuacion (7), llegamos a

y= gcnx" =cotextext+exdtexttexdtext+
e

1
=co+0+c0x2+0+lc0x4+0+§c0x6+0+---

2!
: 1 1 o A
= [1+x2+ﬂx“+§x6+-~- Con=0;‘!‘. (13)

En vista de que la iteracion de (12) dg6 a ¢o totalmente indeterminado, hemos halado la
solucion generd de (6). u

La ecuacion diferencid del gemplo 5, d igua que la dd sguiente, se puede resolver con
facilidad con métodos ya conocidos. Estos dos €emplos sirven de antecedentes de las técnicas
que describiremos en las secciones 6.2 y 6.3,

AN W Empleo de una serie de potencias

para resolver una ecuacion diferencial
Determine en forma de serie de potencias en x las soluciones de 4y” + y = 0.
SOLUCION Sy=Zr-ocx" yaevioque y' = 5. nex"! y de dlo s desprende que

"

n(n = c,x"2 = Z n{n —1)c,x"%
n=1

MMs

y

[
—

n

Al sugtituir las expresiones dey” y dey en la ecuacion diferencid, se tiene

4" +y = dn(n=cx"?+ Y cx™
n=2 n=0

v

ambas svies comienzan con K
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Con la sustitucion k= »n ~ 2 en la primera serie y k= n en la segunda (después de usr n =
k+2Yy n= k) obtenemos.

4y" +vy = k2=04(k + )k + D cpar + ;Ockx"

- 3 140k + Dk + Dewa + et =0

De acuerdo con esta Ultima identidad, vemos que cuando k= 0, 1, 2, . . .

Ak +2(k+ Vet e=0 0% = a(k ;)c(kk 1)’

La dltima férmula es de tipo iterativo y da

c, = =Cn - Cy
274241 2.2
Cy = —C1 . cl ’
374.3.2 22.31
CE__cz =-—---—-—-—~C0
YT 4437204

—C O
Cs- 4758 225

= —C4 - - Co .
§74.6-5 266!
__"¢ ___©&
=76 T X T

etc. Con esta iteracion ¢y y ¢; son ahitrarios. Segin la hipétesis origind,

y= Co+ X+ CoX2+ €ax®+ X+ Csx®+ cox®+ x4 0
4

c
Co 2 - C1 3 o X —‘I’—I— Co 6 o Cy 7+'ll
:CO+C1x—22.2!"x 22.3!"x+24-4! +2:—::Tx5_26.6!'x 26-7!x

~ 1 1 1
0 y'c"[l_22-2!x2+24-4!"4'26-6!"6+""]

+c1[x ! Ly 1 7+---]

- 3 —
TR R R Thd
es una solucion generd. Cuando la serie se expresa en notacion de sumatoria,

n oSSR EY  we 3 (2

k
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s puede aplicar € criterio de la razdn para demostrar que ambas Series convergen para toda
x. El lector también puede reconocer que la solucion estd formada por las series de Maclaurin
para y1 (X) = ¢p cos(x/2) Y ya(x) = 2¢; sen(x/2). n

Determine € intervalo de convergencia de cada serie de potencias en los problemas 1 a 10.

o« _l)n [+:] n
13D x"
n2=1 n * 2 ,,2=1n2
o 2k o0 Sk
3. =—x* 2k
hed — 3 n ® n
5, X x+7
‘Z:x n’ 6. nz=l \/;
> (=D* 5k
7 — 5)k - 4\k
;-1 10% x=3) 8 ];(k+2)2(x 4)
9. k}; k!2kxk 10. > kk;klxk
= k=2

En los problemas Il a 14 cdcule los cuatro primeros términos de la serie de potencias en x para
la funcién dada* Haga los cdlculos a mano 0 con un paguete computaciond con capacidades

algebraicas.
Il. ¢* senx 12, e* cos x
13. sen x cos x 14. ¢* In(1 ~ X)

En los problemas 15 a 24 resuglva la ecuacion diferenciad respectiva como en los capitulos
anteriores, y compare los resultados con las soluciones obtenides suponiendo una serie de

potencias y = - ¢ cpx"

15,y +y=0 16.y'=2y

17, y' - xy =0 8.y +xy =0

19. 1-x)y'=y=0 20. 1+ x)y' =2y =0
21.y"+y=0 22. y"=y =0

2.y =y 24.2y" +y =0

25. Lafuncion y = Jo(x) etd definida por la serie de potencias

JO(x) 2 zbg(n')z

Que converge para toda x. Demuestre que Jo(x) es una solucion particular de la ecuacion
diferencia xy” +y + xy = 0.

*Suponga que la serie se centraen g = 0
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Problema paro discusion

26. Suponga que la serie de potencias Zj- o ci(x — 4)% converge en -2 y diverge en 13. Inves-
tigue s la serie converge en 10, 7, -7 y Il. Las respuestas posibles son s, no y podria.

SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS ORDINARIOS

@ Puntos ordinarios de una ecuacion diferencial @  Puntos singulares de una ecuacion diferencial
m Exigencia de una solucién en forma de serie de potencias en torno a un punto ordinario
B Deerminacion de una solucion en forma de serie de potencias

Supongamos que la ecuacion diferencid lined de segundo orden
ay(x)y" + ay(x)y’ + ap(x)y = O )
% exprea en la forma reducida
y" + P(x)y"+ Q(x)y = 0 @
dividiéndola entre e primer coeficiente, ap(x). Damos la Sguiente definicion:

DEFINICION

(FIJNIL (oMM Puntos ordinarios ]

Todo valor finito de x es un punto ordinario dey” + (e)y” + (sen x)y = 0. En particular vemos
que x = 0 es un punto ordinario porque ¢* y sen x son andfticas en este punto; 0 sea, ambas
funciones se pueden representar en forma de series de potencias centradas en 0. Recuérdese
que, segin € céculo infinitesmd,

N x  xt R A
e—1+ﬁ+§f+.” y senx =x §+§
convergen para todos los valores finitos de x. n

3 dfely@ Puntos ordinarios y puntos singulares

a) La ecuacion diferencid xy” + (sen x)y = 0 tiene un punto ordinario en x = 0, puesto que
Q(X) = (sen x)/x se puede desarollar en la serie de potencias

que converge para todos los vaores finitos de x.
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b) La ecuacion diferencid y" + (In x)y = O tiene un punto singular en x = 0 porque Q(x) =
In x no s puede desarrollar como serie de potencias en x centrada en ese punto. -

Coeficientes polinomiales Nos ocuparemos principdmente del caso en que la ecua
cién (1) tiene coeficientespolinomiales. Como consecuencia de la definicion 6.1, cuando ay(x),
al(x) y ao(x) son polinomios sin factores comunes, un punto x = xo €S

i) Un punto ordinario si ax(xg) =0 0 bien
if) Un punto singular s g,(xp) = 0.

J]I ek M Puntos singulares y puntos ordinarios

a) Los puntos singulares de la ecuacion (x? « 1)y” + 2xy" + 6y = 0 son las soluciones de
®=1=0 0%a x= 1, Todos los demés valores finitos de x son puntos ordinarios.

b) Los puntos singulares no necesitan ser nimeros redes. La ecuacion (X2 + 1)y” + xy' =
y = 0 tiene puntos singulares en las soluciones de x% + 1 = 0, que son x = +i. Todos los
demés vaores finitos de x, sean redes o complgios, son puntos ordinarios.
¢) La ecuacion de Cauchy-Euler, ax®y” + bxy’ + ¢y = 0, donde a, b y ¢ son constantes, tiene
un punto singular en x = 0. Todos los demés valores finitos de x, sean redles o complgos,
son  puntos  ordinarios. -

Para nuestros fines, los puntos ordinarios y los puntos singulares siempre seran finitos. ES
posible que una ecuacion diferencial tenga, por g emplo, un punto singular en € infinito.
(Véanse las observaciones en la pégina 277.)

Enunciaremos, sin  demostrarlo, € sSiguiente teorema sobre la existencia de soluciones en
forma de series de potencies.

TEOREMA 6.1

Se dice que una solucién de una ecuacion diferencid en la forma de (3) es una solucion
en torno a punto ordinario x,. La distancia R que menciona € teorema 6.1 es e vaor minimo
del radio de convergencia Una ecuacion diferencid puede tener un punto singular finito y sin
embargo una solucion puede ser vdida para toda x; por gemplo, la ecuacion diferenciad puede
tener una solucién polinomial.

Para resolver una ecuacion lineal de segundo orden, como la ecuacion (1), se caculan dos
conjuntos de coeficientes c,, tales que se condruyan dos series de potencias didtintas, yi(x) y
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y2(x), desarrolladas ambas en tomo ad mismo punto ordinario xo. El procedimiento que usamos
para resolver una ecuacion de segundo orden es e mismo que € dd’gemplo 6, seccion 6.1;

es0 es, se supone una solucidn y = Z3. ¢ en(x = xp)" Y Se procede a determinar las ¢, La solucidn

generd de la ecuacion diferencid es y = Cyyi(x) + Cyya(x). De hecho, se puede demostrar que
Ci=cy C; =, donde ¢y y ¢; son arhitrarias.

Nata

Para simplificar, supondremos que un punto ordinario esta localizado en x = 0 en caso de que no lo
estuviera, siempre es posible usar la sustitucion t = x = xg para trasladar el valor x = xg a t = 0.

(J]I KoM Solucion en forma de serie de potencias en torno a un punto ordinario =

Resudva y" + xy = 0.

SOLUCION X = 0 es un punto ordinario de la ecuacion. Puesto que no hay puntos
sngulares finitos, € teorema 6.1 garantiza que hay dos soluciones en forma de series de
potencias centradas en 0, convergentes para |x| < oo, Al sudtituir,

y= 2 X" y y'= 2 n(n =1)cx"?
n=0 n=
en la ecuacion diferencia, se obtiene
Yy +xy=Dnn=1)cxt+ D cxt
n=2 n=0

=2 dex® + Z n(n =1)cx"?+ 2 Cpxmth,
n=3 n=0

v

ambas series comienzan con X

Enlaprimeaseie k= n=2 yenlasgunda k= n + L
Yy + Xy =26+ 2 (k + 2)(k + 1)crsax* + 2 Cp1xk
k=1 k=1

2200+ D [(k + 2)(k + 1)Cruz + coalxt = 0.
k=1

Se debe cumplir que 2¢; = 0, lo cud ohligaa ¢ = 0y
(k + 2)(k+ Dcksza + ¢ = 0.
La (ltima expresion equivde a

el ko 1,2,3,.
ck+2— (k+ 2)(k+ 1)» = 4y &y Iy
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Laiteracion dalugar a c3=_§ﬂ2.
C
“="13
_ Ca — 1
6= T 6.5 6532
_ Ce _ 1
=TT 6 7.6-4-3"
N & S SUN
¢~ 79.8 "9.86-:5-3-2"
- C7 - 1 ¢
“=7"10.9"710-9-7-6-4-3"
____cﬂ =
G =TT 10 O

gc. Se ve que ¢g Y ¢ son abitrarias. Entonces

Y=o+ CX+ CxP e caxd e caxt v csx® e cgx® + ox’ + cex®
v oo+ o+ cpxle o

1 1 1
=c+Cix+0—-— 3 — 4+ 0+ 6
0 1 3. 2Cox - 3c1x 5.5.3.9 ‘zcox

. . 1
+7‘6_4.3clx7+0 ]9-8-6-5-3-260x9_1 10.9. 7.b.4.dclxm+0+"'

[__l_ __L___- 2
13%x3+ 513 )g 53

—_ 10 .. .
”‘[" 3576437 1097643"* ] .

x9+---1

Aunque esta clara la tendencia o pauta de los coeficientes en € egemplo 4, a veces es Uil

expresar las soluciones en notacion sigma (sumatoria). Al aplicar las propiedades del factorial
* puede escribir

) = co [1 N ; (—1)H[1 4(37k)w - (3k = 2)] x3k1

Y ya(x) = ¢4 [x +k:|i (=1) [2(3?( fl;’ (3k=1)] 3k+1

De este modo se puede emplear € criterio de la razon para demostrar que cada serie converge
cuando x| < es.
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La ecuacion diferencial del gjemplo 4 se llama ecuacion de Airy y aparece a estudiar la
difraccién delaluz, ladifraccién de las ondas de radio en torno alasuperficiedelaTierra, en
aerodindmicay en el pandeo de una columna vertical uniforme que se flexiona bajo su propio
peso. Hay otras formas comunes de esta ecuacion, queson y” —xy =0y y” + a*xy =0. (Véase
el problema 43, en los gercicios 6.2, con una aplicacion de esta ecuacion.)

A9 1JI0 W Solucion en forma de serie de potencias en torno a un punto ordinario ==
Resuelva (x* + 1)y” +xy' =y =0.
SOLUCION En virtud de que los puntos singulares son x = =i, una solucion en forma

de serie de potencias converge, cuando menos, en x| <|.* Lahipétesisy = Z7. ¢ ¢xx" nos
conduce a

(x*+1) 22”(” - De,x" 2+ x E nex" ! - Z CX"
n= n=1

n=0

=>nn = Dex" + O nn=1ex" 1+ 2 nexm = Y c,x"
2 n=2 =] 7=0

k-]
= 200x% = ¢cpx® + 6c3x + X=X + 2 n(n =1)c,x"
n=2

-
k=n
0 © o
+ > n(n — Deax™2+ Y nex” = Y, Cpx”
n=4 n=2 n=2
N— - ~ H—/ \_‘_\f_J
k=n-2 k=n k=n

=2c,—¢ + 6cx + i [k(k = l)Ck + (k + 2)(k + 1)Ck+2 + ke, — ck]x"
K=

=20, = ¢y + 6c3x + Y, [(k+ I)(k = D¢y + (k + 2)(k + D)cia]xt = 0.
=)

Por consiguiente, 2c0=¢ =0, ¢3=0

(k + D(k — 1)Ck + (k + 2)(k + 1)Ck+2 =0

1
0 Cy =-§0, C3 =0

| - k
G =T—=¢C, k=2,3,4,....
k+2 k+2 k
Al iterar la Ultima férmula obtenemos

_r 1 1
Sl Ut o L S The

*El médulo 0 magnitud del nimero complejo x = i s |x{= 1. S x = g+ i es UN punto singular, entonces x| = Va? + 5.
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C5—_EC3=(2
5
3 3 1-3
G T T 4650 T 233 O
45—
C7—_'7'C5 =(

5 3.5 1-3.5
C4=~8C="2.4-6-8°0° a4
Cg——i(ﬁ:@

9

_ 1 3.5.7 1-3-5.7
0= T10%T2.4.6.8.100 7 5 o

etc. Por lo tanto

Y=Co+ Crx + x4 03> + coxt 4+ csx® + cox® + cx” + cext + - -
1 4_{_1-3 ¢_1:3-5 1-3-5-7_x10_”.1

- 1 2 —_— —_— 8
_Clx”"[“Ex Tomr Y Tt T T Y T T

Las soluciones son € polinomio  y,(x) = ¢ix y la serie

2'n!

yi(x) =c0[1+ %x2+ ZZ(__I)nq 1:3:5---Q2n - 3)x11’ | < L

J]IN e XM Relacion de recurrencia de tres términos

S se propone una solucion de la forma 'y = Ix_ o c.x” para la ecuacién

y' =1+ xpy=0
se obtienen ¢; = ¢y/2 Yy la relacion de recurrencia de tres términos
c = Ck + Ci-1
kDK +2)

Para simplificar la iteracion podemos escoger, primero, cg # 0y ¢; = 0; con esto llegamos a
una solucion. La otra solucion s obtiene d escoger después ¢p = 0y ¢ # 0. Con la primera
eleccion de constantes obtenemos

k=1,2,3,....
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€+ 0 G 1 1 1
= = e | —— = 2 e
=743 -5[2 3R 30

etc. Por lo tanto, una solucion es

= LPING S SRV S SR
yl(x)—co[1+2x +6x +24x +30x+ .

De igud modo, s escogemos ¢g = 0, entonces

c=C3+C2= Cy =L
ST 4.5 2-3.4-5 120

C1
y ad sucesvamente. En consecuencia, otra solucion es

- 1,1 0,1 5.,
yz(x)—cl[x+6x Tttt

Cada serie converge para todos los vaores finitos de x. L]

Cosficientes no polinomiales En d gemplo que sigue veremos como determinar una
solucién en forma de serie de potencias en torno a un punto ordinario de una ecuacién
diferencial, cuando sus coeficientes no son polinomios. También presentaremos una aplicacion
de la multiplicacion de dos series de potencias, que describimos en la seccion 6.1

IV e Al Ecuacion diferencial con coeficientes no polinomiales

Resugva y” + (cos x)y = 0.

A

SOLUCION Yaquecosx=l—§+$—a+- -+, es claro que x = 0 es un punto ordinario.

Entonces, la solucion propuesta y = 57_ o e da

® 2 4 ®
y" +(cosx)y = Z;n(n—l)c,,x"‘“ (1—3‘—+ L. H)Z_Oc,,x"

21 4
= (2¢c; +6c3x +12¢,x% + 20c5x® ++ )
x2 x4
+ 1_E+EZ_... (co +C1x+C2x2+C3x3+"-)

=2€2+Co+ (6C3+C1)x + (12C4+C2"‘;‘C0>x2+ (2005 +C3—%C1)x3 +--
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La expresion correspondiente a Ultimo renglon tiene que ser idéntica a cero, de modo que
% debe cumplir que

1 1
2C2+C0:O, 6C3+C1:O, 1204+02—EC0=O, 20C5+C3"§C1:0,

efc. Puesto que ¢y y ¢ son ahitrarias,

1 1 1 1
yl(x)=c0[1—§?c2+ﬁx“—---l y yg(x)=c1[x—gx3+%x5—---
La ecuacion diferencid no tiene puntos singulares y, por consiguiente, ambas series conver-
gen para todos los vaores finitos de x. n

En los problemas 1 a 14 determine dos soluciones linedmente independientes en forma de
series de potencias de cada ecuacion diferencia en torno a punto ordinario x = 0.

"

Ly =xy= 0 2.y"+x,y=0

3.y" = 2xy' ty= 0 4. y" = xy +2y=0

5. +xy' +xy=0 6.y +2xy'+2y=0
T.x=1)y"+y =0 8. (X+2y" +xy' =y=0
9. (x2=1)y" + 4xy’' + 2y =0 10, X+ 1)y"=6y =0

. (x2+ 2)y"+ 3xy’'=y =0 2. (x2=1)y"+xy =y =0
13, y"=~(xX+ 1)y’ -y =0 W y"=xy =(x +2)y=0

En los problemas 15 a 18 aplique & método de las series de potencias para resolver la ecuacion
diferencid respectiva, sujeta a las condiciones inicies indicadas.

15. (x =Dy =xy" +y =0, y(0) = -2, y'(0) =6

16. x+1)y"=(2=-x)y'ty=0, y0)=21y()=-1

17.y"=2xy'+ 8 =0, y(0) =3, y(©) =0

18.(x"+1)y"+2xy'=0, y(0=0,y'(0)=1

En los problemas 19 a 22 aplique @ procedimiento del gemplo 7 para determinar dos soluciones

en forma de series de potencias en torno d punto ordinario x = 0 de la ecuacion diferencid
respectiva

19.y" + (sen x)y =0
20. xy" + (sen x)y = 0 [Sugerencia: vea € demplo 2.]
2L.y"+ ey =0 22.y"+ey' -y=0

En los problemas 23 y 24 aplique d método de las series de potencias para resolver la ecuacion
no homogénea respectiva

23.y" —xy=1 24, y' - dxy’ =4y = ¢
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SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS SINGULARES

Puntos singulares regulares de una ecuacion diferencial

Puntos singulares irregulares de una ecuacion diferencial

Existencia de una solucion en forma de serie alrededor de un punto singular
Método de Frobenius m La ecuacion de indices o indicativa

Raices de la ecuacion indicativa o de indices

En la seccion anterior explicanos que no hay problema de tipo fundamenta para determinar
dos soluciones linedmente independientes y en forma de series de potencias de

am(x)y” + mx)y + ax)y = 0 60

en torno a un punto ordinario x = xg; Sin embargo, cuando x = x, €S un punto singular, no
dempre es posible llegar a una solucion de la forma y = Z7- ¢ ca(x = x0)"; Sucede entonces que
podriamos llegar a una solucion en serie de potencias de la forma ¥ = Iy~ o ca(x = x0)"*", donde
r €S una constante que se debe determinar. S r no es un entero no negativo, la Ultima serie no
€S una serie de potencias.

Puntos singulares regulares y puntos singulares irregulares vos puntos sin-

gulares se subdividen en regulares e irregulares. Para definirlos, ponemos la ecuacion (1) en
s forma reducida

y” + P(x)y’+ Q(x)y = 0. )

DEFINICION 6.2

Coeficientes polinomiales Cuando los coeficientes de la ecuacion (1) son polinomios
sn factores comunes, la definicion 6.2 equivde a la siguiente

Sea ax(xg) = 0. Formense P(x) y Q(x) reduciendo aj(x)/ax(x)y ag(x)/ax(x) a sus
términos mas simples, respectivamente. Si el factor (x = xg) est4, cuando mucho,
elevado a la primera potencia en el denominador de P(x), y cuando mas a la segunda
potencia en el denominador de Q(x), entonces X = xg es un punto singular regular.

3|31 Ee R Clasificacion de los puntos singulares

Debe ser obvio que x =~ 2y x = 2 son puntos sngulares de la ecuacion

(x2 — 4)2yn + (x — 2)y’ + y = 0.
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Al dividir la ecuacion entre (x? = 4)* = (x = 2)? (x + 2)2, halamos

1 1
P(x)= X =2)(x + 2 y Q) = x - 2x 2

Ahora investigaremos P(X) y Q(x) en cada punto singular.

Para que x = = 2 sea un punto singular regular, & factor x + 2 puede aparecer elevado,
cuando mucho, a la primera potencia en € denominador de P(x) y, también cuando més, a
la segunda potencia en € denominador de Q(x). Al examinar P(x) y Q(x) se advierte que no
se cumple la primera condicion y, por consiguiente, X = -~ 2 €S un punto singular irregular,

Para que x = 2 sea un punto singular regular, @ factor x —~ 2 puede aparecer eevado,
cuando més, a la primera potencia en @ denominador de P(x) y, también cuando mucho, a
la segunda potencia en e denominador de Q(x). Al examinar P(x) y (Xx) se comprueba que
se cumplen ambas condiciones, de modo que x = 2 es un punto singular regular. ]

F[IY oW B Clasificacion de puntas singulares S

X =0y x =-1sn puntos singulares de la ecuacion diferencid
X+ 1)+ (k2 =1)y +2y = 0.

Al examinar
x=-1 _ 2
PO =marn ¥ 20 ey

s ve que X = 0 es un punto singular irregular porque (x - 0) aparece elevado a cuadrado en
el denominador de P(x). Pero obsérvese que x = -1 es un punto singular regular.. |

(A Ke W Clasificacion de puntas singulares

a) x =1y x = -1 son puntos singulares regulares de

(1 = x¥)y” -~ 2xy’ + 30y = 0.
b) x = 0 es un punto singular irregular de x%y” — 2xy’ + Sy = 0 porque

Po=-2 v ow=3

P(x) = -2 y Q(x) =
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Obsérvese que, en la parte ¢) del gemplo 3 (x =0) y (x — 0)* ni Siquiera aparecen en los
denominadores de P(x) y Q(x), respectivamente. Recuérdese que esos factores pueden aparecer,
cuando mucho, en esa forma. Para un punto singular x = xp, toda potencia no negaiva de (x =
xp) menor de uno (es decir, cero) y toda potencia no negativa menor de dos (es decir, cero o
uno) en los denominadores de P(x) y Q(x), respectivamente, implican que x, €s un punto
sngular  regular.

También debemos recordar que los puntos singulares pueden ser ndmeros complgios. Adi,
x = 3iy X = = 3i son puntos singulares regulares de la ecuacion (x* + 9)y” = 3xy’ + (1 = x)y =0
porque

—3x 1—x
PO = s Y 90 aomeea

J]N e W' W Ecuacion de Cauchy-Euler

De acuerdo con lo que explicanos sobre la ecuacion de Cauchy-Euler en la seccion 4.7,
podemos demostrar que y; = x?y y2= x? In X son soluciones de la ecuacion x%y” = 3xy’ + 4y

= 0 en ¢ intervalo (0, «)- S intent&ramos € procedimiento del teorema 6.1 en torno a punto
singular regular x = 0 (esto es, una solucion supuesta en laformay = Z37=¢ ¢x™), SHlo
podrfamos obtener la soluciény; = x?. El hecho de no poder obtener la segunda solucién no

es de sorprender, porque In X no posee un desarrollo en forma de serie de Taylor en tomo a

x = 0; por lo tanto, es imposible expresar y; = x* In x como serie de potencias en X. L]

AIJNIOXM Una ecuacion diferencial sin solucion en forma de serie de potencias* 1
La ecuacion diferencid 6x“y” + Sx)’ + (- 1)y = 0 tiene un punto singular regular en x =0,

pero no tiege solucion alguna que esté en formay = Xy_ g c.x". Pero de acuerdo con el
procedimiento que describiremos a continuacién, se puede demostrar que existen dos
soluciones en serie de la forma:

n=-1/3

M=

y = 2 Cnxn+l/2 y y=

n=0 n

CnX

It

0

Méodo de Frobenius  Para resolver una ecuacion diferencid como la (1) en tomo a un
punto singular regular, se aplica d siguiente teorema, debido a Georg Ferdinand Frobenius.

TEOREMA 6.2

*N. del R. T Las series introducidas en e gemplo 5 suelen llamarse series de potencias fraccionarias y |as ordinarias,
series de potencias enteras.
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Notense las paabras d menos d principio del teorema 6.2. Significan que, a diferencia
del teorema 6.1, éste no garantiza que haya dos soluciones de la forma indicada. El méodo de
Frobenius consiste en identificar un punto singular regular, xg, SUstituir y = Zr=o ca(x = xo)"*"
en la ecuacion diferencid y determinar € exponente » desconocido y los coeficientes ¢,

Al igud que en la seccion anterior para smplificar sempre supondremos, sin pérdida de
generdidad, que xo = 0.

(AN Ie X W Solucion en serie en torno a un punto singular regular

Como x = 0 & un punto singular regular de la ecuacion diferencial
xy"+y =y =0, @

Propondremos una solucion del tipo y = Z5- o ¢ * 7 Vemos que o Y
Ok ) 5 ‘
© Cy, £ o Ch%
y =2 +n0exmt oy =Y (04 (et = Dot
n=0

n=0

de modo que

S5y £y =y =3 3 (% s 1= Dox ™ + 30+ = S e
= E (n + r)(3n + 3r =~ Z)Cnxn+r—1 — 2 Cnxn+r
n=0 "=

= | rar = 2pets 3 0 1Gn + = D= S e 1
poo| n=0
N /A

k=n-1 k=n

=x [r(3r = 2)cox 1+ Z [(k+r+ D)3k +3r+ 1)cpsy = ck]xkl =0,
k=0

y por lo anterior r(3r =2)¢co =0
k+r+1DBk+3r+ e ¢ =0, k=0,1,2,.... ®)

Como no ganamos nada d escoger ¢y = 0, se debe cumplir que

r3r-2)=0 6)
o k-0,1,2 )
Y Cr+i = (k + r+1)(3k T 3r + 1), = Y Ly 4y

Los dos vaores de » que satisfacen la ecuacion (6) son r; = ;y ry = 0y, d sudituirlos en la
ecuacion (7), dan lugar a dos relaciones de recurrencia distintas:

=0,12.., ®)

rp=% Chl sk
=5 Gk+S)(k+ 1)’
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Ck _
7'2:02 ck+1: (k+ 1)(3k+ 1)5 k—0,1,2._“ (9)
Al iterar (8) obtenemos

a _ G

= = 215-8
= ¢ - co
7113 315-8-11
‘T14-4 415-8-11-14
Cn S n=1,23,...,

Th5-8-11---(3n+2)

mientras que al iterar (9) obtenemos

_ S

a=11

_a G
©=53"211-4
-6 __ G
G=3.77311-4-7

c C3 G
- 2-10- #11-4-7-10

Co

“=om-4-7.--Gno2)y "=L23....

Hemos llegado asi a dos soluciones en serie:

> 1
— 23 n
n=ar [1+,§1n!5-8-11---(3n+2)"] {10
& 1
= 0 n
y Y2 = CoX [1+"2=1n!1~4-7-~(3n—2)x]' (1)

Con el criterio de la razén se puede demostrar que (10) y (11) convergen ambas para todos
los valores finitos de x. Asimismo, por la forma de (10) y (11), es posible ver que ninguna
de esas series gs multiplo constante de la otra y, por consiguiente, que y;(x) y ya(x) son
soluciones linealmente independientes en el eje x. Entonces, de acuerdo con el principio de
superposicion,

1 -
n5-8-11---(3n+2)"

n+2/3

Y = Copl) + Com®) = G, [xw ns
n=1



270  CAPITULO 6 SOLUCIONES EN FORMA DE SERIES DE POTENCIAS DE ECUACIONES LINEALES

+ + "
G [1 n2=1m1-4-7---(3n—2)"‘

es otra solucion de (4). En cualquier intervalo que no contenga € origen, esta combinacion
representa la solucion general de la ecuacion diferencidl. L]

Aungue € gemplo 6 muestra € procedimiento general de aplicacion del método de
Frobenius, hacemos notar que no siempre podremos determinar con tanta facilidad dos solu-
ciones 0 determinar dos soluciones que sean series infinitas formadas totamente por potencias
de x.

Ecuacion de indices o indicativa La ecuacion (6) se llama ecuacion indicativa dd
problema, y los velores ry = %y r, =0 sonlas raices o exponentes indicativas o simplemente
Indices de la singularidad. En general, s x = 0 es un punto singular regular de (1), las funciones
xP(x) y x2Q(x) obtenidas de (2) son andliticas en cero; es decir, los desarrollos

xP(x) =po+tpx +px*+- vy Q@) =qtqx+tgxt+--- (12

son vdidos en intervaos que tengan un radio de convergencia postivo. Después de sudtituir
y = Zr- 0 cX™ en (1) o (2) y smplificar, la ecuacion indicativa es cuadrética en r, y se origina
a igualar a cero € coeficiente total de la potencia minima de x. Un desarollo directo muestra
que la ecuacion indicativa generd es

r(r = 1) +por +gy=0. (13)

Con esta ecuacion se obtienen los dos valores de los exponentes y se sudtituyen en una relacion

de recurrencia como la (7). El teorema 6.2 garantiza que se puede encontrar d menos una
solucion en sarie de la forma supuesta.

Cags de las raioss indicativas Al alicar @ méodo de Frobenius se pueden diferen-
ciar tres casos, que corresponden a la naturdeza de las raices indicatives. Para fines de nuestra
descripcion, supondremos que r#; Y r, SOn las soluciones reales de la ecuacion indicial y que,
cuando difieran, #y representa la ragiz mayor.

Caso |: las raices no difieren en un entero S ry r, son distintas y no difieren en un
entero, existen dos soluciones linedmente independientes de la ecuacion (1), cuya forma es

Yl = Zo e, co# 0 (14a)

™3

y2 =X bax™ by #0. (14b)

It
(=]

A[IV oM Caso |:'dos soluciones de la foma (3)
Resudva 2xy” + (L + x)/ + y = 0. 1s)
SOLUCION Sy = Zy_ o ¢, entonces

2"+ (L+x)y +y=2 3 (n+r)n+r=Dex™ '+ 3 (n+ r)eam!
n=0 n=0
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w0 o
+ Eﬁ (N +F)Cux™ + > cux™
= =0

=2 (n+1)Q2n+2r = 1)cxmt + 20 (n+r+exm
n=0 n=l

=x" | r(2r = 1)cex™ + 2 (n+r2n+2r-1)cx"! + 5:0 (n+r+ 1)c,,x"1
L n= P

J \ J

Y
k=n-1 k=n

= x| r@r = eex™ + 2 [(k+r+1)Q2k+2r+1)cen + (k+ 1+ 1)Ck]xk1 =0,

L

lo cual implica que rr-1)=0 (16)
k+r+1DQRk+2r+ e+ (k+r+1)g=0, k=012,.... an

En la ecuacion (16) vemos que |as raices indicativas son r =1 y r, = 0. Dado que la
diferencia entre ellas no es un nimero entero, tenemos la garantla de contar con las
soluciones indicadas en (149) y (14b), linealmente independientes y con laforma y; =

Ir-ocw™ yy2=Iy=o co" _
Para ry = 2 podemos dividir la ecuacion (17) entre k + % para obtener
C S
120k + 1)
—C
=5
"0 o G
“T 2T
4 -c0
“723 231

=G 153

2!

entonces Y = cpxt? [L + 2_; ml 1 = Coziz,,_,x"“’2 (18)

n=0

que converge cuando x 2 0. Tal como aparece, esta serie no tiene validez para x < 0 por la

presencia de x'?
La ecuacion (17), para r, = 0, genera los coeficientes

e,
Gt = o+ 1

=" _ G

O=73"=13
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__&__~%
G=75 T1.3.5

_Ta__ G

4= 1357
Cs (1)e n=1,23,....

T1-3-.5-7---@2n-1)

Por consiguiente, una segunda solucion de (15) es

— - (_..1)71 |
y2_co|i1+,;1'3'5'7--.(znml)xs |x|<00, (19)

La solucion generd es y = Cyyi(x) + Coya(x), €n € intervalo (0, o). L]

Cuando las raices de la ecuacion diferencial difieren en un entero positivo, podremos
determinar 0 no dos soluciones de (1) en la forma de (3). S no es posble la solucion que
corresponde a la raiz menor contiene un término logaritmico. Cuando las raices de la ecuacion
indicativa son iguaes, una segunda solucién contiene sempre un logaritmo. Este Ultimo caso
es andogo a las soluciones de la ecuacion diferencid de Cauchy-Euler cuando las raices de la
ecuacion auxiliar son iguales. Pasaremos a los dos casos Siguientes.

CASO II: las raices difieren en un entero positvo S r = r;= N, donde N es un entero
positivo, existen dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion (1) con la forma

Y1 = ?0 X't ez 0 (20a)
y2=Cni(x) Inx + z bax" T, by #0, (20p)

en donde C es una constante que podria ser cero.

CASO MlI: raices indicativas iguales g rj = r,, Sempre existen dos soluciones, linealmen-
te independientes de la ecuacion (1) que tienen la forma

Y =n§0 X", 20 (21a)

=@+ b, (21b)

(F1INIJLOR W Caso I dos soluciones con la forma de (3)
Resudva xy” + (x = 6)y" = 3y = 0. 22)

SOLUCION  Lahipdtesis y = Zn= ¢ cax” * 7 conduce a
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Xy” + (x = 6)y' =3y

% o
O(n + r)C,,x"+r_1 + Z ({l + r)c,,x"*’ -3 E Cnxnﬂ
= n=0

N

= Zo (N+7)n+r=1)cx" =6

Y

x
[}

It
a3

rr=Neox+ > (N+r)n+r=Tex + 2 (n+r - 3)c,,x"]
L n=1 n=0

\ J \ J
v A

k=n-1 k=n

=x'mr—nqxﬂ+2[«+r+nm+r-@qﬂ+w+r_$qhﬂ:Q
L k=0

Asi r(r=7)=0,desuertequer =7,m2=0,rn~rn=7y
k+r+Dk+r=6cu+K+r-3)a=0 k=012.... (23
Para |a raiz més pequefia r, = 0, la ecuacion (23) se transforma en
(k + Dk = 6)cisr + k ~ 3= 0. 24)
Como £ - 6 =0 paa k = 6, no dvidiremos entre ede témino Sno heda que k£ > 6 Vanss e
1. (—'6)C1 + (_3)C0 =0
2:(=5)+(—2)=0
3 (4 +(—1),=0
4 '(_3)C4+O *C3= 0
5'(—2)C5+l. C;=0 implicacg = cs=c6=0

e = « pero ¢y y ¢7 pueden ser
6: (- +2¢=0 elegidas en forma arbitraria
7'0C7+3'C6:0

Por  cosiguiente C1='1§Co
_ 1 _1
Cz—"gcl—mco

1 1 29)

=R I

-k ~ 3)

Parak27, Ck+1:mck'

Al itear eda fémula obtenemos

-4
CB_—S'—1C7
C9=—_5—Cs='4—'5‘07

9.2%7 2189
(B =456
©=10-37° 318-9.10 '
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_(=)"14.5-6-. . (n=4)
b= T -718-9-10---n

S exogemos c7 =0y ¢y # 0, llegamos a la solucion polinomia

C7, n=28§,910,.... (26)

- 1 1. 1,
¥ co[l 2Jc+10)c 120x1 27)

pero cuando ¢7 # 0y ¢o = 0, una segunda solucion en serie, § hien infinita, es

S YOI IR 4)
Y= c’[ +n§, ~7)18-9-10- ]

¢ [x7+2( 1456 (k+3) W] K<o @8

& k'8 9:10- - (k+7)

Por ultimo, la solucién generad de la ecuacion (22) en € intervalo (0, o) €s

v = Gin(x) + Gyifx)

_ SRS S (DM 56 (k+3) L,
Cl[l 2* 1% 120"]+C2[ +2 kK18-9-10- - (k+7) 1

Es interesante observar en el gemplo 8 que no usamos la raiz mayor, r; = 7. S lo
hubiéramos hecho, habriamos obtenido una solucion en seriet y = Z. o ¢x™7, donde las ¢,
estan definidas por la ecuacion (23), con r = 7:

—-(k+4
Ck+1—(k+8)(k+l)c‘k, k=012,..
Al iterar esta relacion de recurrencia silo tendriamos una solucién, la que aparece en la
ecuacion (28), en donde ¢y corresponderia a 7.

Cuando las raices de la ecuacion indicativa difieren en un entero positivo, puede ser que
la segunda solucién contenga un logaritmo. En la practica eto es ago que no sabemos por
anticipado, pero que queda determinado a calcular las raices de la ecuacion indicativay
examinar con detenimiento la relacion de recurrencia que define a los coeficientes ¢,. Como
aadbamos de ver en este demplo, también puede suceder que -por Suerte, determinemos
dos soluciones que sélo comprenden potencias de x. Por otra parte, s no podemos halar una
segunda solucion en serie, Siempre podremos  recurrir a

-IP(x)dx

=) [ S 29)

que también es una solucion de la ecuacion y” + P(x)y’ + Q(x)y = 0, sempre y cuando y; sea
una solucion conocida (véase Sec. 4.2).

*Obsivese QUe tanto la serie (28 como ésta comienzan en la potencia x”, End caso |1 Siempre se aconsgja trabajar
primero con la raiz menor,
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A[IVILoX M Caso I una solucién de la forma (3)

Determine la solucion generdl de xy” + 3y" =y = 0.

SOLUCION  Aqui € lector debe comprobar que las raices indicativas son ry =0, ry = = 2,
ry —r, = 2y que con d méodo de Frobenius solo e llega a una solucion;

S UL S S 30
n2=on'(n+2)' =lhar gt 3" 30

Con la ecuacion (29) obtenemos una segunda solucion:

oI B3Ix)dx dx
7 =) [ Sy e =y 11, 1 !
+_... +__ 2 P R
[1 372" T30 T 1
= yi(x) J S dx « cuadrada
“ ov2 e S 3
[1+3x+36x +30x+ 1
_yl(x)f [1~ §x+21‘—x2—217%x3+ ]dx « division larga
- 12 1 1
=3 | [x3 % ax 200 ]dx
1 2 1 19
= yi(x) [—2—3+5—+Zlnx 5—7_(5x+ 1
0 s= yz——yl(x>1nx+y1(x)[ bt ] (31)

Por consguiate en d intavao (0, «) la sduddn gaed e

1 2 19
Y = Ciyi(x) + G, [%y,(x) Inx + yi(x) (—-—2—;5 + 5-—57—0;5 + .. )] (32)

dorce yi(x) e definida por (30). "

31T CORIl Caso lll: determinacion de la segunda solucion
Hdle la spunda dudn de xy” +y = 4y = 0.

SOLUCION  La sdludn propuestay = Zr- o ¢ conce a

xy" +y — 4y = 2(n+r)(n+r—-l)cx"*"1+2(n+r)cx”+" 42cx"+'

n=0=

- z (n + r)ZC"xnﬂ-l w4 E C"xn+r

n=0 n=0
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w0 w0
=x [rzch‘1 + E (n+ rYc,x"1-4 2‘6 c,,x"l
n=_1 n= -

k=n-1 k=n
=x [rzcox'l + 2 [(K+ 7+ 1), = 4ck]x’°] =0.
k=0

Por lo tanto, »* = 0y, por lo mismo, las raices indicativas son igudes r, = r, = 0. Ademés
tenemos  que

(k+r+ 1)2Ck+1""4ck20, k=012, .... (33)

Esta claro que laraiz »; = 0 sdlo da una solucién, que corresponde a los coeficientes definidos
por iteracion de

4Ck _
Con - (k+1)2’ k=01,2,....

El resultado es Z x| < o0. (34)

ﬂ
!)2 ’

Para obtener la segunda solucion linedmente independiente escogemos ¢ = 1 en (34) y
empleamos  (29):

—-f(l/x)dx

Y= Y1(X)J’ o) dx =y1(x)f ax

-

, . 16 :
x|(1+4x +4x +—g-x3+-~

dx
-1~ 16
x 1+8x-+~24x2+——9—x3+---1
=y1(x)f 1 8 +40x—“;72 -~.1dx
—yl(xj [)16—8+40x— 1472 04 .. -:|dx
= y(x) [lnx-8x+20x —%@x + . 1

Asl, en d intervalo (0, =), la solucion generd es
y = Ciyx) + G [y1(x) In x + yi(x) ( 8x +20x% - 1421_7]2x% oo )]

en donde yi(x) esta definida por (34).
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Empleo de computadoras Resulta obvio que las operaciones de los gemplos 9 y 10,
como elevar una serie a cuadrado, la division larga entre una serie y la integracion del cociente,
se pueden realizar a mano; pero nuestra existencia se puede facilitar porque todas esas
operaciones, incluyendo la multiplicacion indicada en (31), s pueden efectuar con relativa
facilidad con ayuda de un sstema agebraico de computacion como Mathematica, Maple o
Derive.

Observacion

i) A propésito no hemos mencionado algunas otras complicaciones que surgen cuando se
resuelve una ecuacion diferencial como la (1) alrededor de un punto singular x,. Las raices

indices rty r, pueden ser nimeros complejos. En este caso, la igualdad r; > r, carece de
significado y se debe reemplazar con Re(r;) > Re(r,) [si r = a + i3, entonces Re(r) = a]. En
particular, cuando la ecuacion indice (0 indicativa) tiene coeficientes reales, las raices serdn un
par complejo conjugado r; =+ iB, 1, =a - i,y 1 - ry= 2i3 # entero. Asi, para x, = 0, siempre
existen dos soluciones, y;=Zr-gcX" "y yy=Er_gcx "% Ambas  soluciones dan valores
complejos de y para toda seleccion de x real. Podemos superar esta dificultad aplicando el

principio de superposicion y formando las combinaciones lineales adecuadas de y,(x) y yi(x)
para producir soluciones reales (véase el caso IIf en la seccion 4.7).

ii) Si xo = 0 es un punto singular irregular, es posible que no podamos determinar solucidn

alguna de la forma y = Zp_ g ¢ "

iii} En los estudios méas avanzados de ecuaciones diferenciales, a veces es importante examinar
la naturaleza de un punto singular en o. Se dice que una ecuacion diferencial tiene un punto
singular en oo si, después de sustitur z = 1/x, la ecuacion que resulta tiene un punto singular en
z = 0. Por ejemplo, la ecuacién diferencial y” + xy = 0 no tiene puntos singulares finitos;
sin embargo, de acuerdo con la regla de la cadena, la sustitucién z =1/x transforma la
ecuacion en

ady

dy
5
e dz

+27'=+y=0.
y4
(Compruébelo.) Al examinar P(z) = 2/zy (Xz) = 1/z° se demuestra que z = 0 es un punto singular
imegular de la ecuacién; en consecuencia, oo €S un punto singular irregular.

Determine los puntos singulares de cada ecuacion diferencial en los problemas 1 a 10.
Clasfique cada punto singular en regular o irregular.

1ox%" +4xly’ +3y =0 .xy"=(x+3)Yy =0

3. =9y'+(x+3)y +2y=0

b1, 1 _

4y xy+(x—1)3y 0

5. (x* + 4x)y" ~ 2xy’ + 6y =0

6. x%(x = S)y" + 4xy’ + (x* = 25)y = 0

7.2+ x=6)y" +(x+ 3y +(x=2)y=0

8. x(xX + Dy +y=0
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9. x3(x? = 25)(x = 20" + 3x(x = 2y’ + Tx + 5)y = 0
10 (¢ 208 3x)y +x(x =30y (x+1)y=0

En los problemas 11 a 22 demuestre que las raices indicativas no difieren en un entero. Use
méodo de Frobenius para llegara dos soluciones linedmente independientes en serie arededor
dd punto sngular regular xo = 0. Forme la solucion generd en (0, o).

Il 2xy" =y + 2y =0 12. 2xy" + 5y’ + xy = 0

1 .
13. 4xy” + Y; yl.+ xy 0 +2x%" +~= )y =0
15. 3xy" + (2 = x)y' % = 0 16. x%" - x—-z>y: 0

17. 2xy" = (3 + 2x)y’ +y= 0 18. x¥" + xy + \ x? = g ) =0

19. 9x%" + 9x%’ + 2y = 0 20. 2x%" + 3xy’ + 2x = 1)y = 0

21 2x%" =x(x = 1)y =y=0 22. x(x = 2)y" +y =2y =0

En los problemas 23 a 30 demuestre que las raices de la ecuacion indicativas difieren en un
nimero entero. Aplique & método de Frobenius para obtener dos soluciones lineal mente

independientes en serie drededor del punto singular regular xo = 0. Forme la solucion generd
en (0, o).

23. xy” + 2y wy = 0 24. xy" + xy' + ( xz—%)yc 0

25. X(X = 1)y" + 3y’ ~ 2y 026.y”+%y’—2y:0
0 28. xy” +y= 0

27. xy” + (1 - x)yy -
29. xy” + yy + = 0 30. xy? = xy° + ¥ O

DOS ECUACIONES ESPECIALES

m Ecuacion de Bessel m  Ecuacion de Legendre ®  Solucion de la ecuacion de Bessel

® Funciones de Bessel de primera clase m Funciones de Bessel de segunda clase

B Ecuacion paramétrica de Bessel B Relaciones de recurrencia M Funciones de Bessel esféricas
B Solucion de la ecuacion de Legendre m  Polinomios de Legendre

Las dos ecuaciones
Ayt +(x-1A)y =0 )
(L-x)y" -2xy' +nn+1)y=0 Q@)

gparecen con frecuencia en estudios superiores de matemdicas aplicadas, fisica e ingenieria
Se llaman ecuacién de Bessel y ecuacion de Legendre, respectivamente. Para resolver la (1)
supondremos que v 2 0, mientras que en la (2) solo consideraremos € caso en que » €S entero
no negativo. Como se trata de obtener soluciones de cada ecuacion en serie drededor de x = 0,
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advertimos que € origen es un punto regular singular de la ecuacion de Bessel pero es un punto
ordinario de la ecuacion de Legendre

Solucion de la ecuacién de Bessel S suponemos que y = I ¢ cx™*", entonces

o

xzyn + xy’ + (xz - VZ)y = E c,,(n + r)(n +p=1)xmr + 2 co(n + r)xmr + 2 CxmH
n=0 n=0 n=0

o

- 2; P 2
n:

=c(rt s r = V)x
w

+ x’Z Glin+r)(n+r=1)+(n+r)=px" + X' e xnt
n= n=0
=c(P=)x + x> e [(n+ r)E = v+ x Y et 3)
n=1 n=0

En (3) vemos que la ecuacion indicativa es * — 2 = 0, de modo que las raices indice son r) = v
y o = -v. Cuando r) = v, la ecuacion (3) se transforma en

-] -
Y cn(n+ 20)xm+ X7 Y, e
n=1 n=0

=x [(1 +20)ex + ), en(n + 2oxn + Y c,,x"“]
n=2 n=0

k=n-2 k=n
=x [(1 + 2v)cx + D [(K + 2)(k + 2 + 20)ciun + ck]xk*zl =0.
k=0

Por lo tanto, se debe cumplir que

(l + 2V)C1 =0
(K+2)(k+2+2V)Crs2 + =0
—C
0 sea que Csz = (c * M‘fz* 20)° k-01,2,. @
La opcion ¢; = 0 en edta ecuacion trae como consecuencia que ¢3 =¢s= ¢ = .. = 0, al que
cuando k=0, 2, 4, ... vemos, después de hacer k +2= 2n,n =1,2,3, ..., que
Con-2
, | = 5
= 2n(n +v) ®
, _ ¢
Asi C2: 22'1‘(1+V)
o - G Co
=T R 22 =241 20+ )2+ v)

Co = 2Z2.33% 9T 2.1.2:31+)2+ )3+
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_ ("1)”6‘0 _
Can —22"n!(1 + )R+ (n+v)’ n=1,23,.... (6)

Se acostumbra elegir un valor patron especifico para cp, Que €

1
CO:WV_),

en donde T(1 + v) es la funcion gamma (Véase & Apéndice 1) Como esta funcion posee la
comoda propiedad de que T'(1 + a) = aI'(«), podemos reducir € producto indicado en €
denominador de (6) a un solo término; por eemplo,

FA+v+1) =1+ QA+

Fl+p+2=Q2+ »[2 +v) = 2 + )1 + VA + v).

Por consiguiente, podemos expresar (6) en la forma

o = (-1 - (-1)
BT (1+ )2+ v) okt I Y y) 20T+ v+ n)

paran=0,1,2,....

Funciones de Bessel de primera clase La solucion en serie y = -0 cax™* se
suele representar mediante J,,(x):

oo _1\? Ny

J(x)=Z ) — [ET (7

n=o T +v+n)|2

S v 20, la serie converge d menos en € intervalo [0, o). También, para € segundo exponente
r; = —v, obtenemos, exactamente del mismo modo,

_ had E—l)n x _Zn-l/
(%) X ATl —v+n) o2 @

Las funciones J,(x) y J_,(x) se llaman funciones de Bessel de primera clase o de primera
especie, de orden vy ~v, respectivamente. Seglin € vaor de v, la ecuacion (8) puede contener
potencias negativas de x y, por consiguiente, converger en (0, ee).*

Es necesario tener cierto cuidado d escribir la solucion genera de (1). Cuando v = 0, (7)
y (8) sonigudes. S v>0y r —ry = v—(-1) = 2vno €S un entero positivo; entonces, de acuerdo
con € caso 1 de la seccion 6.3, Jy(x) y J-[x) son soluciones linealmente independientes de (1)
en (0, ), asi que la solucion general del intervalo es y = ¢Jy(x) + ¢aJ-[x). Pero también
sabemos que, de acuerdo con € caso Il de la seccion 6.3, cuando 7y = ry = 2 €S un entero
positivo, quiza exista una segunda solucion de (1) en forma de serie. En este segundo caso hay
dos posihilidades: cuando v = m = entero positivo, J-,(x), definido por (8) y Ja.{x) no son
soluciones  linedmente independientes. Se puede demostrar que J_,, € un mlltiplo constante
de J, [véese la propiedad i) en la pagina 283]. Ademas, r; —r, = 2upuede Ser un entero positivo

*Al reemplazar x por (x|, las series de las ecuaciones (7) y (8) convergen para 0 < [x{< e,
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cuando v es la mitad de un entero postivo impar. Se puede demostrar que, en este caso, Ji(x)
y J_,(x) son linedmente independientes; en otras palabras, la solucion general de (1) en (0,
oo) [

y=aJ,x)+cJ,®), uf entero. 9)
La figura 6.2 ilustra las gréficas dey = Jo(x) y y = Ji(x).

1 JU(X)
i 5 Jl(-x)
] X

FIGURA 6.2

IV IIe MM Solucion general: ¥ no es entero

S2=1yv=1 laslucion generdl de la ecuacion x*” +xy' + (2 = Ly =0en (0, ) s
¥ = adip(x) + c2oi2(x). n

Funciones de Bessel de segunda clase S v # entero, la funcion definida por la
combinacion  lineal

cos v J,(X) -J-,(X)

Yx) = N vm

(10)

y la funcion J,(X) son soluciones linealmente independientes de (1); por consiguiente, otra
forma de la solucion generd de (1) esy = ¢; J,(X) + c2Yi(x), Sempre y cuando v# entero. Cuando
v — m (donde m es entero), la ecuacion (10) tiende a la forma indeterminada 0/0; sin embargo,
con la regla de L'Hopital se puede demostrar que lim, _, »Yi(x) existe. Ademés, la funcion
Yiu(x) = lim Y, (x)
vom

y Jm(x) son soluciones linealmente independientes de x%” + xy' + (x> = m%)y = 0; por lo tanto,
para cualquier vaor de y, la solucion generd de (1) en (0, o) se puede escribir

Y= c1JuUx) + ¥ ifx). 11)

Yx) e llama funcion de Bessel de segunda clase, o de segunda especie, de orden v. En la
figura 6.3 aparecen las gréficas de Yo(x) y Yi(x).

T ovw

0.4+ N(x)
.

1>

FIGURA 6.3
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F[I 1Kol Solucion general: y entero

La solucion general de la ecuacion x%y” + xy’ + (x* = 9)y = 0, en (0, «), es y = ¢1/a(x) +
c,Y3(x). Esto lo podemos ver con la ecuacion (1) si identificamos a +» = 9 y, por
consguiente, v = 3. n

Aveces es posble transformar determinada ecuacion diferencid en la forma de la ecuacion
(1) cambiando la variable. Entonces se puede expresar la solucién general de la ecuacion ori-
gind en términos de funciones de Bessd. En & gemplo 3 se muestra esta técnica

A JVIGKO M Regreso al resorte desgastable

En la seccion 5.1 describimos que un modelo matemético del movimiento libre no amorti-
guado de una masa fija a un resorte que se desgesta es mx” + ke™™x = 0, a > 0. Ahora ya
podemos determinar la solucion genera de esta ecuacion. Se dgja como problema demostrar

que & cambio de las variables 5 = 2 »Jze“"’z transforma la ecuacion diferencial del
resorte que se desgasta en la forma ¢

2
szgs—f+ S—Z—f+s2x=0.

Reconocemos que esta ecuacion tiene la forma de (1) con v = 0, donde los simbolos x y s
desempefian las funciones dey y x, respectivamente. La solucion generd de la nueva ecua
cion es x = cJo(x) + c2Yo(s). S redtitimos s, la solucion generd de mx” + ke ™% = 0 es

2 |k 2 [k
x(t) =y <a \/_;_le-ae/z> + Y, (; \/;e—aﬁz).

Véanse los problemas 39 y 40 en los gercicios 6.4. n

El otro modelo de un resorte de la seccién 5.1, clyas caracterigticas cambian a paso del
tiempo, era mx” + ktx = 0. Al dividir entre m reconocemos que < trata de la ecuacion de Airy,
y" + o’y = 0. Véase e demplo 4, seccion 6.2, La solucion general de la ecuacion diferencial
de Airy también se puede expresar en términos de funciones de Bessedl. Véanse los problemas
41 a 43 en los gercicios 6.4.

Ecuacion paramétrica de Bessel S reemplazamos x con Xx en la ecuacion (1) y
golicamos la regla de la cadena, llegaremos a una forma dternativa de la ecuacion de Bessd,
la ecuacién paramétrica de Bessel:

x2yn + xy/ + ()\2x2 - v2)y =0. (12)
La solucion general de (12) es

y = i, (Ax) + caVu(Ax). (13)
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Propiedades A continuacién citaremos algunas de las propiedades més (tiles de las
funciones de Bessd de orden mm=10, 1, 2, . . ..

() J-n®) = (=1)Tn(x) (i) Tu(—2) = (=1)"ulx)
(iii) Ju(0) = {(1)’ Zzg (iv) lim,+Y,(x) = -cO

Obsérvese que la propiedad i7) indica que J,(x) s una funcion par § m es un entero par, y una
funcién impar § m es entero impar. Las grdficas de Yo(x) y Yi(x) en la figura 6.3 ilustran la
propiedad iv): Y,(X) no es acotada en e origen. Esto Ultimo no es obvio d examinar (10). Se
puede demostrar, sea a partir de (10) o por los métodos de la seccion 6.3 que cuando x > 0,

Yi(x) = f—TJo(x) [7 +1n __kz—l ((k|1))2k (1 e 11() (%7)21:’

en donde v = 0.57721566. . .es la constante de Euler. A causa de la presencia del término
logaritmico, Yo(x) es discontinua en x = 0.

Valores numéricos En la tabla 6.1 se presentan agunos vaores de las funciones Jy(x),

Ji(x), Yo(x) y TYi(x) para determinados valores de x. Los primeros cinco ceros no negativos de
esas funciones aparecen en la tabla 6.2,

TABLA 6.1 Vaores numéricosde Jo, J1, YoV 1

0 1.0000 0.0000 — -—

! 0.7652 0.4401 0.0883 -0.7812
2 0.2239 0.5767 0.5104 -0.1070
3 -0.2601 0.3391 0.3769 0.3247
4 -03971 -0.0660 -0.0169 0.3979
5 -0.1776  -0.3276 -0.3085 0.1479
6 0.1506 -0.2767 -0.2882  -0.1750
7 0.3001 -0.0047 -0.0259  -0.3027
8 0.1717 0.2346  0.2235 -0.1581
9 -0.0903 0.2453 0.2499 0.1043
10 -0.2459 0.0435 0.0557 0.2490
[ -0.1712  -0.1768 -0.1688 0.1637
12 0.0477  -0.2234 -0.2252  -0.0571
13 0.2069  -0.0703 -0.0782  -0.2101
14 01711 0.1334 0.1272 -0.1666
15 -0.0142 0.2051  0.2055 0.0211

Relacion de recurrencia diferencial Las formulas de recurrencia que relacionan las
funciones de Bessel de ditintos drdenes son importantes en teoria y en las aplicaciones. En d
gemplo dguiente deduciremos una relacion de recurrencia diferencial.
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TABLA 6.2 Cerosde Jp, Ji, Yoy 1

Jo(x) J1(x) Yo(x) Yi(x)
24048 0.0000 0.8936 21971
55201 38317 39577 54297
8.6537 7.0156 7.0861 8.5960
117915 10.1735 102223 11.7492

14.9309 13.3237 13.3611 14.8974

AV o'W Deduccion mediante definicion de series

Deduzca la férmula xJy(x) = wifx) = xJ,4; (x).

SOLUCION  Una consecuencia de (7) es que

o 2nty

1y = S CD@n + v) x
*J5(x) _,,;nll"(l +p+n) 2

[ (_1),, '_E 2n+v ® (_1)nn 'E 2n+vy
= V,.Eq,n!l‘(l +v+n) (2) +2,‘E=0 n''(1 + V+n)(2)

) B (_1) £2ntrl
=wl(x) + le (n=DITA+v+n) o2

n=

k=n-

- —1) X
= va e (— —
w(x) x;,k!r(2+u+k)02

=

2ktvil
= vl (x) = xJ,1(x).

El resultado del gemplo 4 se puede escribir en forma aternativa
Al dividir xJ,(x) = w(x) = =xJs1 (2) entre x se obtiene

Iix) - f L(x) = =T (%).

Esta dltima expresion es una ecuacion diferencia lined de primer orden en J,(x). Multiplica
mos amhos lados de la igualdad por @ factor integrante x™ vy llegamos a

d ~v -v
jdx—[x WX = =X Jor1 (). (14)
En forma parecida se puede demostrar que

% [J)] = 2yt (). (15)
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Véase @ problema 20 de los gercicios 6.4. Las relaciones de recurrencia diferencides (14) y
(15) tamhién son vdidas para la funcion de Bessl de segunda clase, Y(x). Nétee que cuando
v = 0, una consecuencia de (14) es

Ji(x) = —Ni(x) y Yi(x) = —Yi(x). (16)
En € problema 40 de los gercicios 6.4 aparece una aplicacion de estos resultados.

Cuando v = la mitad de un entero impar, se puede expresar Ji(x) en términos de sen X, cos
x y potencias de x. Estas funciones de Bessdl se denominan funciones de Bessel esféricas.

A[IN O Funcion de Bessel esférica con v = %

Determine una expresion atemativa de Ji(x). Aplique el hecho que I') = V.

SOLUCION ~ Con v = 4, de acuerdo con (7),

(-1) n+1/2
Jin(x) = Em< ) .

En vista de la propiedad T'( 1+ @) = al'(e), obtenemos

1) _1.(1\_1
n=0 r(1+§)_§r<§>—2\/§
3V _3r(3)23
n=1: r<1+§)_2r<2) 22\/7?
5\ 5.(5\_53.,~_ 54321 5!
n=2 F<1+§)‘§F(§>"3—\/—‘ 7 V=5
N _7.(7\_7-5 7-6-50 .~ _ T
n=3: I‘(1+i>——2-I‘(§)—262|\/7—r 26 6 2'\/— —273'\/7;
1 2n + 1)!
En generd, I‘(1+-2-+n>=(—2-2—n#\/_1r.

Por  condiguiente,

® (~1)" \2Hn ) -1 .
Tin(®) - EOWE(E) \/;Eo TR

n ]

Puesto que la serie del ditimo rengldn es la serie de Maclaurin para sen X, hemos demostra-

do que
2
Jia(x) =,/;-r;senx. [
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Solucion de la ecuacion de Legendre  Dado que x = 0 es un punto ordinario de la
ecuacion (2), suponemos una solucion en la forma y = Zp. o cx®; en consecuencia,

(1 = x)y" —2xy' + n(n+ 1)y =(1=x) > ck(k =1)xk2 =2 X cehx* + n(n+1) 2, cixt
k=0 k=0 k=0
= i cck(k = 1)xk? = > cek(k = 1)x* =2 > ekt n(n. 1), cxt
=2 k=2 =1 k=0
=[n(n + ey + 26,]x° + [n(n + 1)¢; = 2¢; + 6¢;1x

L] L]

# 3 k=Dt = S ck(k -t =2 S et + n(n+1) S et
k=4 k k=2 k=2

=2

- ~— /. N S—
j=k-2 j=k j=k j=k

=[n(n + ey + 26,] + [(n = 1)(n + 2)c; + 6¢5)x
+22[(i+2)(f+ D + (n =j)(n +j+ Delxi= 0

lo cud sgnifica que n(n+1)¢+2c=0
(nN=D(rE+2)a+6c=0
(GG + Ve + (n =) n +j+ 1)g=0

0 sa C2=“2@§:ﬁco
(=D +2
GB=" 31 X
=P+l
C]+2 - (]+2)(].+ 1) C], ]"’2’314$"" (17)

Al iterar esta formula se obtiene
__(n=2(n+3) _(n-2n(n+1)(n+3)
G = 4.3 N 0

4
=ty (O -3)(n~1)5(!n +)n+4)
=@+ (= 4)n=Dn(r D+ n+5)
(e 0.0 €= 6! Co
() ()

7-6 ©

(=== D)+ Y+ +6)
7

efc. Entonces, cuando menos para |x]< 1 se obtienen dos soluciones linealmente independientes
en sies de potencias:

(%) = ¢ [1 - n(nz-!i- 1) X+ (n -~ 2)”('2: Dn+ 3)x4
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_(n=H(n-2n(n+1)(n+3)(n+5) ot 1
6!

y(®)=a [x L 1)(” +2) 5, (=3 =1+ 2(n+4) s

(18)

51
_(n— 5)(n =3)n—1(n+2)(n+4)n+6) .
"

Obsrvee que S n €s un entero par, la primera serie termina, mientras que y2(x) € una
serie infinita; por gemplo, s # = 4, entonces

_ [ 45, _41= [ - 1
yl(x)_“[l TRyt Sl 10x2+%5-

De igual manera, cuando n es un entero impar, la serie de y(x) termina con x"; esto es, cuando
n es un entero no negativo, se obtiene una solucién en forma de polinomio de grado n de la
ecuacion de Legendre

Como sabemos que un mlltiplo constante de una solucion de la ecuacion de Legendre
también es una solucidn, se acostumbra eegir vaores especificos de ¢p 0 ¢, dependiendo de
9 n es un entero positivo par O impar, respectivamente. Pe)an =0 sedige ¢g= 1, y paa n =
2,46,....

Co _( 1),,/21 !n“‘l),
24

mientras que para n= 1 seescoge ¢y = 1, y paa n=3,5,7,.

1-3.
- ((—1)n-1)12 i A
1 2:4. (n-—l)
Por gemplo, cuando n = 4,
1-3 35 1
= 412 242254 =2 - 3012
»(x) = (-1) 7 4[1 10x2 + 7 8(35x4 30x% + 3).

Polinomios de Legendre Esas soluciones polinomiaes especificas de grado n se lla
man polinomios de Legendre y se representan con P,(x). De las series parayi(x) y y2(%), y con
las elecciones de ¢y y ¢ que acebamos de describir, vemos que los primeros polinomios de
Legendre son

Po(x) = 1, Pix)=1x,
1 2 — 1 3
Pz(x) = ‘5 (3x - l), P3(x) = ”2‘ (5x - 3x), (19)

Pix) = 3 (355" =302+ 3), Ps (@) = 3 (631 - 706 + 15%),
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Recuéekdese que Py(x), Pi(x), Pa(x), P3(x), . . . son, a su vez, soluciones paticulares de las
ecuaciones  diferenciaes

(1=x)y"=2xy =0
= (1 =x)y"~2xy' +2y =0
n=2 (L=xYy" =2xy' +6y=0
; (1 =x%)y" =2xy’' +12y = 0

(20)

Las gréficas de los primeros cuatro polinomios de Legendre en €l intervalo -1<x <1
aparecen en la figura 6.4.

FIGURA 6.4

Propiedades  En las ecuaciones (19) y en la figura 64 se pueden apreciar las siguientes
propiedades de los polinomios de Legendre:
(i) Py(=x) = (=1)Pu(x)
(i) P(1) = 1 (i) P(-1) = (-1)"
(iv) P,(0) = O, nimpar  (v) P,(0) =0, n par

La propiedad i) indica que Py,(x) es funcion par o impar cuando n es par o impar.

Relacion de recurrencia Las rdaciones de recurrencia que relacionan los polinomios
de Legendre de diversos grados son muy importantes en agunos aspectos de las agplicaciones.
Deduciremos una mediante la formula

(1 = 2xt + )12 = E P, (x)t", @1)

La funcion dd lado izquierdo se llama funcion generadora para los polinomios de Legendre.
Su deduccion es consecuencia de la serie binomid y se deja como gercicio. Véase € problema
49 en los gercicios 6.4.

Al derivar ambos lados de (21) con respecto a f se obtiene

w©

(L =2xt + 1) ¥ x—1t) = i nP,(x)t"1= Y nP,(x)t"!
n=0

n=1
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de modo que, después de multiplicar por 1 — 2xt + 7 tenemos
(=00 =2x+ )%= (1-2¢+7) 2 nP, ()"
0 sa (x -1 }i: LX) = (1=2 + 8 E nP,(x)t". (22)

Efectuamos la multiplicacion y reformularnos esta ecuacion como  sigue:

-]

2 xP ()1 =S Pu(x)t™ =3 nP,(x)emt + 2x 3 nPy(x)t" = Y, nP,(x)t™ = 0
n=( n=0 n=1 n=1

n=1

0 sa x+ 2t+ExP(x)t"-t--ZP(Jc)t"“—x Z(xz_l)t
n=2

- 2; nP,(x)t"1+ 2% + 2X S nP, ()= S 1P, (x)t™ = 0
P n=2 n=1
Con las simplificaciones, anulaciones y cambios adecuados de indices en las sumatorias se
llegaa

kzz [=(k + 1) Prs(x) + (2K + 1)xPy(x) = kPy_y(¥)]t* = O

Igualamos a cero el coeficiente total de #* para obtener la relacion de recurrencia con tres
términos

(k+ 1) Peri(x) = Qk + DxPy(x) + kPy-1(x) =0, k=2,3,4,.... (23)

Eda formula también es vdida cuando f = 1.

En las ecuaciones (19) presentamos los seis primeros polinomios de Legendre. Si, por
gemplo, hubiéramos querido determinar Pg(x), pudimos usar (23) con & = 5. Esta relacion
expresa Pg(x) en funcion de las cantidades conocidas Py(x) ¥ Ps(x). Véae d problema 51 en
los gercicios 6.4.

En los problemas 1 a 8 determine la solucion general de la ecuacion diferencia respectiva en
(0, =)

L 3"+ 2y’ + (xz-%)wo 2.6y Xy + (2= 1)y =0

3. 4xly" +4xy’ + (4x?=-25)y =0
4 16x%" + 16xy’ + (16x* ~ 1)y = 0

d 4
5. xy” +y + xy =0 6. Ex—[xy’]+(x—)—c)y=0

7.xy"+xy + (92 =4)y =0 8. xy" +xy' + (36x2 - %)y -0
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9. Con @ cambio de variable y = x2u(x) determine la solucion generd de la ecuacion
X+ 2y’ + Ay =0, x>0

10. Compruebe que la ecuacion diferencia
Xy" + (1 = 2n)y +xy =0, x>0

posee la solucion particular y = x"Ju(x).
11. Compruebe que la ecuacion diferencid

xy" +(1+2n)y + xy =0, x>0
tiene la solucion particular y = x™"J,(x).
12. Compruebe que la ecuacion diferencia

xy" + ()@x2 -+ %)y=0, x>0

tiene la solucion particular y = VxJ,(\x), donde A > 0.

En los problemas 13 a 18 aplique los resultados de los problemas 10, Il y 12 para halar una
solucion particular en (0, o) de la ecuacion diferenciad dada.

13.y"+y=0 14, xy" =y +xy =20
15. xy" + 3y’ + xy = 0 16. 4x%y" + (16x2+ 1)y = 0
17. x3y" + (x2 = 2)y = 0 18. xy" =5y’ + xy = 0

Deduzca la relecion de recurrencia en los problemas 19 a 22.
19. xJ(x) = = vJ,(x) + xJ1(x) [Sugerencia: 2n + v = 2(n + v) - v]

20, ai‘i h00] = x4,4(2)

21. 2ul(x) = xJpu(x) + xJ-(x) 22. 275(x) = J(x) = Jpua(x)

En los problemas 23 a 26 aplique (14) o (15) para llegar a resultado respectivo.
23. [ rly(r) dr = xx) 24. Ji(x) = Jo(x) = —I(x)

25. f x"y(x) dx = x"Jy(x) + (N = D)x" Uy(x) = (n = 1)’ f x™ 2y (x) dx

26. | 2(x) dx = 2¥i(x) + 22U(x) = 4xJi(x) + ©

27. Proceda como en e gemplo 5 para expresar a J-j2(x) en términos de cos x y una potencia
de x.

En los problemas 28 a 33 aplique la relacion de recurrencia del problema 21 y los resultados
que obtuvo en e problema 27 y en e gemplo 5, a fin de expresar la funcién de Bessdl respectiva
en términos de sen X, cos x y potencias de x.



Seccion 6.4 Dos ecuaciones especiales 291

28. 13/2(X) 29. 1_3/2()6)
30. lez(x) 31 J—S/Z(x)
2. Jon (x) 33. Jomn(x)

34. Demuestre que i “J,{ix), #* = -1 es una funcién real. Esta funcién, definida por ,(x) =
i“J(ix) se llama funcion modificada de Bessel de primera clase de orden v,

35. Determine la solucion generd de la ecuacion diferencia

¥+ xy - ( + Ay =0, x >0, v = entero.

[Sugerencia: x> = —x*.]

36. S y1 = Jo(x) es una solucion de la ecuacion de Bessd de orden cero, compruebe que ofra
solucion  es

Jo(x)lnx+—————+————~~~

37. Emplee (8) con v = m (donde m es un entero positivo) con e hecho de que 1/T(N) =0
(donde N es un entero negativo) y demuestre que

Jon(x) = (=1)Vn(x)-
38. Emplee (7) con v = M (donde m es entero no negativo), para demostrar que
In(—x) = (=1)"Jn(x).
39. Aplique @ cambio de variables § =§- \[; /2 nara demostrar que la ecuacion  diferencial

de un resorte que se desgasta, mx” + ke *x =0, o > 0, se transforma en

d’  dx
2 2.
s + s +s% =0,
ds* Tds "7

40. a) Emplee la solucion genera del gemplo 3 para resolver e problema de vaor inicid

4x" + e—O,llx - 0, x(O) = 11 X (O) ==

N

Use la tabla 6.1 y las ecuaciones (16) o un SAC para evauar los coeficientes.

h) Con un SAC grafique la solucidn que obtuvo en la parte @), en € intervao 0 £t € 200.
¢La grdfica corrobora su conjetura en € problema 15, gercicios 5.17

41. Demuesire que y = x"w(2 cx*) es una solucion de la ecuacién diferencial de
Airy, y' + o?ry =0, x> 0 sempre que W sea una solucion de la ecuacion de Bessl Pw”
+ W+ (P - g)w 0, + > 0. [Sugerencia: después de derivar, sugtituir y simplificar, proponga

t= _25ax3/2‘]
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42. Aplique @ resultado del problema 41 a fin de expresar la solucion generd de la ecuacion
de Airy para x > 0, en términos de funciones de Bessd.

43. @ Aplique la solucién genera que obtuvo en e problema 42 para resolver € problema de
valor inicia

4"+ =0, x(01)=1, x'(01)=~-

[

Evdle los coeficientes con un SAC.
b) Con d SAC grafique la solucién obtenida en la parte a) en e intervalo 0 < ¢ £200. ¢Esta
gréfica corrobora su conjetura del problema 16, gercicios 5. 1?

44. Una columna delgada uniforme, vertical, con su base empotrada en el piso, se pandea
apartandose de la vertica, por la influencia de su propio peso, cuando su longitud es mayor
que determinada altura critica. Se puede demostrar que la deflexion angular 4(x) de la
columna respecto de la vertical y en un punto P(x) es una solucién del problema de vaores
en la frontera

d*e

EIHF +8g(L-x)0=0, 60)=0 6(L)=0,

en donde E es @ mddulo de dagticidad, 7 ¢ momento de inercia de la seccidn transversal,
4 es la densidad lineal condante y x es la distancia a lo largo de la columna, a partir de la
base (Fig. 6.5). La columna sélo s pandea S este problema de vaor en la frontera tiene
una solucion no trivial.

FIGURA 6.5

a) Primero cambie las variables + = L = x y formule & problema de valor inicid que resulta
Luego use d resultado del problema 42 para expresar la solucion genera de la ecuacion
diferencid en términos de funciones de Bess.

b) Con ayuda de un sstema agebraico de computacion (SAC) cdcule la longitud critica
L de una varilla maciza de acero de radio r = 0.05 in, 8g = 0.28 4 Ib/in, E = 26 x 10’
Ib/in?, A= m?eZ = 1m,

45. & Emplee las soluciones explicitas yi(x) y y2(x) de la ecuacion de Legendre y los velores
adecuedos de ¢y y ¢ para determinar los polinomios de Legendre Pg(x) y Pa(x).
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b) Escriba las ecuaciones diferencides para las que Pe(x) y Py(x) son soluciones particu-
lares.

Demuestre que la ecuacion de Legendre tiene la forma aternativa

% [(1 —xz)%] +n(n+1)y=0.

Demuestre que la ecuacion

d%y dy _
sen + —= + + =0
0d02 cos Bd() n(n +1)(senf)y

se puede transformar en la ecuacién de Legendre con la sustitucion x = cos 4.
El polinomio generd de Legendre se puede escribir en la forma

G (120 = 20!
Pi(x) = j2nk'(n— o 2

en donde [n/2] es d maximo entero no mayor que n/2. Compruebe los resultados para n =
0,1,2,3,4y5.

Emplee la serie binomid para demostrar formamente que
(1 =2xt + 312 = %P,,(x)t”

Aplique € resultado del problema 49 para demostrar que P,(I) = 1, y que P.(-1) = (-1)“.

Utilice la relacion de recurrencia (23) y Po(x) = 1, Py(x) = x paa generar los siguientes
cinco polinomios de Legendre.

Los polinomios de Legendre también se generan mediante la formula de Rodrigues

P,(x) = ~ @@ -1y,

2" 'dx"

Compruebe los resultados para n = 0, 1,2, 3.

Problemas para discusion

53. Para fines de este problema haga caso omiso de las graficas de lafigura 6.2. Emplee

la sustitucion y = uAx para demostrar que la ecuacién de Bessel (1) tiene la forma alter-

nativa
d2 - %>
- =0.
dx? (1 x?

Esta es una forma de la ecuacion diferencial del problema 12. Para un valor fijo de v,
describa como la ecuacion anterior permite seguir € comportamiento cualitativo de (1)
cuando x — oo,
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54. Como consecuencia del problema 46, observamos que
d , d
Sl =DP@I=-n(+ DRy L= DPu] = =mlm + P,
Describa como s pueden usar estas dos identidades a fin de comprobar que

ﬁl P,(x)P,(x)dx =0, m+#n.

1. Especifique los puntos ordinarios de (x* = 8)y” = 2xy’ + y = 0.

2. Especifique los puntos singulares de (x* = 16)y” + 2y = 0.

En los problemas 3 a 6 especifique los puntos singulares regulares e irregulares de la ecuacion
diferencia respectiva.

3. (X" =10x* + 25x)y" +y’ =0 4 (x*=10x2 + 25x)y" +y =0
5. xM(x2 = 9" = (x2 = 9)y’ +xy =0
6. x(x*+ 1) +y =8xy=0

En los problemas 7 y 8 especifique un intervalo en torno a x = 0 para e que converja una
solucion en serie de potencias de la ecuacion diferencid  respectiva.

7.y =xy +6y=0 8. (x*=4)yy"=2xy"+9y =0

En los problemas 9 a 12 determine dos soluciones en series de potencias de cada ecuacion
diferencial en torno a punto x = 0.

9.y -xy —y=0 10. y" = xly'+ xy = 0
Il. (x ~1)y” + 3y = 0 12. (cos x)y" +y =0

Resuelva los problemas de vaor inicid 13 y 14.

13. y" +xy'+2y=0, y©0) =3, y(O)=-2
4. (x +2)y"+3y=0, y(0) =0 y(0) =!

Determine dos soluciones linedmente independientes de la ecuacion diferencial respectiva en
los problemas 15 a 20.

15 2xy" + xy' =(x + Dy = 0 16. 2xy" +y’ +y =0

17 x(1 = x)y" =2y’ +y =0 18. x¥y" =xy’ +(x2+ 1)y =0

19. xy" = (2x —1)y' + x=1)y =0

2. gy = xy'+ (x* = 2)y=0



CAPITULO

|A TRANSFORMADA DE LAPLACE

7.1 Définicion de la transformada de Laplace
7.2 Transformada  inversa
7.3 Teoremas de tradacion y derivadas de una transformada
7.4 Transformadas de derivadas, integrdes y funciones periddicas
75  Aplicaciones
7.6 Funcién delta de Dirac
7.7 Sdemas de ecuaciones linedes
Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

En el modelo matemético lineal de un sistema fisico, como el de una masa y resorte o

de un circuito eléctrico en serie, el lado derecho de la ecuacién diferencial
d?x dx - g% Ap 1
m—t 3=+ kx =1 0 sea LI+ R=E2+—-g=E({
dr? ﬁdt 70 dr? @ c? 0

es una funcién forzada, y puede representar a una fuerza externa f{f) o a un voltaje
aplicado E(t). En lo seccion 5.1 resolvimos problemas en que las funcionesfy E eran
continuas. Sin embargo, no es raro encontrarse con funciones continuas por tramos;
por ejemplo, el voltaje aplicado a un circuito podria ser uno de los que se muestran en
la figura 7.1. Es dificil, pero no imposible, resolver la ecuacion diferencial que describe
el circuito en este caso. La transformada de Lap|cce que estudiaremos en este capitulo
es una valiosa herramienta para resolver problemas como el anterior.

o117
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E@)

E()

Vavavavirs

t

FIGURA 7.1

DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

W Propiedad de linealidad ®  Transformada integral mDefinicion de la transformacion de Laplace
B Funciones continuas por tramos M Funciones de orden exponencial
B Existencia de la transformada de Laplace m Transformadas de algumas funciones basicas

Propiedad de linealidad En el curso elemental de calculo aprendimos que la dife-
renciacion y la integracion transforman una funcién en otra funcion; por eemplo, la funcién
f(x) = ¥* se transforma, respectivamente, en una funcion lineal, una familia de funciones

polinomiales clbicas y en una condante, mediante las operaciones de diferenciacion, integra
cion indefinida e integracion definida:

%x2=2x5 szdx:-%3+C’ I:xzdx:9.

Ademés, esas tres operaciones poseen la propiedad de linealidad. Esto quiere decir que para
cudesquier constantes o y G,

2 [ (3) + B(0)] = o f(x) + B ()
[laf(e) + BeC dx = e [ £x) dx + B [ gx) dx )
[[lafe + s dr=a [ f) dx + 8 [" g(x) dx

sempre y cuando exidta cada derivada e integra.

Sif(x, y) es una funcion de dos varigbles una integral definida defcon respecto a una de
las variables produce una funcion de la otra variable; por eemplo, d mantener y constante,
jlz 2xy? dx = 3y%. Deigual forma, unaintegral definida como J: K (s,1) f() transforma una

funciénf(f) en una funcion de la variables. Nos interessn mucho las transformadas integrales
de este dltimo tipo, cuando € intervalo de integracion es [0, e0) no acotado.
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Definicion basica  Sif(r) esta definida cuando ¢ > 0, la integral impropia j K (s Hf(t) dt
se define como un limite:

|7 kG f@) dr = lim f "K(s,0f (@) dt,

S exige d limite, se dice que la integrd exise 0 que es convergente; S no exise @ limite, la
integral no existe y se dice que es divergente. En generd, € limite anterior existe sélo para
certos vaores de la varisble s. La sudtitucion K(s, ) = ¢ proporciona una transformacion
integral  muy importante.

DEFINICION 7.1

Cuando la integral definitoria (2) converge, e resultado es una funcién de s. En la
descripcion  general  emplearemos  letras minUsculas para representar la funcion que s va a

transformar y la maylscula correspondiente para denotar su transformada de Laplace; por
ejemplo,

ZYO}=FG),  L{gi=Gls), Z{@)= X).

ISR  Aplicacion de la definicion 7.1

Evaltie £{1}.
SOLUCION 2{1}:f“e-sr( 1) dt= limf” et dt
0 b 40
- b — ~sb
=lim = =lme 1
bow 8 ] b s b

sempre que s > 0; en otras palabras, cuando s > 0, el exponente —sb s negativo, y €™ — 0
cuando b — e Cuando s < 0, la integrd es divergente. L]

El empleo dd signo de limite se vuelve tedioso, asi que adoptaremos la notacion |3 como
version taquigréfica de limy _, .. ()}f; por ejemplo,

= §>0.

21y = [T edr = j"

L
. 8

Se sobreentiende que en € limite superior queremos decir que ¢ — 0 cuando ¢+ — oo y cuando
s> 0.
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£ es una transformacion lineal para una suma de funciones se puede escribir

[Z elaf@)+ Be]dt=a [T e r@at+ B[ evg(t) at

gempre que las dos integraes converjan; por consiguiente,
Eaf(t} + 080} = aL{f(O} + BL{g (D} = aF (s) + BG(s). ()]
Se dice que & es una transformada lineal debido a la propiedad sefialada en (3).

Condiciones suficientes para la existencia de £{f(£)} No es necesariq que con-
verja la integrd que define da transformada de Laplace; por jemplo, ni £{ IIt} ni Le' }existen.
Las condiciones de suficiencia que garantizan la existencia de & (f(t)} son que ¥ sea continua

por tramos en [0, <), y quef sea de orden exponencia cuando ¢ > T. Recuerdese que una funcion

es continua por tramos en [0, oo) g, en cudquier intervlo 0 < g < ¢ < b hay, cuando mucho,

una cantidad finita de puntos #, k = 1,2, . . ., n (i1 < %) en los cudes T tiene discontinuidades
finitas y es continua en todo intervalo abierto f,_; < 1 < #. (Fig. 7.2). A continuacion definiremos
e concepto de orden exponencial.

f)

FIGURA 7.2

S F esunafuncion creciente, la condicion | f(f) < Me®, t > T tan SHlo expresa que la gréfica
de ¥ end intervalo (T, =) no crece con més rapidez que la gréfica de la funcion exponencia
Me®, donde ¢ es una constante positiva (Fig. 7.3). Las funciones f(t) = t, f(t) = ¢y f(t) = 2
cos ¢ son de orden exponenciad ¢ =1, para + > 0 porque, respectivamente,

h=e, let|=e, (2cost]=2e.
£ Me® (¢ >)
f0
7
T '

FIGURA 7.3
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En la figura 7.4 se comparan lag gréfices en € intervalo [0, oo).
Una funcion como () = ¢' no es de orden exponencid porque, como vemos en la figura

7.5, su gréfica crece més rdpido que cuaquier potencia linea positiva de e en t > ¢ > 0.
Una potencia entera positiva de ¢ sempre es de orden exponencia porque, cuando ¢ > 0,

= M cuando > T

tn
[t"|= Me* 0 sea i—e-c—,

equivae a demostrar que Himy -, » #™/e s fintopara n = 1, 2, 3, . . . El resultado se obtiene
con n aplicaciones de la regla de L’Hépital.

f0
el‘
_A
t
@
S0
el
/\
1
(b)
£
2¢! FO oy g et
/ 2cost
\/
-/ +
(c) c t
FIGURA 7.4 FIGURA 75

TEOREMA 7.1
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DEMOSTRACION 2{f)} = fore'“f(t) dt + f : e f(t)dt =1+ L.

La integrd I; existe, porque se puede expresar como una suma de integrales sobre intervalos
en que e'f(f) es continua. Ahora

1) < [ lesf @)l dt = M [ evee dr

—(s—c)t ® e-(s-c)T

T S -C

=M [ et a=—pS

s - C

cuando s > ¢. Como [ Me =g converge, la integral L le™'f()|dt converge, de acuerdo con
la prueba de comparacidn para integrales impropias. Esto a su vez, implica que I existe para
§ > C. La existencia de Iy e I implica que £{f(t)} = I e""f(t) dt existe cuando s > c. L]

En todo € capitulo nos ocuparemos sélo de las funciones que son, a la vez, continuas por
tramos y de orden exponencid; sin embargo, debemos notar que esas condiciones son suficien-
tes, pero no necesarias, para la exisencia de una transformada de Laplace. Ahora, la funcion
fty = 72 no es continua por tramos en e intervalo [0, o), pero S existe su transformada de
Laplace. Véase d problema 40 de los gercicios 7.1

A Eey R Aplicacion de la definicion 7.1
Evale £{1}.

SOLUCION  De acuerdo con la definicion 7.1, & { ¢} = I ¢t dt. Al integrar por partes y
con limte” =0, s >0y d resltado del ejemplo 1, Ilegamos a

t—yoo
—te|” 41 f gy

S =

&8
—~—
=
=

N
©y =
S ——

]
N TN TSN T

I3[IUIS oMM Aplicacion de la definicion 7.1

Evalie & { e}
SOLUCION De acuerdo con esa definicion,
e} = J’ : eYe™¥ dt
= f " o gy
0
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el ®
s+3
1

=T33 s> =3

El resultado se desprende del hecho de que tim, _, ,, e =0paas+3>00bien g¢>-3. =

AU O W Aplicacion de la definicion 7.1

Evalle £{sen 2¢}.

SOLUCION De acuerdo con la definicion 7.1 e integrando por partes, tenemos

-

—_pSt 00
efsendt) | % I \ e~ cos 2t dt
0

${sen2t} = j : e sent dt =

=ije“'c0s2tdt, s>0
SJ0

lim e* cos 2 = 0, §> 0 Transformada de Laplace de sen 2t

o l
=g —e'cos 2t _gr e‘S‘sentht]
s s , 50

2

Hemos llegado a una ecuacion con £{sen 2¢} en ambos lados del signo igual. Despgjamos
esa cantidad y llegamos d resultado

P{sen2t} = s>0. n

2
s2+ 4

FIULOEY Empleo de la linealidad

Evalle £{3¢t -5 sen 2t}.

SOLUCION  De acuerdo con los gemplos 2 y 4, y la propiedad de linedidad de la
transformada de Laplace, podemos escribir

2{3t — 5sen2f} = 3L{t} — 5% {sen2t}
1 2
‘s T s +4
=7st+ 12
= si(s* +4)’

s>0
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(AT NONM  Aplicacion de la definicion 7.1

Evdle  a) £{re?} b) L{fe?

SOLUCION  a) Segin la definicion 7.1, e integrando por partes,
g{te—ﬁ} = J: e—sr(te—m) dat= fw te-(s+2)t dt
0
—te-G+a |® 1 rf

—~(s+2)¢
s+2 ., st 20 € at
_e-(s+2)r © 5
= ——— §> -
(s+2¢ |’
—........L...... > 2
=GP s :

b) De nuevo, integrando por partes llegamos d resultado

— ot e 2 (e
2,2 — + (s+2)
Hoe ==y szote d
=s42—2f y e dt 5 > 2
2 o 2 1 )
—s+2§E{te }—s+2[——(s+2)2] « seglin la parte @)
2
—m, s> =2,
F]I Lo Transformada de una funcién definida por tramos
0, 0=t<3
Evale £{ ()} cuando f(¢) =
{/(®)} cundo (1 {2, (=3

SOLUCION  En la figura 7.6 se ilustra esta funcion continua por tramos. Puesto que festa
definida en dos partes, expresamos £{ f(f)} como la suma de dos integraes:

FIGURA 7.6
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L{f@)}= f Cef(i)de = j Je(0) dt + [T () dr

2e~
S 3 | |
2e7%
= ——S , §>

Presentaremos la generalizacion de algunos de los g emplos anteriores en forma del
teorema siguiente. De aqui en adelante no citaremos las redricciones en §; se sohreentiende
que s tiene las redtricciones suficientes para garantizar la convergencia de la transformada
de Laplace correspondiente.

TEOREMA 7.2

La pate b) del teorema anterior se puede justificar como sigue: a integrar por partes se
obtiene

[ ® n =
L} = f et dt = — -1-e'“t" +2 f e lde = —f e ldt
0 s 0 sJO A

0 sa Py =T LY p=1,23,.
Pero £{ 1} = 1/s, asi que, por iteracion,
!
e -temy- L e len-Z e =S -2 3
§ § S s s s4

Aungue para una demostracién rigurosa se requiere la induccion matemética, de los
resultados anteriores parece razonable concluir que, en generd

o P gan _n (=D _ n!
Py =~ L} =2

s" Tt

Dejamos al lector la demostracion de las partes f) y g) del teorema 7.2. Véanse los
problemas 33 y 34, en los gercicios 7.1.
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AIULROK- R Identidad  trigonométrica y  linealidad

Evale & { sen’}.

SOLUCION  Con ayuda de una identidad trigonométrica, de la linealidad y de las partes
a) y e del teorema 7.2, llegamos a

1 — cos 2t

Psent} =% { >

} = %SB{I} - %SB{cos 21}

En los prob{amas 1 a 18 aplique la definicion 7.1 p{radeterminar ¢ {f®}.

L f)y= -1, 0=r<1 2. fi)=l4 o0=t<2
1, trl 0, t=2
t, 0=st<1 CJat+l, 0s=t<1
3 f(t)'{l, trl g f(t) ‘{ 0, trl
O=t<qg _ 19 O0=t<m/2
b _{?fnt’ t=7 o 1= {cos t, t=7/2
1. 8.
@ /2, 2 £ 2.2
1 1
[ i t
1 FIGURA 7.8
e > 0. fa
1 e —
1 t a it
FIGURA 7.9 FIGURA 7.10
1. f(t) = e™ 12, f(t) = 25
13. f(t) = fe* 14 f(t) = f2e*
15. f(t) = e sent 16. f(t) = ¢' cos

17. f(t) =t cost 18, f(t) =t sent
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Aplique € teorema 7.2 para determinar £{ f(t)) en los problemas 19 a 38.

19. f(t) = 2¢* 20. f(t) = ¢

21. f(t) = 4t = 10 22. f(t) = 7t + 3

23.ft) =+ 6t=3 24, f(t) = -4 + 16t + 9
25. f(t) = (t + 1)° 26. f(t) = (2t = 1)

27. f(t) = 1 + ¥ 28.f(t)y =P =—e*+5
29. f(t) = (1 + €¥)? 30. f(t) = (e — €™')?

31. f(t) = 4 - 5 sen 3t 32. f(t) = cos 5t + sen 2t
33. f(t) = senh kt 34. f(£) = cosh kt

35. f(t) = ¢'senh t 36. f(t) = e cosh t

37. f(t) = sen 2t cos 2t 38. f(t) = cos’t

39. La funcion gamma se define mediante la integra

r@) = J: -l dt, a>0.
Mo +1)

T a> -l
sa+l ’

Véae d apéndice 1. Demuestre que £{t °} =

Con d resultado del problema 39 determine £{ f()} en los problemas 40 a 42.

40. ()= 41.1(H) = 12 2. f(t) = A2,

43. Demuedtre que la funciénf(s) = 1/t % no tiene transformada de Laplace. [Sugerencia £f(9)}
= jol e dt + j: e'f(f) dt. Apl'ique la definicion de integrd impropia para demostrar
que no existe Iol ) dt]

Problema para discusién

44. Forme una funcion, F(t), que sea de orden exponencid, pero que f(t) = F ‘(t) no sea de
orden exponencia. Construya una funcién f que no sea de orden exponencid, pero cuya
transformada de Laplace exista

TRANSFORMADA  INVERSA

B Transformada inversa de Laplace mLinealidad @ Algunas transformadas inversas
B Uso de fracciones parciales

En la seccidn anterior nos ocupamos del problema de transformar una funcién f(t) en otra
funcion F(s) mediante la integra J” e !f(#) dt. Larepresentamos simbélicamente de la sguien-
te manera: Z{ f(f)} = F(s). Ahorainvertiremos el problema; es decir, da& F(s), halar la
funcién f(r) que corresponde a esa transformacion. Se dice quef(#) es la transformada inversa
de Laplace de F(5) y se expresa

f(t) = LHF(5)}.
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El andlogo del teorema 7.2 para la transformada inversa es e teorema 7.3, que presentamos en
seguida.

¥ esuna transformacion lineal  Suponemos que la transformada inversa de Laplace
es, en s, una transformacion lined; esto es, S ay B son condtantes,

EHaF(s) + BG(s)} = o7 {F(s)} + @{G(9)},
endonde F y G son las transformadas de las funciones f y g.
La transformada inversa de Laplace de una funcion F(s) puede no ser Unica Es posible
e Z{ (Y= E{ (O} y, sn embargo, fi #f>. Pero para nuestros fines no nos ocuparemos
de este ca0. Sifi Y2 son continuas por tramos en [0, o) y de orden exponencid cuando ¢ > 0,
ysE{f@®))= {0} las funciones fiy f2 son esencialmente iguaes Véese e problema

35, gjercicios 7.2. Sin embargo, sif y.f2 son continuas en [0, ) y E{ fi()} = £{ A(1)}, entonces
fi = f2 en dicho intervalo.

AT IoMM Aplicacion del teorema 7.3

Evalie ¢! {ls}

N

SOLUCION  Para coincidir con la forma que aparece en la parte b) del teorema 7.3, vemos
que n = 4, y después multiplicamos y dividimos entre 4. En consecuencia,

SEN Y P AR e
4 {ss 4!F£ 3 241. (]

(A3 1O Aplicacion del teorema 7.3

1
q [ § D,
Evdie ¥ {s2+ 51}’

SOLUCION Como £ = 64, arreglamos la expresion multiplicandola y dividiéndola
entre 8. Segun la parte d) del teorema 7.3,

-1 1 =_1_ -1 8 =l
4 {s2+64} 83,’ {s2+64} 8sen8t. n
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F[ IO M Division término a término y linealidad

3s+5
Evalte &1 {=—=1,
value {S2+7}

SOLUCION La funcién dada de s se puede expresar en dos partes, con un comin
denominador:

3s +=5 3s + 5
$2+7 st+7 $2+7

De acuerdo con la propiedad de linedidad de la transformada inversa y las partes €) y d) dd
teorema 7.3, tenemos que

1 |3s+5 = —1 s + 5 Sg_l '\[’7
* {s2+7} 3% {s2+7} T~ \82+7

=3cos\/7t+—\;—7$n VL. .

Fracciones parciales Las fracciones parcides desempefian un papel importante para
determinar las tranformadas inversas de Laplace. Como dijimos en la seccidn 2.1, esta des
composicion en fracciones se puede efectuar con rapidez sélo con un comando en agunos
ddemas agebraicos computacionales. En redidad, agunos paguetes cuentan con dotados con
comandos para la transformada de Laplace y la transformada inversa de Laplace. Para los
lectores que no tienen acceso a estos programas, en los tres ejemplos siguientes repasaremos
las operaciones algebraicas basicas para los tres casos de descomposicion en fracciones
parcides, por eemplo, los denominadores de

, 1 . s+1 _ 35-2
DFO==neraere @O mery @O 5

contienen, respectivamente, factores linedles distintos, factores linedes repetidos y una expre-
si6n cuadratica sin factores reales. Consliltese la descripcion més completa de esta teoria en un
libro de célculo infinitesimal.

3|3 \JKON: W Fracciones parciales y linealidad

el !
Evalte & {(s—l)(s+ 6+ 4)}.

SOLUCION  Existen constantes A, B y C Unicas, tales qe

1 A B_ +C-
(5=Ds+2)(s+4) =5 -+ s+2 s5+4
_AE+2)(s+4)+ B(s=I)(s+4) +Cls=1)(s+2)
- (s=N(s+2)(s + 4

Dado que los denominadores son idénticos, los numeradores deben ser idénticos.

1=A@E+2)(s+ 4+ B@s—-N)(s+4)+Cls=I)(s+2).
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Comparamos los coeficientes de las potencias des en ambos lados de la igualdad y tenemos
Que esta ecuacion equivale a un sistema de tres ecuaciones con las tres incognitas A, B y C;
sn embargo, debemos recordar € método siguiente para determinalas. Si hacemos s = 1,
§=-2y s = -4 que son los ceros del comun denominador (s — 1)(s + 2)(s + 4), obtenemos,
a U vez,

1=A(3)(5), 1=B(=3)2), 1=C(-5)-2)
oseaque 4=, B== 1y C =L por consiguiente, podremos escribir

18
1 1715 1/6 + 1/10
(S=1(+2)(s+4H=s -1 s+2s5s+4

y asi, segln la parte c) del teorema 7.3,

; 1 g 1) 1, [ 1) 1,1
‘cgl{(s—l)(s+2)(s+4)}_15$l{s—l} 6‘52 {s+2}+10$ {s+4}
1

= '—l -2 1 - 4 \
15° 776 e .
IV IHToRW Fracciones parciales y linealidad
. - 1

Evdte g |=3H1 1

{sz(s +2)}
SOLUCION  Suponemos que

s+l B _C D E

s +2P= s+ +s+2+(5+ 2P+ (s+2)
de modo que
S+ 1= As(s+ 2)*+ B(s + 2’ + Cs¥s + 2)* + Ds¥s + 2) + Es.

Cons= Oys =-2se obtnenenB—‘yE—-—- respectivamente.  Igualamos los  coeficientes
de s* s*y s llegamos a

O=A+C, 0=6A+B+4C + D, 1= 84+ 12B,

de donde s Sgue que A = -
a), b) y ) del teorema 7.3,

- + 1 1/16 18  1/16 1/4
g1d 372 L _ o
{sz(s+2)3} * { S e s (s+2)3}
1 1 2
= - p-1 + 1 il 1 — -1 —
16‘58 {s} 33 {}+16‘5’3 {s+2} gt {(s+2)3}
% t+ le—Zl _ ltZe-Z.

1
8°716° 8

. o -
0 C= y D = 0; por condguiente, de acuerdo con las partes

+

En lo anterior también aplicamos &' { 2/(s + 2)°} = t 2e™ del ejemplo 6, seccion 7.1.
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(F[IoN W Fracciones parciales y linealidad

, 3s—2
Evale ¢! {———1.
value £ {s3(sz + 4)}

SOLUCION  Suponemos que

B=2 _A
s3(s? + 4)

de modo que
3s=2= As*(s’+ 4) + Bs(s*+ 4) + C(s*+ 4) + (Ds+ E)s’

Con § = 0 se obtiene de inmediato C = = % Ahora bien, los coeficientes de s* s°, s*y s son,
respectivamente,

O=A+D, O=B+E, 0=4A+ C, 3= 4B,

de donde obtenemos B = 3, E = = %, A=
b), € y d) de teorema 7.3,

3s—-2 1/8 3/4 1/2 —s/8—3/4
) 7L [ a0 D lis —SioT 34
£ {s3(s2+4)} £ { s * s 0§ s2+4 }

1o 1l 31 1 )2
g% {s}+4°c£ LJ e LJ

yD=- %; asl pues de acuerdo con las partes a),

‘1—‘t2 - %cos 2t — -:;—sen 2t. ]

Seglin sefiala e teorema siguiente, no toda funcién abitraria de s es una transformada de
Laplace de una funcién continua por tramos de orden exponencial.

TEOREMA 7.

DEMOSTRACION Dado que f(#) es continua parte por parte en 0 < ¢ < T, necesariamente
es acotada en @ intervalo; o sea, | A(f) | € M; € My €% También, f(f) | < Mae™ cuando ¢ > T.
S Mrepresenta & méaximo de {M;, M;} y ¢ indica & maximo de {0, -}, entonces

L © 4 o 6o ® M
LUfeN = [ el dtsM [Tew edr= -mE

—-c], s§—¢

para s > ¢. Cuando s = o, s tiene que |£{ f(H)}| = 0, de modo que £{ f(1)} - 0. | |



310

CAPITULO 7 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

De acuerdo con € teorema 7.4 podemos decir que Fi(s) = 1y Fy(s) = s/(s + 1) no son
transformadas de Laplace de funciones continuas por tramos de orden exponencia en virtud
de que Fi(s) 4 0y Fa(s) » O cuando s — . El lector no debe sacar como conclusion, por
gemplo, que no exise ¢! {F,(9)}. Hay otros tipos de funciones.

Observacion

Esta observacion va dirigida a quienes se les pidan descomposiciones en fracciones parciales
a mano. Hay otra forma de determinar los coeficientes en esas descomposiciones, en el caso
especial cuando £{ (D} = P(s)/Q(s), donde P y Q son polinomios, y Q es un producto de
factores  distintos:

P(s)

(S - r‘)(s_ rZ) . (S-r,,)'

F(s) =
Veamos un ejemplo especifico. De acuerdo con la teoria de las fracciones parciales, sabemos
que existen constantes A, By C Unicas fales que

F+4s5-1 A B C a)
(S=D)(s=2)(s+3)=s-1+s-2+5+3

Supongamos que multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por, digamos, s = 1, simplifica-
mos e igualamos s = 1. Como los coeficientes de By c son cero, obtenemos

2

sctds~1

Fru-2 0 - 0 A=-1.
6=26+3) 4 0

Expresado de otro modo,

s2t4s =1 -
(S=1)(s=2)(s+ 3 b=t

en donde hemos sombreado, o cubierto, el factor que se anuld cuando el lado izquierdo de (1)
fue multiplicado por s =1. No evaluamos este factor cubierto en s = 1. Para obtener B y C, tan
solo evaluamos el lado izc\luierdo de (1) cubriendo, en Su tumo, a s =2y a § + 3
s2+4S w1 _
(-1 (=2 (S+3) s

s+45-1
(=D =2) (s+3) s3

B 0 seq %=E

= C osea C=~

W=

Obsérvese con cuidado que en el calculo de c evaluamos en s = -3. Si reconstruye los detalles
de la llegada a esta UOlima expresion, el lector descubrirda por qué es asi. También debe
comprobar con otros métodos que

sitds~1 _ -1 5 15
(s D=-2)s+3) s-1 s-2 s+3

Este método de cubierta es una version simplificada de algo que se conoce como teorema
de desarrollo de Heaviside.
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Aplique € problema 7.3, en los problemas 1 a 34, para determinar la transformada inversa que
S pide.

-
%
———
N

@
%

)
&
——
F

o
{65
S
8

{
{
s oz g fles }
volibt] el
% L7 {4&1} 10. % {5s1 2}
1. 27 {s2 f 49} 2. 2 {s210s16}
3. £ {4s24 - 1} . 4 {4;2 T 1}
15. & {s2 1 - 6} 16. £ {Szws -2
17. £ {if;g} 18. £ { 2}

19. ¢ {szi%} 2. ¢ {s “}

21 ¢! {T;}——3} 2. ¢ {s2 — 0}

R ) 2 {(s Vi w}
N T o)
2. 7 {(s AT 3)} 2 {<s2 TS 5>}
».9 {7 .90 {2
R B e

S T R T
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Problema para discusion

35. Forme dos funciones, ¥ y g, que tengan la misma transformada de Laplace. No busque
complicaciones.

TEOREMAS DE TRASLACION Y DERIVADAS DE UNA TRANSFORMADA

m  Primer teorema de tradacion m Forma inversa del primer teorema de trasacion

B Funcidn escaldn unitario M Funciones expresadas en términos defunciones escalén unitario
B Segundo teorema de tradacion m Transformada de una funcidn escaldn unitario

W Forma inversa del segundo teorema de traslacion m  Derivadas de una transformada

No conviene aplicar la definicion 7.1 cada vez que se desea hdlar la transformada de Laplace
de una funcién f(t); por gemplo, la integracion por partes que se usa para evaluar, digamos
P{e'f sen 3t} es imponente, y e cdificativo es modesto. En la descripcion siguiente presen-
taremos varios teoremas que ahorran trabgjo, sin necesidad de recurrir a la definicion de la
transformada de Laplace. En redidad, es relativamente fécil evaluar transformadas como
L{e* cos 61}, L en 21}y L{1'%}, sempre y cuando conozcamos E{cos 6¢}, L{sen 2t}
y £{1'%}, respectivamente. Si bien se pueden formar tablas extensas (y en el apéndice |11
gparece una tabla) se aconsda conocer las transformadas de Laplace de las funciones bésicas
como ¢", e*, sen kt, cos kt, senh kt y cosh kt.

S conocemos L{f(H} = K9, podemos hdlar la transformada de Laplace L{e“f(¢) sin
mas que tradadar, o desplazar, F(S) a F(s — u). Este resultado se llama primer teorema de
tradadon.

DEMOSTRACION  La demostracion es inmediata porque, segin la definicion 7.1,

e f(0) = || eerf(@)dr= [ e () o= Fis =) '

S 5 es una vaidble red, la grafica de F(s —~ a) es la grffica de F(s) desplazada |a| unidades
sore d ge 5. 9 a > 0, d desplazamiento de F(s) es a unidades hacia la derecha, mientras que
S a <0, s hadia la izquierda (Fig. 7. 11).

A veces es Util, para enfaizar, emplear & simbolismo

L{e“f(1)} = L{f(D} s

en donde s — s ~ g indica que reemplazamos s en F(s) con s — a.
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desplazamiento en € des

FIGURA 7.11

(FIJYISKo MM Primer teorema de traslacion

Evdle a)£{ef} b) L{e¥cosdr).

SOLUCION Los resultados son consecuencia del teorema 7.5.

3!

pr

__5
s—s5-5 (S - 5)4

(b) $fe™ cos 4t} = Lfcos 4}y  <a=-2s0s—a=s—(-2)=s+2

(a) c('e{esrts} = ‘Sg{ta}S—»:—S =

_ s+2
(s+27+16 |

=3
5?4 16

s—5+2

Forma inversa del primer teorema de tradacion  Sif(f) = £ {F(s)}, la forma
inversa del teorema 7.5 es

FF (s = Q) = LTHF(5)]sms-a} = €“F(0). M)

AT Completar el cuadrado para determinar £

Evalie £7! {—#——}

s +6s+11

SOLUCION S ¢* + 65 + Il tuviera factores redles, emplearfamos fracciones parciales;
pero como este término cuadrdtico no se factoriza, completamos su cuadrado.

_ N _ N
g1 {s___z o 11} =1 {_..._(s Y 2} « completar el cuadrado
s+3~-3
(s+3)2+2

-
{ s+3 3
=

} — Sumar cero en € numerador

13042 (6 T3+ 2} « divisén término a término

s+3 4 1 o L
(s +3)2+ 2} 3¢ {-—*—-"—(s 3T 2} linealidad de &
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ol 5oL
s+ s—s+3 \/—2- s°+ s—s+3

- ¥ cos VIt — _5__ evsen V3 . e auerdo con (1) y é .
2

teorema 1.3
I I(elkWM Completar el cuadrado y linealidad

1 1
te £ + .
Bvalte £ {(5-1)3 s2+2s—-8}

SOLUCION  Completamos e cuadrado en & segundo denominador y aplicamos la linea-
lidad como sigue

1 1 1 1
-1 1 = -1 -+
* {(s—1)3's2+2s-8} £ {(s—l)3 (s+1)2—9}
L) 20 11, 3
=¥ {(s~1)3}+3$ {(s+1)2—9}
g (2] VL 1ga[3
T {s3 }+3$ {s2—9w1}

= % e'tt+ % ¢! senh 3t.

s—>5—1

Funcion escaldn unitario En ingenieria se presentan con mucha frecuencia funciones
que pueden estar “encendidas’ o “apagadas’. Por gemplo, una fuerza externa que actla sobre
un sistema mecanico o0 un voltge aplicado a un circuito se pueden apartar después de cierto
tiempo. Por dlo, conviene definir una funcion especia, llamada funcién escalén unitario.

DEFINICIQN 7.3

Obsérvese que definimos a U(+ -~ a) sBlo en la parte no negativa del €e ¢ porque es todo
lo que interesa d estudiar la transformada de Laplace. En sentido més amplio, U(t — a) = 0
cuando ¢ < a.

AV TeW M Graificas de funciones escalén unitario

Grafique a) WH b)UEr-2)

0, 0=<2
1, t=2

Las graficas respectivas estén en la figura 7.12. n

SOLUCION  a)U(N=1, t20 b) U - 2) ={
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v

I

—+ @)
—+

v y

{1 — AN
| 1 2 ! -—l{» T 27 V z

(b)

FIGURA 7.12 FIGURA 7.13

Cuando se multiplica por otra funcion definida para t > 0, la funcion escalén unitario
“gpagd’ una pate de la gréfica de esa funcion; por gemplo, en la figura 7.13 vemos la gréfica
de sen ¢, + 2 0, multiplicada por ®4(t - 27):

0, O0=t<27
f(t) =sen 1t ~ 2m) = {sen t t=2m.

La funcion escadn unitario también se puede usar para expresar funciones definidas por
tramos en forma compacta; por €emplo, la funcion

gf)y 0=t<a {O, 0=t<a
@) = {ht), t=g 80 + -g)+ h(t), t=za @
equivde a
f(&) = g(t) = g(HUt = a) + () U(t = a). ©)
De igua forma, una funcion de tipo
0, 0=st<a
f(t) =180, a<t<b @)
0, trb
s puede escribir en la forma f(t) = g(O)[U(t = a) = U(t = )] ()

[A]IVIZKe M Funcion expresada en términos de una funcion escaldn unitario

El voltgie de un circuito esta definido por E (f) = {5()” ?f 5’ < 5. Grafique E(7).
// ) -

Exprese E (t) en términos de funciones escaldn unitario.
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5 t

FIGURA 7.14

SOLUCION La gréfica de edta funcion definida parte por parte aparece en la figura 7.14.
De acuerdo con (2) y (3), y con g(t) = 20t y h(t) = 0, llegamos a

E(t)= 20t — 20t AU (¢ = 5). "

A1 JCe N W Comparacion de funciones

Parala funcién y = f(¢), definida por f(t) = £, compare las gréficas de

@ f(t), ~0 <t <o (b) f(&), t =0
(© ft-2),t=0 ) f¢-2) Ut-2), t=0

SOLUCION  En la figura 7.15 s muestran las gréficas respectivas.
fa=-2U@-2),
Al v y y t20
f=t% finy=1%, ft=2),
—co << oo 120 120
' t [, 1 ‘1_ ) !
(@ (c) (@
FIGURA 7.15 n

En generd, s a > 0, la gréfica dey =f(t = a) esladey =f(#), t 2 0 desplazada g unidedes
hacia la derecha, sobre € de t; sn embargo, cuando se multiplica ay =f(tr = a) por la funcion
excaon unitario AU(r = a) como en la parte d) de egemplo 6, la gréfica de la funcion

y= f(t = &)Ut - a) ©
coincide con la dey = f(t = @) cuando ¢ > a, pero es idéntica a cero cuando 0 < 1 < g (Fig. 7.16).

En € teorema 7.5 dijimos que un mlltiplo exponencia de f(#) origina una tradacion, o
desplazamiento, de la transformada F(s) sobre € e s. En € teorema que sigue veremos que
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f

@ f®.120

f

1
1

i

t

a
desplazamiento en € ge

() ft-a)Ut-a)

FIGURA 7.16

dampre qe H9 «£ mutipica por una funddn exonendd adecueds, la randomada. inversa
de ete produdo es la fundén desdazeda de la ecuedon (6). Ede resdtado = llama segundo
teorema de traslacion.

TEOREMA 7.6

DEMOSTRACION Bxpresamos a f: ef(t = a) W - a) dt como la uma de dos intaydes

LUf(t = a)Ut-a) = J' 0 ef(t = a)U(t = a) dt + "’ e f(t—a) Ut — a)dt
g0 aendo uo cl_me

0<t<a t2a
= : e~sf(t ~a) dt.
Ahoraigidanos v = t = g, dv = dt y entonces
Lt =)Wt =} = [} e f(v) do
= e ;" enf(v) dv = e=L{f ()}
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(I Jle A Segundo teorema de traslacion

Evalle £{(t - 2)* AU(t = 2)).

SOLUCION S identificamos @ = 2, entonces, segin € teorema 7.6,

Pt = 2PU(¢ = 2) = e 2L} = e“hi—z =8¢,

st L]

Con frecuencia se desea hallar la transformada de Laplace sdlo de la funcion escalon
unitario. Esto se puede hacer partiendo de la definicion 7.1, o bien ddl teorema 7.6. Si
identificamos f(f) = 1 en el teorema 7.6, entonces f(r = a) = 1, F(9) = £{1}=1/sy &

—as

LUt - a)} ==

(7)

P

[F]N ek Funcion expresada en términos de funciones escalon unitario ——}

Determine la transformada de Laplace de la funcion de la figura 7.17.

£
2 ey

I
—

|
—_

{

T

FIGURA 7.17

SOLUCION  Con ayuda de la funcién escddn unitario se puede escribir
SO=2-3NU¢-2)+a(~3).
Aplicamos la linedlidad y € resultado en la ecuacion (7),

Z{f ()} = 202} - 32{U( - 2)) + L{U@ - 3))
2 ek e
= 3—t—,
) ) s u

Forma alternativa del segundo teorema de tradacion Con frecuencia  sucede
que debemos determinar la transformada de Laplace de un producto de una funcion g por una
funcion escalon unitario QU(r = a), cuando la funcion g carece de la forma f(t - 4) deglazada
que se requiere en ¢ teorema 7.6. Para hdlar la transformada de Laplace de g(f) U(t - a) e
posible “arreglar” a g(r) con manipulaciones algebraicas, para forzarla a adquirir la forma
deseadaf(t - a); pero como esas maniobras son tediosas y a veces no son obvias, es mas sencillo
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contar con una version aternativa del teorema 7.6. Emplearemos la definicion 7.1, la definicion
de Yt — @) ¥ la sudtitucion u = ¢ = a, para obtener

L{gOyU( - u)} = f: eg(t)de = f: e @ 9g(u + q) du.
ES0 65 Lla(t) Ut - A} = e Pt + U). ®)

A HIOR*AR Segundo teorema de traslacion, forma alternativa
Evale £{sen t Ut = 27)}.

SOLUCION  Hacemos g(t) = sen 4, = 2wy tenemosg(f + 2) = Sen (¢ + 2) = sen ¢ porque
la funcion seno tiene periodo 27r. De acuerdo con la ecuacion (8),

e—21rs

P{sentU(t = 2m)} = e ™ L{sent} = ST .

AT IORMIVE Segundo teorema de traslacion, forma alternativa

Determine la transformada de Laplace de la funcion que se ilustra en la figura 7.18.

3,3

VAR

FIGURA 7.18

SOLUCION  Una ecuacion de la recta que pasa por esos puntos esy = 2¢ = 3. Para “apagar”
la gréficay = 2¢t= 3 end intervalo 0<t <1 usamos e producto (2t = 3) A (¢t = 1). En este
caso, cong(t) =2t=3, a=1y g(t+1)=2(t+1) =3= 2t~ 1 segin la ecuacion 8,

(- HU-1) = -1 = e (2-1) .

Forma inversa del segundo teorema de tradacion Sif()=<"'{F(s)},laforma
inversa del teorema 7.6, cuando a > 0, €S

EHe®F ()} = £t = a) U(t = v). 0)
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FIITo MBI |2 inversa segun la formula (9)

—7s/2
Evalie & ¢ }

SOLUCION a= g vy =%

3 4
_1 L
* {sz + 9}:—»:—1:/2 %(: 2)

identidad  trigonométrica —> -1 cos3tWU|t—— u

SHS = &£ { f(0} y 9 yponancs que es podhle inlacambiar diferendadion e integradon,
entonces

GFO=5 [ e a= ] Slerlas - [} enp s~y

&0 & L0} = - = L)

£l 1f(0} = - 2 24f ()

-2 (-Letgen) = Latron

Los dos cass ataioes agaen d resdtado ganed paa £ {t"(1)}.

De igd menaa 2ief(}

TEOREMA 7.7

AI koMW Aplicacion del teorema 7.7

Evalle
(@) 2{te*} (b) Litsen kt} (c) L{* senkt} (d) Efte cos t}

SOLUCION  Usaemos los resdtados ©), d) y € dd teorema 7.2
a) En este primer ejemplo observamos gque también pudimos usar € primer teorema de
tradadion. Para glicar d teorema 7.7, n = 1 y f(f) = &

e Dom-_d( 1 __1
L) = - 5 £ = ds( 3)‘(s—3)2'

S =
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b) 8{[ sen kt} = - %g{senkt} = - ‘ﬂ( k (SZ + k2)2

) 2ks
A\ s+ k

c) Con n = 2 en @ teorema 7.7, edfa transformada se puede escribir como sigue

d2 .
£{* senkf} = 7 ${senkt},

y asl, efectuando las dos derivaciones, tenemos e resultado. También podemos aplicar
resultado que ya obtuvimos en la parte b). Como £ sen k& = (¢t sen kt), llegamos a

' _ d _ d 2ks
(2 sen kt} =— - L{tsen kt} =— p (m) < de la parte b)
Al dfaendar y dmplificar dbtenemos
) _ 6ks? = 2k°
L{ e kt} = W.

d) Pte™ cos t} = = % ${e* cos t}

d . .
= —— +{C0S )yy+1 « primer teorema de traslacion

ds

__zi( s+1
= ds\(s+1)*+1
_(s+1)-1

s+ 12+ 1P

En los prodemes 1 a 44 deamine H9 o f(#), son < indique

1. Z{te'>} 2. P{te "}

3. &{re™¥} 4. L{te )

5. ${e'sen 3¢} 6. £{e ¥ cos 41}

7. %{e% senh 31 8 & {“;h ‘}

9. L{(e' + €)%} 10. S{e¥(t = 1)%

11. L{e*sen’t} 12. #{e' cos?3t}
D! } . { 1 }

13. & {—(s 1oy 14. ¢ G-1)

1 1
S S S SP JENNE S
15. £ {s2 — 65 + 10} 16. % {s2 +2s + 5}
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_ N
17. % 1{s2+4s+5}
19. & {(s_fT)Z}

21, ¢ {sz(ss+ :1)3}
23. E{(t-1)U(=1)
25. ${ru(t-2))

27. L{cos2tqU(t ~m)}
29. F{(t=1) et qu(t=1)}

I ¢ {F}

3 ¢ {5211}

3% gt {s(s_t—ls)}
37. L{tcos2t}
30. Pieh s
41. Zfte* snér}

- s
3. ¢ {(-—-—s2 s 1)2}

- 2s+5
18. % {s2+ 6s + 34

-1 55
20. £ {————-—(S — 2)2}

iy

24, Pl u-2))
26. P{(3t +1)%( —3)

28. SE{sen t%(t - —g)}

30. Liesu(t-5))
32. g1 {(1 + e_h)z}

s+2
4 Se—ﬂs/Z
M2 {s2+ 4}

GG

38. 2{t %h 3¢}
40. £{¢* cos 1}
42. E{te™ cos 3t}

_ s +1
e

En los problemas 45 a 50 haga corresponder cada grafica con unade las funciones de @) af);
por gemplo, la gréfica de f(7) esta en la figura 7.19.

(@) () - f) Ut - a)
M) f(t = )%t ~ b)
© fOUt -9

@ f@t) = f(O)u(t - b)

f®

o
<

FIGURA 7.19
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() f()UE - a) = f(1) Ut = D)

M ft ~ a)U(t = a) = f(t — @)U ~ b)

45,
f)
i !
FIGURA 7.20
47,
f)
N/
i
|
L »
a b t
FIGURA 7.22
49.
fit
[
\/I
|
X : .'-r
a b
FIGURA 7.24

46.
fns /\
|
a b t
FIGURA 7.21
48.
f®
|
|
J
a b {
FIGURA 7.23
50.
f®
]
|
I
. o T
FIGURA 7.25
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En los problemas 51 a 58 exprese cada funcién en términos de funciones escaldn unitario.
Determine la transformada de Laplace de la funcion (respectiva

N f(t) :{ ) 0s1<3

-2, t=3

0, 0=t<1
53. f(o) = {t’, Cr

NS

1, t=5

54. (1)

{0, 0=<t<3n2
sent, t=3m/2
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55 {t, 0=1<2 56 t)_{sent, OSt <28
57. 58.
f® |
3+ :——'
2T |——L
L
i
pulso rectangular I 3 4 !

funcion escdera (0 escalonada)

FIGURA 7.26

FIGURA T7.27

En los problemas 59 y 60 trace la gréfica de cada funcion.

_ s —2
59 f(t)=§£'{l e} eo.f(t):$'1{2 Jev e }

st 5t - — ——

N s

En los problemas 61 y 62 aplique € teorema 7.7 en la forma (n = 1)
:_l -1 i
f(t) L { - F(s)}

para evauar cada transformada inversa de Laplace.

) P ek ) st t1
6l & {lns+1} 62. & {ln 7T

63. Aplique ¢ teorema 7.6 para determinar £{ (2 = 3t) U(r -2)). Primero necesitara “arreglar”
g(H = £ = 3t reformulandolo en términos de potencias de ¢ = 2. Compruebe Su respuesta

gplicando la ecuacion (8) de esta seccion.
Problema para discusion

64. (Cémo “areglarid’ cada una de las funciones siguientes para poder aplicar directamente
e teorema 7.6 con objeto de halar directamente la transformada de Laplace?

(@) L{2t + Hu@ - 1)) (b) L{e'U(t = 5))
(c) ${cos tU(t = n)} (d) L{t sentU(t - 2m)}
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TRANSFORMADAS DE DERIVADAS, INTEGRALES Y FUNCIONES PERIODICAS

m  Transformada de una derivada ®m Convolucién de dos funciones m Teorema de convolucidn
m  Forma inversa del teorema de convolucion m Transformada de una integral
m  Transformada de una funcidn periddica

Nuestra meta es aplicar la transformada de Laplace para resolver ciertos tipos de ecuaciones
diferenciales. Para ello necesitamos evaluar cantidades como £{ dy/dt} y £{ d*y/di*}; por
gemplo, sf' es continua para t 2 0, a integrar por partes obtenemos

LU O = [ enf o di=ef@)| +s[ e a
~(0) + s£{ £(0)

I

0 s L{F(1)) = s F(s) -£(0). )

Para ello hemos supuesto que e™#(f) — 0 cuando + — o0, De igud forma, la transformada de
la segunda derivada es
[
POy = [ e d=ef) +of o
10

) + s f'(1)}
s[sF(s)= f(0)] - £(0)

0 sa E{f (1)} = °F(s) - 5f(0) - (O). )
De manera andoga se puede demosrar que

YO = $’F(s) ~ $*(0) = s£'(0) - f(0). 3)
Por los resultados en (1), (2) y (3), s ve que la trandformada de Laplace de las derivadas de una

funciénfes de naturaleza recursva. El siguiente teorema determina la transformada de Laplace
de la enésma deivada def. Omitiremos su demostracion.

TEOREMA 7.
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[ FIIV TR M Aplicacion dd teorema 7.8

Obsérvese que la suma &t cos kt + sen kt es la derivada de ¢ sen kt. En consecuencia,

£L{kt coskt +senkt} =& {g; (tsen kt)}
= sZ{t sen ki} « de acuerdo con (1)
_ d }
=s -—:1-558 {sn kg ¢~ sgin o teorema 7.7

_ s( 2ks ) __ 2ks’ .
(S2 + k2)2 (sz + k2)2'

Convolucién S las fundonesy g son continuas pate por pate en [0, o), la convolucion
kT ygxergremtapr fx gy = ddine on laineyd

t
frg =) fo) gt -7 .
Por gemplo, la corvoluddn de fit) = ¢ y gt) = snt es
e‘*?éfl,t:j;e’sen(t—r)dfr=%(-Sent—cost+e’). @
S dga cono gaddo demodrar que
[ (Mg - D dr= [ f(e - Dg(r) dr;

Edo & qe fxg=gxf.
Véase d problama 29 de los gaddos 74. Edo dgnifica que la convduddn de dos fundones
€ oonmutaiva

Es posble deeminar la tranfomeda de Laplace de la corvduddn de dos fundones €n

tene que evduar la integrd como lo hidmos pera la ecuacién (4). B restado que vaemes
se conoce como teorema de la convolucién,

TEOREMA 7.9

DEMOSTRACION  Sean  F(s) = L{ f(f)} = jo f(ndr

v 6 = g} = [ g8 db.
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Al proceder formamente obtenemos
F&0© = ([} s ar)([7 500 a8)
= [2[ e prrg() drdp
= [*f(xydr |7 g (8) d.
Mantenemos fija 7y escribimos ¢ = 7+ 6, dt = dB, de modo que
F(s)G(s) = [} f(r) dr [~ eng(t =) dt.
Estamos integrando en e plano ¢+ sobre la parte sombreada de la figura 7.28. Puesto quefy g

son continuas por tramos en [0, o) y son de orden exponencia, es posible intercambiar € orden
de integracion:

F(s)G(s) = ﬁ: e‘“dtf;f(r)g(t —r)dr= f: e‘”{f;f(f)g(t - 7) dT} dt=%{f*g} m

T.0at

FIGURA 7.28

Ao M Transformada de una convolucion
t
Evale & {_[0 e"sen(t—1) d'r}.

SOLUCION S f(ty=¢€'y g(t) = sen ¢, e teorema de la convolucién establece que la
transformada de Laplace de la convolucion defy g es e producto de sus transformadas de
Laplace:

11 1
s—1 s2+1 (s=1)(s*+1).

¥ {J;e’sen(t -17) dr} = ${e'} - L{sent} =

Forma inversa del teorema de convolucién A veces, € teorema de la convolu-
cidn es il para determinar la transformada inversa de Laplace de un producto de dos
transformadas de Laplace. Segln € teorema 7.9,

L))} =fx g. &)
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4]V ekW Transformada inversa como convolucion

. epl 1
Evalue & {——-—————————(S e+ 4)}.

SOLUCION Podriamos usar € método de fracciones parcides, pero s identificamos

1 1
FO=7=7 v O0=—7,

entonces
LU= f=¢ vy  LHGE)} = o) = e™

Por lo tanto, con la ecuacion (4) obtenemos

£ {m} = J’;f(T)g(t - r)dr= f; e'e N dr

— -4t |! se
=e foe dr
!
1
= o4t o 557
etize 0
__1 1_1 -4t
A[IYLIIoW: M Transformada inversa como convolucion
- 1
Evale ¢ {———\.
+ {(52+k2)2}
. 1
SOLUCION Sea F(S):G(S):m
de modo que =_ 1 k _1
9 =50 =1 =L e
En este caso, la ecuacion (5) conduce a
al — - [ senkrsen k(e - )
(s2 TRy =0 senkrsenk(t — 7) dr. (6)

De acuerdo con la trigonometria,
cos(A+B)=cosAcos B—sendsenB
Y cos (4 — B)=cos A cos B+ sen A sen B.

Restamos la primera de la segunda para llegar a la identidad

sen Asen B = % [cos(A ~ B) — cos(A + B)].
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S A= kry B = k(t = 1), podemos integrar en (6):

- {(_sz—_-:k_z)z} ZkJ [cos k(27— t) — cos kt] dT

1 1 ’
k[zksenk(zf ) TCOSkt

_sen kt = kt cos kt =
N 2k°

Transformada de una integral Cuando g(t) =1y £{g()} = G = 1/s, & teorema
de la convolucion implica que la transformada de Laplace de la integral defes
_F
If(r)d 78, )

La forma inversa de esta ecuacion,
t g | F
Jroar=g {—ii’} ®

se puede usar en adgunas ocasiones en lugar de las fracciones parcides cuando s" es un factor
del denominador y f(f) = £ {F( )} sea fécil de integrar; por ejemplo, sabemos que cuando
f({f) = sen ¢, entonces F(s) = l/(s + 1), ad que, s5gin (8),

$-1 {Rsz%l—)} = ﬁ)sem-d'r= 1~ cost

S {—2-(;—_’_1-5} J (1-costydr=1t—sent

_ 1 _la
il{m} j(T sen 7) dr 51 1+cost

efcétera. También emplearemos la ecuacion (7) en la préxima seccion sobre aplicaciones.

Transformada de una funcion periodica i el periodo de una funcién periédica es

T >0, entonces f(¢ + T) =£(f). Se puede determinar |a transformada de Laplace de una funcion
periddica por una integracion sobre un periodo.

TEOREMA 7.10

DEMOSTRACION  Expresamos la transformada de Laplace como dos integrales:

LU0 = [} @ de+ [ ef) 10
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Escribiendo ¢ = 4 + T, la (ltima de las integrales de (9) s transforma en
[Ty dt = [ e Df(u + T) du = " [ efu) du = e TL{ (1))
Por consiguiente, la ecuacion (10) es &{ f(£)}= f: e f(¢) dt + e TE{ f(t)}.
Al despear <£{ f(H} e llega d resultado de la ecuacion (9).

FLLEER Transformada de Laplace de una funcion periédica

Determine la transformada de Laplace de la funcion periddica que muestra la figura 7.29.

f@

1/1/
F R

FIGURA 7.29

SOLUCION  La funcion se puede definir en ¢ intervalo 0 < ¢ < 2 como sigue:

O0=s1<1
1=t<2

=
f@) = {O,
y fuera del intervalo mediante f(t +2) = f(#). Con T = 2 aplicamos la ecuacién (9) y la
integracion por partes:
2O} =1—0= f e f(r) dt = [ f; e'tdt + jf e'"Odt]
1 e 1—e
=h54*?+sz] an

_l=(s+1)e
TSl - e®) ! u

El resultado en la ecuacion (1) del egemplo anterior se puede obtener sin necesidad de
integrar, aplicando € segundo teorema de tradacion. S definimos

t, 0=t<1
“O'{o,tzh

entonces f(f) = g(f) en € intervalo [0, T], donde T = 2. Pero podemos expresar g en términos
de una funcién escadn unitario, en fonna g(#) = ¢ =t Ut = 1). Asi,

L{f(O} = —= £{g(}
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1
=TTt -1Ue-1)
1 (1 1 5 1 ] 3
= 1-e2 I:;Z-_s_ze '6;9 1" « segln (8), seccion 7.3

Al examina la eqredon datro de los paéitess redanguaes vamos que es idatica a (Il).

1. Aplique d resitedo (d/df)e’ = ¢' y la ecueddn (1) de esta seodion pera eveluer & { €'} .
2. Aplique el resultado (d/df) cos’ = - @n 2t y la ecuacién (1) de eta ssodén para evduar
${cos’t}.

En los prodames 3 y 4 suponga que uma funadn y(t) cuata con las propiededes y(0) = 1y
V(O = -~ 1 Deamire la randfomeda de Laplace de les eqresones dguates

3y"+3y 4. y" =dy + 5y

En los prodlames 5 'y 6 ayponga que uma funddn y (#) tiene las propiededesy (0) =2y y'(O) = 3.
Dexde la trandfomeda de Laplace £{/(5)} = Y(9).

5" «2y'+y=0 6.y "+y= 1
En los probdlemes 7 a 20 evdle la transfomeda de Laplace en cada uno, sn evduar la integrd.

7. ${j;e’dr} 8. Lf’{ﬁ)cos'rdﬂr}
9, EB{f;e"cos Td‘T} 10. SB{J; 'TSCl‘leT}

. &£ {ﬂ) re"’df} 12. {J: senTcos(t — 1) d‘T}
13 £ {tI;SéanT} 4. & {tﬁ) Te"dr}

15, £{1* £} 16. £{1 * ¢}

17. {2 * ¢} 18. L{2 * te'}

19. ${e* * e cos 1} 20. £{e* * e t}

En los prodemes 21 y 22 syponga que £ {F(s)} =/(¢). Detemire la tranfomeda inversa de
Laplace de cada fundon

1 N
2L —<F(5) 0.5 F()
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En los problemas 23 a 28 use las ecuaciones (4) o (7) para calcular f{(z).

1 1
-1 -1y -
2. £ {s(s n 1)} 24. & {s’(s— 1)}
1 1
25, &N ——o—o—— SN S
S {(s+1>(s—2)} 2.2 {<s+1)2}
1
27, ¢33 7D B S
* {(s2+4)2} 2. 2 {(s2+4s+5)2}
29. Demuestre la propiedad conmutativa de la integrd de convolucion
frg=gxf

30. Demuestre la propiedad distributiva de la integrd de convolucion

[x(g+h)=fxg+f*h
En los problemas 3 1 a 38 aplique € teorema 7.10 para hdlar la transformada de Laplace de la
funcion  periddica respectiva
31. 32.
f@ 1o

T — = i

onda cuadrada

funcion meandro

FIGURA 7.30 FIGIRA 7.3 1
34.
f £
a 1
I b 26 3b 4 ! | 1 2 3 4 f
funcion diente de sierra onda triangular
FIGURA 7.32 FIGURA 7.33
35. 36.

S §0)
JV\/\/\/\/ WL/\, ANYA
’ # 2t 3 4n '

rectificacion de onda completa de sen ¢ rectificacion de media onda de sen ¢

FIGURA 7.34 FIGURA 7.35



Seccion 7.5 Aplicaciones 333

37.f(f) = sent 38.f() = cos ¢
f@t . 2m) - f(6) [+ 2m) = (D)

Problemas para discusion

39. Explique la ecuacion ¢ « U(t = a) = 1 (+ = a)? U(t - a).

40. En la ecuacion (7) vimos que € resultado SB{J'(: f(1) dr} = F(s)ls, cuando F(s) = £{ f(f)},
es consecuencia del teorema de la convolucion cuando g(f) = 1. Aplique las definiciones
y teoremas en este capitulo para halar dos maneras més de llegar d mismo resultado.

APLICACIONES

B Uso de la transformada de Laplace para resolver un problema de valor inicial
B Ecuacion integral de Volterra M Ecuacion integrodiferencial
8 U de la transformada de Laplace para resolver un problema de valor en la Jfrontera

Como £ { y(“)(r)}, n > 1, dependede y(f) y de susn - 1 derivadas, evaluadasen t =0, la
transformada de Laplace es lo ided en problemas de valor inicid para ecuaciones diferencides
lineales con coeficientes condtantes. Este tipo de ecuacion diferencia se puede reducir a una
ecuacion algebraica en la funcion transformada, Y(s). Para comprenderlo, veamos € problema
de vdor inicid

dny . dn—ly

&
I g

+ooota dt+aoy=g(t)

yO0)=yo, Y (O) =p1, . - Y"O) =y,

endonde a;, i=0, |,..., nY Y0, Y1, ..,¥n1 SON constantes. De acuerdo con la propiedad de
linedlided de la transformada de Laplace podemos escribir
ﬂ é_’:;lz} .. '- + = t .
anSB{ dt,,} +an-133{ =y s a{y}t = £{g(} ()]
Segln e teorema 7.8, la ecuacion (1) equivae a
a[s"Y(s) = s"7y(0) =+ = yEI(0)]
+ B[ (5) = " 2y(0) =+ . . = YO DO)] + .+ + ae¥(s) = G(s)

0 sa
[ansn + a"_lsn-l + 0 + aO]Y(S) = a,,[s"_l}’() R }’n-l]
+ @u[s"y F L+ Yaa] + 0+ G(S), )

en donde Y(s) = Z{y(f)} y G(s) = £{g(1)}. Despejamos Y(s) de (2) y llegamos a y(t)
determinando la transformada inversa

yd) = £ {YE)
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¥ :ecuacién' e

. ecuacion
transformada.

 solucionde |
_“laecuacion -
| original

FIGURA 7.36

El procedimiento se describe en la figura 7.36. Obsérvese que este método incorpora las
condiciones inicides dadas directamente en la solucion; en consecuencia, no hay necesidad de

las operaciones separadas para hallar |as constantes en la solucion general de la ecuacién
diferencial.

J[INITeRM Ecuacidn diferencial transformada en ecuacion algebraica

Resuelva% _3y=¢¥ y(0)=1.

SOLUCION Primero sacamos la transformada de ca& lado de la ecuacién diferencial
dada:

¢ {% 32(5} = P{e¥).

A continuacion desarrollamos £{ dy/dt} = s¥(s) =y (0) = s¥(s) = L, Yy & { ¥} = 1/(s = 2).
Entonces

SY(s) - 1= 3¥(s) = =

despgjamos  Y(s) y descomponemos en fracciones parciales:

s—1 _~1 2
¥(s) = (s—2)(s—3)—s—2 SRR
asl que y(t) = —.SL’"{;-%—Z} +25£"{-S—L:—§ .

De acuerdo con la parte ¢) del teorema 7.3,

y(t) = - + 2%, ]
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31301 R Un problema de valor inicial

Resuelvay” -6y’ +9y =t 2¢¥,y(0)=2,y'(0)=6
SOLUCION Z{y"} = 6£{y'} + 9L{y} = L{rPe¥}
s2Y(s) — sy(0) -y’ (O) - 6[sY(s) -y(O)] +9Y(s) = G- 3)3

" —_— — - ~ - " J | W —]
£{y"} 2{y'} 2t E{re’}

Aplicamos las condiciones iniciales y simplificamos:

_ 2
2 - = - —_—
(s =65+ 9)¥Y(s) =25 -6+ o
2
-2 — - .
(s =3PY(s)=2(s~3) + o3y
2
Y(s)= 3 (s - 3)

" 1 2 4!
0= 20 }+ o)
De acuerdo con el primer teorema de tradacion,

!
Sg"l {g-;. } = t4631‘
$—+5-3
Por consiguiente, llegamos a y(t) = 2¢¥ +Tli floh. -

3130  Aplicacién del primer teorema de traslacién
Resuelvay” +4y’ +6y = 1+e™, y(0) =0,y (0)=0.

SOLUCION  Z{y"}+ 4 L{y'}+6 £{y} = L{1} + L7}

H—‘

#Y(s) - 9(0) =Y (0) + 415¥(6) - (O] + 6¥(5) = + —=
2s +1
s(s+1
B 2s+1
O g P ]

(s* +4s +6)Y(s) =

Ladescomposicién de ¥(s) en fracciones parciales es

1/6 1/3 +—s/2--5/3
s+1 sf+4s+6°

Y(s) =
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Dispondremos o necesario para sacar la transformada inversa; para elo arreglamos como
dgue a Y(9):

Y(S):g_+ 13  (-112)(s+2) 213
s s+1 (s+2)¢+2
_u6 13 1 s+2 2 1
T s + 1 " 2(s+2P+2 3(s+22+2
el

Por ultimo, de acuerdo con las partes @ y c) del teorema 7.3 y € primer teorema de tradlacion,

llegamos a
—l 1 1, 1 s+2 __2 -1 V2 }
Y=g {s}+3§£ {s+1} 24 {(s+2)2+2} ok {(s+2)2+2
=l 1‘_ —1_1 -2t ,_ﬁ -2t
6 3e 2e cos\/it 3 e Sen\/it.

A]INNO N, Aplicacion de los teoremas 7.3 y 7.7

Resuelva x” + 16x = cos 4¢, x(0) = 0, x'(0) = 1.

SOLUCION  Recuérdese que este problema de vaor inicid podria describir @ movimiento

forzado, no amortiguado y resonante de una masa en un resorte. La masa comienza con una

velocidad inicid de 1 ft/s, en direccion hacia abgo, desde la posicion de equilibrio.
Transformamos la ecuacion y obtenemos

2
(6 +16)X(s) = 1 + 5=z

1 + s
s2+16 (s +16)*

X(s) =
Con ayuda de la parte d) del teorema 7.3, y de acuerdo con e teorema 7.7,

Lol 4 U 1ga) 8
x) =32 {s2+16}+8§£ {(s2+16)2}

1 1
= zen 4t + gt sendt.

FUJOR Empleo de una funcién escalén unitario

Resudva X’ + 16x =£(#), x(0) = 0, X' (0) =

o donde f()_{cos4t O=st<nm

t=n

SOLUCION  Se puede interpretar que la funcién f(f) representa una fuerza extema que
actlia sobre un sistema mecénico solo durante un corto intervalo de tiempo, y después



Seccién 7.5 Aplicaciones 337

\AA
L __\/n/z\/n !

FIGURA 7.37

desaparece (Fig. 7.37). Aunque este problema se ﬁodria resolver con métodos convenciona
les, @ procedimiento no conviene de ninguna manera, cuando se define af(#) por tramos.
Con ayuda de las ecuaciones (2) y (3) de la seccion 7.3 y la periodicidad del coseno,
podremos reformularfen términos de la funcion escadn unitario como sigue:

f(f) = cos 4t - cos 4t U(t = 7).
Para transformarfaplicamos la ecuacion (8) de la seccion 7.3, y obtenemos
£{x"} + 162 {x} = 2{f(0)}
$X(s) = 53(0) = X' (0) + 16X() = e~ 7y g ¢
s

(¢ +16)X(E) =1+ e~ 7716 "

s —ns
X0) = g g T I O

Empleamos la parte b) del gemplo 12, seccidn 7.3 (con & = 4), junto con la ecuacion (8) de
esa  seccion:

.p.ud Sl

4 1 8s 1. 8s }
-1} _° i @ 223 U0 S N 13__ 528 _ ,-7s
* {2+16}+8$ {(s2+16)2} gt {—f(s2+16)e

sendt + % tsendt — ¢ (t —m)send(t — m) U(t — Q).

x(1)

La solucion anterior es lo mismo que

%sen4t+%tsen4t, O=it<m
x(t) = ) +

5 z sen4t, t=m

En la gréfica de x(t) de lafigura 7.38 se puede ver que las amplitudes de oscilacion se
estabilizan tan pronto como la fuerza externa se “apagd’. "
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x(t)
1 <4

VANVANVAN
A VAR

-1 4

FIGURA 7.38

Ecuacién integral de Volterra El teorema de la convolucién es Util para resolver
otros tipos de ecuaciones, cuando aparece una funcion desconocidabajo un signointegral. En
el gemplo que Sigue resolveremos Una ecuacién integral de Vdtera,

1) =80+ ] f (3hte =) dr

para determinar /(7). Se conocen las funcionesg(# y h(f).

F|ININe XM Una ecuacion integral

Resuelvaf(t) = 3t~ ¢ = I(; f(1)e' ~"dry determine ().

soLucloON  De acuerdo con € teorema 7.9,

L{f)} = 32{r} = Lle} ~ L{f(N}L{e}

Despeiamos F(s) de la dltima ecuacién y Ilegamos a

_6(s—1 -1
Fo =5 - 5
6

2 -y . .
= -s%— ~—+ 3,1* T2l ¢ division término & término Y fracciones parcides

Y

Latransformadainversa es

o8 gl e

=32=r+ 1~2¢7, n

Circuitos en sarie  En un circuito smple (de un “lazo”) o en serie, la segunda ley de
Kirchhoff establece que la suma de las caidas de voltaje atraves de un inductor, un resistor y
un capacitor esigual a voltaje aplicado E(t). Se sabe que lascaidas de voltaje através de cada
elemento son, respectivamente,
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L

|
1
C

FIGURA 7.39

di , 1!,

LS ROy g IO i(n) dr,

donde i(f) esla corrientey L, Ry C son constantes. La corriente en un circuito como € de la
figura 7.39 esta definida por la ecuacion integrodiferencial

di

Lo +Ri+ % fo it7) dr = E). 3)

(F]IJTel Al Una ecuacion integrodiferencial

Determine la corriente i(t) en un circuito LRC en serie, cuando L=01h, R=20 Q,C =
1073 f,i(0) = 0y e voltgje aplicado es e que muestra la figura 7.40.

E@®

1204 120¢

—.

FIGURA 7.40

SOLUCION  Puesto que el voltaje esta apagado cuandot 2 1, podemos escribir

E(r) = 120t ~ 120¢ U(¢ - 1). (4)
Entonces, |a ecuacién (3) se transforma en
01 % + 20 +10° [} i(r) dr = 120¢ - 1200(t - 1), )

Recordemos que £{[ 0' i(r) dr}=I(s)/s,comovimosenlaecuacion (7) dela seccion 7.4, donde
Ks)=2{i(H)} . Entonces, latransformada de |aecuacién (5) es

0.1sI(s) + 20X(s) + 103 452 =120 [slz - ;'l—ze"’ - T:_ e“’](. ¢~ segln (8), seccion 7.3

Multiplicamos esta ecuacion por 10s'y a continuacion despejamos I(s) para obtener

_ 1 S N
I(s)‘lzoo[s(snooy sG+1002° (s + 100y ¢ ]
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Descomponemos  en  fracciones  parciaes.

/10000 1/10000 . _1/100 _ _1/10,000
S s+ 100 (S + 1007 ° s

+1/10000 + 1100 ., 1
s+100 (s+ 100y (s +100)* " 1

Al aplicar la forma inversa del segundo teorema de tradacion llegamos a

Z(s) = 1200 [

I(t) = %5{1 - Ou(t - 1) - 23—5 [e—1001 - e—lO()(r-l) Gu(t - 1)]
- 121¢710 = 1188(t = 1)e ™Dt = 1).

3]\ KoR M Un voltaje periddico aplicado

La ecuacion diferencia de la corriente i(f) en un circuito LR en serie es

di .
th-l- Ri =& ().

Determine la corriente, i(t), cuando i(O) = 0 y E(t) es la funcidn de onda cuadrada que
muestra la figura 7.41.

EW®

T —
IR
A
FIGURA 7.41

SOLUCION  La transformada de Laplace de la ecuacion es
LsI(s) + RI(s) = E{E(t)}. )

Como E(t) es periodica, con periodo T = 2, aplicamos la ecuacion (9) de la seccion 7.4
- 1 1 —§ 2 =5
L{E@W)} = 1_6_2S<f01,e e+ [[00e tdt)
l-¢t
1 —~e
_ 1
“s(l+ ey

Por condguiente de aouerdo oon (7),

=TI Cl-e¥=(l+ e ime?)

_ 1/L
29 =G+ RDA+ e ®)
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Para determinar la transformada inversa de Laplace de esta funcion, primero emplearemos
una serie geométrica. Recordemos que, cuando |x| < 1,

1

=l-x+xt—-x*+---
1+x

S x= ¢, cuando s > 0 tenemos que

= {wmps T -2 ot ...
Tr o= lwe™" e¥—e
1 L LIRI R

Si escribimos sGFRIL) s s+RIL

la ecuacion (8) se transforma en

-8 ~2s —-3s —s ~25 ~3s
11 e e \_L(_ 1 e &P e +>
R\s s s s R\s+R/IL s+R/IL s+RIL s+ RIL

Al aplicar la forma inversa ddl segundo teorema de tradacion a cada término de ambas series
obtenemos

i) :%(1-%0-1)+0u(t—2)—"lt(t-3) +e)

~ L (ermt e 1) RS- = A= + )

0, lo que es lo mismo,

it) = 11_1 (1= e + % 3 (=1)7(1 = eRemL) (¢ = ),

=1

Para interpretar la solucion del giemplo 8 supongamos, como gemplo, que R=1, L =1y
0 <t <4 Enese ca,

i=1=e' =1 —eDaut -1+ (1 =eut -2 - (1 - e )U -3);

En otras paabras,

1=-¢, 0=:<1
_ —et 4 gD, 1=1<2
O =Y1-er+ 0 e, 2<t<3

—et T et (Dt ) B <y <4

En la figura 7.42 vemos la gréfica de i(t) en € intervalo 0 <t < 4.
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A ZEOR M Problema de valores en la frontera
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0

FIGURA 7.42

Vigas Enlaseccion 5.2 dijimos que la deflexion estética y(x) de una viga uniforme de
longitud L que resiste una carga w(x) por unidad de longitud se calcula con la ecuacion
diferencid de cuarto orden

4
EI % = w(x), 9

enque E es d maédulo de dadticidad e Z es @ momento de inercia de la seccidn transversd de
la viga El méodo de la transformada de Laplace se presta muy bien a resolver la ecuacion (9)
cuando w (X) estd definida por tramos. Para aplicar esta transformada, supondremos ticitamente
que w(x) y y(x) estdn definidas en (0, =), més que en (0, L). Nétese también que € eemplo
Sguiente es un problema de vaores en la frontera, y no un problema de vaor inicidl.

Una viga de longitud I estd empotrada en sus extremos (Fig. 7.43). Cacule la flecha de la
viga cuando la caga se define como Sgue

V\(X) - W(](l“%X), 0<x<L/2
0, LI2<x<L.

SOLUCION  Como la viga estd empotrada en sus dos extremos, las condiciones en la
fronterason 'y (0) = 0, y'(0) = 0, y(L) = 0, y'(L) = 0. También, e lector debe comprobar que

sen(i=) 3ol
plter (Y]

wi(x)

” , \

e &

FIGURA 7.43
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Al transformar a (9) respecto a la variable x, se obtiene

EI(s*Y(s) — s%(0) ~ s%'(0) = sy"(0) = y "(0)) = 2wy [.l_‘_/.% - lz + lze—Lx/2:|

EIL ) st s
2wo f L2 1 1 _
4 - " " Lo (e L s
0 S s*Y(s) = sy"(0) = y"(0) EIL[ gt e ]
S =y'(0)y ¢ = y"(0), entonces
=848 2w L2 1.1 -Ml
Y(s) + +EIL[ Ste ,

€N CONSecUencia,

__C1 2! Cy 1 3'}

wor=ge {3} 5o
2wy | L2, WLl Y L
+EIL[4'§£ {sS} 5'5’f { }+55£ {s

62,0 3 wo |SL _,_ _£‘_>5 (._é)]
2x+6x+6OEIL[2x x+<x > U\ x 2|

Aplicamos las condiciones y(L) =0y (L) = 0 a este resultado para obtener un sstema de
ecuaciones en ¢y c¢s:

L2 L*  49w,L*

2 tay 6 *1920E1 - °
85W0L3_
ol + cz > + SE0EZ 0

Al resolverlas vemos que ¢, = 23wq LY960El y ¢y = 9wy L/40El De esta forma queda
definida la deflexién mediante

23w,L? o= OwyL 3 Wo §£ 4_ .5 _és ( _£>]
YO) =0z * ~2w0E1* TeoEiL| 2> F 7)) ¥x3)| ™

e —

r Esta observacion continla presentando la terminologia de los sistemas dinamicos.
A la luz de las ecuocionesT( 1) y (2) de esta seccion, la transformada de chlace se adapta
bien al andlisis de los sistemas dinamicos lineales. Si despejamos ¥(s) de la ecuacion general
transformada (2}, obtenemos la expresion

- G s
)= ) * P a0

Aqui, P(s)—a,,s"+ Gn1Sp-1t- .+ ag es igual al polinomio auxiliar de grado n si reemplazamos
el simbolo normal m con s,y G(s) es la transformada de Laplace de g(r) y Q(s) es un polinomio
de grado n = 1 en s, formado por los diversos productos de los coeficientes a, i = 1,2, ..., n,
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y las condiciones iniciales dadas, ¥y, 1, . .., Yu-1, POr ejemplo, el lector debe comprobar que
cuando n = 2, Q(s)/P(s) = (apyos + @y1 + ayyo)(ays* + a1 + 8¢). Se acostumbra llamar funcion
de transferencia a la reciproca de P(s), o sea, W(s) = 1/P(s), del sistema, y expresar la ecuacion
@ O).en la forma

Y(s) =W (s) G(s) + W(s) Q(s). 1)

De este modo hemos separado, en sentido aditivo, los efectos de la respuesta originados por
la funcién de entrada g (esto es, W (s) G(s)) y por las condiciones iniciales (es decir, W (s) Q(s));
por consiguiente, la respuesta del sistema es una superposicion de dos respuestas:

() = L7H{W(s) G} + £H{W(s) Q(5)) = yol) + y(0).

La funcion yy(f) = §£‘1{ W(s) G(s)} es la salida originada por la entrada g(r). Si el estado inicial
del sistema es el estado cero, con todas las condiciones iniciales cero (yo = O,yI =0, .y WYyl = 0),
entonces Q(s) =0, asi que la Gnica solucién del problema de valor inicial es Yo (t) Esta solucion
se llama respuesta de estado cero del sistema. Si se razona en términos de resolver la
ecuacion diferencial, digamos por el método de coeficientes indeterminados, la solucion
particular obtenidq seria o (f). Obsérvese también que, de acuerdo con el teorema de
convolucion, la respuesta de estado cero se puede expresar como una integral ponderada de la
entrada: y(f) = .[(;W(T) g(t = 7) d7 = w(t) * g(t). En consecuencia, la inversa de la funcién de
transferencia, w(t) = £ { W(s)} se llama funcién de peso o de ponderacion, del sistema. Por
altimo, si la entrada es g(f)=0, la solucién del problema es y;(£)=£"{Q(s) W (s)}, y sedenomina
respuesta de entrada cero del sistema. En el ejemplo 2, la respuesta de estado cero es
Yo (t? = £¢%/12, |a respuesta de entrada cero es y;(f) = 2¢”, la funcién de transferencia es w(s) =
1/(s* = 6s + 9) y la funcion peso del sistema es w(t) = §£'1{ W) = e

En € apéndice Il se encuentra una tabla de las transformadas de algunas funciones bascas. En
los problemas 1 a 26 use |a transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial
respectiva, sujeta a las condiciones inicides indicadas. Cuando sea apropiado, exprese f en
términos de funciones escadn unitario.

1.

10.

Iy

12.
13.

© OO0 g oo U1 W

%—y:L (0)=0 2.%+2y=t,y(0): -1
Yy +4y = €% y0) = 2 4 Yy =y =y y(0) =0
y'+5y+4y =0 y0) =1 y(@©=0

y" ~ 6y’ + 13y =0, y(0)= 0, y'(O) = -3

y' =6y’ +9y=1y0)=0y(0) =1

y' -4y +4y=7,90)=1y(0) =0

y' =4y + 4y =re¥ y(0) =0,y (0) =0

y' =2y +5y=1+1y0)=0,y(0) =4

"ty=sent, y0)=1y(0) =-1

y'+ 16y =1, y(0) = 1, y'(O) = 2

y -y =¢'cost,y(O) =0,y (0) =0
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14. y" — 2y' = ¢ senh t, y(0) = 0, y'(O) =0

15. 2y +3y" 3y’ =2y =€, y(0)=0,y(0) =0, y"(0)=1
16. y" + 2y" =y =2y =sen 3, y(0)=0,y(0) =0, y"(0)=1
17y =y =0, y0)=1y(0) =0y"(0) =-1, y"(0) =0
18. y® =¥ 1, y(0) = 0, y'(O) =0,y"(0) =0, y"(0)=0

0, 0=¢<1
19.y" +y = f(t), y(0) = 0, endonde f() = |5, ,
1, 0=r<1
20.y" +y = f(6), y(0) = 0, endonde f(= _, .,
;, 0=st<1
21 y" + 2y = f(r), y(0) = 0, en donde f() %0 t=1
" , 1, 0=:<1
22.y" +4y=f(t),y(0) = 0,y'(0) =-1, endonde f() = \, ,51

8. y"+ 4y =sentU( =2m), y0) =1,y (0) =0
24, y" =S5y’ + 6y = U -1),y(0) =0,y (0) =1
0, Ost<m
25. y"+y =1(t), y(0)=0,y'(0)=1, endonde f(t) = {1, T=t<27
0, t=2m

26. y" +4y" + 3y =1=Ur~2) =Ut-4) +Ut- 6), y(0) =0,
y'(0) =0

En los problemas 27 y 28, aplique la transformada de Laplace para resolver la ecuacion
diferencid dada sujeta a las condiciones indicadas en la frontera

2.y + 2y + y=0, y0)=2 (1) =2
28.y" -9 +20y=1, p(0)=0,y(1)=0

En los problemas 29 a 38 resuelva la ecuacion integrd o integrodiferenciad respectiva con la
transformada de Laplace.

29. fit)+ L’) (t =) f(7) dr =t

30. f(t)=2t =4 [ sen 1f(t = 7) dr

31. fi)=te+ f; 7f(t = 1) dr

32, f(t) + 2 f;f(r) C0s (t =7) dr = 4e~' + sen't
33. flt)+ j;f(f) dr=1

34. f(t) =cos t + f; e’f(t—mdr

35. f()=1+ t-gf;(f—tyf(r)dr

36. t=2f() = [, (' = e)f(t~7) d7
37. y'()=1—sent - j;y(f) dr, y(0)=0

38.

(o]

d '
Li6y)+9 [, y(Mar=1 y(0)=0
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39. Mediante la ecuacion (3) determine la corriente i(t) en un circuito LRC en serie, cuando
L=0005h R=19Q,C =002 f, E(r) = 100[1 - YUt - 1)] V €i(0) =0.

40. Resuelva ¢ problema 39 cuando E(t) = 100z — (¢ = 1) U - 1)).

41. Recuerde que la ecuacion diferencial que describe la carga g(t) en € capacitor de un
circuito RC en sie e

R—5+ q =£()),

donde E(t) es @ voltgje aplicado (véase Sec. 3.1). Emplee la transformada de Laplace para
determinar la carga, q(t), cuando ¢ (0) =0y E() = Ege™, k > 0. Examine dos casos: cuando
k# 1 /RCycuando k= 1/RC.

42. Aplique la transformada de Laplace para cacular la carga en € capacitor de un circuito en
serie RC, cuando ¢(O) = go, R =10 Q,C = 0.1 f y E(t) es la que aparece en la figura 7.44.

E(1) ! E(t) .

| 5+
30¢, :
|
|
|
!

30 4

1

~

1.5 !

FIGURA 7.44 FIGURA 7.45

43. Use la transformada de Laplace para determinar la carga en € capacitor de un circuito en
serie RC, cuando q(O) =0, R =25 Q,C =0.08 fy E(t) es la que aparece en la figura 7.45.
44. a) Aplique la transformada de Laplace para hallar la carga q(t) en @ capacitor de .un
circuito RC en serie, cuando g(0) = 0, R=50 Q,C = 0.01fy E(f) es la que aparece en
la figura 7.46.
b) Suponga que E, = 100 V, Con un programa de graficas trace la funcion q(t) en €
intervelo 0 < ¢t £ 6. Con esa gréfica estime gy, € vélor méximo de la caga

E@)
E(®).

EoT }—'—{ 1 sint, 0<7<3n/2
J' . l t + -+
— 2 Nr/z t
1 3 -1
FIGURA 7.46 FIGURA 7.47

45. @ Use la transformada de Laplace para cacular la corriente i(t) en un circuito en serie LR
conj(0)=0, L=1h R=10 Qy E(t) es la que aparece en la figura 7.47.
b) Con dgln software para gréficas, trace i(t) en el intervalo 0 <t £ 6. Con esa gréfica
etime imax € imin, 105 VAlOres maximo y minimo de la corriente.
46. Resuelva la ecuacion (6) sujeta a i(0) = 0, y E(¢) es la funcion meandro de la figura 7.48.
[Sugerencia: vea € problema 31 de los gercicios 7.4.]
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E)
T 20
A ! /
At = /M 4
’ 1 2 3 4 !
FIGURA 7.48 FIGURA 7.49

Resudlva la ecuacion (6), sujeta a i(O) = 0, y E(t) es la funcién diente de Sera de la figura
7.49. Especifique la solucion cuando 0 < ¢ < 2. [Sugerencia: vea € problema 33 de los
gercicios 7.4.]

Recuerde que la ecuacion diferencid que expresa la carga instanténea, q(t), del capacitor
de un circuito en serie LRC es

d’q  ,dg, 1
—2 4+ + - .
L 7 R 2 cd E@®) (12)
Vea la seccion 5.1. Aplique la transformada de Laplace para halar q(t) cuando L = 1 h,
R =20 Q,C =0.005 f, E(t) = 150 V,t >0, q(0) = 0 e i(0) = 0. ;Cual es la corriente i(t)?

¢Cudl es la caga q(t) s se desconecta € mismo voltge constante para ¢ 2 2?

49. Determine la carga, q(t), y la corriente, i(t), en un circuito en serie, en e que L = 1 h,

50.

R=20Q,C= 00Lf E{t =120 sen 10¢ V, q(0) =
de estado edtable?

0Cei(0) =0 A. ;Cual es la corriente

FIGURA 7.50

Una bateria de voltge constante, Ey V, caga d capacitor de la figura 7.50. S dividimos
entre L y definimos A= R2LYy o = 1/LC, la ecuacion (12) se transforma en

d q _ Eo
o +2)\—‘1+w2q—7.
Use la transformada de Laplace para demostrar que la solucion de esta ecuacion, sujeta a
gq0) =0y ai(0) =0, es
EC|1 - '“(cosh‘V)&z— Ut senhV)@—wt)], A>w
’ i @ \/)\2 ~ w?
q(f) = { EC[1 — e (1+ A, r=w
EC|l-¢ "‘(cos Vw? — At + ——=sen Ve’ — AZt)] A <o.
L w? — A?
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5L

52.

53.

55.

6.

S7.
8.

7 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Aplique la transformacion de Laplace para determinar la carga, q(t), en e capacitor de un
circuito en serie LC, cuando ¢(0) = 0,i(0) =0y E®) = Eee™, k > 0.

Suponga que una pesa de 32 Ib estira 2 ft un resorte. S se suelta partiendo del reposo desde
la posicion de equilibrio, deduzca la ecuacion de su movimiento, cuando una fuerzaf(f) =
N ¢ actlia sobre @ Sstema durante 0 < ¢+ < 27 vy luego desaparece. No tenga en cuenta
fuerzas de amortiguamiento. [Sugerencia exprese la fuerza actuante en términos de la
funcion escaldn  unitario)]

Una pesa de 4 Ib estira 2 ft un resorte. Dicha pesa parte del reposo a 18 in ariba de la
posicion de equilibrio y € movimiento se produce en un medio que presenta una fuerza
de amortiguamiento numéricamente igud a % por la velocidad instanténea. Con la trans
formacion de Laplace encuentre la ecuacion del movimiento.

. Una pesa de 16 Ib se cuelga de un resorte cuya constante es k = 4.5 Ib/ft. A partir de ¢ = 0,

s aplica d sistema una fuerza igual a /() = 4 sen 3t + 2 cos 3¢, Suponiendo que no hay
fuerzas de amortiguamiento, use la transformada de Laplace para deducir la ecuacion del
movimiento, cuando la pesa se sudta y parte del reposo desde la posicion de equilibrio.

Una viga en voladizo esta empotrada en su extremo izquierdo y libre en € derecho.
Determine la flecha y(x) cuando la carga esta expresada por

_Jwo, 0<x<L2
W(X)‘{o, LI2<x<L.

Resuglva € problema 55 cuando la carga es

0, 0<x<If3
w(x) ={wg, L3<xc2L/3
0, 2L3<x<lL.

Determine la flecha y(x) de una viga en voladizo cuando la carga es la dél gemplo 9.

Una viga empotrada en su extremo izquierdo esta simplemente apoyada en su extremo
derecho. Determine la flecha y(x) cuando la carga es como la del problema 55.

Problema para discusidn

59.

Latransformada de Laplace no se presta bien para resolver ecuaciones diferenciales
lineeles con coeficientes varigbles, sin embargo, se puede usar en agunos casos. jCudles
teoremas de las secciones 7.3 y 7.4 son adecuados para transformar #” + 2 + 2y = £?
Determine la solucidon de la ecuacion diferencid que satisface ay(O) = 0.

Problema de programacion

60.

En la pate & de este problema guiaremos d lector por los comandos de Mathematica que
le permitiran obtener la transformacion smbdlica de Laplace de una ecuacion diferencid
y la solucion del problema de vaor inicid determinando la transformacion inversa En
Mathematica, la transformada de Laplace de una funcion y(t) se obtiene tecleando

LaplaceTransform [y,[t], t, s].
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En € segundo renglon de la sintaxis se reemplaza € comando anterior con € simbolo Y.
(S ¢ lector no dispone de Mathematica, adapte d procedimiento descrito para  software
que tenga a la mano.)

a) Se tiene @ problema de vaor inicia

y +éy+9y=tsent  y(0)=2 y'(O) = -1

Cague ¢ paquete de la transformada de Laplace. Capture exactamente cada renglon
de la secuencia de comandos que sigue y eecltelos en su momento. Copie la sdida a
mano o imprima los resultados

diffequat = y”’[t] + 6y’[t] + 9y[t] == t Sin[t]

transformdeq = LaplaceTransform [diiequat, t, s] /. {y[0]—> 2,
y'[0] = > -1, LaplaceTransform [y[t], t, s] = > Y}

soln = Solve[transformdeq, Y] // Flatten

Y = Y/, soln

InverseLaplaceTransform([Y, s, t]

b) Modifique € procedimiento de la parte @) lo necesario para llegar a una solucion de
y"+3y=4y=0, y0=0y(0)=0y(0=1

c) La carga qt) de un capacitor en un circuito en serie LC esta determinada por

2
29 v g=1-4u¢-n)+6uc-31). qO=0 g(©O =0

Modifique € procedimiento de la parte @ lo necesario para hdlar q(t). En Mathematica,
la funcion escaldn unitaria, AUt = a) se escribe UnitStep[t = a]. Grafique la solucion.

FUNCION DELTA DE DIRAC

® |mpulso unitario M La funcidn delta de Dirac m  Transformada de la funcion deta de Dirac
B Propiedad de cernico

Impulso unitario Con frecuencia, sobre los sistemas mecdnicos actlan fuerzas externas
(o fem sobre los circuitos eléctricos) de gran magnitud sélo durante un lapso muy breve, por
gemplo, en un da de aeroplano que se encuentre oscilando, puede caer un rayo, s puede dar
un golpe brusco a una masa en un resorte con un martillo de bola, o una bola de béisbol (golf
0 tenis), podria mandarse volando golpedndola violentamente con agln tipo de garrote, como
un bate, un pao de golfo una ragueta. La funcidn

0, O0st<ty—a

at-w)={s, n-asi<n+a M

0, t210+a,
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(b) Gomportamiento de &, cuandoa — 0

FIGURA 75 1

cuando a > 0, ¢, > 0 se ven en la figura 7.51a), y podrian servir como modelo matemético de
este tipo de fuerzas. Para valores pequefios de a, 4t - #y) s, esencialmente, una funcién
congdante de gran magnitud que se encuentra “encendidd’ sélo durante un lapso muy pequefio,
arededor de #, El comportamiento de §4(t = #o) cuando a — 0 se muestra en la figura 7.51b).
Esta funcién, 84(t =~ ty), e llana impulso unitario porque tiene la propiedad de integracion,
jo”éa(t— to)dt=1.

Funcién ddtadeDirac  En la préctica conviene trabajar con otro tipo de impulso
unitario, con una “funcién” que aproxima 4t = to), definida con € limite

8(t = to) = 1im &4 (t = 1) ?)
I1-10
Esta dltima expresion, que por ningdn motivo es una funcion, se puede caracterizar mediante
las dos propiedades Sguientes:

t=1t

)o@t~ 1) = {; i y (i) f: 8t =t)dt= 1.

Impulso unitario (¢ = t), & denomina funcion delta de Dirac.
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Es posible obtener la transformada de Laplace de la funcion delta de Dirac con la hipdtesis
formal de que L{&(f - 1)} = limg 0 £{6a(t - 10)}.

TEOREMA 7.11

DEMOSTRACION Comenzaremos expresando a 8,(t = o) en términos de la funcién escadn
unitario, de acuerdo con las ecuaciones (4) y (5) de la seccion 7.3

6.(t =10 = 52 [t = (1 = @) = Ut = (0 + )]

Segln la linedidad y la ecuacion (7) de la seccion 7.3, la transformada de Laplace de esta
expresion  es

1 -5(ty—a) —s(ty+a) et — e~
55{5,:(‘“‘0)}'—"2'5[6 — - ]=e-*'o ("'i;:—) @

Como esta ecuacién tiene la forma indeterminada 0/0 cuando a = 0, aplicamos la regla de
L'Hopital:

s , eva f. e‘lﬂ R
o -y =t o wi=entin (S5 =en

Cuando o = 0, parece ldgico suponer, de acuerdo con la ecuacion (3), que
L{6(Hy = 1.

Este resultado subraya € hecho de que &(f) no es € tipo norma de funcién que hemos mangado
porque, de acuerdo con € teorema 7.4, esperariamos que E{f(t)} — 0 cuando § ~» o».

3|35 1JIOlI Dos problemas de valor inicial

Resudva y” + y = 4§(1 ~ 2m), sujeta a
g y(@®=1y(0) =0, b) y(0)=0,y(0)=0.

Estos dos problemas de vaor inicid podrian servir de modelos para describir € movimiento
de una masa en un resorte en un medio en que e amortiguamiento sea insignificante. Cuando
t = 2m, s imparte un fuerte golpe a la masa. En a), la masa parte del reposo a una unidad

abgo de la podcion de equilibrio. En b), la masa se encuentra en reposo en la posicion de

equilibrio.

SOLUCION a) Segln (3), la transformada de Laplace de la ecuacion diferencid es
4e—Zar.v

FYE) = s+ VS = 4 0swm Y=yt T
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Aplicamos la forma inversa ddl segundo teorema de tradacion para obtener
y(t) = cos t + 4sen(s = 2m)qU(t = 2m).

Como sen(t — 27) = N t, la solucién anterior se puede expresar

0 {cost. 0st<2rm

cos t + 4sent, t=2r. O]

En la figura 752 -la grdfica de (5)-vemos que la masa tenia movimiento arménico smple
hasta que fue golpeada cuando t = 2, La influencia del impulso unitario es aumentar la
amplitud de oscilacién hasta V17, cuando t > 2.

b) En este caso, la transformada de la ecuacion es, sencillamente,

48 2ms
Y(s) =
)= s +1
y as y(t) = 4sen(t ~ 2m) Ut = 271)
_ ], O0=t<2n
"~ |4sent, t=2n. (6)
La gréfica de esta ecuacion (Fig. 7.53) muestra que, como era de esperarse por las
condiciones inicides, la masa no se mueve sno hasta que se le golpea cuando ¢ = 2, n
ol y
™ /‘/\ /\/\ 1 /\ /\
-1+ -1+ ‘ 2 4 1
FIGURA 7.52 FIGURA 7.53

,——' Observaciones [

i) Si 8(t—tp) fuera una funcién en el sentido normal, la propiedad i) de la pégina 350 significaria
que j &t - ty) dt = 0,y no = 1. Dado que la funcién delta de Dirac no se “comporta’ como una
funuon ordinaria, aunque su aplicacion produce resultados correctos, al principio sélo merecié
el desdén de los matematicos; sin embargo, en la década de los 40, Laurent Schwartz,
matematico francés, colocd esta controvertida funcion sobre una base rigurosa en su libro la
Théorie de distribution que, a su vez, abrié una nueva rama de las mateméticas, la teoria de
distribuciones o funciones generalizadas. En esa teoria, la ecuacion (2) no es la definicion
aceptada de §(t - fp), ni se habla de una funcion cuyos valores no sean oo ni 0. Aungue no
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desarrollaremos mas este tema, baste sefialar que la funcién delta de Dirac se caracteriza mejor
por su efecto sobre otras funciones. Entonces, si f€s una funcién continua,

J; 1 8- wy e = fieo) ™

se puede tomar como la definicion de §(t = #,). Este resultado se llama propiedad cernidora
porque §t ~ t,) tiene el efecto de cemir y apartar el valor def(to) del conjunto de valores def
en [0, «). Obsérvese que la propiedad ii}, con f(f) = 1, y la ecuacion (3), con f(¥) = ™, son
consistentes €on la ecuacion (7).

i} En la observacion de la seccion 7.5 indicamos que la funcion de transferencia de una
ecuacion diferencial general de orden n, con coeficientes constantes, es W{s) = 1/P(s), donde
P(s)=a,5" + a8 + + ap. La funcién de transferencia es la transformada de Laplace de
la funcion w(f), la funcién peso de un sistema lineal. Pero w(f) también se puede caracterizar
en términos de lo que se esté maneiando. Por simplicidad, veamos una ecuacion lineal de
segundo orden, donde la entrada es un impulso unitario cuando f = 0:

ay’ + ay'+ apy =81, y()=o0, y'(0)= 0.

Aplicamos la transformada de |.c1p|ace £{6(t)} = 1, con la cual vemos que la transformada de
la respuesta y, en este caso, es la funcion de transferencia

_ 1 N , Y S
Y(s) et as ta = P6) = W(s) y asi y=% I{P(s)} = w(t).

Segun lo anterior -y en términos generq|es— la funcion peso y = w(t) de un sistema lineal de
orden p es la respuesta de estado cero del sistema a un impulso unitario. Por este motivo, w(f)
también se llama respuesta al impulso del sistema.

Con la transformada de Laplace resudlva la ecuacion diferencid respectiva en los problemas
1 a 12 sueta a las condiciones inicides indicadas.

Ly =3y=48t-2),y0)=0
2.y +y =8¢t -1), y0) = 2
3.y"+y=a(~-2m), y0)=0y(©) =1
4.y + 16y = &t — 2m), y(0) = 0, y'(O)

6.y" +y=&t=2m + &t = 4m), y(0) =1, y(0) = 0
Ly +2y =8t~-1), y0)=0,y(0)=1

0

8' y" — 2y' = 1 + 8(t"' 2), y(O) = 01 y,(o) = 1
9.y7 +4y"' + 5y = §t=2m), y(0) =0 y(0) =0
10. y"+2y"+y =48 1), y©0) =0, y(0©) =0
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Il y"+ 4y + 13y = &t — ) + &t =37, y(0)=1,y(0)=0
2.y =7y +6y=¢+8t=2 +dt=4), y0)=01y(©) =0

13. Una viga uniforme de longitud L sostiene una carga concentrada wy en x = L/f2, Esta
empotrada en su extremo izquierdo y libre en e derecho. Emplee la transformada de
Laplace para determinar la flecha y(x) partiendo de

d'y _ _L
EIdxA—Woa(x 2),

en donde y(0) =0, y'(0) =0, y'() =0y y*(L) =0.
14. Resuelva la ecuacion diferencid del problema 13 con las condiciones y(O) =0, y'(0) = 0,
yU) =0, y(@) = 0. En este caso, la viga estd empotrada en ambos extremos (Fig. 7.54).

wo
% ﬂ \
L
Thy N
FIGURA 7.54

Problema paro discusion

15. Use la transformada de Laplace para resolver € problema de vaor inicid y” + Wy = ),
y(0) =0, y'(0) = 0. ;Reconoce ago rao en la solucion?

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

B Uso de la transformada de Laplace para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
W Resortes acoplados MRedes eléctricas

Cuando se especifican las condiciones inicides, la trandformada de Laplace reduce un sistema
de ecuaciones diferencidles linedles con coeficientes constantes a un conjunto de ecuaciones
dgebraicas smultaneas para las funciones  transformads.

J]INIe MM Sistema de ecuaciones diferenciales
que se transforma en un sistema algebraico

Resuelva 2ty —y=t

x' + y' = tz (1)
sujetas ax(0) = 1, y(0) = 0.
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soLucioN S X(s) = E{x(0}y Hs) = £{y(®)}, entonces, después de transformar cada
ecuacion, llegamos a

2sX(5) X(O)] + s¥(5) ¥(O) — Y(9) = &

sX(s) = x(0) + s¥(s) — y(0) :52_3
o 25X(s) + (s — 1)Y(s) =2 +s1_2
sX(s)+  sY(s)= 1+ S% @

Al multiplicar por 2 la segunda de estas ecuaciones y restar se obtiene

_1 4 _ 4-s
(=s=1Y(s) = 5= Osa Y(9 = FG T D )
Desarollanos en  fracciones parciales
5 5 4 5
Y R it —
®) s st s s+

y asl

y(r) = 5&1 {%} - 5% {;15} +2¢! {%;—} -5¢7! {s i 1}

=5 ~5¢+ 2"~ 5S¢,
De acuerdo con la segunda ecuacion de (2),

2

S—“

X(s) = ~Y(s) + -:- +

€N CONSecuencia,

- 1 2 ...)3!
X(t) = LY (s)} + £ {;} +5 8 1{;}
=4 45t-20+ %‘ﬂ + Se,

Entonces, llegamos a la solucion del sistema (1), que es

x(t)= -—4+5t-—2t2+%t3+58“

y(t) =5 = 5t + 22 = 5¢™", @) u
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Aplicaciones Pasemos a describir dgunas aplicaciones  elementdles donde  intervienen
ddemas de ecuaciones diferencides linedes. Las soluciones de los problemas que veremos se
pueden obtener tanto por e método de la seccion 4.8 como con la transformada de Laplace.

Resortes acoplados Dos masas, m;y mp, etédn unidas a dos resortes, 4y B, de masa
insgnificante cuyas constantes de resorte son ky y ki, respectivamente, y los resortes se fijan
como se ve en la figura 7.55. Sean xi(f) y xa(f) los desplazamientos verticdes de las masas
respecto a sus posiciones de equilibrio. Cuando € sistema estd en movimiento, € resorte B
que& sometido a aargamiento y a compresion, a la vez; por lo tanto, su aargamiento neto es
x; = Xx;. Entonces, seglin la ley de Hooke, vemos que los resortes 4y B dercen las fuerzas —kyx;
Y ky(xy= x1), respectivamente, sobre my. S no se aplican fuerzas externas a sistema, y en
ausencia de fuerza de amortiguamiento, la fuerza neta sobre m; es =kyx1 + ky(xs = x1). De
acuerdo con la segunda ley de Newton podemos escribir

dle

™R

= —k1x1 + kz(xz - x;).
De igud forma, la fuerza neta gercida sobre la masa my S0lo se debe a dargamiento neto
de B; esto es, —kz(x3 = x1). En consecuencia,

dx
mz—a?rz' ~ka(xs  x1).

En otras paabras, @ movimiento del sistema acoplado se representa con € Sstema de
ecuaciones  diferencides  smultdneas de  segundo  orden

mx; = ~kyx+ ka(xa = x1)
” ®)
myx; = = k2(X2 - x1).
En & préximo g emplo resolveremos ese sistema suponiendo que k1= 6, k=4, m =1,
my = 1, y que las masas parten de sus posiciones de equilibrio con velocidades unitarias
opuestas.

FIGURA 7.55
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AIIG o Resortes acoplados

Resuelva xf + 10x, = dx, =0 (6)
- 4x;+ xy+ 4x,=0

jetas a x1(0) =0, x,’(0) = 1, x2(0) = 0, x,’(0) = -1.
SOLUCION  La transformada de Laplace de cada ecuacion es

§2X,(s) = sx:(0) = x1(0) + 10X,(s) = 4X,(s) = O

—4X,(s) + s2X5(s) = sx2(0) = x:0) + 4X2(s5) = 0,
en donde Xi(s) = £ {x1()} y Xa(s) = L{x2()}. El sitema anterior equivale a

(s? + 10)X,(s) - 4X,(5)=1
—4Xi(s) + (s* + H)X,(s) = -1. )

Despejamos X; de las ecuaciones (7) y descomponemos € resultado en Cacciones parciaes:

- s 1/5 6/5
Xl(s) - (sz + 2)(5‘2 +12) = - s+ 2+ sP+ 12

por lo tanto

xi(f) = - 5\1/558_1 {32\?2} + 5\5E$‘1 {Sz\f—%]

.
= - -\1—/(—)2- sen'\V2t + ?seﬂ\@t.

Sugtituimos la expresion de Xj(s) en la primera de las ecuaciones (7) y obtenemos

Xy(s) = - s2 +6 .25 35
(s2+ 2)(s?+12) = §2+2 2+ 12

2 o[ V2 3 [ V12
w0 =-3 5% {s2+2} Vo {s2+12}
= - yzen V2t - ;/—Oisen 2V31,

Por dltimo, la solucién del sistema dado (6) es

n@®=- \T/_O—Zsen\/Z_t + —\é—gsen%/gt

X = - % senV2s ~ %senZ\/gt. @3 "

Redes eléctricas En la ecuacion (18) de la seccion 3.3, dijimos que las corrientes )(f) e
i(f) en la red que contiene un inductor, un resistor y un capacitor (Fig. 7.56) estén definidas
por € sstema de ecuaciones diferencides de primer orden
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FIGURA 7.56

di, .
Lﬁ+M:%
di, . . &)
RC—a—tz-+zz—11=0.

En ¢ préximo eemplo resolveremos este sistema aplicando la transformada de Laplace.

J]INEOIKE Una red eléctrica

Resuelva € sistema de ecuaciones (9) con las condiciones E(f) =60 V, L =1h, R=50 Q,
C =101y las corrientes jj e 7, igudes a cero en & momento inicial.

SOLUCION  Debemos  resolver
di .
— +50i; =60
a o
di, .
50(10*) ﬁ +i=iy=0
sujetes a i1(0) = 0, i(0) = 0.
Aplicamos la transformacion de Laplace a cada ecuacion dd sistema y simplificamos,
sIy(s) + s01,(s) = >
=2001,(s) + (s + 200)I,(s) = 0,

en donde Ii(s) = £{ i1()} e I(s) = E{ ir(f)}. Despejamos Iy e I, del sistema y descomponemos
los resultados en fracciones parcides para obtener

60s + 12,000 6/5 . 6[5 _ 60
s(s+ 100 = s s+ 100 (s+100)
_ 12000 65 6/5 120

L6) 55100 = TSTI00 G 100F

Il(S) =

Sacamos la transformada inversa de Laplace y las corrientes son

e—lDOr — 60te‘1wt

il(t) =

e 100 o 120ze7100,

wnigy i
wion Nl oy

L(t)=
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Obsdivese que #1(7) € i(#) en e gemplo anterior tienden a valor E/R = § cuando ¢ — oo,
Ademés, como la corriente que pasa por € capacitor es i(f) = i1(f) = i(f) = 60te"°°‘, observa

mos que #3(f) — 0 cuando ¢ —» ee,

En los problemas 1 a 12 aplique la transformada de Laplace para resolver e sistema respectivo

de ecuaciones diferencides.

x(0) = -1, y(0) = 2

dxdny

S & do L
dx dy 4y =
dt dt ~3x-3y=2
x(0)=0, y(0)=0

codx

'dt2+x y=0
Lo
dt2+y x=0

x(0) = 0,x'(0) = -2
y(©0)=0y(0) =
g dx  dy
C T dr
d’x _dYy _
ar  de =4
x(0) = 8, X(0) =
y(0) = 0, y(O) = 0

,—tZ

x(0)=1 y(0)=1

i’-r-+3x~'—£—.y =1
dt dt
dx _ dy _ _
dt x+dt y=e
x(0) =0,y(0) =
dx dy

-+ =
dt — X dt y 0
dx
headd Q.
ar dt Zy=0

x(0)=0,y(0)=1

d2x d)_c'_ dy _
dt

. dE dt

10

dy , v

T dr 4% dr 0
x(O) - 17x (0) =
y(0)=-1,y'(0)=5
dx _ d’y
dt dx + dr
dx d’y _
7 +2x -2 e 0
x(0) =0, y(0) =0,
y'(©)=0,y"(0) =0

=6 st
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dy dx
11. W+3d+3y 0 12.7=4x—2y+20?l(t—1)
d*x o dy
T +3y =t T =3x- y+ Ut-1)
x(0)=0,x'(0)=2,y(0)=0 x(0)=0, y(0)=1/2

13. R@uelvael ssema5) cuando k=3, k=2, m;= 1, my = 1 yx;(0)=0, x1(0)=1,x2(0) = 1,
x%(0) =

14, Deduzca eI ssema de ecuaciones diferencides que describe @ movimiento vertical de los
resortes acoplados de la figura 7.57. Emplee la transformada de Laplace para resol-

ver el sistema cuando ki =1, k,=1,k3=1,m =1, my=1y x1(0) =0, x1(0) = -1, x,(0) = 0,
x(0) = L

FIGURA 7.57 FIGURA 7.58

£~
»

15. 3 Demuestre que @ sstema de ecuaciones diferencides para describir las corrientes ix(f)
e i3(f), en la red eéctrica de la figura 7.58 es

L %+ Riy* Riy= E()

dis
B4 R+ = E(t
Ly @t i+ Riy= E(t).

b) Resuelva & sstema de la parte @ cuando R=5 Q, L;= 001 h, L= 0.0125h, E= 100 V,
7H(0)=0Aei0)=0A
¢) Determine la corriente #1(%).
16. & En € problema 12 de los gercicios 3.3 se le pidio demostrar que las corrientes ix(¢) €
i3(1), en la red eléctrica de la figura 7.59, satisfacen a

d12 dis
+L—=+ = E(t
dt dt Riiy = EQ
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FIGURA 7.59

Resugva e ssemapaa Rj= 10Q, R, =5Q,L=1h,C=02f,

120, 0<r<2
Em:{o (22,

i(0)=0A ei30)=0A.
b) Determine la corriente §(¢).
17. Resuelva @ sistema de las ecuaciones (17), en la seccion 3.3, cuando Ry =6 Q, Ry =5 Q,
Li=1h L=1hE(r)=50sentV,i(0)=0Aei0)=0A
18. Resuelva las ecuaciones (9) cuando E= 60 V,L=1h R=50 Q,C=10"f,;(0)=0 A e
i20)=0A.
19. Resuelva @ sistema (9) para E =60 V,donde L =2 h, R=50 Q,C=107*f,ii(0)=0A e
ih(0)=0A.
20. @) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales que describe la carga en €
capacitor, ((t), y la corriente i5(r) en la red eectrica de la figura 7.60 es

R1ﬂ+iq+R1i3=E(1)

da C

dis

_+  P— =
Ldt Ryis Cq 0

b) Determine la carga en € capacitor, cuando L= 1h, Bj= 1 Q, B, =1Q,C=1f,

_]o, O<t<1
E(t)_{soe-', 121,

i3(0)=0 Ay g(0) =0C.

00000

FIGURA 7.60
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21. Un péndulo doble oscila en un plano verticd bajo la influencia de la gravedad (Fig. 7.61).
Cuando los desplazamientos 1(f) y 64(f) son pequefios, se puede demostrar que las
ecuaciones  diferencides de movimiento  son

(m, + m2)1120'1' + m,ll,05 + (m1 + m2)11g01 =0
m21220'2' + m211120’1’ + m212g02 = 0.

Aplique la transformada de Laplace para resolver € Sstema cuando m1 =3, my =1,51= b
=16, 61(0) =1, 62(0) = -1, 61(0) = 0 y 65(0) =0.

FIGURA 7.61

En los problemas 1 y 2 aplique la definicion de transformada de Laplace para determinar

{0}
0, 0<5t<2
_t 0<t<1 ]
1-f(t)—{2_t’ 1> 1 2-f(t)—10, 2ts>t4<4

En los problemas 3 a 24 llene los huecos o conteste cierto/falso.
3. S f no es continua por tramos en [0, =), £{ f(t)} no existe.

4. La funcién f(t) = (¢")'° no es de orden exponencial.

5. F(S) = s%(s* + 4) no es la transformada de Laplace de una funcion que sea continua por
tramos y de orden exponencia.

.S L0} = F6)y L{g()} = 69, entonces £ (F(s) G} = (1) glt)

6
T.%e™= 8. El{te™} =
9. $sn2y=___ 10, ${e™ s=n2e}=

. Pft sen2t} = e 12, L{sen2tU(t = )} = —

200 20 _ J 10 _
13. {F} 2 = 14, g{S;T}____
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1
15, Lp—l [(S_'%_—S)s} = 16. 2_1 {SZ _ 5} =
17, g 18, £ {e—;} = -
' s? —10s +291= - s
s+ 4 _ 1 -
19. $1{s2+ﬂze }'———— 20. 31{L252+n2ﬂ.2} _—

21. £{e™"} existe cuandos > .

2.9 E{ ()} = F(9), entonces L{re¥f (1)} =.
2.9 L{ f(H}=F9 y k >0, entonces L{ef(t — k) U(t - k)} =
24, 141=.

En los problemas 25 a 28,
d) exprese daen términos de funciones escaldn unitario,
b) determine £{ f(n} y
c) determine & { e ‘f(t)}.

2. 26,

_ f@

J‘(tl) l y=sent, t<t<3n
1 N
E 1 ' AN

R *1Jr N—"21 3 !

~ Y

FIGURA 7.62 FIGURA 7.63
. %,
£ £

L 43

24 1

i+
123 ! I '
FIGURA 7.64 FIGURA 7.65

En los problemas 29 a 36 aplique la transformada de Laplace para resolver la ecuacién
respectiva.
N oy =2 +y=¢, p0) =0,y (0 =5
0.y~ 8y +20y = te, y(0) = 0 ¥(Q =0
3L y" =4y’ + 6y = 30%U¢ - m), y©0) =10, y(Q =0
2y +6y' +5y =t —tUr—-2),y0) =1y =0
# 0=st<l
33.y' =5y =1(t), en donde f(t) = {0, (21 y(0) =1

34. f(n =12 e¥f(t -7 dr



364 CAPITULO 7 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

3.y () =cost+ [ (A cost =7) dr. y(©)=1
36. fo FOf -1 dr= 68

En los problemas 37 y 38 aplique la transformada de Laplace para resolver ceda sistema

37. X' +y=t 38 x” +y" =&
4x+3y' =0 2ty = e
X(0)=1,»(0)=2 x(0)=0, y(0)=0

X(0)=0,y(©0) =0
39. La corriente i(t) en un circuito en serie RC se puede determinar con la ecuacion integra

Ri + %j(: i(r) dr = E(1),

en donde E(f) es e voltge aplicado. Halle (f) cuando R= 10 Q, C=05fy E(f) =2(t 2+ 1) V.

40. Un circuito en serie cuenta con un inductor, un resistor y un capacitor, para los cudes
= % h, R=10 Qy C =0.01 £, respectivamente. A ese circuito se aplica € voltge

10, 0<
Em:{o, ?ZSKS

Determine la carga instantanea, q(t), en € capacitor, cuando ¢ > 0, s ¢(0) = 0y q(0) = 0.

41, Una viga uniforme en voladizo, de longitud L, estd empotrada en su extremo izquierdo
(x = 0) y libre en su extremo derecho. Determine la flecha y(x) S la carga por unidad de

longitud  es
_ 2| L _ _L L
w(x) = 7 {2 x+(x 2]%(x—2J:|.

42. Cuando una viga uniforme estd sostenida en una base dédtica, la ecuacion diferencid de
su flecha, y(x), es

d% 4. _ W)
4 =
o’ Taay EI’

en donde g es condtante. Cuando g = 1, determine la flecha y(x) de una viga eé&sticamente
soportada, de longitud r, empotrada en concreto en ambos extremos, cuando se gplica una
carga concentrada en x = m/2. [Qgerencia emplee la tabla de transformadas de Laplace
del apéndice 111]




APITULO

SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER
ORDEN

8.1 Teoria preliminar
82 Sdemas linedes homogéneos con coeficientes constantes
821 Vdores propios redes y digtintos
822 Vaores propios repetidos
823 Vaores propios complgos
8.3 Vaiacion de parametros
8.4 Matriz exponencia
Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

En las secciones 3.3, 48 y 7.7 describimos sistemas de ecuaciones diferenciales y
resolvimos algunos por eliminacidon sisteméatica o con la transformada de chlace. En
este capitulo nos concentraremos en los sistemas de ecuaciones lineales de primer
orden. Si hien la mayor parte de los sistemas que estudiaremos se podrian resolver
mediante la eliminacion o la transformada de Laplace, desarrollaremos una teoria
general para estos sistemas y, en el caso de sistemas con coeficientes constantes, un
método de solucion que utiliza algunos conceptos basicos del algebra de matrices.
Veremos que esta teoria general y el procedimiento de solucion se parecen a los que se
usan en las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior que vimos en las
secciones 4.1, 4.3 y 4.6. Este material es fundamental para el andlisis de los sistemas
de ecuaciones no lineales de primer orden.

365
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TEORIA PRELIMINAR

Sistemas lineales W Sistemas homogéneos y no homogéneos m  Vector solucion
Problema de valor inicial m Principio de superposicion m  Dependencia lineal
Independencia lineal m  El wronskiano m  Conjunto fundamental de soluciones
Solucion general m  La solucidn complementaria m Solucién particular

Hota

En este capitulo emplearemos mucho la notacion matricial y las propiedades de las matrices. El lector
deberia repasar el apéndice II si no esta familiarizado con estos conceptos.

En la seccion 4.8 de capitulo 4 mangamos sstemas de ecuaciones diferencides en la forma

Pn(D)X1 + P12(D)x2 R Pl,,(D)x,, = bl(t)

P21(D)xl + Pzz(D)Xz +oeee + Pz,,(D)x,, = bz(t) (1)

Pnl(D)xl + PnZ(D)x2+ et Prm(D)xn = b,(t),

en donde las Py representaban polinomios de diversos grados en e operador diferencid D. Aqui
resringiremos € estudio a los sstemas de ecuaciones diferencides de primer orden, como €
sguiente;

Ay

-—-1"_ t,x,x,u.,x
I &t %1, %z ")

dx,
r7al LX1a Xy ooy Xp
7 &t x1, %, X) @

ax
—d—t"=g,,(t,x,,x2,...,x,,-).

Ede ssema de n ecuaciones de primer orden se llama sistema de orden n.
Sistemas lineales S cada una de las funciones gy, g2, . . ., g» €s lined en las variables

dependientes xj, X3, . . « ¥», €Ntonces las ecuaciones (2) son un sistema de ecuaciones lineales
de primer orden. Ese sistema tiene la forma norma o estandar

"a“t-‘ = ap(Dxr+ a(Dxz + . o+ a1a(O)xn HH®E)
L2 oo+ anlOrr @@+ O
3

dx
7;1 = ap(Dxy + an2(Dx2+ . ma(OXn + fu8).
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Un sstema con la forma de las ecuaciones (3) se denomina sistema lineal de orden m, o
smplemente sistema lineal. Se supone que los coeficientes, ay, y las funciones, £, son
continuos en un intervalo comun, [, Cuandofi(r) =0, i =1,2,.. ., n, s dice que d sstema lined

es homogéneo; en caso contrario, es no homogéneo.

Forma matricial de un sstema lineal Si X, A(t) y F(t) representan las matrices

respectivas
x(2) ay(t)  an(?) a(t) fi(9)
x(t) an(t) axn(t) an(t) £
X= - | A@®= , F@O={ - |
(1) an(t)  an(?) @n(?) f:(2)
e sgema (3) de ecuaciones diferencides linedes de primer orden se puede expresar como
sigue;
X an(t)  an(t) an()\ [x fi(®)
d X2 a21(t) azz(t) az,,(t) X2 fz(t)
—1 . = . . . =+ .
dry - ; : ; ;
Xy an(t) an(t) @) \Xxn ()
0 simplemente como X'=AX+F. 4
S d sstema es homogéneo, su forma matricid es
X = AX. (5
AIIVZ(OMM Sistemas expresados en notacion matricial
a) S X =Oif , la forma matricid del sisema homogéneo
dx _
dt_3X+4y X’_(‘3 4>
J es =\ .7 X.
e
a Y
X
b) SiX=|y | la forma matricial del sisema no homogéneo
¥4
%=6x+ y+z+ ot
6 1 1 t
%=8x+7y—z+10t es X' =[8 7 -1|X+|10r]
2 9 ~1 6t
dz

dt=2x+9y—z+ 6t
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2o A Comprobacion de  soluciones

Compruebe que, en d intervalo (~oo, oo),

(N, [ €e¥ 3 3¢t
=()e=() v %) ()

on  soluciones  de X' = (; i) X. | ©)
SOLUCION En X| = (—gz::) y Xp= (;(8):::) vemos que

ax= (3 30 (i) - (o) -x
C (g3l (e ) = o) =X -

Gran pate de la teoria de los sistemas de » ecuaciones diferencides linedes de primer
orden se parece a la de las ecuaciones diferencides linedles de orden n.

Problema de valor inicial  Sen #, un punto en un intervalo Iy

xi(%) "1

x:(t) Y2
X(t()) = Y x0 = . s

,x"(to )‘ Yn

endondeles ¥, i=1,2,....n son constantes dadas. Entonces, € problema
Resolver: X' = A(OX + F(i)
Sujeto a: X(t) = Xo ?

es un problema de valor inicial en e intervalo.
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TEOREMA 8.1

Sistemashomogéneos En las proximas definiciones y teoremas sélo nos ocuparemos
de los sistemas homogéneos. Sin decirlo explicitamente, Siempre supondremos que las g; Y las
f; son funciones continuas en un intervalo comin I,

Principio de superposicion El siguiente resultado es un principio de superposicion
paa soluciones de Sstemas linedes.

Como consecuencia del teorema 8.2, un mlltiplo constante de cuaquier vector solucion de un
sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden también es una

solucion.

IO Aplicacion del principio de superposicion

El lector debe practicar comprobando que los dos vectores

cost : 0
X; =| —%cost+ isent y X,=|¢€
—Ccost—sent 0
on soluciones del sistema
10 1
x=| 11 0|x ®)
-2 0 -1
De acuerdo con € principio de superposicion, la combinacion lined
cost 0
X=¢Xi+X;=¢ —%cost+£sent + ¢ e
—Cost — sent 0

6 una solucion més de sstema ("]
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Dependencia lineal e independencia lineal Ante todo nos interesan las soluciones
linealmente independientes del sistema homogéneo, ecuacion (5).

DEFINICION 8.2

Debe quedar claro @ caso cuando £ = 2, dos vectores solucion X; y X, son lineamente
dependientes s uno es un mditiplo constante del otro, y reciprocamente. Cuando ¥ > 2, un
conjunto de vectores solucion es linealmente dependiente s podemos expresar a menos
un vector solucion en forma de una combinacion lined de los vectores restantes.

El wronskiano Igud que cuando explicamos la teoria de una sola ecuacion diferencid
ordinaria, podemos presentar € concepto del determinante wronskiano como prueba de
independencia lined. Lo enunciaremos sin  demostrarlo.

TEOREMA 8.3

Se puede demostrar que S X, X, . . ., X, Son vectores solucion del sistema (5), entonces,
para todo t en J se cumple (X, , Xy, . . ., X,)) # 0, 0 bien (X, Xy, . .+, X,y) = 0. Asi, S podemos
demostrar que W # 0 para dgiin o en I, entonces W # 0 para todo ¢y, por consiguiente, las
soluciones son linealmente independientes en ¢ intervalo.
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Obsérvese que a diferencia de nuestra definicion de wronskiano de la seccion 4.1, en este
caso no interviene la diferenciacion para definir e determinante (9).

F|F e N W Soluciones linealmente  independientes
En d gemplo 2 dijimos que X {_U edyX,= @}9 Sosvsoluciones:sldelsiibernen (@).

Esté claro que X,y X; son lineamente independientes en €l intervalo (—ee, =) porque l
ninguno de los vectores es multiplo constante del otro. Ademss,

e—2t 3 e6t

_e-Zr 5e6r = 86" #0

W(Xl ) Xz) =

para todos los valores redes de t. [

DEFINICION 8.3

TEOREMA 8.4

Los dos teoremas siguientes para Sistemas linedes equivalen a los teoremas 4.5 y 46.

TEOREMA 8.5

(FIULLONM Solucion general del sistema (6)
En el ejemplo 2 vimos que X; = (_%) elyXy= G) ¢% son soluciones linealmente inde-

pendientes de (6) en (-oo, oo); por lo tanto, X;y X, forman un conjunto fundamental de
soluciones en € intervalo. En consecuencia, la solucion generd del sistema en € intervalo es

1 3
X=cXi+aX,=¢ (_1) e+ (5> e’ (10) »
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(JIIISEO N W Solucion general del sistema (8)

Los vectores
cos t 0 sent
X,=| —tcost+4sent |, X,={1]e, X,=| —#sent—3}cost
—Ccost —sent 0 —~sent + cost
son soluciones del sistema (8) en & gemplo 3 (véase @ problema 16 en los gercicios 8.1).
Ahora  bien,
cos t 0 sen t
W(X;,X;,X;) = |—4cost +3sent € °  —fsent—}cost=¢ #0
—cost—sent O —sent+cost

para todos los valores redes de + Llegamos a la conclusén de que Xi, Xay Xj congtituyen
un conjunto fundamentd de soluciones en (—o,00), Adi, la olucion generad del Sstema en
g intervalo es la combinacion lined X = ¢;X; + ;X5 + ¢3X3; edo €5,

cos t 0 sent
X =c, | —$cost+isent | +¢,| 1 )e'+c;| —%sent —$cost "
—Ccost —sent 0 —sent + cost

Sistemas no homogéneos Paa los sstemas no homogéneos, una solucion particular
X, en un intervalo | es cualquier vector, sin parametros arbitrarios, cuyos elementos sean
funciones que sdtisfagen d sSstema (4).

TEOREMA 8.6

AIJHOA  Solucion general, sistema no homogéneo

3t-4

El vector X, = (—5t+ 6

Jas una solucion paticular del sistema no homogéneo

X = (; 3) X+ (12:_—311) a
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en d intervalo (-, «). (Compruébelo.) La funcién complementaria de (II) en € mismo
intervdo, que es la solucion generd de

x'~<1 3)x
“\5 3/

s determind en (10), en € gemplo 5, y ea

X=c 1)e‘2‘+ c (3>e6‘.
N\ -1 2\5

Entonces, seglin € teorema 8.6,

1 3 oy 3t—4>
X=X +X,=¢ -1 e U+ 5 e 51+ 6

es la solucion general de (I1) en (—ee, ). o

Las respuestas a los problemas de nimero impar comienzan en la pagina A-12.

En los problemas 1 a 6 exprese € sistema respectivo en forma matricial.

I.-d—x=3x—5y 2. ﬂ=4x-7y
dt

dy _ dy _

i 4x + 8y it Sx

dx _ _ ax _ . _
3. il 3x+4y—9z 4'dt x=y

dy _ dy _

it -y o x+2z

dz 9z

- = + + —=—-x+

dt 10x + 4y + 3z & x+z

dx -_— Q:— ~t
5 — priat i ytz+t—1 6. o 3x + 4y + e”'sen2t
dy_ — = 2yl d_y_: -t

it 2X ty =7 =3t it 5x+ 9y + 4e~'cos 2t
Q=x+y+z+t2—t+2

dt

En los problemas 7 a 10 exprese d Sstema dado sin usar matrices.

(e ()
T X=s -1)°¢

7 5 -9 0 8
8 X'= (4 1 1) X+ (2) e’ — (0) e’
0 -2 3 1 3
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A6
w206 00 )

En los problemas Il a 16 compruebe que € vector X sea una solucion del sistema dado.

dx
II. ==3x-4
dt y
4-2=4x-7y'X=1 e
dt ’ 02
dx
12.2}'— 2x+5y
ﬂ——Z A X—< Scost )l
dt XAy "~ \3cost—sent ¢
13. x'=<_1 %)x' x=( 1w
1 -1/ 2

1

14 x'*< 2 )x~ x—(l) ,+< 4) r
S O TV A Y A WY A
12 1 1
15.x'=( 6 -1 o)x; x=< 6)
-1 -2 -1 ~13
1
1

0 1 sen t
16. X' = 1 0]X; X=| —%sent—4cost
-2 0 -1 —senf + cost
En los problemas 17 a 20 los vectores respectivos son soluciones de un sisema X' = AX.
Determine s los vectores congtituyen un conjunto fundamental en (—ee, eo).

17. Xy = (L) e, Xp= [ e
. 1 1 s 2 -1

18 x—( 1) : x—(z) (8
. 1 -1 e, A= 6~€ _8 te

1 1 1 3\ /2
19. X, =2 |+r|2}, X,={-2], Xs;=|-6]+¢]4
4 2 4 12 4
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1 1 2
20, Xl = 6 s X2 =|-2 6_4', X3 = 3 ]e*
-13 -1 -2

En los problemas 21 a 24 compruebe que ¢ vector X, sea una solucion paticular del sistema
dado.

dx
d

@ (1))

- = —4t-18; X, = t+

it 3x+2y—4—18; X, 1 1

22 X’—(2 1)x+(_5>-x !
' “\1 -1 2)7 P \3

25 x =5 )%= () e %o () ere (L))
' 34 7)) T

21, —=x+4y+2t=-7

12 3 -1 sen 3¢
24.X'={-4 2 0)X+]| 4][sen3; X,=| O
-6 10 3 cos 3¢

25. Demuestre que la solucion generd de

06 0
X=|10 1}X
110
en e intervalo (—ee, o) SEA
6 -3 2
X=¢|-1l]e"+al 1]le¥+c|l]e™
-5 1 1

26. Demuestre que la solucion generd de

x- (5 e (e (e ()

en d intervalo (—os, o) sea

e h)eme( ) () ()
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SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS CON COEFICIENTES CONSTANTES

m  FEcuacion caracteristica de una matriz cuadrada m Valores propios de una matriz m  Vectores propios
m  Formas de la solucion general de un sitema lineal homogéneo con coeficientes constantes

8.2.1 Valores propios reales y distintos

En & gemplo 5 de la seccion 8.1 ya vimos que la solucion generd del sistema homogéneo

,_|13 _ 1) 3
X (5 SlXesX—cl[_lJe +02(5

] ¢® Dedo que ambos vectores solucion tienen
laforma X; = [2) e, i=1,2, endonde k; y k, son constantes, nos vemos precisados a preguntar

S sempre es posible determinar una solucion de la forma

X = . eAl = KeM (l)

del sistema homogéneo, lined y de primer orden
X = AX, 2
en donde A es una matriz de congtantes, de n x n.

Valores propiosy vectores propios (eigenvaloresy eigenvectores) Paa que
(1) sea un vector solucién de (2), X' = KXe¥, de modo que & sistema se transforma en

K = AKeY,
Al dividir por ¢* y reordenar, se obtiene AK = XK; 0 sea

(A = ADK = 0. 3)

La ecuacion (3) equivde d sstema de ecuaciones agebraicas Simultaneas

(ay = Mk, + apk, + ...+ ayk,=0
anki + (ap = Ak, + . .. + ayk,=0

a,,1k1 + apk, + ...+ (0,,,, - A)k,. =0

Adl, para determinar una solucion X no trivid de (2), debemos llegar a una solucion no trivid
del sistema anterior; en otras paabras, hay que cacular un vector K no trivid que cumpla con
(3). Pero para que (3) tenga soluciones no trivides, se requiere

det(A = XI) = 0.
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Esta es la ecuacon caradteridica de la matriz A; en otras palabras, X = Ke sera solucion del
sstema (2) de ecuaciones diferencides S, y 0lo § A es un valor propio de A, y K es un vector
propio correspondiente a A

Cuando lamatriz A den x n tiene n valores propios reales y distintos, Aj, xe, . . ., A
sempre se puede determinar un conjunto de n vectores propios lineadmente independientes,
K]’ KZ:-.., KmY

X1 = Kleklt, Xz = KzeAZI, ey Xn = KneA”’

es un conjunto fundamental de soluciones de (2) en (—oo, oo).

TEOREMA 8.7

(A[JY oMM Valores propios distintos

Resuelva ‘2—-’; =2x+3y
(4)
dy
—==2&+y.
i ErY

SOLUCION Primero determinaremos los valores y vectores propios de la matriz de
coeficientes.
En la ecuacion caracteristica
2—-2 3
’ | - h
los valores propios son A;=-1y Ay = 4
Cuando A; = -1, la ecuacion (3) equivde a

det(A-Al)=‘ ‘=)¢2—3)L-4=(A+1)()\—4):0

3k1 + 3k2 =0
2k + 2k, = 0.

Por consiguiente, ki = —k,. Cuando %, = -1, & vector propio relacionado es

<= ()

Cuando A = 4 —2k;+ 3k, =0
2y = 3, = 0

de modo que k; = 3k»/2 Y, por lo tanto, con k, = 2, € vector propio correspondiente es
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Como lamatriz A de coeficientes es de 2 x 2, y en vista de que hemos llegado a dos
soluciones de (4) linedmente independientes que son

1
X1=< )e-' XZ:O

34:
-1 y 7€

concluimos que la solucion generd del sSstema es

1 3
X = C]X1+02X2: C1<_1>CQI+C2 <2> e*, (5) ]

Para fines de repaso, € lector debe tener grabado en su mente que cuando una solucion de
un sistema de ecuaciones diferencides de primer orden se escribe en notacion matricid, tan
0o s estd aplicando una aternativa del método que empleamos en la seccidn 4.8; es decir,
presentar las funciones individuales y las relaciones entre las constantes. Si sumamos los
vectores del lado derecho de (5) e iguadamos los elementos con los elementos correspondientes
del vector de la izquierda, tenemos € enunciado mas familiar

X(t) = ce™t + 3ce*
y(f) = —cie™ + 2¢,e*.

A[IVKeI/ B \Valores propios distintos

Resuelva er _ _
o x+y + 7z
D s
it x+5y- 2 6)
dz _ _
T y =3z,

SOLUCION Usaremos los cofactores del tercer renglon, con lo cud
—4-2 1 1
det(A - Al) = 1 5-2A -1 | =—-(A+3)A+4H(A-5) =0,
0 1 -3-A|
de modo que los vaores propios son A; = -3, Az = -4, A3 = 5.
Para A; = -3, una eliminacién de Gauss-Jordan conduce a
-1 1 110 operaciones 1 0 -110
A+3M0)=( 1 8 —1fo} ™|y 1 ofo]
01 o0l0 0 o 0/0

Por lo tanto, k; = k3y ky= 0. La opcion 4s = 1 produce un vector propio y su vector solucion

correspondiente
1 1
Ki=|0], X;={0]e™ )
1 1
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De igud forma, para A; = -4,

0 1 10\ operaciones /1 0 —10]|0
de renglon

A+4j0)={1 9 -1fo)]=—=5f0 1 1|0
01 1|0 00 0o

implica que ky = 10k3 y k» = ~k;. S optamos por k3 = 1, obtenemos un segundo vector propio
y € vector solucion correspondiente

10 10
K={-1], X={|-1]e% ®
1 1

Por ultimo, cuando A3 = 5, las matrices aumentadas
—9 1  1)0\ operaciones /1 0 -1]0

Aa-sto=| 1 0 -1]{o}E==% 0 1 -0
01 -8/0 00 o0|lo
1 1
dan K:=1|8], X;=|8]e* )
1 1

La solucion generd del sistema (6) es una combinacion lineal de los vectores solucion

M, (®) v 9

1 10 1
X=c¢|0]e*+c| -1]e*+c;| 8)e™ [ ]
1 1 1

Empleo de computadoras Hay paquetes de programas (MATLAB, Mathematica, Ma-
ple, DERIVE, ec) que pueden ahorrar mucho tiempo en la determinacion de los vaores y
vectores propios de una matriz; por eemplo, para halar los valores y los vectores propios de
la matriz de coeficientes (6) usando Mathematica, primero teclearnos la definicion de la matriz
renglon por renglon:

m = {{-4,1, 1}, {1, 5, -1}, {0, 1, -3}}.
Al teclear los comandos

Eigenvaluesim] vy Eigenvectorgm]

en secuencia e obtiene

{-4, -3,5} v {{10, -1, 1}, {1,0, 1}, {1, 8, 1}},

respectivamente. En Mathematica también es posible obtener a mismo tiempo los vaores y
vectores propios tecleando  Eigensystem[m].
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8.2.2 Valores propios repetidos

Es natural que no todos los » valores propios, Ay, Az, . . ., A, de unamatriz A de # x n necesiten
ser didtintos;, esto es, agunos pueden repetirse. Por gemplo, la ecuacion caracterisica de la
matriz de coeficientes en € sistema
3 -18
X = (2 ) X 10

se obtiene con'facilidad y es (A + 3)> =0; por lo tanto, A; = Ay = -3 es Una raiz de multiplicidad
dos. Para este valor se obtiene e vector propio

)
K = (1 ' demodo que X, = 0° ¥ (1)
1 1

s una solucion de (10). Mas como lo que nos interesa es formar la solucion general del Sistema,
necesitamos saber § hay una segunda solucion.

En generd, s m es un entero positivo y s (A — ;)™ es un factor de la ecuacion caracteristica,
mientras que (A ~ X;)"*' no lo es, se dice que A; es un valor propio de multiplicidad m. En
los tres gemplos Sguientes revisaremos esios Casos.

i) Para agunas matrices A de n x n se podrd determinar m vectores propios linealmente
independientes, K, Ky, . . ., K, correspondientes aun vaor propio A; de multiplicided
m < n, En este caso, la solucion generd del sistema contiene la combinacion lined

ClKleAlt + Cszel\lt + o0+ ¢, K eM.

i) S slo hay un vector propio que corresponda a valor propio A;, de multiplicided m,
sgempre serd posible halar m soluciones lineahnente independientes de la forma

X, = KueAlt
X, = K21t€A1t + KzzeAlt

m—1 m-~2

t
X, =K, (—';l":—l—)—!'eAI‘ + K.

'eAII +, .+ KmmeAlt

"
(m=2)
en que Ky son vectores columna

Valor propio de multiplicidad dos Comenzaremos con valores propios de multipli-
cidad dos. En e primer gemplo tendremos una matriz para la que se pueden hdlar dos vectores
propios distintos, correspondientes a un valor propio doble.

]I N Valores propios repetidos

1 =2 2
ResuelvaX'=| -2 1 =2 (X
2 =2 1
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SOLUCION Desarollamos € determinante en la ecuacion caracteristica
1-A -2 2
det(A -Al) -2 1 -A -2 =0
2 -2 | -h

y obtenemos — (A + 1)%(A = 5) = 0. Vemos que Ay = X = -1,y que A3 = 5.
Para A; = -1, la diminacion de Gauss-Jordan da
2 =2 210\ operaciones /1 —1 110

de renglon

A+I0=1-2 2 -2|10)——— |0 0 0f0
2 -2 210 0 0 ofo0
El primer rengldn de la Ultima matriz indicaque ky =k + k3 = 0; 0 sea, ky=ky = ks. Las
opciones k2 =1, k3 =0y ky =1, k3 = 1 producen, asu vez, k; = 1y k = 0. Asi, dos vectores
propios que corresponden a A; = -1 son

1 0
K =11 y K;=11
0 1

Puesto que ninguno de los vectores propios es mdltiplo constante del otro, hemos llegado a
dos soluciones linedlmente independientes que corresponden ad mismo vaor:

1 0
1 X, I|1])e
1

X1 = \Oier y

Por dltimo, cuando A; = 5, la reduccion

-4 -2 2 |0\ operaciones /1 (O —-110
de renglén

(A =510) (-2 -4 2 o0}—Sfo 1 1]0
2 =2 ~4|0 00 o0/0

implicaque k; = ks, y k» = —k3. Escogemos k3 = 1, y obtenemos k= 1y k; = -1; de este
modo, un tercer vector propio es

1
K3= _1
1
Resulta que la solucion generd del dstema es
1 0 1
X=Cl 1 e_t+(,’2 1 et+c; -1 ] m
0 1 1

En e dgemplo 3, la matriz de coeficientes es de un tipo especia llamado matriz simétrica.
Se dice que una matriz A de nx n es simétrica § su transpuesta A7 (con los renglones y
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columnas intercambiados) es igua a A; es decir, s AT = A. Se puede demostrar que S la matriz
A del sstema X’ = AX es simétricay tiene elementos reales, sempre sera posible hallar
vectores propios linealmente independientes, K;, Ko, . . . , K, ¥ la solucion generd de ese
ggema es la que indica € teorema 8.7. De acuerdo con € eemplo 3 ede resultado es valido,
aun cuando se repitan dgunos de los vaores propios.

Segunda solucién  Ahora supongamos que Ay es un vaor propio de multiplicidad dos y
que sélo hay un vector propio asociado con é. Se puede determinar una segunda solucion de
la forma

X; = KteM' + Pe?y, 12)
k1 D1
k, D2
en donde K=| - y P=| .
k, Dn

Para comprobarlo, sugtituimos la ecuacion (12) en e sistema X' = AX y smplificamos.
(AK = A K)tet + (AP = AP = K)et = 0.
Dado que edta ecuacion debe ser vdida para todos los vaores de ¢, se deben cumplir
A=-MDK=0 13)

y (A = MDP =K. 14)

La ecuacion (13) dice, smplemente, que K debe ser un vector propio de A, asociado con Aj.
Al resolverla, llegamos a una solucion, X; = Ke* ¥ Paa halar la segunda solucion X,, basta
resolver e sistema adicional (14) para obtener P.

Determine la solucion generd del sistema (10).

SOLUCION  De acuerdo con (1 1), sabemos que )\; = -3 y una solucion es X; = ? e
0

TenemosK=(?Jy P=(§ ;} segin ( 14), debemos resolver ahora

6p1 - 18p2 = 3

(A+3DP= K osea 2 —6p = 1.

Como estd claro que este sstema equivde a una ecuacion, tenemos una cantidad infinita de
opciones para p; ¥ p2; por glemplo, sip; =1, seve quep, = % Sin embargo, para smplificar,

1
2 Ad, sgin (12), resulta
ol

X, = (i) te™ + (3) e

optaremos por p; = %, de modo que p; = 0. Entonces, P =
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La solucion generd de (10) es

ool s

Valores propios de multiplicidad tres Cuando una mariz A solo tiene un vector

propio asociado con un valor Ay de multiplicidad tres, se puede determinar una solucion en la
forma de la ecuacion (12) y una tercera solucion de la forma

X, = KE o Bioh + Qo a9)
k1 P s
k» D2 72
en donde K=|-| P=|-| vy Q=
k. Pn ‘R

Al sudtituir (15) en € sigtema X' = AX, los vectores columna K, P y Q deben cumplir con

A=MDK =0 (16)
(A=MDP =K an
(A=-11DQ=P. (18)

Y

Naturdmente, se pueden emplear las soluciones de (16) y (17) para formar las soluciones X;
v Xa.

AIIIGLONM \alores propios  repetidos 3

216
ResuelvaX’'=[0 2 5 (X

0 0 2
SOLUCION  La ecuacion caracteristica (A — 2)* = 0 indica que A; = 2 es un valor propio
de multiplicidad tres. Al resolver (A = 21)K = 0 se hala un solo vector propio, que es

|
K= 01
\0

Luego resolvemos los sistemas (A = 2IDP = Kly (A « 21) Q = P sucesivamente y obtenemos

0 0
P=11 y Q= —#I
0 t
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Usamos las ecuaciones (12) y (15) y la solucion generd del sistema es

1 1 0 1 , 0 0
X=c;|0)e¥+c,| |O)ee*+|1]e2|+c3| |0 %ez' + 1)+ —E]e*| m
0 0 0 0 0 1

Observacion B

Cuando un valor propio A; tiene multiplicidad m, podra suceder que determinemos M vectores
propios linealmente independientes, oque la cantidad de vectores propios correspondientes sea
menor de m. En consecuencia, los dos casos de la pagina 380 no constituyen todas las
posibilidades en que se puede presentar un valor propio repetido; por ejemplo, es posible que
una matriz de 5 x 5 tenga un valor propio de multiplicidad cinco y que existan tres vectores
propios linealmente independientes. (Véanse los problemas 29 y 30, ejercicios 8.2.)

8.2.3 Valores propios complejos

M =a+ifyX=q-ibi*=-1sn vaores propios complgos de la matriz A de coeficientes,
cabe esperar que Sus vectores propios correspondientes también tengan elementos complejos*
Por gemplo, la ecuacion caracteritica del sistema

dx
E=6x—y
p (19)
ay -
i S5x + dy
es det(A—)J)=’6§)‘-4_1A‘=A2~10,\+29=0.

Aplicamos la férmula cuadrdtica y tenemos A; =5 + 2i, Ay =5 = 2i.
Ahora, para A; = 5 + 2i, debemos resolver
(1~ 2i)k; ~ k;=0
Sk = (1+ 2i)k, = 0.

Puesto que k; = (1 = 2i)k;,! la opcién &, = 1 produce los vectores propio y solucion siguientes:

1 1
K, = = (5420,
! (1 - Zi)’ X (1 - 2i> ¢

De igud manera, cuando A, = 5 = 2i llegamos a
1 1
- = (5-2i)t
K, (1 + 2i>’ X (1 + 2i> e

*Cuando la ecuacion caracteristica tiene coeficientes reales, los valores propios complejos Sempre se dan en pares
conjugados.
Nétese que la segunda ecuacion tan sdlo es (1 + 2i) multiplicado por la primera.
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Con € wronskiano podemos comprobar que esos vectores solucion son  linedmente inde-
pendientes, asi que la solucion generd de (19) es

1 1
= (5+2i)t (5-2i)
X cl<1_2i>e +c2<1+2i>e . 20)

Obsérvese que los elementos de K; que corresponden a A; son los conjugados de los
elementos de K; que corresponden a Ay. El conjugado de A; es Ap. Expresamos lo anterior en
la forma A, = A1y K, = Kj. Hemos ilustrado € siguiente resultado generd:

TEOREMA 8.8

Se aconsga —y es relativamente facil-expresar una solucion como la de (20) en términos
de funciones redes. Con ede fin primero aplicaremos la férmula de Euler para escribir

e(5+2i)l = eSIeZIi = est(cos 2[ + | 5] 2t)
eB-2) = g2 = ¢(cos 2t = i sep 21).

Luego, después de multiplicar los nimeros compleios, se agrupan los términos y ¢ + ¢; %
reemplazan con Cyy (e1 = ¢2)i con Ca; la ecuacion (20) se transforma en

X = C1X1 + CZXZ’ (21)

1 0
en donde X = [<1> cosZt—(_z)senZt] e¥
X;= ( 0) 2t+<1>sen2t 3
v 2= _,)cos 1 e*.

Ahora es importante reconocer que los dos vectores, X;y Xj; en (21) son, en s mismos, solu-
ciones redes linedmente independientes del sSistema origind. En consecuencia, podemos pasar
por ato larelacion entre Cy, C; Y ¢y, ¢; para considerar que C;y C; son completamente
arbitrarios y redes, en otras paabras, la combinacion lineal, ecuaciones (21), es una solucién
general dternativa de (19).

Se puede generdizar e procedimiento anterior. Sea Ki un vector propio de la matriz de
coeficientes A (con elementos redles) que corresponde a valor propio complgo A = a + if.
Entonces los dos vectores solucion del teorema 8.8 se pueden expresar como Sigue:

KieM = K e*e™® = K e*(cos B¢ + isen ft)
K,e = K eve # = K e(cos Bt — isen Bt).
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De acuerdo con € principio de la superposicion, teorema 8.2, los siguientes vectores también
on  soluciones:

X1 = %(K1€A1' + Klexlt) = -21‘ (Kl + Kl)e“' cos Bt ""’21‘ ( _K1 + i(-l)e"‘ senBt

X; = = (—KieM' + K e"l') == (—K;+ Kj)e* cos Bt + % (K, + K;)e*sen Bt.

B[~

. , . . 1 - 1 - ,
Para cualquier numero complegjo z=a + ib, ambos —(z +2z)=ae —(—-z +z) =P son nimeros

reales. Por consiguiente, los elementos de los vectores columna —(Kl + Kl) e -—(—K; + K1) 0N
nimeros redes. S definimos

B=3K+K) y Bi=3(-Ki +K) @)

llegamos d siguiente teorema

TEOREMA 8.9

Las matrices By y By en (22) suelen representarse asi:
B;=Re(K;) vy B; = Im(K)) 249)

porque esos vectores son, respectivamente, laparte real y la imaginaria del vector propio Kj;
por giemplo (21) es consecuencia del teorema (23) con

k=(22)- () ()

1 0
B, = Re(Kl) :01 y B, = Im(Kl) = (_2>

AJGJEONM Valores propios complejos

Resuelva X' = (_2 8) X.

1 -2
SOLUCION  Primero obtenemos los valores propios a partir de

2-2A 8

det(A — Al) = 1 -2-2

l=¥+4=&
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Asl, es0s valores propios son M =2y A = Xl = -2i. Para ), € sstema

(2 - 2i)k1 + 8k2 =0
—ky + (-2 = 2i)k, = O

da como resultado k1= —2 + 2i)ky. S optamos por & = -1
K _(2+2i>_( 2)+ (2)
L A Y AR\
De acuerdo con (24) formamos las partes
2 2
B, =Re(K) = _; Y B = Im(K)

Puesto que a = 0, seglin las ecuaciones (23), la solucion general del sitema es

e

B (2 cos 2t ~ 2sen2t> (2 cos 2t + 2aen Zt)
-a —Cos 2t e —sen 2t '

387

En los problemas 1 a 12 determine la solucién generd del sistema respectivo.

1.%=x+2y 2.%=2y
%=4x+3y %=
3.%=—4x+2y 4.%=%x+9y
%=—§-x+2y %=%x+2y
10 -5 -6 2
sx-(0 39 ox=(2 )
7.%=x+y—z 8.%=2x—7y
_‘%zzy %=5x+10y+4z
dEzl;=y—z %=5y+22
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-11 0 101
9.x' = 1 2 1]|x 10. X’={0 1 0]x
0 3 -1 101
-1 -1 0 -1 4 2
mx={ ¢ % 3|x 2.X=| 4 -1 =2|Xx
P %1 3 0 0 6

En los problemas 13 y 14 resudva € sistema sujeto a la condicion inicid indicada.

13. X' = (% 0) X, X(0)= (3>
1 -3/ 5
114 1

4.X=[0 2 01X, X(0)=|3
111 0

En los problemas 15 y 16 emplee un sistema agebraico de computacion 0 un programa de
dgebra lined como auxiliar para halar la solucion generd del sistema respectivo.

09 21 32
15. X' ={07 65 42]|x
11 17 34
1 0 2 -180
0 51 0 -1 3
16.X={ 1 2 -3 0 0}x
0 1 -31 4 0
28 0 0 151
— 8.2.2

Determine la solucién general del sistema correspondiente a cada uno de los problemas 17 a 26.

1. %=3x—y 18.%):-=—6x+5y
%:9x-3y %)fl=“5x4’4y

19.%=—x,+3y 20.%=1Zx-9y
%=-3x+ Sy %:@c

2, Z—J:=3x—y—z 22.%:3x+2y+4z
‘2—3;=x+y—z %=2x+22
%=x—y+z %:435‘“23""32
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5 -4 0 1 00
23.x'=({1 0 2]X 24. X' =0 3 1|X
0 25 0 -1 1
1 0 O 4 1
25. X'=12 2 -1]X 26, X' =[0 4 )X
01 0 0

En los problemas 27 y 28 resudva € sSistema dado sujeto a la condicién inicid indicada. '

27. X’:< 2 4>x X(0)=<—1>
-1 6/ “\ 6
00 1

2. X' =[01 0|X, X(0)=(}) :
10 0

29. Demuestre que
a) La matriz de 5 x 5

2 100 0
02000
A=|0 0200
00021
0000 2

tiene un vaor propio A; de multiplicidad cinco.
b) Es posble halar tres vectores propios linedmente independientes correspondientes a A

Problema poro discusiéon

30. Para la matriz de 5 x 5 del problema 29, resuelva d sistema X' = AX sin métodos
matriciaes; pero exprese la solucion generd en notacion matricia. Con la solucién general

como bhase describa como resolver € sistema aplicando los métodos matricides de esta
seccion. Lleve a cabo sus idess.

—_— 8.2.3
En los problemas 3 1 a 42 determine la solucion general del sistema respectivo
31,%_6)“3, 32.%:x+y
% =5k +2% %= -2x—y
33.%:5x+y 34.%=4x+5y
g—)t;=—2x+3y ‘é,—{=—2x+6y
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35 x'—<4 _5>x x (1 %)«
TS -4 3. 0 = -3
dx dx
37—: —
il 38. 0 2x+y+2z
d—y-— 41: +
i z i 3x + 62
dz _ dz _ _, _
1 -1 2 4:0 1
39.X' =] -1 1 01X 40.X=| 0 6 0]X
-1 1 -4 0 4
2 51 2 4 4
41. X' =| -5 -6 4]X £2.X={-1 -2 0]X
0 0 2 -1 0 -2

En los problemas 43 y 44 resuelva € sistema respectivo sujeto a la condicion inicid indicada.

1 —-12 -14 [ 4
43 X' =11 2 31X, X(0)=| 6
1 1 =2 -7

44. X' = (2 ‘1) X, X(0)= (j)

VARIACION DE PARAMETROS

B Matriz fundamental M Determinacién de una solucion particular por variacion de pardmetros

Antes de desarrollar la verson matricid de variacion de parametros para sistemas linedes no
homogéneos X' = AX + F, necestamos examinar una mairiz especid que se genera con los
vectores solucion del sistema homogéneo correspondiente X' = AX.

Una matriz fundamental S X, X,,..., X, es un conjunto fundamental de soluciones
del ssema homogéneo X' = AX en un intervalo I, su solucion generd en d intervalo es

X=X +X,+ -+, X,
X X12 X1p Xyt oxp t o e,

X1 Xn X2, CiXy + Xyt 0+ Xy
=( . +CZ . +"'+Cn . = . . (1)

Xn1 Xn2 Xnn C1Xn1 + CoXn2 +-0 4 CnXnn
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La Ultima matriz en (1) se puede ver como producto de una matriz de » X » por unade » x 1,
en otras palabras, se puede expresar la solucion general (1) en la forma
x = ®()C, Q)

en donde C es un vector columna de » x 1 de constantes arbitrarias, y la matriz de » x n, cuyas
columnas conssten en los eementos de los vectores solucion del sstema X' = AX,

Xn X2 .- Xin

X1 X R ¢
Q(t) o :21 22 :2}1 ,

Xnl Xnt " Xnm

es una matriz fundamental del sisema en € intervalo.
Para seguir requeriremos dos propiedades de una matriz fundamenta:

m  Una matriz fundamenta ®(s) es no singular
B S &) es una matriz fundamentd del sisema X' = AX, entonces

W(t) = AD(). &)

S volvemos a examinar (9) del teorema 8.3, veremos que det ®(f) es igud que € wronskiano
W(X1, X5,..., X,). Por lo tanto, la independencia lineal de las columnas de @(¢) en €l intervalo
I garantiza que det ®(r) # 0 para todo ¢ en € intervalo. Puesto que P(r) es no singular, existe
lainversa multiplicativa, ®7'(¢) paratoda t en el intervalo. El resultado en la ecuacion (3)
es consecuencia inmediata del hecho de que toda columna de ®(f) es un vector solucion de
X' =AX.

Variacion de parametros Al igua que en e procedimiento de la seccion 4.6, nos
preguntamos S seria posible reemplazar la matriz C de las congtantes en la ecuacion (2) por
una matriz columna de funciones

u(t)
uy(t)
U(@ry=| - | demodo que X, = ®()U(t) @
u,(t)
sea una solucion particular del sissema no  homogéneo
X = AX + F(). )

Segln la regla déd producto, la derivada de la Gltima ecuacion en (4) es

X, = ®(HU'(r) + ®'(HU(). )

Obsérvese que € orden de los productos en (6) es muy importante. Dado que U(t) es una matriz
columna, los productos U'(£)@ () y U(t)@'(t) no estan definidos. Al sustituir (4) y (6) en (5) se
obtiene

DHU'(t) + ®'(HUE) = AD(HU() + F(t). (vj]



392  CAPTULO 8 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN

Ahora, s empleamos (3) para reemplazar @’(r), edta ecuacion se transforma en

D(HU'(1) + AD(HU() = AR()U(r) + F(1)
0 sea D(HU'(1) = F(1). ®

Multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por &' para obtener
U(t) = &) F(t) y por tanto U(y = [ ®7I(s) FY) ot
Como X, = ®(HU(f), concluimos que una solucion paticular de (5) es
X, = () J O (DF() dt. )

Para cacular la integrd indefinida de la matriz columna & '(H)F(f) en esta expresion, integra-
mos cada elemento. Asi, la solucion generdl del sstema (5) es X = X, + X,, 0 sa

X = B(H)C + B(r) f O (HF(r) dt. (10)

(FIIURO MM Variacion de pardmetros

Daamire la sduddn gagd dd Sgama no homogéneo
-3 1 3¢
X' =
( 2 —-4)X+(e“> (an
SOLUCION  Pimeo rexlvemos d ddema homogéneo

X = (“; _1) X. (12)

La ecuaddn caattaidica de la mdriz de codfidentes es

en € interval 0 (—oo, ).

det(A = Al) =

"3_)‘ =(A+2)(A+5)=0,

2 —4—)\‘

de modo que los vdores propios son A = -2 y ), = -5 Aplicancs d méodo hebitud 'y
vancs que los vedores propios gue comesponden a A Y A, SN, repedivamante,

1 ()
ol Y -2/

Los vedores soluddn dd dgema () sn

1 i e—z: 1 e—Sr
Xi= (1) €= (e‘z‘) 4 X.= <—2> €= (—26‘5‘>'
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Los dementos en X, forman la primera columna de @(f) y los elementos de X», la segundg
por consiguiente

e—2: e—Sr _ %621 %62'
d)(t) = ( _2e—Sr> Y (I) l(t) = (%eSt —%85' :

e—2t
e e e je¥\[3t
(e‘z’ —2e‘5'> f (%e5‘ —%e5'> (e"> dt
e e 2te* + e
B (e‘z' —26‘5‘> f ( e’ — %e“’) di
e e[ te* — 3e¥ + je'
(e‘z’ —2e‘5’> (étes‘ —5e” - ﬁe4'>

3 (%t -5+ %e")
C\H-B+ie)
asl pues, segun (10), la solucién general del sstema () en @ intervao es
-2t -5t — 27 + 1,
X = (e_ e )(6‘1> n <§t 50 T 1€ )
e =2e)\c, 2t—-#+ie
1 1 £ g AN
=¢ (1) e+, (_2> e + <%> t— <%> + <12_) e’

Problema de valor inicial La solucion general de (5) en un intervalo se puede expresar
en la forma aternativa

De acuerdo con (9),

X, = ®(f) f @-(1)F (1) dt =

X = ®(1)C + ®(r) f : D-I(s)F(s) ds, 13)
0
enlaque ty # son puntos en € intervalo. Esta Ultima forma es (til para resolver (5) sujeta a
una condicion inicid X(r) = Xo, Ya que se escogen los limites de integracion de tal modo que
la solucion partticular se anule cuando t = #. Al sudtituir t = fo en (13) se obtiene X = P(#)C,
de donde obtenemos C = &7!(1g)X,. Al reemplazar este resultado en la ecuacion (13) se llega
a la gguiente solucion del problema de vaor inicid:

X = ®()D1(1,)X, + B(1) j @(s)F(s) ds. 14

!
)

—— EJERCICIOS 8.3

En los problemas 1 a 20 aplique € método de variacion de pardmetros para resolver €

Ssema  dado.
& _ dr_,
1'—d—t_3X 3y +4 2. dt-2x y
Q=2x—2y—l @:3x-2y+4t

dt dt
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3 X'-<3 _5>x+< 1) "
. = 1 -1 e

—1)X+< sen2t) ”
4 2 2 cos 2t ¢

NI

[
"
|
SN
[\

(0 e (e o0 s (2)
-1 3 -1 -1 3 e—3r
7 x'=<l 8>x+<12) 8 x'=<1 8>x+<eﬂ)
1 -1 12 1 -1 e
L (3 2 2e L (3 2 1
9.x_(_2 _1>x+<e_,) 10 x_<_2 _1>x+<1)
1. X’=(0 _1>x+<se”> 1. x'=<1 _1>x+<3>e,
1 0 0 11 3
, 1 -1 cost\ . 2 =2 1\ g2
w0 awx-f xe ()
(21 0%+ (sertans)
15 X' = X +
-1 0 secttant
o e ()
-1 0 cott
17. X’=( . 2)x+(°S°t>ef 18. X’=<1 _2>x+<tant>
-3 1 sect 1 -1 1
110 e
19. X’—(l 1 0)X+]| e*
0 0 3 te*
3 -1 -1 0
20X =1 1 -1|x+] ¢
1 -1 1 2e!

En los problemas 21 y 22 use la ecuacion (14) a fin de resolver € sistema dado sujeto a la
condicion iniciad  indicada

21, X'= (_i —;)x+ (:Zi) X(0) = (1)

22. X'= <1 :i>x+ (i;;) X(1) = (_i)

23. En la red déctrica de la figura 8.1, € sistema de ecuaciones diferencides para determinar
las corrientes i1(f) e ix(1), es

d <i1> _ (_(R1 + R)/L, RiL, ><i1> (E/Lz)

dt\i,) RJ/L, —RJL,J\i) +\ 0 )
Resuglva € sistema para Ry =8 Q, donde R, =3 Q, Ly=1h, L= 1h E(r) =100 sen ¢ V,
i1(0) =0 A ei(0)= 0.
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=
9

00000
Ly
FIGURA 8.1

24. Es cas imposible resolver a mano un sitema lined no homogéneo X' = AX + F(t) por
variacion de pardmetros, cuando A es una matriz de 3 x 3 0 mayor. Se tiene e sigema

2 2 2 1 fe'
' -1 30 3 e!
X=1 0o 04 22X
0 0 2 -1 1

a) Con un sistema agebraico de computacion o un programa agebraico, determine los
valores y vectores propios de la matriz de coeficientes.

b) Forme una matriz fundamental @(f) y con la computadora determine &~'(s).

¢) Con una computadora redice las operaciones de

O(OF(E), [ ®OF(Q) dt, D) [ ®(NF() dt, D()C,
Y ®()C + D) [ D ()F() dt,

donde C es una matriz columna de las congtantes ¢y, ¢z, €3y ca.
d) Reformule la presentacion en computadora de la solucion generad del sistema en la
formaX = X, + X,, donde X, = c1Xi1+ X5 + ¢3X3 + ¢4Xs.

MATRIZ  EXPONENCIAL

B Sistemas homogéneos M Serie de potencias para ¢ M Matriz exponencial M  Sistemas no homogéneos

Sistemas homogéneos Recuédese que la sencilla ecuacion diferencia lined de primer
orden, x’ = ax, donde a es una constante, tiene la solucion genera x = ce®. Parece 16gico
preguntar § se puede definir una matriz exponencial (0 quizd con més propiedad, exponencial
matricial) ¢*’ td que  Sstema homogéneo X' = AX, donde A es una mairiz de 7 x n de las
constantes, tenga una solucion

X =e'C. @
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Dado que C debe ser una matriz columna de » x 1 de constantes arhitrarias, deseamos que e
sea una matriz de n x n. Aunque una explicacion completa ddl significado y la teoria de la
matriz exponencial necesita un conocimiento profundo del dgebra matricial, una forma

de definir e se basa en la representacion en serie de potencias de la funcion escalar exponen-
cia ™

t? t
e"‘=1+at+a25+~--+a";—+--.=Za"—- Q)

Esta serie converge para toda ¢ Con ella y reemplazando 1 con la identidad 1, y la constante a
con una matriz A de n x n de las constantes, llegamos a la definicion de la matriz eA’ de n x n.

DEFINICION 8.4 [ in: exp6

Para cualquier matriz Ade n xXn, -

A= I+ At+,A2*2tE‘“+:~ -t

Se puede demostrar que la serie definida por (3) converge a una matriz de n x n para
cudauier vlor de ¢. También, que A% = AA; que A® = 4(A?), etcétera Ademés, a semganza

de la propiedad de diferenciacion de la exponencia escaar % e = ae®,

d
= e = AeA'. @)

Para visudlizar lo anterior, derivamos (3) término a término:

don_d I+At+AZLZ-+--'+A"t—n+~-- =A+A2t+—l—A3t2+---
dt dt 2! n! 2!
2
=A[I+AI+A2%+--'1 = Aeh.

Aplicaremos (4) para demostrar que (1) es una solucion de X' = AX para todo vector C, de
n x 1, de constantes:

X' =4 ong = AerC = A(eNC) = AX.

eM es una matriz fundamental S representamos a la matriz exponencid e con

simbolo Y(t), la ecuacion (4) equivde a la ecuacion diferencid matricid ¥'(r) = AY(t) (véase
(3) de la seccion 8.3). Ademés, de la definicion 8.4 se deduce de inmediato, que W(0) = €A% = 1,
y por tanto det W(0) # 0. Es evidente que estas dos propiedades bastan para concluir que Y(t)
es una mariz fundamentd del sistema X' = AX.
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Sistemas no homogéneos De acuerdo con la expresion (4) de la seccion 2.3, la solucion
generd de la ecuacion diferencia lineal de primer orden x” = ax +£(¢), donde @ es una constante,
% puede expresar como Sigue

x=x+x,=ce +e f; e *f(s) ds.

Para un sistema no homogéneo de ecuaciones diferencides linedes de primer orden, se puede

demostrar que la solucion general de X' = AX + F(t), donde A es unamatriz de n x n de
constantes, es

t
X=X +X, = AC+e* [ MF(s) o )
o

Puesto que la matriz exponencia ¢* es una matriz fundamenta, siempre es no singular y
e = ()7}, En la préctica se puede obtener e a partir de e’ cambiando ¢ por —s.

Aplique la definicion (3) en los problemas 1y 3 para hdlar eA'y e™.

L) el

Apligue la definicién (3) en los problemas 3 y 4 para determinar e™.

1 1 1 000
A= 1 1 1 4 A={3 0 O
-2 -2 -2 510

En los problemas 5 a 8 use la ecuacion (1) a fin de halar la solucion generd de cada sistema.

,_\L 0 . (0 1\

b X' = 0 2 X 6.X=(1 O)X

1 1 1 0 00
.X=1 1 1 1]X 8. X'={3 0 0]x

-2 =2 -2 510

Aplique la ecuacion (5) para determinar la solucion generd de los sistemas correspondientes
a los problemas 9 a 12.

9 ,_10>X+< 3) 0. X' < 10X+<z>

'X*<02 -1 TN\ 2 et
01 1 . 01 cosh ¢

. x=(10)x+(1> 12. x-<10>x+(senht>
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13. Resuelva @ sitema del problema 7 sujeto a la condicion inicial

1
X(0) = -4
06

14. Resuelva @ ggtema del problema 9 sujeto a la condicion inicid

X(0) =(:>

Sea P una matriz cuyas columnas son los vectores propios Ki, K, . ., , K, que corresponden
a distintos valores propios, Aj, A, . . ., Ay, de una matriz A de n x n Se puede demostrar que
A = PDP7!, donde D se define asi:
A 0 - 0
0 x - 0
D=|. : ()

En los problemas 15 y 16 compruebe e resultado anterior para cada matriz.

2 1 21
15. A—<“3 6) 16. A—<1 2)

17. Suponga que A = PDP~!, donde D se define como en (6). Aplique la definicion (3) para
demostrar que A’ = PP,

18. Use la definicion (3) para demostrar que

e 0 -+ 0

0 e -+« 0
eD! . s

0 0 et

donde D es la matriz definida en (6).

En los problemas 19 y 20 use los resultados de los problemas 15 a 18 para resolver & sstema
dado.

19X'_<21>X % 1X
-3 6 20. X' = 2
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1. Compruebe que, en € intervalo (—oee,o0), la solucion generd de Sstema

X'= <4 '2> X
“\5 2
s « = ( 2 cos 3t - 2sen 3t .
= “\cos3r+3sen3r) € " “\sen3r—3cos3r) €

2. Compruebe que en d intervao (—eo, o), la solucion generd del sistema

&

at

%= —x+2y—2cost

1 1 0 sent
= L+ te' +
s X=q (1) cre [(1> ¢ (1) e‘] ¥ (cos t>'
En los problemas 3 a 8 aplique los conceptos de valores y vectores propios para resolver cada
dstema.

3.(—‘%=2x+y 4,%:-4x+2y
%_—__x %= 2x — 4y
, 1 2 ’ -2 5
sxe( 91 ox-(7 9)x
111 1 -1 1
7.X'=(1 1 1]|X 8. X'=10 1 31X
111 4 31

En los problemas 9 a 12 aplique e método de variacion de pardmetros a fin de resolver €
gstema  respectivo.

2 8 2 dx
'= 10.“—=x+2
bx-(xi(2)  mEecen
dy 1

= —=x+y+etant
i 2* Y

at
-1 1 1 3 1) (—2)
- 12. X X + e
1. X (—2 1)X+(cott) (—1 1 1



CAPITULO

METODOS NUMERICOS PARA RESOLVER
ECUACIONESDIFERENCIALES
ORDINARIAS

9.1 Campos direccionales

9.2 Méodos de Euler

9.3 Métodos de Runge-Kutta

9.4 Métodos multipasos

9.5 Ecuaciones y Sstemas de ecuaciones de orden superior
9.6 Problemas de vaor en la frontera de segundo orden

Ejercicios de repaso
INTRODUCCION

Una ecuacion diferencial no necesita tener una solucién, y aun si la tiene, no siempre
podemos expresarla en forma explicita o implicita; en muchos casos tendremos que
contentarnos  con una  aproximacion.

Si existe una solucibn de una ecuacion diferencial, ella representa un conjunto de
puntos en el plano cartesiano. A partir de la seccibn 9.2 explicaremos procedimientos
que emplean la ecuacién diferencial para obtener una sucesion de puntos distintos cu-
yas coordenadas (Fig, 9.1) se aproximen a las coordenadas de los puntos de la curva
real de solucion.

En este capitulo nos centraremos en los problemas de valores iniciales de primer
orden: dyldx =f(x, y), y(xo0) = yo. Veremos que los procedimientos numéricos para las
ecuaciones de primer orden se pueden adaptar a sistemas de ecuaciones de primer
orden; en consecuencia, podremos aproximar soluciones de problemas de valores
iniciales de orden superior, reduciendo la ecuacién diferencial a un sistema de
ecuaciones de primer orden. El capitulo termina con algunos procedimientos para

aproximar soluciones de problemas de contorno lineales y de segundo orden.
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y (x I yl)
(xg, yo) | curvas de solucion

FIGURA 9.1

CAMPOS  DIRECCIONALES

M Elementos lineales M Campo de direcciones @ Campo de pendientes M Campo de elementos lineales

Elementos lineales Examinemos la ecuacion diferencid de primer orden dy/dx = y. Esta
ecuacion significa que las pendientes de las tangentes a la gréfica de una solucién estan
determinadas por la funciénf(x, y) =y. Cuandof(x, y) se mantiene constante -esto es, cuando
y = ¢, donde c es cualquier constante real— estamos obligando a que la pendiente de las
tangentes a las curvas de solucion tenga € mismo vaor constante alo largo de una linea
horizontal; por eemplo, para y = 2 podemos trazar una serie de segmentos linedles cortos o

elementos lineales (cada uno de pendiente 2) con su punto medio en la linea. Como vemos en

la figura 9.2, las curvas de solucion cruzan esta recta horizontal en cada punto tangente a los
dementos  linedles.

5137
AAAAT

FIGURA 9.2

Isoclinas y campos de direcciones Laecuacion y = ¢ representa una familiaa un
pardnaro de liness hoizontdes En gened, adquie miembro de la familia f(x, y) = ¢ ®
llama isoclina, que literalmente significa curva a lo largo de la cual la inclinacion de las
tangantes es igud. Cuando $ hace vaiar d paangro ¢, datenamos un conjunto de isodines en
gue los elementos lineales se construyen adecuadamente. La totalidad de esos elementos
linedes = llara de dvasss modos campo de direcciones, campo direccional, campo de
pendientes 0 campo de elementos lineales de la ecuaddn dferendd dy/dx = f(x, y). Segin
apreciamos en la figura 9.3a), e campo de direcciones recuerda las “lineas de flujo” dela
familia de auves de Lluddtn de la eceddn dferedd v = y. 9 dessamos ua duddn que
pese por d punto (O, 1), debames fomar uma auva, como ¢ indica en gris en la figura 9.3b),
Qe pee por efe puto de modo que draviee las isodines con las indinedones adecuades
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FIGURA 9.3

Trace d campo de direcciones e indique varios poshles miembros de la familia de curvas
de solucion de dy/dx = x/y.

SOLUCION  Antes de trazar e campo de direcciones que corresponde a las isoclinas x/y
= C0Yy = x/c, s debe examinar la ecuacion diferencid para cerciorarse de que proporcione
la siguiente informacion.

) S una curva de solucion cruza @ ge x (v = 0), lo hace tangente aun eemento lineal
vertical en cada punto, excepto quiza en (0, 0).

i) S una curva de solucion cruza @ ge y (x = 0), lo hace tangente a un elemento lineal
horizontal en cada punto, excepto quizd en (0, 0). :

iii) Los elementos lineales correspondientes a las isoclinas ¢ = 1y ¢ = -1 son colineales
con las rectas y = x y y = =x, respectivamente. En redidad, y = x y y = —x son
soluciones  particulares de la ecuacion diferencid  dada  (compruébelo).  Obsérvese
que, en generd, las isoclinas no son soluciones de una ecuacion diferencid.

La figura 94 muestra € campo de direcciones y varias curvas de solucion posibles en
gris. Recuerdese que sobre una isoclina todos los elementos linedles son pardelos. También
e pueden trazar los edementos linedes de ta manera que sugieran € curso de determinada
curva, en otras palabras, podemos imaginar que las isoclinas estén tan préximas que S se
unieran los elementos lineadles tendriamos una curva poligona que indicara la forma de una
cuva suave de solucion.

La ecuacion diferencial dy/dx=x* + »* no se puede resolver en términos de funciones
gementales. Por medio de un campo de direcciones, determine una solucidn aproximada
que stisfaga y(0) = 1.
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FIGURA 9.4

SOLUCION  Las isoclinas son circunferencias concéntricas definidas por x* +3% = ¢, ¢ > 0.
Cuando ¢ = 1,¢=1,c= 2y ¢ = 4 se obtienen dircunferencias de radio 3,1, 2y 2 [Fig. 9.52)].

Los eementos linedes que se trazan en cada circulo tienen una pendiente que corresponde

d velor eegido de c. Al edudiar la figura 9.5a) parece l6gico que una curva de solucion
aproximada que pase por € punto (0, 1) tenga la forma que se ilustra en la figura 9.5b). [ ]

curva de
2+ solucion

s N

@ (b

FIGURA 9.5

Uso de computadora El trazo de un campo de direccion es sencillo pero muy tardado;

es una de las tareas de las que se puede discutir § vale la pena hacerlas a mano una. 0 dos veces
en la vida, pero s pueden efectuar con eficiencia mediante e software adecuado. S dy/dx = x/y

y se usa el programa idéneo se obtiene la figura 9.6a). Obsérvese que en esta version

computadorizada de la figura 9.4 los elementos linedes se trazan con espaciamiento uniforme
en sus isoclinas (que no se dibujan). El campo de direcciones que resulta sugiere aun mas la

forma de las curvas de solucién. En lafigura 9.6b), obtenida con un programa ODE solver,
hemos sobrepuesto la curva aproximada de solucion para la ecuacion diferencid del gemplo

2, que pasa por (0, 1), a su campo de direcciones generado por computadora.
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En los problemas 1 a 4 use e respectivo campo de direcciones generado por computadora para

trazar diversas curvas de solucion posibles de la ecuacion diferencid indicada
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En los problemas 5 a 12 trace u obtenga con computadora el campo de direcciones de la
ecuacion  diferencid  dada.  Indique diversas curvas posbles de  solucion.

5y =x 6.y =x+y
dy _ _ dy _1

7 YT X &dx—y

9.%:0.2x2+y 10 Q—xey
L — E ! = —X

11. y'=y cos 5 X 12. y .

METODOS DE EULER

B Méodo de Euler W Linealizacion W Error absoluto ®  Error relativo
W Error relativo porcentual W Error de redondeoM Error local de truncamiento
B Error global de fruncamientoM Méodo de Euler mejorado

Método de Euler Una de las técnicas mas sencillas para aproximar soluciones del
problema de vaor inicid

Y =f(xy),  y(x)=YO

se llama método de Euler o método de las tangentes. Aplica € hecho que la derivada de una
funcidn y(X), evaluada en un punto x,, €s la pendiente de la tangente a la gréfica dey(x) en este
punto. Como € problema de vaor inicid establece e vaor de la derivada de la solucion en
(xo0,)0), la pendiente de la tangente da curva de solucion en este punto esf(xp, y0). Si recorremos
una distancia corta por la linea tangente obtenemos una aproximacion a un punto cercano de
la curva de solucion. A continuacién se repite € proceso en € punto nuevo. Para formaizar
este procedimiento se emplea la linealizacion

L(x) = y'(xo)(x = o) + Yo (¢}

de y(x) en x = xo. La gréfica de esta linedlizacion es una recta tangente a la gréfica dey = y(x)
en e punto (xo, yg). Ahora se define h como un incremento positivo sobre € e x (Fig. 9. II).
Reemplazamos x con x;= xp + h en (1) y llegamos a

74 curva de solucion
(1, Y0r1)

pendiente =y,

: | (x0, Yo)
|
|

Xp x1=x0+h X

FIGURA 9.11
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L(x1) = y'(xo)(xo + h = x0) + yo = yo + hyo

0 S Yi=yo+ hf(xo,)’O),

en donde yy’ = y'(xo) = f(x0, YO) Y y1 = Li(x). El punto (x1, y;) sobre la tangente es una
aproximacion al punto (x1y(x1)) en la curva de solucion; esto s, L(xi) = y(x1), © y1 =y(x) &
una aproximacion lineal local de y(x) en x;. La exactitud de la aproximacién depende del
tamafio # del incremento. Por lo general se escoge una magnitud de paso “razonablemente
pequefia’. S a continuacion repetimos € proceso, identificando @ nuevo punto de patida (x;,
y1) como (xo, yo) Oe la descripcion anterior, obtenemos la aproximacion

y(x2) = ylxo + 2k) = y(x1+ h) = y3 = vi + hf(x1, y1).
La consecuencia generd s que

Yn+t = Yn + hf(xm yn)’ (2)

en donde x, = xp + nh.

Para ilustrar & método de Euler usaremos € esquema de iteracion de la ecuacion (2) en
una ecuacion diferencial cuya solucién explicita es conocida; de esta manera podremos
comparar los valores estimados (aproximados) y» con los valores correctos (exactos) y(xy).

TRl Método de Euler

Para e problema de vaor inicid
y =02xy, ¥1)=1,

utilice & método de Euler a fin de obtener una aproximacion a y( 1 .5) con h= 0.1 primero y
después h = 0.05.

SOLUCION  Primero identificamos f(x, y) = 0.2xy, de modo que la ecuacion (2) viene a
ser

Y1 = Yn + h(0.2xnyn).

Entonces, cuando h = 0.1,

y1= yo + (0.1)(0.2x0y0) = 1 + (0.1)[0.2(1)(1)] = 1.02,

que es un edimado del vaor de y(1.1); Sn embargo, § usamos h = 0.05, se necesitan dos
iteraciones para llegar a 1.1. En este caso,

= 1+ (0.05)[0.2(1)(1)] = 1.01
y2 = 101 + (0.05)[0.2(1.05)(1.01)] = 1.020605.

Obsarvamos que y; =} 1.05), y que y» = ¥{(1.1). En las tablas 9.1 y 9.2 se ven los resultados
del reso de los cdculos. Cada resultado estd redondesdo a cuatro decimales.
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TABLA 9.1  Método de Euler con #=0.1 TABLA 9.2 Método de Euler con = 0.05
Valor Error % Error Valor Error % Error
X Vo exacto abs. rel. Xn ) exacto abs. rel.
100 .00 10000  0.0000  0.00 100 l.o0 ~ 1.000 ~0.0000 0.0
1.10 1.0200 1.0212 0.0012 0.12 1.05 1.0100 1.0103 0.0003 0.03
10 L0404 L0  0.0025 0.2 110 10206 10212 0.0006  0.06
' ' ' ’ ) 115 1.0318  1.0328  0.0009 0.09
1 ' io 159%725 1-10070184 0.0040 0.37 1.20 1.0437 1.0450 0.0013 0.12
A0 : 0.005 — 0.50 125 1.052 1057  0.0016  0.16

135 1.0833 1.0857 0.0024 0.22
1.40 1.0980 1.1008 0.0028 0.25
1.45 11133 11166 0.0032 0.29
1.50 11295 11331 0.0037 0.32

En el gjemplo 1, los valores correctos 0 “‘exactos’ se calcularon con la solucion y =
Pl D queya se conoce. El error absoluto se define asi:

|valor exacto = valor aproximado/.

El error relativo y @ error relativo porcentual son, respectivamente,

|valor exacto — valor aproximadol
|valor exacto|

|valor exacto — valor aproximadol error absoluto

|valor exacto x 100 _|valor exacto x 100.

El software permite examinar aproximaciones a la gréfica de la solucion y(x) de un
problema de valores inicides porque grafica rectas que pasan por los puntos (x,, y,) generades
por e méodo de Euler. En la figura 9.12 hemos comparado, en € intervalo [ 1, 3], la gréfica
de la solucién exacta del problema de vaor inicid en & eemplo 1 con las obtenidas con €
método de Euler usando tamafios de paso =1, y =05y A = 0.1 En dicha figura se gorecia
que la aproximacion aumenta a disminuir € tamafio del paso.

Aunque en las tablas 9.1 y 9.2 @ error relativo porcentua crece, no nos parece demasiado
malo; pero € lector no se debe decepcionar con e resultado del gemplo 1 y la figura 9.12. Hay

Y
soluciéd h=0l
ucién
exacta h =05
h=1
1.
(1, 1)
: 5

FIGURA 9.12
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que observar lo que sucedera en e proximo gemplo, cuando cambiemos a 2 € coeficiente 0.2
de la ecuacion diferencid en @ gemplo 1.
I eyl Comparacion de los valores exactos y aproximados
Con & método de Euler obtenga € valor gproximado de y( 1.5) en la solucion de
y=2y, y(l)=1
SOLUCION  El lector debe comprobar que la solucion exacta, o analitica, esy = €2~ 1, §
procedemos como en e egemplo 1, obtenemos los resultados de las tablas 9.3 y 9.4.
TABLA 93 Método de Euler con h = 0.1 TABLA 94 Método de Euler con h = 0.05
Valor Error % Error Valor Error % Error
Xn Vn exacto abs. rel. Xn Y exacto abs, rel.
1.00 1 .0000 1 .0000 0.0000 0.00 1.00 1 .0000 1 .0000 0.0000 0.00
110 12000 12337 00337 2.73 L5 11000 11079 00079 - 0.72
m e s o sn L0 mowm oL
R T TR Rt R
' ’ ' ' ' 1.25 1.6849 1.7551 0.0702 4.00
1.50 2.9278 3.4904 0.5625 16.12 1.30 1.8955 19937 0.0982 493

1.35 21419 2.2762 0.1343 5.90
1.40 2.4311 26117 0.1806 6.92
1.45 27714 3.0117 0.2403 7.98
1.50 31733 34904 0.3171 9.08

En este caso, € error relativo de 16% que se obtiene con un tamafio de 4 = 0.1 a cacular
la aproximacion a y( 1.5) es totamente inaceptable. S se duplica la cantidad de céculos, se
logra cierta mejora en exactitud; para ello, se corta a la mitad e tamafio del paso, a h = 0.05. =

Errores en los métodos nuUméricos Paa eegir y aplicar un méodo numérico en la
solucion de un problema de vaores inicides, debemos estar prevenidos de las diversss fuentes
de erores. Para agunos tipos de cdculos, la acumulacion de errores podria reducir la exacti-
tud de una aproximacion hasta € grado de volver incorrectos los resultados. Por otro lado,
dependiendo dd uso que se dard a una solucion numérica, quizd no vaiera la pena acanzar
una gran exactitud por los costos y complicaciones adicionales en que se incurriria
Una fuente sempiterna de error en los célculos es € eror de redonden. Se debe a que en

cudquier computadora o cdculadora sflo se pueden representar nimeros con una cantidad
finita de digitos. Como eemplo, supongamos que contamos con una caculadora que em-
plea aritmética de base 10 y que muestra cuatro digitos. En ela, 1 se representa como 0.3333, y
% como 0. Il Il. Si empleamos edta calculadora para calcular (x* = G - %), cuando x = 0.3334,
e resltado sera

(0.3334)* = 01111 _ 01112 = 01111 _
03334 - 03333 0334 - 0333~

1,
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Sin embargo podemos notar que con operaciones agebraicas

K =19 (x-13)x+13) _ +1

x~1/3 " X =1/3 3

de modo que cuando x = 0.3334, (x* ~ %)/(x - 1) = 0.3334 + 0.3333 = 0.6667. Con este ejemplo
Queda claro que los efectos del error de redondeo pueden ser muy grandes, a menos que e
tomen ciertas precauciones. Una manera de reducir este error es minimizar la cantidad
de operaciones. Otra técnica en computadora es emplear d modo de doble precision a fin de
comprobar los resultados. En generd, e eror de redondeo es impredecible, dificil de andizar
y no lo mencionaremos en e siguiente andisis de errores; nos concentraremos en la investiga-
cion de errores introducidos a usar una férmula o dgoritmo para cacular los valores aproxi-
mados de la solucion.

Errores de truncamiento en € método de Euler Al iterar la formula de Euler

VYntl = Yn T Bf (Xn, Yn)

se obtiene una sucesion de valores, y1, y2, ¥3, . . . En generd,  vaor de yi no coincidira con
d de y(x1), la solucion exacta evaluada en xj, debido a que € agoritmo dlo proporciona una
aoroximacion en linea recta a la solucion (Fig. 9. l). La diferencia se conoce como error local
de truncamiento, error de formula o error de discretizacion y se presenta en cada paso; esto
€S S SUpoNemos que y, es exacto, entonces y,+ tendrd un error loca de truncamiento.

Para obtener una formula del error locd de truncamiento en e método de Euler usaremos
una serie de Taylor con residuo. S una funcion y(x) tiene & + 1 derivadas continuas en un
intervalo abierto que contenga a a y a X, entonces

- — a)* o )+t
y(x) = y(a) + y'(a)QTa) + ..+ y®(a) QE—E!—Q— + Y& (c) ()(Ck+—a;)!’ 3)

en donde ¢ es adgln punto entre gy x. Con k =1, @ = x, y X = ¥m1 = X, + A, llegamos a

13 h n h2
y(xn+l) = Y(xn) +y (xn)ﬁ +Y (C) 51-

" hz
0 sea y(x.n+1) =Yt hf(xnayn) +y (C) ET
| N :

yn+1

El método de Euler es esta féormula sin € Ultimo término; en consecuencia, € error locad de
truncamiento en Yuw+1 €S

h2
y"(c) T donde  x,<c<Xpi.

Pero cas sempre se desconoce e valor de c (tedricamente existe), de modo que no se puede
cacular € error exacto; pero una cota superior del valor absoluto de ese error es

2
ME e donde M= max |y"(x)|.

>
2 iy <x<xn+1
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Al describir los errores originados en € empleo de métodos numéricos es Util usar la
notacion O(V). Para definir este concepto, representaremos con eh) € error en un caculo
numérico que dependa de k. Entonces, se dice que gh) es de orden A", lo que se representa con
O(1"), s existe una constante C y un entero positivo r tales que Je(h)] < Ch” cuando h es
suficientemente pequefia. Asi, para ¢ método de Euler € error loca de truncamiento es O(h?).
Obsarvamos que, en generd, S un méodo numérico tiene un orden 4" y h e reduce a la mitad,
e nuevo error es, goroximadamente, C(h/2)* = CH"/2"; edo es, s reduce en un factor de 1/2",

]3I Eo M Cota de errores locales de truncamiento

Determine una cota de los errores locaes de truncamiento para € método de Euler cuando
% glica a

y=2y, yH=1

SOLUCION Ya estudiamos esta ecuacién diferencial en el gemplo 2 y su solucion
anditicaesy(x) = ¢* = I'.
El eror locad de truncamiento es

h? h?
y"(c) 5= 2+ 4¢t)el@-D X

en donde c estd entre x, ¥y x, + h. En paticular, cuando h = 0.1, podemos tener una cota
superior del error loca de truncamiento para y; S reemplazamos ¢ con 1.1

+ (4)(1.1)2]e@ -1 0-1)2= 0422
2+ @1]e >L=00422

En la tabla 9.3 vemos que € error después del primer paso es 0.0337, menor que € vaor de
la cota

De igua forma podemos tener una cota del eror loca de truncamiento de cuaquiera
de los cinco pasos en la tabla 9.3, s sudtituimos a ¢ con 1.5 [con este vaor se obtiene e
valor maximo de y'(c) para cudquiera de los pasos, y puede ser demaesiado grande para los
primeros]. Al hacerlo obtenemos

2
2 + (4)(L57]e@5 %l = 0.1920 @
como cota superior del error loca de truncamiento en cada paso. [

Obsérvese en d gemplo 3 que s h se divide a la mitad, a 0.05, la cota de error es 0.0480,
drededor de la cuarta parte del caculado en (4). Esto era de esperarse porque e eror local de
truncamiento es O(4%) para @ método de Euler.

En d andigs anterior supusimos que e vaor dey, con que se cdcula y,., €ra exacto; pero
no lo es, ya que contiene los errores locales de truncamiento debidos a los pasos anteriores.
El error total en yu+ € una acumulacion de los errores en cada una de las etapas anteriores. A
este error totdl se le llana error global de truncamiento. En este libro no podemos presentar
un andiss completo del eror globd de truncamiento, pero se puede demostrar que es O(h)
para € méodo de Euler.
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Con & méodo de Euler esperamos que cuando se reduce da mitad de paso, € eror también
baje a la mitad. Esto se aprecié en € gemplo 2, donde € error absoluto en x = 1.5, cuando & =
0.1, es 05625, y cuando A = 0.05 es 0.3171, aproximadamente la mitad del anterior. Véanse
les tables 9.3 y 9.4.

En generd, se puede demosrar que S un méodo de solucion numérica deuna ecuacion di-
ferencial tiene un eror loca de truncamiento O(A™*"), ¢ eror globd de truncamiento es O(h®).

Método de Euler mgorado Aunque la formula de Euler atrae por su simplicidad, cas

nunca se usa en céculos serios. En lo que fdta de esta seccidn, y en las secciones que siguen,

estudiaremos métodos que acanzan una exactitud bastante mayor que e de Euler.
Laférmula

Pt = Yyt f(xn,yn)_+f;(xn+1yy;+1)_’

en donde Vael = Yn + hf(xn, yn), 5)

< llama formula de Euler mejorada o férmula de Heun. Con la férmula de Euler se obtiene
la estimacion inicial, ypyy . Losvalores f(x,, yn) Y f( Xn1, Yne1) SON proximaciones de las
pendientes de la curva de solucion en (x,, Y(n)) Y (%ns1, Y%a+1)) Y, €N cONsEcuencia, se puede
interpretar que e cociente

f(xm)'n) t f(xn*-layr’rﬂ)
2

es una pendiente promedio en € intervalo de x, a xu+1. Luego se calcula el valor de ya+1 en
forma semgjante a la que se empled en e método de Euler, pero se usa una pendiente promedio
en d intervdo en lugar de la pendiente en (x, ¥(x»)). Se dice que @ vaor de yae predice un
vaor de y(xa), mientras que

+ n9n+ n+;r’r+
Vel = Y hf(x Yn) ;(x 1 Y1)

corrige  esa  estimacion.

IR Método de Euler mejorado

Apligue laférmula de Euler mejorada a fin de halar € valor aproximado de y(1.5) para
resolver e problema de vaor inicid en e demplo 2. Compare los resultados para 2 = 0.1
y h=0.05.

SOLUCION  Primero se cdculapara n =0y h = 04,
yi = yo+ (0.1)(2xgpo) = 1.2.
En seguida, de acuerdo con (5),

Zxoyo + 21yt 211 + 20.1)12
y1.=y0+(0.1)o_yo5_1y1=1+ © I)LKLZ( 1(12) _ 1232

En las tablas 9.5 y 9.6 aparecen los vaores comparativos de los célculos para h = 0.1y h =
0.5, respectivamente.
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TABLA 95 Método de Euler mgjorado, con 4 = 0.1 TABLA 9.6 Método de Euler mgjorado, con # = 0.05
Valor Error %, Error Valor Error % Error

Xn Yn exacto abs. rel. Xn Yn exacto abs. rel.
100 Looo  1.0000 0.0000  0.00 100 1.000 ~ 1.0000 0.0000  0.00
1.05 1.1077 1.1079 0.0002 0.02

1.10 1.2320 1.2337 0.0017 0.14
. 110 12332 1.2337 0.0004 0.04

120 15479 1.5527  0.0048 0.31
1.15 1.3798  1.3806  0.0008 0.06
1.30 1.9832 1.9937 0.0106 0.53 1.20 1.5514 1,557 0.0013 0.08
140 25908 2.6117  0.0209  0.80 125 L7581 L7551 00020 0l

1.3 2.2721 2.2762 0.0041 0.18
1.40 2.6060 2.6117 0.0057 0.22
1.45 3.0038 3.0117 0.0079 0.26
1.50 3.4795 3.4904 0.0108 0.31

Es /preciso hacer una advertencia. No podemos cacular primero todos los vaores de y»
y luego sudtituirlos en la primera frmula de (5); en otras palabras, no es poshble usar los datos
de la tabla 9.3 para ayudarnos a llegar a los valores de la tabla 9.5. ¢Por qué no?

Errores de truncamiento para € méodo de Euler meorado El error local
de truncaniiento, en e caso del método de Euler mejorado, es O(A#®). La deduccién de este
resultado se parece a la del error local de truncamiento para € método de Euler y se dgjard para

que € lector la desarrolle (véase e problema 16). Puesto que e truncamiento loca es 0(h3)
con e método de Euler mejorado, & error global de truncamiento es O(#%). Esto se puede ver
en e gemplo 4; cuando € tamafio del paso se reduce a la mitad, de A =0.1a h = 0.05, € eror
absoluto, cuando x = 1 SO, disminuye de 0.0394 a 0.0108, un factor aproximado de (%)2 = %
Programas ODE solver Como ya dijimos, @ método de Euler emplea aproximaciones
linedles ‘locdes para generar la secuencia de puntos (xs, ¥»).- S l0s unimos con segmentos de
recta, obtenemos una poligond que se acerca a la curva de solucion red. Esto se muestra en
lafigura 9.12 con los tamafios de pasoh =1, h= 0.5y A= 0.1. En esafigura se ve que la
goroximacion mejora cuando € tamafio de paso disminuye. Cuando h es suficientemente pe-
queiia, |a poligonal parecera ser uniforme y -esperamos- se aproximar& alacurvarea de
solucion. Esta aproximacion poligona es muy adecuada para las computadoras, y los progra
mas que la redlizan se suelen llamar ODE solvers 0 programas para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias. Con frecuencia, estos programas forman parte de un paguete de
software mayor y més versatil.

1. Setiene d problemade valor inicia

y=@+y -1, y0) =2
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a) Resuelvalo en términos de funciones dementales. [Sugerencia sea u = x + y = 1.]

b) Aplique la formula de Euler, con A = 0.1y h = 0.05, para obtener valores aproximados
de la solucién en x = 0.5. Compare los valores aproximados con los exactos, calculados
con la solucion obtenida en la parte a).

2. Repita los cdculos dd problena 1 b) con la formula de Euler meorada

En los problemas de vaor inicid 3 a 12, aplique la férmula de Euler para hdlar una
aproximacion a valor indicado con cuatro decimales de precision. Primerouse h=0.1y

después h = 0.05.

.y =2c=3y + 1 y() =5; y(1.5
4.y = 4x =2y, y(0) = 2; y(0.5)
5.y =1+ y%, y(0)= 0 y(0.5)

6.y = x2+ ¥, y(0) = 1; y(0.5)
" =ey, y(0) = 0; y(05)

<

8.y =x+yy(0)=0; y(0.5)
9.y = (x —y)*“, y(0)=0.5; y(0.5)
10.y' = xy + Vy, y(0) = 1; y(0.5)

Iy = 5 =L y) = 1 y(15)

2.y =y =y y(0) = 0.5; y(0.5)

13. Como pates @) a €) de este gercicio, repita los cdlculos de los problemas 3, 5, 7, 9 y |l
glicando la formula de Euler mejorada

14. Como partes &) a €) de este gercicio, repita los cdculos de los problemas 4,6,8, 10 y 12
usando la formula de Euler meorada

15. Aungue no sea obvio a patir de la ecuacion diferenciad, su solucion se podria ‘portar ma”
cerca de un punto x en que desedramos aproximar a y(x). Cerca de este punto, los
procedimientos numéricos quizd den resultados muy digtintos. Sea y(x) la solucion del
problema de vaor inicia

y=x+y, yl)=1

a) Trace una gréfica de la solucién en @ intervdo [ 1, 1.4] con un programa para resolver
ecuaciones  diferencides  ordinarias.
b) Con € tamafio de paso h = 0.1 compare los resultados que se obtienen con la formula
de Euler con los de la formula mejorada de Euler para aproximar y(1.4).
16. En este problema demostraremos que € error local de truncamiento, para € método de
Euler mejorado, es O(KY).
a) Aplique la férmula de Taylor con residuo para demostrar que

" - lgn =y '(xn 1, .,
}’(xn)—Y x+1)h Y ( )-Ehy (C)

[Sugerencia haga & = 2 y diferencie @ polinomio de Taylor, ecuacion (3).]
b) Use @ polinomio de Taylor con k¢ = 2 para demostrar que

y(xnﬂ) = y(x") + h&ﬂ)ile_g{ﬁﬂl.y O(hB).
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21.
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23.
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La solucién anditica del problema de valor inicid y' = 2y, p(0) = 1 es y(x) = e,

a) Aproxime y(0.1) con una etapa y e método de Euler.

b) Determine una cota del error loca de truncamiento en y.

) Compare € error redl en y; con la cota del error.

d) Aproxime »(0.1) con dos etapas y € método de Euler.

€) Compare los errores obtenidos en las partes @) y d) y compruebe que € error globa de
truncamiento es O(h) con e método de Euler.

Repita & problema 17 con & método meorado de Euler. El eror globa de truncamiento

& O(H).

Repita € problema 17 para € problema de valor inicia y' = =2y + X, ¥(0) = 1. La solucién

andliticaes y(x) = jx = 1+ ;e‘z".

Repita € problema 19 aplicando € méodo de Euler mejorado. El eror globa de trunca

miento es O(K?).

Para e problema de valor inicid ' =2x =3y + 1, y( 1) = 5, cuya solucion andlitica es y(x) =

1+ %x + 38,-3( = 1),

9

a) Deduzca una formula donde intervengan ¢ y A para halar e error loca de truncamiento
en € enésmo paso § se aplica @ método de Euler.

b) Determine una cota del error local de truncamiento en cada etapa § se usa h = 0.1, para
aproximar  ay(1.5).

c) Determine e valor gproximado y( 1.5) empleando h =01y h = 0.05 con € método ce
Euler. Vea € problema 3.

d) Cdcule los errores en la parte ¢) y compruebe que e error globa de truncamiento del
méodo de Euler es O(h).

Repita el problema 21 aplicando el método de Euler mejorado, cuyo error global de
truncamiento es O(A?). Vea e problema 13a). Quizé reguiera més de cuatro cifras decima:
les para apreciar € efecto de reducir € orden del error.

Repita el problema 21 paray’ =e”, (0) = 0. La solucién anditica es y(x) = In(x + 1).
Aproxime y(0.5). Vea € problema 7.

Repita € problema 23 con @ método de Euler meorado, cuyo error global de truncamiento

es O(hz). Vea e problema 13a). Quiza precise més de cuatro cifras decimales afin de
goreciar € efecto de reducir € orden del error.

METODOS DE RUNGE-KUTTA

W Método de Runge-Kutta de primer orden W Método de Runge-Kutta de segundo orden

Es

Método de Runge-Kutta de cuarto orden ®  Errores de truncamiento W Meétodos adaptativos

probable que uno de los procedimientos méas difundidos y a la vez mas exactos para obtener

soluciones aproximadas al problema de valor inicia y' = f(x, y), »(*0) = yo seael método

de

Runge-Kutta de cuarto orden. Como indica € nombre, hay métodos de RungeKutta de

digintos ordenes, los cudes se deducen a patir del desarollo de y(x, + h) en serie de Taylor

con

residuo:

" K " K m B+ k
Y(Xnr1) = y(n + B) = y(x,) + hy'(x,) + T (x,) + ) (x,)+. .+ *+ 1)!y( *(c),
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12
en donde ¢ es un nimero entre x,y x, + h. Cuando £ = 1y € resduo ié—y”(c) es pequefio, se
obtiene la férmula acostumbrada de iteracion
Vnsi= Yu+ BYn = Yoo Bf(%n, Yn)-

En otras palabras, e método bésico de Euler es un procedimiento de Runge-Kutta de primer
orden.

Pasemos ahora a procedimiento de Runge-Kutta de segundo orden. Consiste en halar
las constantes @, b, 'y B tales que la formula

yn+1 = yn + akl + bk2, (1)

en lacud ki = hf(x,, y,)
k; = hf(x, + ah, y, + Bki),

coincide con un polinomio de Taylor de segundo grado. Se puede demostrar que esto es posble
sempre y cuando las constantes cumplan con

a+b=1, ba== y bf=- 7))

Esde es un sstema de tres ecuaciones con cuatro incognitas y tiene una cantidad infinita de
soluciones. Obsérvese que cuando @ = b = %, a = f =1, las condiciones (1) vienen a ser las
de la formula de Euler mejorada. Como la férmula coincide con un polinomio de Taylor de
segundo grado, el error local de truncamiento para este método es O(A) y el error global
de truncamiento es O(#?).

Ndtese que la suma ak; + bks en la ecuacion (1) es un promedio ponderado de &; y 4 porque
a + b =1 Los nimeros k; y 4 son mlitiplos de aproximaciones a la pendiente de la curva de
solucion y(x) en dos puntos distintos en € intervalo de x, @ Xp+1-

Formula de Runge-Kutta de cuarto orden El procedimiento de Runge-Kutta
de cuarto orden condste en determinar las condtantes adecuadas para que la férmula
Yut1 = Ya + aky + bky + cks + dky,
en que ki = hf(Xn, yn)
k, = hf(x, + ash, y, + Bik1)
ks = hf(x, + ah, yp + B:k) + Bakz)
ks = hf(xs + ash, yu + Buky + Bsks + Beks),

coincida con un polinomio de Taylor de cuarto grado. Con lo anterior se obtienen Il ecuaciones
con 13 incégnites. El conjunto de valores de las constantes que més se usa produce € siguiente
resultado:

1
Ine1 =yYnt ‘6" (ky + 2k + 2ky + kg),

ky = hf(xn, yn)

k= hf(xn + 3By yn + 3h1) 3)
ks = hf(xa + 3h yn * 1k2)

ka= hf(xy +h, yu+ k).
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Se recomienda a lector examinar con cuidado estas formulas, obsérvese que &, depende
de ki; k3, de ko, ¥ kq de ks. También, en ky y k; intervienen aproximaciones a la pendiente en €
punto medio del intervalo entre x, Y x4

AT IoMI Método de Runge-Kutta

Con e método de Runge-Kutta con # = 0.1 obtenga una aproximacion a y(1.5) parala
solucion  de

y' = 2xy, J’(l) =1
SOLUCION Con fines de ilustracion, calcularemos € caso en que # = 0. De acuerdo
con (3),
k= (Ol)f(X(), yO) = (01)(2x0y0) =0.2
ky = (0.1)f (xo + % (0.1),yo + % (0.2))
= (O.l)z(xo + %(O.l)) (yo + % (0.2)) =(.231
ky= (0.1)f (xo + 3 (0.1), Yo+ % (0.231))
=(0.1)2 (xo + %(0.1)) (y0'+ % (0.231)) = (.234255

ko= (0:1)f(xo + 0.1, yo + 0.234255)
= (0.1)2(xp + 0.1)( yo + 0.234255) = 0.2715361

y en consecuencia
Y1 :yo+%(k, + 2ky + 2ky + k4)
S 1+ é (02 + 2(0231) + 2(0.234255) + 0.2715361) = 1.23367435.

En la tabla 9.7, cuyos elementos se redondearon a cuatro decimales, se resumen los
calculos restantes.

TABLA 9.7 Método de Runge-Kutta con A = 0.1

Valor Error % Error
Xn n exacto abs. rel.
1.00 1 .0000 1 .0000 0.0000 0.00
110 1.2337 1.2337 0.0000 0.00
120 1.5527 1.5527 0.0000 0.00
130 1.9937 1.9937 0.0000 0.00
140 2.6116 2.6117 0.0001 0.00

1.50 3.4902 3.4904 0.0001 0.00
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TABLA 98 » =2xy, y(1)=1

Comparacion de métodos numéricos con h =0.1 Comparacion de métodos numéricos con o = 0.05
Euler ~ Rumge-  Valor Euler ~ Runge-  Valor
Xy Euler meorado  Kutta exacto Xn Euler mejorado  Kutta exacto
1.00 1 .0000 1 .0000 1 .0000 1 .0000 1.00 1 .0000 1 .0000 1 .0000 1 .0000
1.10 1.2000 1.2320 1.2337 1.2337 1.05 1.1000 11077 1.1079 1.1079
1.20 1.4640 1 .5479 1.5527 15527 1.10 1.2155 1.2332 1.2337 1.2337
1.30 1.8154 1.9832 1.9937 1.9937 1.15 1.3492 1.3798 1.3806 1.3806
1.40 2.2874 25908 2.6116 26117 1.20 1.5044 1.5514 1.5527 1.5527
1.50 29278 3.4509 3.4902 34904 125 1.6849 1.7531 1.7551 1.7551
1.30 1.8955 1.9909 1.9937 1.9937
1.35 21419 22721 2.2762 2.2762
1.40 24311 2.6060 2.6117 2.6117
145 27714 3.0038 3.0117 3.0117
1.50 31733 34795 3.4903 3.4904

LS Cota de errores de truncamiento local y global

Al revisar la tabla 9.7 vemos por qué es tan utilizado € méodo de Runge-Kutta de cuarto
orden. S todo lo que basta es exactitud a cuarto decimal, no se necesita un tamafio menor de
paso. En latabla 9.8 se comparan |os resultados de aplicar |os métodos de Euler, de Euler
mejorado y de Runge-Kutta de cuarto orden, a problema de vaor inicid » = 2xy, y(1) = 1
(véanse los ejemplos 2 y 3enla seccion 9.2).

Errores de truncamiento para € método de Runge-Kutta Como la primera
de las ecuaciones (3) coincide con un polinomio de Taylor de cuarto grado, & error locd de
truncamiento  es

5
y(5)(c)§i! 0 sea O(K),

y, por consiguiente, & error global de truncamiento es O(h*). Esto justifica el nombre de método
de Runge-Kutta de cuarto orden.

Andlice los errores locd y globa de truncamiento para € método de Runge-Kutta de cuarto
orden aplicado @ ¥’ = 2xy, y( 1) =1,

SOLUCION Al diferenciar la solucion conocida y(x) = &~ | obtenemos
" hS 2 1 h5
y"'(c) 57 = (120c +160¢> + 32c)e 5 @)

Asl, con ¢ =1 .5, se obtiene una cota de 0.00028 para € error loca de truncamiento en cada
una de las cinco etapas, cuando A = 0.1. Obsérvese que, en la tabla 9.7, € error red de yres
bastante menor que esa cota.



418  CAPITULO 9 METODOS NUMERICOS PARA RESOLVER ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

En la tabla 99 vemos las aproximaciones a la solucion del problema de vaor inicid,
en x = 15 que s obtienen con & méodo de Runge-Kutta de cuarto orden. Al cacular d
vaor de la solucion exacta en x = 1.5, es posble determinar € error en las gproximaciones.
Puesto que € método es tan exacto, se requieren muchas cifras decimaes en la solucion
numérica para apreciar e efecto de reducir a la mitad € tamafio de paso. Es de notar que
cuando h se reduce a la mitad (de » = 0.1 a & = 0.05), & eror que& dividido por un factor
aproximado de 2* = 16, que @a lo que s esperaba.

TABLA 99 Método de Runge-Kutta

h Aproximadion Error
0.1 349021064 1323210889 x 107
0.05 3.49033382 9.137760898 x 10~

M éodos adaptativos Hemos explicado que la exactitud de un método numérico se
mejora disminuyendo € tamafio de paso, A. EStA claro que la mayor exactitud se obtiene a un

costo; més tiempo de cdculos y mayores posbilidades de error de redondeo. En generd, en d
intervalo de aproximacién pueden exigtir subintervaos en que baste un tamafio mayor de paso,
y otros subintervalos en que sea menor € tamafio de paso para mantener e error de truncamiento
dentro de cierto limite deseado. L os métodos numéricos que emplean tamaiios variables de
paso se llaman méodos adaptativos Uno de los més difundidos para aproximar las soluciones
de ecuaciones diferencides es d algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg.

1. Apligue e méodo de Runge-Kutta de cuarto orden con h = 0.1 para determinar una
gproximacion, con cuatro decimales, a la solucion del problema de vaor inicid

y'=(x +y- DY p(0)=2
en x = 0.5. Compare los valores aproximados con los valores exactos obtenidos en el

problena 1 de los gercicios 9.2,

2. Resudva las ecuaciones en (2) con la hipotess a = i Aplique € método de Runge-Kutta
de segundo orden que resulta, para obtener una aproximacion, con cuatro decimdes, a la
solucion del problema de vaor inicia

y=@+y-1% »0)=2

en x = 0.5. Compare los valores aproximados con los obtenidos en el problema 2,
gercicios 9.2,

Use e méodo de Runge-Kutta con h = 0.1 para obtener una aproximacion, con cuatro
decimaes, d vaor indicado en los problemas de vaor inicid 3 a 12

.y =2x=3y+1,y() =5 y(l5
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4.y = 4x =2y, y(0) = 2; y(0.5)
5.y =1+ y, y(0) = 0; y(0.5)
6.y =x2+y,Ly0)=1; y(05)
7.y =e-y, y(0) = 0; y(0.5)

8.y = x+ y% y(0) = 0; y(0.5)
9.y = (x=¥)* y(0) =0.5; y(0.5)
10.y' = xy + Vy, y(0) = 1; y(05)

Iy = x? =2, y() = 1, y(15)

12.y =y — y% y(0) = 0.5; y(0.5)

13. S laresistencia del aire es proporciona a cuadrado de la velocidad instantanea, la
velocidad v de un objeto de masa m que cee desde una dtura 2 se determina con
dv

mE=mg—kv2, k>0.

Seen 0) =0, k =015, m =5 dugy g = 32 fi/s?,

a) Use d méodo de Runge-Kutta con A = 1 para hdlar la velocidad aproximada del objeto
que cee, cuando ¢+ =5 s

b) Use un prograna ODE solver para graficar la solucion a problema de vaor inicid.

¢) Emplee @ método de separacion de variables a fin de resolver este problema de vaor
inicid y cdcule e vaor red «3).

14. Un modelo matemético del érea 4, en cm?, que ocupa una colonia de bacterias (B.
dendroides) es € sguiente

a“

- - *
~ = A2128 - 0.04324).

Suponga que d érea inicid es 0.24 cm?.
a) Aplique é método de Runge-Kutta con A = 0.5 para completar la siguiente tabla

t (dias) 1 2 3 4 5
A (observado) 2.78 1353 36.30 4750 4940

A (aproximado)

b) Con un programa ODE solver grafique la solucion del problemade vaor inicid. Estime
los valores A(l), A(2), A(3), A(4) y A(5) con exa grdfica

¢) Apligue @ méodo de separacion de variables para resolver € problema de vaor inicid
y calcule los valores de A(l), 4(2), 4A(3), A(4) y A(5).

15. Se tiene @ problema de vaor inicid

y =x? +y, W) =1

(Vea € problema 15 en los gercicios 9.2.)

® vhse V. A Kostitzin, Mathematical Biology (London: Harrap, 1939).
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16.

17.

18.

19.

20.

d Compare los resultados obtenidos con la formula de Runge-Kutta en € intervalo [ 1,1.4]
conpasos h =01y h =005

b) Use un programa ODE solver paratrazar una gréfica de la solucién en € intervalo
(1, 141

La solucion andlitica del problema de vaor inicid y" = 2y, y(0) = 1 es y(x) = e,

a) Aproxime y(0.1) empleando una etapa y € méodo de Runge-Kutta de cuarto orden.

b) Determine una cota del error loca de truncamiento en »1 .

‘c) Compare € error redl en y1 con la cota de error.

d) Aproxime »(0.1) con dos etapas y & método de Runge-Kutta de cuarto orden.

€) Compruebe que e error global de truncamiento del méodo de Runge-Kutta de cuarto
orden es O(h*), comparando los errores en las partes a) y d).

Repita e problema 16 con e problema de valor inicid y’ = -2y + x, »(0) = 1. La solucién
anditicaesy(x) = 2x — 1+ 3¢7%,

La solucion andlitica del problema de valor inicid 3" =2x -3y + 1, y( 1) =5esy(x) = % +

2y + 38 e—3(x—1).

é\) Déduzca una formula donde intervengan ¢ y h para @ error loca de truncamiento en el
ené&smo paso d emplear € método de Runge-Kutta de cuarto orden.

b) Determine una cota del error loca de truncamiento en cada etapa a usar h = 0.1 para
gproximar ¥( 1.5).

c) Aproxime y( 1.5) con e método de Runge-Kutta de cuarto orden con h =01 y h = 005

(vea € problema 3). Necestara mas de seis decimales para apreciar € efecto de reducir
el tamafio de paso.

Repita el problema 18 para y’ = e, y(0) = 0. La solucién anditica es y(x) = In(x + 1).
Cdcule @ vaor aproximado de y(0.5). Vea € problema 7.
El método de Runge-Kutta para resolver un problema de vaor inicid en € intervao [a, 5]
da como resultado un conjunto finito de puntos que deben aproximar los puntos de la
gréfica de la solucion exacta. Para ampliar este conjunto de puntos discretos y tener una
solucién aproximada definida en todos los puntos del intervalo [a, b], podemos emplear
unafuncidn interpolante. Es una funcion incluida en la mayor parte de los sistemas
algebraicos de computacion, que concuerda exactamente con los datos y supone una
transicion uniforme entre los puntos. Estas funciones interpolantes pueden ser polinomios
0 conjuntos de polinomios con unién mutua uniforme. En Mathematica se puede emplear
e comando y = Inmterpolation[data] para obtener una funcion interpolante que pase por
los puntos data = { {xo, yo}, {*1, »1}, . . ., {xn, ¥a}}. Con éllo, la funcion interpolante, y[x]
s puede mangar como cudquier otra funcion del programa.
a) Determine la solucion exacta del problema de vaor inicid y* = —y + 10 sen 3x, ¥(0) =
0 en d intervao [0, 2]. Grafique esta solucién y cacule sus raices positivas.
b) Con d método de Runge-Kutta de cuarto orden y h = 0.1, hdle una solucién aproximada
del problema de valor inicia de la parte a). Obtenga una funcion interpolante y

grafiquela. Determine las raices positivas de la funcion interpolante en € intervalo
[0, 2].

Problema para discusién

21. Con ohjeto de medir la complgidad computaciona de un méodo numérico se emplea €

conteo de la cantidad de evauaciones de la funcionfque se usa para resolver e problema
de vaor inicid y" =f(x, y), ¥(¥0) = yo. Determine la cantided de evaluaciones de f'que se
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requiere para ca& etapa de los méodos de Euler, de Euler mgorado y de Runge-Kutta
Mediante agunos eemplos especificos, compare la exactitud de dichos métodos, aplicados
con complgidad computaciona  comparable.

METODOS  MULTIPASOS

B Métodos de un paso W Métodos en varios pasos M Métodos de predictor y corrector
m Método de Adams-Bashforth/Adams-Moulton B Estabilidad de |os métodos numéricos

Los métodos de Euler y de RungeKutta descritos en las seccionas anteriores son egjemplos
de los métodos de un paso. En éllos, se calcula cada valor sucesivo y,+; sélo con base en
informacion acerca del valor inmediato anterior y,. Por otra parte, un método en varios pasos
0 continuo utiliza los vaores de varios pasos caculados con anterioridad para obtener e vaor
de Vntl- Hay numerosss férmulas aplicables en la gproximacion de soluciones de ecuaciones di-
ferencides. Como no intentamos describir € vasto campo de los procedimientos numéricos,
s6lo presentaremos uno de esos métodos. Este, d igud que la formula de Euler mejorada, es
un método de prediccién-correccién; esto es, se usa una formula para predecir un valor yp1,
que a su vez se aplica para obtener un vaor corregido de Va+t .

Méodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton Uno de los méodos en multipa-
sos més populares es @ método de Adams-Bashforth/Adams-Moulton de cuarto orden. En
este método, la prediccién es la férmula de Adams-Bashforth:

* h 4 ’ ’ ’
Yurt =Ynt o7 (551 = 59Yns1 + 37Vn2 = Iyp3), 1)

y;l =f(xn, }’n)
y;-l =f(xn-l: yn—*l)
V2= f(n-2, Yn-2)

Vi3 = f(Xn-3, vn-3)

para n 2 3. Luego se sudtituye @ vaor de yp1 en la correccion  Adams-Moulton

h 4 ’
Yn+1 =Yy + ﬁ (9)’n+1 + 19y;, - Sy;,_l + y,,_z),

' )
Vnt1 = fGens1, Y1)

Obsérvese que la formula (1) requiere que se conozcan los vaores de yy, y1, 2y ys para
obtener e de ys. Por supuesto, € valor de yo es la condicion inicial dada. Como € error locdl
de truncamiento en e método de Adams-Bashforth/Adams-Moulton es O(A®), los vaores de
¥, y2Y y3 e suden cacular con un método que tenga la misma propiedad de error, como la
férmula de Runge-Kutta de cuarto orden.
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Método de Adams-Bashforth/Adams-Moulton

Use @ método de Adams-Bashforth/Adams-Moulton con 2 = 0.2 para llegar a una aproxi-
macion a »(0.8) de la solucion de

y=x4y- 1, y0=1

SOLUCION Dado que € tamarfio de paso es h = 0.2, entonces y, aproximaray(0.8). Para
comenzar aplicamos e méodo de Runge-Kutta, con xp=0, yp =1y h = 02 con lo cud

y; = 102140000, y, = 109181796, ys = 1.22210646.
Ahora definimos %9 =0, x;=0.2, X =04, x3 =06 yf(x,y) =x+y = 1, y obtenemos
Y6 =f(x0,Yo) =(0)+(1)—=1=0
yi =f(x,y) = (0.2) + (1.02140000) ~ 1 = 0.22140000
y: = f(x2,y:) = (0.4 + 109181796) — 1 = 0.49181796
¥h =f(xs,y;) = (0.6) + (1.22210646) — 1 = 0.82210646.

Con los vaores anteriores, la prediccion, ecuacion (1) da
* 02 ! ! 4 !
Ya = Y3 + ‘2"‘"‘(55}’3 - 59)’2 + 37y1 - gyo) = 1.42535975.

Para usar la correccion, ecuacion (2), necesitamos primero
Vi =f(x4,y¥) = 0.8 + 1.42535975 — 1 = 1.22535975.

Por dltimo, la ecuacion (2) da

0.2 , ,
Vs =) +§(9y4 +19y; = Sy; + yi) = 1.42552788. .

El lector debe comprobar que € valor exacto de y(0.8) en el giemplo 1 es y(0.8) =
1.42554093.

Edabilidad de los méodos numéricos Un aspecto importante del uso de métodos
numéricos para aproximar la solucion de un problema de valor inicid es la estabilidad de los
mismos. En términos sencillos, un méodo numérico es estable s cambios pequefios en la
condicién inicid sélo generan pequefias modificaciones en la solucion cdculada. Se dice que
un méodo numérico es inestable S no es estable La importancia de la edtabilidad radica en
que en cada paso subsecuente de una técnica numérica, en redidad se comienza de nuevo con
un nuevo problema de valor inicial en que la condicién inicial es el valor aproximado de la
solucion calculado en la etapa anterior. Debido a la presencia del eror de redondeo, cas con
seguridad este valor varia respecto del vaor red de la solucidn, cuando menos un poco. Ademds
del eror de redondeo, otra fuente comin de error se presenta en la condicion inicid misma;
con frecuencia, en las aplicaciones fisicas los datos se obtienen con mediciones imprecisas.
Un posible método para detectar la inestabilidad de la solucion numérica de cierto
problema de vaor inicid, es comparar las soluciones aproximadas que se obtienen d disminuir
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los tamafios de etapa utilizados. S @ méodo numérico es inestable, € error puede aumentar
con tamafios menores del paso. Otro modo de comprobar la estabilidad es observar que sucede
a las soluciones cuando se perturba ligeramente la condicion inicid; por eemplo, a cambiar
(0) = 1 ay(0) = 0.999.

Para conocer una descripcion detdlada y precisa de la estabilidad, conslltese un texto de
andlisis numérico. En general, todos los métodos descritos en este capitulo tienen buenas
caecteridicas  de  edtabilidad.

Ventajas y desventajas de los métodos multipasos En la sdleccion de un méto-
do paa resolver numéricamente una ecuacion diferencid intervienen muchos aspectos. Los
métodos en un paso -en especia € de Runge-Kutta- suelen usarse por su exactitud y
facilidad de programacion; sn embargo, una de sus mayores desventgas es que € lado derecho
de la ecuacion diferencid debe evaluarse muchas veces en cada etapa. Por dgemplo, paa €
méodo de Runge-Kutta de cuarto orden se necesitan cuatro evaluaciones de funcidn en cada
paso (véase & problema 21 en los dercicios 9.3). Por otra parte, § s han caculado y guardado

las evaluaciones de funcién en la etapa anterior, con un método multipasos sdlo se necesita una
evauacion de funcién por paso. Esto puede originar grandes ahorros de tiempo y costo.

Por ejemplo, para resolver numéricamente y’ = f(x, y), ¥{(xo) = ¥ con € método de
Runge-K utta de cuarto orden en n pasos, se necesitan 4n evaluaciones de funcion. Con €
método de Adams-Bashforth se necesitan 16 evauaciones de funcion para iniciar con € método
de Runge-Kutta de cuarto orden y n— 4 evauaciones para los pasos de Adams-Bashforth; e
totd es n + 12 evauaciones de funcion. En generd, & méodo de Adams-Bashforth requiere
un poco mas de la cuarta parte de las evaluaciones de funcion que precisa el método de
Runge-Kutta de cuato orden. S la evduacion def(x, y) es complicada, & méodo multipasos
serd més eficiente.

Otro asunto que interviene en los métodos en multipasos es la cantidad de veces que se
debe repetir la de Adams-Moulton en cada paso. Cada que se usa el corrector ocurre otra
evauacion de funcion, con lo cua aumenta la precison d costo de perder una de las ventgas
del método en varios pasos. En la préctica, € corrector sélo se cdcula una vez, y 9 € vaor de
¥+t Cambia mucho, se reinicia todo e problema con un tamafio menor de paso. Con frecuencia,
eso es la base de los métodos de tamafio variable de paso, cuya descripcion sde del propdsito
de ege libro.

1. Determine la solucion exacta del problema de vaor inicid en & gemplo 1. Compare los
vaores exactos de 1(0.2), »(0.4), y(0.6) y »(0.8) con las aproximaciones yi, ¥2 ¥3Y Vs

2. Escriba un programa de computacién para €l método de Adams-Bashforth/Adams--
Moulton.

En los problemas 3 y 4 aplique & método de Adams-Bashforth/Adams-Moulton para aproximar
1(0.8), donde y(x) es la solucion del problema respectivo de valor inicial. Use h=0.2y €
método de Runge-Kutta para cacular »1, y2y y3.

3y=2x-3y+1 y(0)=1 4.y = 4x =2y, y(0) =2
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En los problemas 5 a 8 aplique & método de Adams-Bashforth/Adams-Moulton para aproximar
¥(1.0), donde y(x) es la solucion del problema respectivo de vaor inicid. Use h =02y A = 0.1,
y € método de Runge-Kutta para cacular y1, y2y »3.

5y =1+ y4, y0)=0 6.y =y +cos x, y(0) =1
7.y = x=~vy,y0 =0 8.y = xy+ Vy, y(0) =1

ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR

m  Problema de valores iniciales de segundo orden como Sistema
B Sistemas de ecuaciones diferenciales reducidos a sistemas de primer orden
m  Métodos numéricos aplicados a sistemas de ecuaciones

Problemas de valores iniciales de segundo orden En las secciones 9.2 a 9.4 des-

cribimos técnicas numéricas aplicables en la agoroximacion de una solucion a problema y' =
fx,¥), y(xg) = yo de veor inicid y de primer orden. Para aproximar la solucion de un problema

de vdores inicides de segundo orden como
y'=fxyy),  y&)=Yo y'(x)=y @

s reduce la ecuacion diferencid a un Sstema de dos ecuaciones de primer orden. Cuando se
sudtituye y' = u, € problema de valores inicides de las ecuaciones (1). se transforma en

y =u

u'=f(x,y,u) ()

y(x0) = vo, u(xo) = vi.

Ahora podemos resolver numéricamente este sistema, adaptdndole las técnicas descritas en las
secciones 9.2 a 94. Lo haremos con sélo aplicar un método paticular a cada ecuacion del
sstema; por gemplo, € método de Euler aplicado d sistema (2) seria

Ynt1 =ynt huy,

Un+1 = Un + Bf (Xn, Yy Un). ©)]

S Te Rl Método de Euler

Con & méodo de Euler hdle d vaor aproximado de 3(0.2), donde p(x) es la olucion del
problema de vaores inicides

y'+xy +y=0, y0)=1y(0) =2

SOLUCION En téminos de la sustitucion y' = y, la ecuacion equivele d sistema
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As, segin (3),

yn+1 = yn + hu,,
Upsr = Uy + B[ U, = ¥,).

Empleamos € paso h =01 y yp =1, 4y = 2 y llegamos a

yi=yo+(0.D)u,=1+(01)2=1.2

w1 = o + (0.1)[—xoue -yo] =2+ (0.1)[-(0)(2)- 1] = 1.9

y2= y1+(0.D)u; = 1.2 + (0.1)(1.9) = 1.39

Uy = Uy + (0.1)[—xi1 — y;] = 1.9 + (0.1)[—(0.1)(1.9) = 1.2] = 1.761.

En otras palabras, 1(0.2) = 1.39, y y’(0.2) = 1.761. u

En generd, toda ecuacion diferencial de orden n, como y® =f(x, 3, 5/, . . ., YD) s puede
reducir a un sstema de » ecuaciones diferencidles de primer orden, con las sugtituciones y =
Uy, y’ =, y” =us, .. ’y(n—l): Up.

Sistemas reducidos a sistemas de primer orden Si empleamos un procedimien-

to como d que acabamos de describir, con frecuencia podemos reducir un sisema de ecuaciones
diferencidles de orden superior a uno de ecuaciones de primer orden, despgando primero la
derivada de orden mé&imo de cada variable dependiente y luego haciendo las sugtituciones
adecuadas para las derivadas de orden menor.

MO  Sistema transformado en uno de primer orden

EXprese X" —x" +5x+ 2y/1 = ¢
_2x+y”+2y:3t2

como sistema de ecuaciones diferencidles de primer orden.

SOLUCION  Escribimos € sitema en la forma
X"+2y"=¢ =5x+X

y' =3 +2x =2y

y a continuacion eiminamos y”" multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restando. Con
ello  obtenemos

X" = —9x + 4y + x' + ¢ = 614
Como la segunda ecuacion del sistema ya tiene expresada la derivada dey de orden méximo

en términos de las funciones restantes, podemos introducir nuevas vaiables S X' = u'y
y' = v, las ecuaciones de x” y y” se transforman, respectivamente, en

=—Ox+4y+U+e =6

u ! xl/
v' yll = 2x = 2y + 3t2_
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El sstema origind se puede expresar como

u
"=
"= —Qx+ 4y +u+e —6f
"=2x—2y+ 32

< & = X
il

No sempre se podran redlizar las reducciones que mosiramos en € gemplo 2.

Solucién numérica de un sistema La solucion de un sistema de la forma

dx
Ttl':fl(t:xl’xZ"-'vxn)
dx
_a;g=f2(t’x1yx2" ‘e 1x”)
dx,
E'::fn(t’xl;x2,' "sxn)

Se puede aproximar con una version adoptada a sisterma del método de Euler, de Runge-Kutta
0 de Adams-Bashforth/Adams-Moulton; por gemplo, a aplicar d método de Runge-Kutta
de cuarto orden d sstema

x' = f(t,x,y)
v = g(t,x,y) @
x(t) = x0, y(t) = yo

se obtiene
Xpt] = Xp % (my+ 2my + 2m3 + my)
1 &)
Ynt1= Yn+ g (k1 + 2k2 + 2k; + ks),
en donde
m= hf(l‘,,, Xny Vn) k= hg(tm Xn Vn)
= W+ 3 o+ i ) o= gt + 5, S+ )
6)
m3= hf(ta + 3B xn 325 Yo + 3R2) ky = hg(ta + 3, 20+ 3m2, Yn + 3k2)

My = Af(ty + h, Xn+ m3, Yu + k3) ky = hg(ty + h, xq + m3, yn + k3).
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A1 Jle R Método de Runge-Kutta

Se tiene @ problema de vaores inicides

x'=2+4y
y' =-x+6y
X(O) = _11 y(o) = 6.

Con d método de Runge-Kutta gproxime x(0.6) y y(0.6). Compare los resultados obtenidos
conh=02yh= 01

SOLUCION Mostraremos los clculos de x;y Y1, con € tamafio de paso h = 0.2. Hacemos
las sustituciones f(t, x,y) = 2x + 4y, g(t, x, )= =x+ 6y, 1p =0, xp = -1y yo = 6; de acuerdo
con las ecuaciones (6),

my = hf(to, xq, yo) = 0.2£(0, —1,6) = 0.2[2( -1) + 4(6)] = 4.4000

ki = hg(to, X0, yo) = 0.2g(0,—1,6) = 0.2[-1(—1) + 6(6)] = 7.4000
my = hf(ty + 3h,xo + 3my, yo + 3k:) = 0.2£(0.1,1.2,9.7) = 8.2400
ky= hg(ty + kh, xo + 3m1, Yo+ $k;) = 0.2g(0.1, 1.2,9.7) = 11.4000
ms = hf (t + 3h, X+ 3m,, o + tky) = 0.2£(0.1, 3.12,11.7) = 10.6080
ky = hg(ty + %h, xo + 3my, yy + 3ky) = 0.2g(0.1, 3.12,11.7) = 13.4160
my= hf(to+ h, xo+ ms, yo + k3) = 02£(0.2,8,20.216) = 19.3760

ks = hg(to+ h, xg+ ms, yo + ks) = 0.2g(0.2, 8,20.216) = 21.3776.

En consecuencia, segin (5),
X1 =x0+%(m1 +2m2+2m3+m4)
=-1+ % (4.4 + 2(8.24) + 2(10.608) + 19.3760) = 9.2453
Yi=yo+ %(k,+ 2k, + 2ks + ky)

=6+ $7.4 +2(11.4) + 2(13.416) + 21.3776) = 19.0683,
en donde, como sSempre, los vaores caculados estan redondeados a cuatro decimales. Con

estos nimeros se determinan las aproximaciones x; = x(0.2) y y1 = ¥(0.2). Los valores
siguientes, obtenidos con ayuda de computadora, aparecen en las tablas 9.10 y 9. Il

TABLA 9.10 Método de Runge-Kutta con h = 0.2

m m ms my &y ky k3 ky tn Xp n

0.00 -1.0000  6.0000

4.4000 82400  10.6080  19.3760 74000  11.4000 134160  21.3776 0.20 9.2453  19.0683

18.9527 311564  37.8870 636848 210329 31.7573 369716  57.8214 0.40 46,0327  55.1203
62.5093  97.7863  116.0063 187.3669  56.9378  84.8495  98.0688 151.4191 0.60  158.9430 150.8192
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TABLA 9.11 Método de Runge-Kutta con# =0.1

m my m3 my ky .9 k3 ky ty Xn In
0.00 -1.0000  6.0000
2.2000 3.1600 3.4560 4.8720 3.7000 4.7000 4.9520 6.3256 0.10 2.3840 10.8883
48321 6.5742 7.0778 9.5870 6.2946 7.9413 83482 10.5957  0.20 9.3379 19.1332
95208 125821 134258 17.7609 10.5461 13.2339 13.8872 17.5358  0.30 225541  32.8539
17.6524 22.9090 24.3055 31.6554 17.4569 21.8114 22.8549 28.7393 0.40 46.5103 55.4420
31.4788 40.3496 42.6387 54.9202 28.6141 35.6245 37.2840 46.7207 0.50 88.5729 93.3006
546348 694029 73.1247 93.4107 46.5231 57.7482 60.3774 75.4370 0.60 160.7563  152.0025

El lector debe comprobar que la solucion del problema de valor inicid del gemplo 3 es
X(t) = (26t — 1)e*, y(t) = (13t + 6)e*. Con estas ecuaciones determinamos los valores exactos
dex(0.6) = 160.9384 y »(0.6) = 152.1198.

En conclusion, € método de Euler para resolver € sistema generd (4) es

Xn+1 = Xn + Af(tn, Xn, Y)

Ynt1 = Yn+ hg(tn, Xn, yn).

1. Con d méodo de Euler aproxime 3(0.2), donde y(x) es la solucion del problema de vaores
inicides

y' =4y’ + 4y =0, y(0) = -2, y(O) = L

Use h = 0.1. Halle la solucion exacta y compare e valor exacto de y(0.2) con y,,

2. Aplique d método de Euler para aproximar ay( 1.2), donde y(x) es la solucién del problema
de vdores inicides

x%y" = 2xy' + 2y = 0, y) = 4, y'1)= 9,

en donde x > 0. Use h = 0.1. Determine la solucion exacta del problema y compare e valor
exacto de y( 1.2) con y».

3. Repita e problema 1 aplicando € método de Runge-Kuttacon A =02y A = 0.1
4. Repita d problema 2 con & método de Runge-Kutta con # =02y A = 0.1

5. Con d méodo de Runge-Kutta, obtenga e valor aproximado de 3(0.2), donde y(x) es una
solucion del problema de vaores inicides

y' ~2y'+2y=¢cost y0)=1,y(O)=2

Useh=02yh=0.1.
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6. Cuando E =100V, R=10 Qy L =1 h, & dstema de ecuaciones diferencides para las

corrientes i;(f) e i3(f) en la red eléctrica de la figura 9.13 es

di o

§= —20i, + 10i, + 100
di . .

7173 = 10i, = 20is,

en donde /;(0) = 0 e i3(0) = 0. Aplique & método de Runge-Kutta para aproximar () e

is(f), cuando ¢+ = 0.1,0.2,0.3,0.4 y 05 U A = 0.1.

En los problemas 7 a 12 aplique e método de Runge-Kutta para aproximar x(0.2) y y(0.2).

Compare los resultados obtenidos con # =02y A = 0.1

7.x' =&~y 8. x' =x+2y
y' =X y' =4x + 3y
X©0) = 6,y(0) = 2 x(0)=1 y(0) =1
9. X'= —y+t 10. x' =6x + y + 6t
Y'=x—t y =4x + 3y — 10t + 4
x(0)=-3,y(0)=5 x(0) =05, y(0) =02
ILX +4x-y' =Tt 12, ¥ty =4
X' +y' —2y=3t -x"+y +y=6#+10
x(0)=1, y(0)=-2 x(0) =3,y(0) = -1

Problema poro discusién
13. En la seccion 5.3 dijimos que la ecuacion diferencid no lined

d g _
i + lsenB—-O

es un modelo del movimiento de un péndulo smple de longitud /. Para velores pequefios

de 6, una linealizacién de esa ecuacion es

d g, _
7 +lo—o.

a) Desriba gpara qué “velores pequefios de 6” la ecuacion diferencia linedl es una buena

goroximacion a la ecuacion diferencid no lined?
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b) Determine la solucion exacta de la ecuacion diferencia lineal sujeta a 6(0) = 6o,
g(0) = -1

c) Aplique @ méodo de Runge-Kutta de cuarto orden en e intervao [0,3]y con 2 = 0.1
para aproximar la solucién de la ecuacion no lineal cuyas condiciones iniciales son
fAO) = 6o, #(0) = -1 para diversos vaores de 6o. Describa (para qué vaores de 6 la
solucion del problema de vaor inicid es una buena gproximacion a la solucion numérica
del problema no lined de vaor inicid? ¢ Esto concuerda con su hipétesis de la parte 8)?

PROBLEMAS DE VALOR EN IA FRONTERA DE SEGUNDO ORDEN

B Cocientes de diferencias Q  Diferencias finitas B Diferencia hacia adelante
B Diferencia hacia atras B Diferencia central B Puntos interiores de malla
W FEcuacion en diferencias finitas @ Método de disparos

En las secciones 9.2 a 9.4 describimos las técnicas para obtener una aproximacion a la solucion
de un problema de vaor inicid de primer orden, como y' =f(x, y), ¥(x¢) = yo. Ademéds en la
seccion 9.5 explicamos que podemos adaptar las técnicas de aproximacion a un problema de
valores iniciales de segundo orden, como y* =f(x, y,¥'), w(xo) = yo, ¥'(x0) = y1, reduciendo la
ecuacion diferencid de segundo orden a un Sstema de ecuaciones de primer orden. En esta
seccion examinaremos un método para aproximar una solucion de un problema de valores en
Za fronfera (0 de contorno) de segundo orden, como y” = f(x,y,Y’), y(@) = a, y(b) = 8. De
inmediato observamos que este método no requiere reducir la ecuacion diferencid de segundo
orden a un Ssema de ecuaciones.

Aproximaciones por diferencias finitas El desarollo de una funcién y(x) en una
serie de Taylor centrada en un punto a es

3
Y = y@) +y@ Eot ey B2 g G0
S definimos 7 = x - a, la ecuacion anterior equivale a

h2 3
y(@ +h) = y@) + y'(a % +y'@) 7+ y"(a) ;L, +

Para d andliss que sigue, conviene reescribir esta Ultima ecuacion en dos formas alterna-

tivas:

y(x+h)=y(x) +y x)h+ y”(x) - y”’(x) - @
y y(x=h) =y(X) -y x)h + y”(x) 5 - y"’(x) o @)
S h es pequefia, podemos omitir los términos donde aparezcan A*, A°, . . . porque esos valores

son despreciables. En redlidad, § se desprecian todos los téminos donde aparezca A* u otra
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potencia, las ecuaciones (1) y (2) dan, respectivamente, las siguientes aproximaciones para la
primera derivada, y'(x):

Y ~F 1y +B) =y o

') = 2 [y - ylx = ). @

Restamos (1) y (2) y obtenemos
y'(x) & — [y(x +h) = y(x = h)]. 5)

Por otro lado, S no se toman en cuenta los términos donde intervienen o potencias mayores,
d sumar (1) y (2) se tiene una aproximacion a la segunda derivada, y”(x):

1
V() = 5 [yGe + 1) = 2y(0) + y(x = ] ®

Los lados derechos de las ecuaciones (3), (4), (5) y (6) se llaman cocientes de diferencias. Las
EXpresiones

yx + h) = y() y(x) = y(x = h)
yx + B) —y(x=h) Y Y+ B)=2y@)+ y(x = h)

se denominan diferencias finitas. En especid, s llama diferencia hacia adelante ay(x + h) —
y(x), diferencia hacia atras ay(x) = y(x = h) y diferencias centrales a par: y(x + h) = y(x -h)
y a y(x + h) = 2y(x) + y(x = h). Los resultados representados por (5) y (6) se llaman
aproximaciones por diferencias centrales para las derivadas y' y y".

Ecuacion de diferencias finitas  Veamos ahora un problemallineal de vaoresen la
frontera de segundo orden:

v o+ PRy + Q@)y = f(x),  y(@) = o y(b) = B @)

Supongamos que a =xp <x1 < Xy, . .+ <Xp_1 < X, = b representa una particion regular del intervelo
[a, b]; esto es que x; = a+ ih, dondei=0,1,2,..., ny h=(b - a)/n Los puntos

¥=a+h x, =q+2h ...,x,,_1:a+(n—1)h
se llaman puntos interiores de malla‘del intervalo [a, b]. S definimos
=y(x), P =Px), Q@ =0@x), v fi= fx)

ysy yy en(7) sereemplazan por sus aproximaciones por diferencia central, ecuaciones (5) y
(6), llegamos a

i 2 i+ i~1 + i+ i~
)’+1 h}; }’ 1 P Vi 1 y Qlyl f;
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0 bien, después de simplificar,
\
1+ g 1})’14'1 +(-2+ By + [1 - g P} yi-1 = . ®)

Esta ecuacion se llama ecuacion en diferencias finitas y representa una aproximacion a la
ecuacion diferencia. Nos permite gproximar la solucion y(x) de (7) en los puntos interiores de
malla xy, x, . . ., x» el intervalo [, b]. S hacemos que i tomelosvalores 1,2,..., n—=1en
la ecuacion (8), obtenemos n = 1 ecuaciones en las »n = 1 incégnitas 31, y2, . . « Yn-1. TENGASE
en cuenta que CONOCEMOS yg Y yn» POrque son las condiciones especificadas en la frontera, yp =
Wxo) = W@)= &, Y Yn= ylxa)= ¥(b) = B.

En d demplo 1 describiremos un problema de vaores en la frontera en que podremos
comparar los valores aproximados con los valores exactos de wna Solucion explicita

AIUIORM Uso del método de diferencias finitas

Con la ecuacion (8) de diferencias finitas y » = 4 aproxime la solucion a problema de valores
a la Contera

y'-4y=0, ¥(0)=0, y(l) =5.

SOLUCION  Para aplicar (8) identificamos P(x) = 0, Q) = —4,f(x) =0y h= (1L = 0)/4 =
%. Entonces, la ecuacion de diferencias es

yi+1 — 2.25y, + yi"l = 0 (9)

Los puntos interiores son x; =0+ 3, % =0+ 2, x3 =0+ ; asi, paai=1,2y 3, la ecuacion
(9) establece @ siguiente sistema para las yy, y2 y y3 respectives.

Y2 =2.25y;+yo=0

y3=225y,+ y:1=0

y4 - 2.25y3 + y2 = 0.

Puesto que las condiciones en la fronterason yo =0y y; =5, el sistema anterior se

transforma  en
—225}’1 + V2 =
Y- 225y2 + Y3 = 0
¥y, =~ 225y, = -5,

Al resolverlo, se obtienen y; = 07256, y, = 1.6327 y y3 = 2.9479.

Ahora bien, la solucién general de la ecuacion diferencial dadaesy = ¢; cosh 2x +
¢; senh 2x. La condicion y(0) = 0 implica ¢; = 0. La otra condicién en la frontera determina
a ¢3. Ad pues, una solucion explicita del problema de vaores a la frontera es y(x) = (5 sen
2x)/senh 2; por lo tanto, los valores exactos (redondeados a cuatro decimales) de esta
solucion en los puntos interiores son y(0.25) = 0.7184, 3(0.5) = 1.6201y »(0.75) = 2.9354. m

La exactitud de las aproximaciones en & eemplo 1 se puede meorar con un vaor menor
de h. En este caso la contrapartida es que un valor menor de A necesita la solucion de un sistema



Seccion 9.6 Problemas de valor en la frontera de segundo orden 433

de ecuaciones mayor. Se deja como gercicio demosrar que con A = 1 las aproximaciones a

¥(0.25), y(0.5)y »(0.75) son, respectivamente, 0.7202, 1.6233 y 2.9386. Véase €l problema |l
en los gercicios 9.6.

B3N Xely A Aplicacion del método de diferencias finitas

Use la ecuacion (8) en diferencias finitas con #» = 10 para gproximar la solucion de

y'+3y +2y =4, y1) =1 y(@2) = 6.

IR

SOLUCION  Enestecaso P(x)=3, Q(x)= 2,f(x)= 4x*y h=(2 = 1)/10 = 0.1, de modo
que (8) se transforma en

1.15yi+1 - 198y, + 0-85yi—-1 = 0.04x,'2. (10)

Ahora los puntos interiores son x; = 1.1, x, = 1.2, x3 =13, x4 =14, x5 =15 x4 =16, x7=
1.7,x3=1.8yx9=19.Cuandoi=1,2,..,,9y yg =1 yio = 6, la ecuacion (10) produce un
sdema de nueve ecuaciones con nueve incognitas.

1.15y, = 1.98y, = -0.8016
115y, 1.98y, + 0.85y, = 0.0576
1.15y, = 1.98y; + 0.85y, = 0.0676
1.15y; — 1.98y, + 0.85y, = 0.0784
1.15y; = 1.98y; + 0.85y, = 0.0900
1.15y; = 1.98y; + 0.85y; = 0.1024
1.15y; = 1.98y, + 0.85y, = 0.1156
1.15y, - 1.98, + 0.85y, = 0.1296
— 1.98y, + 0.85y; = -6.7556.

Podemos resolver este sistema grande mediante eliminacion de Gauss, o bien, con rdativa
facilidad, con un Sstema agebraico computaciond como Mathematicas El  resultado es
1= 24047, y2 = 34432, y3 = 42010, y4 = 47469, ys = 5.1359, ys = 54124, y; = 56117,
y3 = 57620y yy = 5.8855. n

Método de disparos Otra manera de aproximar una solucién del problema de vaor en
lafronteray” =f(x, vy, Y'), y(a) = a, y(b) = B es & método de disparos, donde € punto de partida
es reemplazar € problema de vaores en la frontera con un problema de vaores inicides

Y =f(x, 3,y),  y@)=a yU)=m, an

La cantidad my en las ecuaciones (Il) sélo es una propuesta de la pendiente desconocida de la
curva de solucion en @ punto conocido (a, y(d). A continuacion aplicamos una de las técnicas
numéricas de un paso a la ecuacion de segundo orden en (Il) para llegar a una aproximacion
B, del valor de y(b). Si 31 concuerda con el valor dado y(b) = § dentro de una tolerancia
preestablecida, los calculos se detienen; en caso contrario se repiten, comenzando con una
propuesta distinta y'(U) = mj, para obtener una segunda aproximacion, (3, de y(b). Se puede
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continuar este méodo con la moddidad de prueba y error o gustar las pendientes sucesivas
m3, mg, ..., en dguna forma sistemdtica La interpolacion lineal es particularmente Gtil cuando
la ecuacion diferencid en (II) eslineal. El procedimiento es andlogo a tirar a blanco (la “mird’
es la deccion de la pendiente inicid) hesta llegar a la diana, que es y(b).

La bae dd uso de todos estos métodos numéricos es la hipitesis -no siempre valida—
de que exise una solucion d problema de valores iniciaes.

Observacion B

El método de aproximacion por diferencias finitas se puede ampliar a los problemas de valor
inicial en que se especifique la primera derivada en una frontera; por ejemplo, un caso como
y” =f(x,y, ¥), ¥(a) = a, y(b) = B. Véase el problema 13 en los ejercicios 9.6.

—— EJERCICIOS 9.6

En los problemas 1 a 10 aplique & método de diferencias finites, con & vaor indicado de n
para aproximar la solucion del problema respectivo de vaores en la Contera

1L.y"+9y =0, y0)=4,yQ2 =1L n=4

2.~y = x4 y0)=0y() = G n=4

3.y"+2y +y=5x5y0)=0y1) =0, n=5
4.y"=10y'+ 25y =1, y(0 =1y() =0 n=5
5.y -4y + 4y=(x+ 1)e* y(0) =3, y1)=0,n =6
6.y"+ 5y = 4Vx,y) =1, y@)=-1, n= 6
7.xy"+3xy' +3y =0, y(1)=5, y2) =0, n= 8

8 xy"-xy +y=Inx, y1)=0, y2)=-2 n=38
O.y"+ (A=) +xy=x y0)=0y() =2 n=10
10. y"+xy"+y=x, y(0)= 1, y(l)=0n=10

Il. Repitae gemplo 1 conn = 8.

12. El potencial electrostético » entre dos esferas concéntricas de radiosr= 1y r =4 et
definido  por

du  2du _ _
SEHS=0, u()=50, U@ = 100

Con & método de esta seccion y con »n = 6 gproxime la solucion de este problema de vaores
en la frontera

13. Para e problema de vaores en la Contera y” + xy =0,y'(0) =1, (1) =-1

a) Deduzca la ecuacion en diferencias que corresponde a la ecuacion diferencia. Demues-
tre que cuando i =0,1,2,...,n—- 1, la ecuacion en diferencias produce n ecuaciones
con p + 1 incognita que Son y-1, Yo, Y1, Y25 - - + Y1 - EN €ste caso, y-t y yo son incognitas
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porque y- representa una aproximacion a y en e punto exterior x = —=h,y yo no esta
especificado en x = 0.

h) Utilice la aproximacion (5) por diferencias centrales para demostrar que y1 ~y-1 = 2h.
Con edta ecuacion, dimine ay_; del sstema en la parte a).

) Usen =5y d sgsema de ecuaciones determinado en las partes & y b) para aproximar
la solucion del problema origind de vaores en la frontera

14. En @ problema y” =y = sen(xy), »(0) =1, »( 1) = 15, de vélores en |a frontera, aplique €
metodo de disparos para aproximar su solucion. (La aproximacion read se puede obtener
con una técnica numérica, por gemplo, € método de Runge-Kutta de cuarto orden con
h = 0.1 -todavia mejor-, S e tiene acceso a un sstema agebraico de computacion,
como Mathematica 0 Maple, con la funcion NDSolve.)

En los problemas 1 y 2 trace € campo de direcciones de la ecuacion respectiva. Indique las
cuvas de solucion poshles.

l.ydce—xdy=0 2.y = 22X -y

En los problemas 3 a 6 eabore una tabla donde se comparen los vaores indicados de y(x)
obtenidos con los métodos de Euler, de Euler mejorado y de Runge-Kutta. Redondee sus
cdculos a cuatro decimaesy use A =01y h = 0.05.

3y =2nxyyl) =2

y(1.1), y(1.2), y(1.3), y(1.4), y(1.5)
4.y =sin x2 + cos ¥ y(0) = 0;

Y (0.1),Y(0.2),Y(0.3),Y (0.4), Y (0.5)
5.y’ = Vx+y, y(0.5) = 0.5;

vy (0.6), v (0.7), v (0.8), v (0.9), v (1.0)
6.y =xy+y,yl)=1,

Y(1.1),v(1.2),Y(1.3),Y(1.4),Y (L5)

7. Con é méodo de Euler obtenga e vaor aproximado de (0.2), donde y(x) es la solucién
de problema de vdores inicides

y'=@x+1y=1  y0)=3 y(0) =1
Primero emplee un tamafio de etapa h = 0.2 y luego repita los cdculos con h = 0.1.
8. Aplique d méodo de Adams-Bashforth/Adams-Moulton para aproximar € vaor dey(0.4),
donde y(x) es la solucion de

y =4x =2y, y0)=2.

Use la formula de Runge-Kutta y h = 0.1 para obtener los valores de y1, 2y ya.
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9. Use @ método de Euler y h = 0.1 para aproximar los valores de x(0.2), »(0.2), donde x(t)
y y() son soluciones de

x'=x+y
y=Xx-y,
x(0) =1, y(0) = 2.

10. Con & méodo de diferencias finitas y n = 10 aproxime la solucion a problema de vaores
en la frontera

Y +655(1+x)y=1  y0)=0, y(1=0.
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Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

El lector ha estudiado ya, en el calculoinfinitesimal, los vectores en el espacio de dos
y ftres dimensiones, y sabe que dos vectores no cero son ortogonales cuando su producto
punto, o producto interno, es cero. Al dejar ese nivel, las nociones de vectores,
ortogonalidad y producto interno pierden, con frecuencia, su interpretacion geométrica.
Estos conceptos se han generalizado y ‘es muy comdn imaginar que una funcion es un
vector. En consecuencia, podemos decir que dos funciones distintas son ortogonales
cuando su producto interno es cero. En este caso, veremos que el producto interno de
los vectores es una integral definida. El concepto de funciones ortogonales es funda-
mental en el estudio de los temas del siguiente capitulo y otros.

Otro concepto que se vio en cél|CU|o infinitesimal fue el desarrollo de una funcién
f como serie infinita de potencias de x — a, lamada serie de potencias. En este capitulo
aprenderemos a desarrollar una funcion f en términos de un conjunto infinito de

funciones ortogonales.

437
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FUNCIONES = ORTOGONALES

M Producto interno M Funciones ortogonales M Conjunto ortogonal ®m  Norfsa B Norma cuadrada
m  Conjunto ortonormal m  Ortogonalidad con respecto a una fincion peso
W Serie de Fourier generalizada

En matematicas superiores se considera que una funcién es la generalizacion de un vector. En
esta seccion veremos como los dos conceptos vectoriales de producto interno (punto) y
ortogonalidad se pueden ampliar para abarcar las funciones.

Supongamos que u y v son vectores en e espacio tridimensional. El producto interno
(u, v) de los vectores, que también se escribe u . v, posee las propiedades siguientes.

D (u, V)= (v, u)

i) (ku, v) = k(u, v), donde k& es un excdar
i) uuw=09u=0y(uu>0su=0
V) (U + v, w) = (u, w) + (v, w).

Esperamos que una generdizacion del concepto de producto interno debe tener las mismas
propiedades.

Producto interno  Supongamos ahora que f; y 5 son funciones definidas en un intervalo
[a, b].* Como una integrar del producto /i(*)/2(x) definida en e intervalo también posee las
propiedades 7) a iv), siempre y cuando existan las integrales, podemos enunciar la siguiente
definicion:

Funciones ortogonales Dado que dos vectores u y v son ortogonades cuando su pro-
ducto interno es cero, definiremos las funciones ortogonales en forma semejante:

*El intervalo también podria ser (—ee, o), [0, o), etcétera.
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A diferencia del andlisis vectoria, en donde la palabra ortogonad es sinonimo de “perpen-
dicula”, en e presente contexto € término ortogona y la condicion (1) no tienen significado
geométrico.

3T Lo Funciones ortogonales

Las funciones fi(x) = x* y f4(x) = x° son ortogonales en € intervalo [-1, 1] porque
(o) = [, Flfilx) dx

=0. u

' y2.,3 ___leA
f_lx xdx 5"_

Conjuntos ortogonales Nos interesan principamente los conjuntos infinitos de funcio-
nes ortogonales.

DEFINICION 10.3

La norma, o longitud |ju}, de un vector u se puede expresar en términos del producto interno;
concretamente, (U, U) = Jju 2 0 bien |[u]]= V(u, w). La norma, o longitud generdizada, de una
funcion ¢, es ||@,(x)|| = V(#n, ¢»); €5 decir,

6,00l = |/ [/ #2x) dx.
Bl nimero 1, )PP = f: ¢, (x) dx 3)

se llama norma cuadrada de ¢». S {@.(x)} € un conjunto ortogond de funciones en €
intervalo [a, b] y tiene la propiedad que |ign(x)l| =1 paran =0, 1,2, ., ., sedice que {@x(x)}
€S un conjunto ortonormal en € intervalo.

3134 Xel/l Conjunto ortogonal de funciones

Demuestre que € conjunto { 1, cos X, cos 2x, . . .} es ortogona en € intervao [-m, =].
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SOLUCION S definimos ¢ho(x) = 1y ¢u(x) = cos nx, debemos demostrar que |.” " do(x)9n(x)
dx=0paan #0y que I Om(x)Pn(x) dx = 0 cuando m # n. En € primer caso,
(v, ¢n) = L{ Bo(x) bn(x) dx = F_ﬂ cos nx dx

T
1

= =sennx
n

it
= % [sennm -sen( —nm)] =0, n#0,

y en d segundo,

s
(Gmo )= |_ b ()ax) e
'=f cos mx cos NX dx
-
= %Jm [ cos(m + n)x + cos(m — n)x] dx ¢ identidad tigonométrica
-7

T
_1 { spnom_tnx_ sen(m—nmx |~ _o .
2 ’ )

mi-n m-n
A INEOE Normas

Determine las normas de cada funcion en € conjunto ortogonad del gemplo 2.

SOLUCION  Para ¢o(x) = 1, de acuerdo con la ecuacion (3),
ld)p=[" dx=2m
de modo que ||go(x)|| = V2 . Para éa(x) = cos nx,n > 0, se debe cumplir

- [ _1q _
lbu (I = f_" cos'nx dx = EJ‘"” [1+ cos 2nx]dx = m.

Asi, para n>0, ||¢u(x)]|= V7 . "

Todo conjunto ortogonal de funciones {¢,(x)} distintas de cero, n =0, 1,2, . . ., s puede
normalizar, -esto es, transformar en un conjunto ortonorma- dividiendo cada funcién por
su norma

] eR: W Conjunto ortonormal  de  funciones
Seglin los giemplos 2 y 3, € conjunto

{ 1 cosx cos 2X }

es ortonorma en [-m, 7. u
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Vamos a edtablecer una andogia més entre vectores y funciones. Suponga que vy, v, Y Vg
son tres vectores no cero, ortogondes entre sl en e espacio tridimensiona. Ese conjunto
ortogona se puede usar como una base paa € espacio en tres dimensones, esto es, cuaquier
vector tridimensonad se puede escribir en forma de una combinacion lineal

U= cjvi+ vy + C3vs, @)

en donde las ¢;, i =1,2,3, son escalares y se llaman componentes del vector. Cada componente
¢; Se puede expresar en términos de u y del vector v; correspondiente. Para comprobarlo
tomaremos e producto interno de (4) por v :

2
(u, vi) = cy(vi, V1) + ea(va, Vi) + €3(v3, vi) = cifvill*+ - 0 ez 0.

. _(u, vy)
Por  consiguiente c,—ﬂz—
Vil

En forma semejante podemos comprobar que los componentes ¢; ¥ ¢3 Se pueden expresar
como  sigue

o= (u, vo) y o= (u, v3)
2= o T o2
[[v2ll fIvsll

Entonces, la ecuacion (4) se puede escribir en la siguiente forma:

)

(u, v1) (w, Vz) + (u, V3) (u, v,,)
= v+
WE T R 2 oA

Serie de Fourier generalizada  Supongamos que {¢.(x)} es un conjunto infinito or-
togonal de funciones en un intervalo [a, b]. Nos preguntamos;; s ¥ =f(x) es una funcién definida
en e intervalo [a, b], ¢serd posible determinar un conjunto de coeficientes ¢p, n =0, 1,2, . .
paa € cua

fx) = coto(x) + ciy(x) + -+ - + cupux) + -+ 7 (6)

Como en la descripcion anterior, cuando determinamos los componentes de un vector, también
podemos determinar los coeficientes ¢, mediante e producto interno. Al multiplicar la ecuacion
(6) por ¢m(x) e integrar en € intervalo [a, b] se obtiene

[* f)u@ydr = co [* o) gux) dx + 1 [ 4i(Iu) dx + -+ ¢, [ du(0) bue) dx +
= CO(¢0’ ¢m) + Cl(¢1’ ¢m) t--+ Cn(d’m ¢m) +oo

Debido a la ortogondidad, cada término del lado derecho de la Ultima ecuacion es cero, excepto
cuando m = n. En este caso tendremos

[ fo)9ux) dx = c, [ di2(x) dx.
Entonces, los coeficientes que buscamos son

. _ i@ () ax oo
" P eixydx
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En ofras palabras, flx) = ”Zocnd)n(x)v N
e la que .z I} £(x) () dx 8)
" . (O
La ecuacion (7), en notacidn de producto interno (0 producto punto), es
(f, &) ®
X)= X
19 = 2 1o 40
Vemos asi que esta ecuacion es € andogo funciona del resultado vectorid expresado en la
ecuacion  (5).

DEFINICION 10.4

La hipotess hebitua es que w(x) > 0 en € intervalo de ortogonalidad [a, b].

ATV Ortogonalidad y funcién peso

El conjunto {1, cos X, cos 2x, ...} es ortogona con respecto a la funcién peso constante
w(x) = 1 en @ intervao [-m, 7). 1

S [¢n(x)} es ortogona con respecto a una funcion peso w(x) en [a, b], d multiplicar (6)
por w(x)gm(x) € integrar se llega a
JLFEw() b, (x) d

= . 1
G (6T (10)

en donde (11)

= ﬂ: w(x) e, (x) dx.

La srie (7) en que los coeficientes estén expresados por las ecuaciones (8) o (10), se llama
serie de Fourier generalizada.

(1ANe

Conjuntos completos Podemos apreciar que @ procedimiento descrito para determinar
las ¢, era formal; esto es, no tuvimos en cuenta las cuestiones bésicas acerca de § en redidad
es posible un desarrollo en serie como € de la ecuacion (7). También, para desarollar f en
forma de una serie de funciones ortogonales, es necesario que no sea ortogonad a cada ¢, dd
conjunto ortogona {¢,(x)}. (3 T fuera ortogond a toda ¢, entonces ¢, =0, n=0,1,2,.. )
Para evitar este problema supondremos, en lo que queda del capitulo, que un conjunto ortogonal
es completo. Esto quiere decir que la Unica funcion ortogona a cada miembro del conjunto es
la funcién cero.
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Lasrespuestas alos problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas.

En los problemas 1 a 6, demuestre que las funciones respectivas son ortogonales en € intervalo
indicado.

L fil0) = x fi(x) = x5 [-2 2]

2. fix)=x%H(x)= 22+ 1 [-1, 1]

3. fil) = e fix) = xe = e [0,2]

4. fi(x) = cos x, fo(x) =sen’x; [0, 7]

5. fix) = x, f(x) =cos 2x; [~7/2, m/2)

6. fi(x) = ¢, fi(x) =senx; [7/4,5n/4]

En los problemas 7 a 12 demuestre que € conjunto dado de funciones es ortogonal en €
intervalo indicado. Cacule la norma de cada funcion del conjunto.

7. {senx,sn3x,en5x,...); [0, 7/2]

8. {cos x, cos 3x, cos 5x, . ..}. [0, #/2]

9. {senmx},n=123...; [0 7]

10. {sen%qx},n=l,2,3 ,..+5 [0,p]
1. {1,cos-';7ﬂx},n=1,2,3,...;[0,p]
12- {1,00S%x,senm’;x},n:1,2,3-~--:m:1’2$3"'-; [_p’p]

Compruebe por integracion directa que las funciones de los problemas 13 y 14 son ortogonales
con respecto a la funcién peso indicada en € intervao especificado.

13. Hy(x) = 1, H,(X)= 2% H,(X) = 4x2 = 2;  w(x) = e, (=0, )

14 L(x) =1 L(x)=—x+1,Lyx)= %xz -2x+1; w(x)=e*[0,x)

15. Sea {@s(x)} un conjunto ortogonal de funciones en [a, b] td que ¢o(x) = 1. Demuestre que
] $n® dx=0paan=1,2,.,.

16. Sea {pn(x)} unbconj unto ortogonal de funciones en [a, &] tal que ¢o(x) =1y ¢y(x) = X.
Demuedtre que ]a (ox+ B)pu(x) dx =O0paarn=2,3,,..ytodas ay B constantes.

17. S {¢(x)} un conjunto ortogonal de funciones en [a, b]. Demuestre que |lgw(x)+ G(OI? =
16mC + lgaCO, m # 1.

18.  De acuerdo con ¢ problema |,sabemos que fi(x) = x yf2(x) = »* son ortogonales en [-2,

2). Determine las congtantes ¢y ¢, tales que f3(x) = x + cix® + ¢xx® sea ortogond afi y 2
a la vez, en e mismo intervao.

19. El conjunto de funciones (sen nx}, n = 1, 2,3, . . . esortogonal en € intervalo [-m, 7].
Demuestre que € conjunto no es completo.

20. Sen fi, f2y f3 funciones continuas en € intervelo [g, b]. Demuestre que (f; + f2, f3) =
(S1./) + (L. o).
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SERIES DE FOURIER

m  Serie de Fourier m  Coeficientes de Fourier B Convergencia de una seri‘e de Fourier
m  Extension periddica

El conjunto de funciones

{ Sy Dy T } @
1,cosP cos-P , sen—PX, X, 2% P senex, 3mP

es ortogona en € intervalo [p, p] (véase € problema 12 de los gercicios 10.1). Supongamos
que f es una funcién definida en € intervalo [-p, p] que se puede desarrollar en la serie
trigonométrica

flx )=—9 2( cos7x+b sen'}—”x) 2)

Entonces, los coeficientes ag, ay, ay,. . ., by, by, ... S pueden determinar tal como describimos
paa la serie de Fourier generalizada en la seccion anterior.
Al integrar ambos lados de la ecuacion (2), desde —p hastap, se obtiene

p _Q (r - 4 nm 4 nm
f_pf(x)dx— 2[pdx+;<anj pcos » xdx+b,,j_psenp xdx>. 3)

Como cada funcion cos(nrx/p), sen(nmx/p), n > 1, es ortogona a 1 en € intervalo, €l lado
derecho de (3) se reduce a un solo término y, en consecuencia,

v Y R
J_pf(x)dx—zj_pdx 2x_P Day.

Al despgar gy se obtiene

L Ii,, f(x) dx. (4

Ahora multipliquemos la ecuacion (2) por cos(mmx/p) € integremos:

P

p mm %
j_pf(x)cos » xdx ZJ

mm
cos — x dx
- p

P mu mu nmw
+ cos—xcos——xdx+ b, |" cos—xsen—uxdx 5
2 ( I p p f P P ) ©)
Por la ortogondidad tenemos que

Jp cosmxdx=0, m>0
. p

f mm nw {‘O, m#n
f cosS—xcos—xdx =
-p p p D, m=n
mm nm
Y fp cos—xsen—xdx =0
p p p

*Hemos optado por escribir € coeficiente de 1 en la serie (2) en la forma ag/2, y no como gy, Es sdlo por comodidad;
la formula para a,, e reducird entonces a ag cuando n = 0.
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Entonces, la ecuacion (5) se reduce a J:, fx) cos ™ v dx = a.p,

1 1 nmw
y & == — xdx. (6)
a, » f_pf(x) cos » xdx
Por ultimo, s multiplicamos a (2) por sen(mmx/p), integramos y aplicamos los resultados
ﬁpsen?xdxzo, m>0

P mn__ nmw
J sen-X cos—x dx = 0
-»

X 2
J'p mr__ nw_ ., _ {’?, m#n
sen—xsen—xdx =
P P 2 , m=n,
b _lf" ysen™Z x d
llegamos a "= ‘pf(x senp xdx. )

La serie trigonométrica (2) en que las ecuaciones (4), (6) y (7) definen respectivamente
los coeficientes dg, an y b, €5 Una serie de Fourier dela funciénf. Los coeficientes que asi se
obtienen se llaman coeficientes de Fourier dg f.

Al determinar los coeficientes ag, @,y b, supusimos que T es integrable en @ intervalo y que
la ecuacion (2) -d igud que la serie obtenida multiplicando dicha ecuacion por cos(mmx/p)—
converge en tal forma que permite la integracion término a término. Hasta no demostrar que la
ecuacion (2) es convergente para determinada funcién £, no se debe tomar € signo igud en
sentido egtricto o literal. Algunos textos emplean e simbolo ~ en lugar del =. En vida de que
en las aplicaciones la mayor parte de las funciones son del tipo que garantiza la convergencia
de la sarie, usaemos @ sgno igua. Sinteticemos los resultados.

DEFINICION 10.5

- La serie de Fo!

®

',ken la cual : | 9

: P-p i ( )
a, =,~1-J' Sy cos ZE x dx o (10)
optyd e g

ol 1 p e :
S bpE =l f)ysen —xdx.
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A0 Desarrollo en serie de Fourier

-T<x<0
O=x<nmw

Desarrolle f(x) = { (12)

T X,

en una serie de Fourier.

FIGURA 10.1
SOLUCION  Enlafigura 10.1 vemos la gréfica de f. Con p = 7 tenemos, segun las
ecuaciones (9) y (10), .
1 0 T
j £x) dx = ;jﬁ0a+j5w—@¢4
_1 ,Tx,x_z]"zz
7TL 2 2
1 s _l 0 4 _
—;J’_”f(x),cosnxdx ﬂ f_ 0dx+f (7 x)cosnxdx]
1[ sennx|’
—; (m—x)—— + fsennxdx]
_ 1 cosnxl
m n
—cosnm+ 1
=  in < ¢o8 nT = (-1)”
I Sl Gl Vi
nr
En forma semejante vemos que, segin (1 1),
1= 1
b, = ;fo (7 — x)sennx dx = Py

Por  consiguiente,

i) =7+ 2{

(13)

1
-cos nx + = sennx

Obsarve que a, definida por 1a ecuacion (10) se reduce a g da& por la ecuacion (9), cuando
se hace n = 0. Pero como muestra € gemplo 1, esto quizA no sea € caso después de evduar la
integral para ap.

Convergencia de una serie de Fourier E teorema que sigue especifica las condi-
ciones suficientes de convergencia de una serie de Fourier en un punto.
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TEOREMA 10.1

El lector puede encontrar una demostracion de este teorema en € texto clasico de Churchill y
Brown.t

313N (ol/ R Convergencia en un punto de discontinuidad

La funcién (12) del gemplo 1 satisface las condiciones del teorema 10.1. Asi, para todo x
del intervalo (-, 1), excepto cuando x = 0, la serie (13) convergerd hacia f(x). Cuando
= 0 la funcion es discontinua y por consiguiente la serie convergera a

f0+) +f(0 ) ;

Nga

Extension periddica Obsavamos que las funciones del conjunto bésico (1) tienen un
periodo comun 2p; por consiguiente, € lado derecho de la ecuacion (2) es periodico. Deducimos
entonces que una serie de Fourier no sélo representa a la funcién en d intervalo (-p, p), sino
que también da la extension periddica de ffuera de este intervao. Ahora podemos aplicar
teorema 10.1 a la extension periodica de f o suponer, desde € principio, que la funcion dada
es periédica, con periodo 2p (esto es, f(* + 2p) = f(x)). Cuando fes continua por tramos y
exisen las derivadas derecha e izquierda en x = —p y en x = p, respectivamente, la serie (8)
converge hacia e promedio [ f(p-) + f(p+))/2 en esos extremos, y hacia este valor extendido
periddicamente a +3p, +5p, *7p, etcétera

* En otras palabras, cuando x es punto en € intervaloy A > 0,
S =limfx +h),  fOx-)=limfx=h)
h-0 h-0
4 Ruel V. Churchill y James Ward Brown, Fourier Series and Boundary Value Problems (New York: McGraw-Hill).
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(A]IVIGEeIM Convergencia a la extension periddica

La serie de Fourier (13) converge hacia la extension periddica de (12) en todo € de x. Los
puntos llenos de la figura 10.2 representan e valor

fOH) +f0-) =

2 2
en 0, X2, +dr, . ... Entx, 3w, +57,.... la serie converge hacia € vaor
fr=) + fom4) _

3 =
y

~ N T Y S

' 2N [N ' DN ' 2N

== f~ - = = o

~4r 37 - ot ' @ 2 3m 4rm x
FIGURA 10.2
——— EJERCICIOS 10

Las respuestas 4 los problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas.
Determine las series de Fourier de cada ¥ en d intervalo dado en los problemas 1 a 16.

—-T<x<0 -1, —-r<x<0
1 fx) = { O=x<mw 2.f(x)—{ 2, 0=x<nm
1, -1<x<0 0, -1<x<0
3. = =9
fx) = {x, 0=x<1 4 f(x) {x, 0=x<«1
0, —-m<x<0 m, -T1<x<0
5 = -
fx) {xz, O=x<nw b T{x) {nz*xz, O=sx<m
X+tm —w<x<ly 8 f(x)=3-2x, —w<x<n7w
ro, -T<x<0 {0, -7/2<x<0
9. = s =
fx) senx, O=x<n7 10. ¥(x) osx, O0=x<nu/2
0, —2<x<-—-1
-1=x<0 0, —2<x<0
. f(x) = \=2, 12.fx) = L, 0=x<1
01. l=x<2 L 1=sx<2
1, -5<x<0 2+x, —2<x<0
13. = . = ’
fx) {1+x, 0=x<5 14. fx) {2, 0=x<2
0 -T<x<0
15 f(x) = e, -7<x< 16. ={’
) = e —m<x<a 0./ =11, o=x<n
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17. Con d resultado del problema 5 demuestre que

7t 1 1 1 ? 1 1 1
- SR L T
6 1+2+ g y

18. Con ¢ resultado del problema anterior determine una Serie cuya suma sea 7%/8.
19, Aplique € resultado del problema 7 para demostrar que

20. Emplee € resultado del problema 9 para demostrar que

21. a) Emplee la forma exponencid compleja del coseno y del seno

nw eimrx/p + e—imrxlp nm einwx/p — e-innx/p
COS— X =—"——" sen—x=———-—"—"",
P 2 P 2

para demostrar que la ecuacion (8) se puede expresar en la forma compleja
f(X) - E c,,ei"”""’,
n=-mw

en que ¢y = ag/2, ¢y = (an=ibn)/2,y ¢n = (an + iby)2zdonde n =1,2,3, . . .
b) Demuedtre que ¢g, ¢, ¥ ¢ de la parte @ se pueden expresar en la forma de integral

—_1_ 4 —inmxlp =0 + +2
cn-zpj_pf(x)e dx, n=0,+1,%2,.. ..

22. Aplique los resultados del problema 21 para hdlar la forma compleja de la serie de Fourier
def(x) =e™ end intervalo —r < x <,

SERIES DE FOURIER DE COSENOS Y DE SENOS

m  Funciones pares e impares M Propiedades de las funciones pares ¢ impares
W Series de Fourier de cosenos y de.senos BSucesion de sumas parciales
W Fendmeno de Gibbs M Desarrollos en mitad de intervalo

Funciones pares eimpares El lector recordard que se dice que una funcién fes

pa s f(-x) =f&x), e impar s f(-x) = -f(x).
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IA|IN KO RM Funciones pares e impares |

a) f(x) = x* e par porque f(—x) = (-x)* = ¥* =f(x). Figura 103,

b) f(x) = x> esimpar porque f(—x) = (-x)* = -’ = -f(x). Figura 104, |
’ y =x? Yhoysad
|
f(—x) ] 1f(x) —-X Ilf(x)
s B 2! XX
FIGURA 10.3 FIGURA 10.4

Como e ilustra en las figuras 10.3 y 104, la gréfica de una funcién par es simétrica con
respecto a ge y y la de una funcién impar 1o es con respecto a origen.

1KoV A  Funciones pares e impares

Como cos(~x) = cos x Yy sen(=x) = -sen X, &l coseno y el seno son funcién par e impar,
respectivamente. =

Propiedades de las funciones pares e impares  El teorema que sigue menciona
dgunas propiedades de las funciones pares e impares.

TEOREMA 10.2

DEMOSTRACION DE b}  Supongamos quefy g son funciones impares. En ese caso tendremos
qe f(-=x) = -f(x) y g(-x) = -g(x). Si deimimos el producto de fy g como F(x) = f(x)g(x),
entonces

F(=x) = f(—x)g(—x) = (=1x))(—g(x)) = f(x)g(x) = F(x).

Esto demuestra que € producto F de dos funciones impares es una funcion par. Las demostra
ciones de las demés propiedades se dgan como dercicios. (Problemas 45 a 49 de los gercicios
10.3) u



Seccién 103 Series de Fourier de cosenos y de senos 451

Series de senos y de cosenos  Sifes una funcién par en (=p, p), entonces, en vista de
las propiedades anteriores, los coeficientes de (9), (10) y (Il) de la definicion mencionada en la
seccion 102 se transforman en
1(? 2 (7
=-— dx = x) dx
a0= J;Df(x) =f 7 -
1 nw nm
= — — dx = - —_— dx
ao pJ._pf(x) cos P X P Jof(x) cos » x
\_—.ﬁ,—_._J
par
1(? nm
b,==] F(X) ssn—xdx=0.
PJ.—p ( ) p
impar
En forma parecida, cuando T es impar en @ intervao (p, p),

_ _2( nm
a,=0,n=012 ..., b,,——pjof(x)senp x dx.

Resumiremos los resultados en la definicion siguiente.

DEFINICION 10.6

EJEMP Desarrollo en una serie de senos

Desarolle T(X) =1x,-2 < x < 2 en forma de una serie de Fourier.

SOLUCION  Desarrollaremos ¥ como una serie de senos porque d ver la figura 10.5
advertiremos que la funcion es impar en € intervao (=2, 2).
Hacemos que 2p = 4, 0 p = 2, y podemos escribir la ecuacion (5) como sigue:

2 nm
b, = foxsen—i- x dx.
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Integramos por partes para obtener

Por  consiguiente,

R30I R M Convergencia a la extension periodica

Jx)=

%

y=m-i<x<2

FIGURA 10.5

SUEN
INgL
| Zn

l
(v’
x
o

)

=1

©) =

La funcion del eemplo 3 satisface las condiciones del teorema 10.1; y en consecuencia la
serie (6) converge hacia la funcion en e intervalo (=2,2) y la extension periddica (de periodo
4), iludrada en la figura 10.6.

(F]I ORI Desarrollo en una serie de senos

La funcién

-

FIGURA 10.6

-1, —-m<x

<0

1, O=sx=<n

cuya gréfica se muestra en la figura 10.7 es impar en @ intervao (-mr, m). S p= 7wy e

acuerdo con (5),

FIGURA 10.7
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yr S5
lkﬁ"/ma"

7T

— <
I
}
i
1
3\
)
|
E]
— <
E&’
i
|
L]

y=r

T X X X X T X
7»————1‘ = -1 - 1 - -1

(@) (b) (© ()

FIGURA 10.8
=2 =21-C)
b, ”fo (1) sennx dx T

de modo que f(x) = 2 > 1—_(——ll—sennx. MNHm
T a1 n

Sucesiéon de sumas parciales Es interesnte ver como la sucesion de sumas parciaes

de una serie de Fourier se aproxima a una funcion. En la figura 10.8 se compara la gréfica de

la funcién fdel gemplo 5 con las de las tres primeras sumas parcides de la ecuacion (7):

4
Si=—senx, §,= % (senx + Ser;3x), Sy= % (senx + Se‘?" + selgsx).

La figura 10.8d) muestra la gréfica de la suma parcia Sys, que tiene picos notables cerca
de las discontinuidades en x = 0, x = m, x = -, elcdera Este “excesn” de las sumas parcides
Sy, respecto a los vaores de la funcion cerca de un punto de discontinuidad no se emparea,
sno que permanece bastante constante, aunque et vaor de N sea muy grande. A este compor-
tamiento de una serie de Fourier cerca de un punto en e que T es discontinua se le llama,
fenémeno de Gibbs.

Desarrollos en mitad de intervalo En lo que va del capitulo hemos dado por Supues-
to que una funcion T esta definida en un intervalo con e origen en su punto medio -esto es,
gue-p <x <p—. Sin embargo, en muchos casos hos interesa representar, mediante una Serie
trigonométrica, una funcion definida sdlo para 0 < x < L. Lo podemos hacer de muchas formas
digintas s dando una definicion arbitraria de la funcién en € intervalo -L <x < 0. Por brevedad
s6lo describiremos los tres casos més importantes. S y = F(X) esta definida en @ intervalo 0 <
x < L, entonces

i) Reflgar la gréfica de la funcion respecto a gje y, en -L <x<0; la funcion ahora
espar en -L < x <L (Fig. 109

FIGURA 10.9
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f&) = fx + L)
FIGURA 10.10 FIGURA 10.11

ii) Reflgar la gréfica de la funcidn respecto a origen, en —L < x < 0; la funcién viene
a s impar en -L < x < L (Fig. 10.10) o también
iii) Defmafen —L < x < 0 como@) = f(x + L) (Fig. 10.11).

Obsé&rvese que en los codficientes de las series (1) y (4) sélo se utiliza la definicion de la
funcion en 0 < x < p (esto es, la mitad del intervlo —p < x < p). Por esta razon, en la préctica
no hay necesidad de reflegjar como se describio en 7) y en ii). S se define T en 0 <x < L, tan sélo
identificamos la mitad del periodo, o semiperiodo, como la longitud del intervdo p = L. Tanto
las formulas (2), (3) y (5) de los coeficientes como las series correspondientes danuna extension
periddica par o impar, de periodo 2L como funcién origind. Las series de cosenos y senos que
Se obtienen con este método se llaman desarrollos en mitad de intervalo. Por dltimo, en €
caso i), igualamos los valores funcionales en € intervalo -L < x < 0 con los del intervalo
0 < x < L. Como en los dos casos anteriores, no hay necesidad de hacerlo. Se puede demostrar
que & conjunto de funciones en la ecuacion (1) de la seccion 10.2 es ortogond en g S x < a +
2p para todo nimero real a. S degimos @ = —p, obtendremos los limites de integracion en las
ecuaciones (9), (10) y (Il) de esa seccion. Pero cuando g = O, los limites de integracion son de
x=0ax=2p.Ad, s F edadefinidaen e intervalo 0 < x < L, podemos identificar 2p = L o
p = L/2. La serie de Fourier que resulta dara la extension periddica def, con periodo L. De esta
manera los valores hacia los que converge la serie serén los mismos en -L <x < 0 que en
O0<x<L.

(] INIALO N W Desarrollo en tres series

Desarolle f () = x%, 0< x <L,
a) En una serie de cosenos b) en una serie de senos ¢) en una serie de Fourier.

SOLUCION  En la figura 10.12 vemos la gréfica de esta funcién.

vy=x2,0<x<L

FIGURA 10.12
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a) Partimos de
L 2
ay = fOdex=§L2
e integrando por partes, L
2 L Lx?sen™X x L .. nm
L L mTL - %fﬁxsenf-xdx
a,,:—J xzcosﬂxdx=z 0 - -
L L
—
4 0
_ 4L2( -1)”
T onigt
Entonces 4L2 S 12"
f)y =75+ ; os———x ®)
b) En este caso

_ 2, nm
bn—Lfox seandx.

Después de integrar por partes llegamos a

2LY(—1)™ + 4L

b= el (G
Por  consiguiente S22 DML 2 gy } nw 9
f(x) = ;{ e [(-1)” — 1] ;sen 7 % )
¢) Hacemos p = L/2; entonces, 1/p = 2/Ly nx/p = 2nm/L. Entonces
ay = % J‘ 2 dx
2 2n L?
a, = EJLx cos — xdx—nnz
2 2n7w L?
be=% 0y dx =
Lj x?sen I xdx = -
Por lo que
- 2mr 1 2nm
flx) = 2 { T h—sen—L—x}. (10)

Las series(8), (9) y (10) convergen hacia |a extensién periodica par de periodo 2L de f, la
extension impar de perfodo 2L de T y la extension periddica de periodo L def; respectivamente.
En la figura 10.13 vemos las gréficas de esas extensiones. "



456 CAPITULO 10 FUNCIONES ORTOGONALES Y SERIES DE FOURIER
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a) Serie de cosenos
y

/ / / /
7 / 7 7
/ / / 4
7 4 / /
n o i’ o 14/ - .
> ~T A d ®

’/ N /’ 4 x
S-4L -3L/=2L =L/ L ‘i 3L aL

! [ / I [
1 1 '] 1 1
b) Serie de senos
y
[ 7 ! [ 1 [
/ 7 / / 7 7/ 0}
(A VA IV ) e /0 ,0 @
/ 7 7 4 / /7 /
e e
-4L -3L 2L -L L 2L 3L 4L *

¢) Serie de Fourier
FIGURA 10.13
Fuerza de impulsion periddica En ocesiones las szies de Fourier Srven pera deter-
mina una oluddn paticlar de la ecuaddn diferendd que desibe a un sgema fisoo en que
la entrads, 0 fuaza de impulsién £(f), & paiddca En d dgueate ganpo llegaremos a ua
Dludon paticlar de la euedon dfeendd
d X
™

represatendo  primaofpor d desardlo en sie de snos y en medio intervdo

LE | = £(0) an

ft)y = > b.sen™Z
n=1 P

paa deués spong e una duddn paticdar tiene la foma
%) = B, sen";” t (12
n=1

A Ne e  Solucion particular de una ecuacion diferencial

En un 99ama no amortiguedo de resate y mesa en que lamesaes m :lsiugylaomstawte
0d rerte es k =4 1b/ft, una fuaza extana de paiodo 2, f(¥), |rmjsaalamasaylagraf|ca
ddfe ve en la figura 1014, Aunque la fuerza f(¢) adla Sobre d 9dema cuando ¢ > 0, §

prdonga la gdica de la funddn heda la pate negativa dd ge ¢ para que U paiodo s 2,
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obtenemos una funciénimpar. En la practica esto significa que basta determinar e desarrollo
en serie de senos y en medio intervalo de f(f) = #2, 0 < ¢t < 1. Conp = 1, entonces, de acuerdo
con (5) e integrando por partes, llegamos a
—1)yn+1
b,=2 j;mfsenmrt dt= 2(_1)._..
n

i
,f;_///

FIGURA 10.14

Segin la ecuacion (1 1), la ecuacion diferencid del movimiento es

1 d?x 2(=1)
6dr 7 21 n

sennmt (13)

Para llegar a una solucion particular x,(f) de la ecuacion (13), sudtituimos en éla la ecuacion
(12) e iguadamos los coeficientes de sen nmt. Asl obtenemos

<_ﬁnzﬂf + 4>Bn = 2(_1)"% 0 sea ‘B'l = F}%ﬂl:’;é%—z)

Por  consiguiente _w_ R2nm
xP(t) - n}.‘i n(64 _ 2 2)

Observamos que en la solucion (14) no hay un entero n 2 1 para € cua € denominador
-de B,, Que es 64 = nP7%, sea cero. En generd, cuando i hay un vaor-de n, digamos que sea N,
para @ que Nm/p = w, donde w = VK/m, ¢ estado del sistema que describe la ecuadion (Il) es
de resonancia pura En otras paabras, se presenta resonancia pura § € desarrollo de la funcion
f(®) de la fuerza impulsora en serie de Fourier contiene un término sen(Nw/L)t (0 cos(Nn/L)f)
que tenga la misma frecuencia que la de las vibraciones libres.

Nauradmente, s la extensén de la fuerza impulsorafcon periodo 2p sobre € ee negativo
de + da como resultado una funcion par, fse puede desarollar en una serie de cosenos.

sennt. (14)

Las respuestas a los preblemas nones se encuentran en e apéndice de respuestas.

En los problemas 1 a 10 determine S la funcién es par, impar 0 ninguno de €sos tipos.

1. f(x) = sen3x 2. H(x) = x cosx
3 f(x) = x2+ x 4 f(x) = x* - &
5. f(x) = eX 6. f(X) = ||
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xl —1<x< 0 x+5 -2<x<0
7. f = A = !
(x) {—xl, 0=x<1 8109 {—-x+.5, 0=x<2
9.f(x) =x3,0=x=2 10. f(x) = 2Jx| = 1

Desarrolle cada funcion de los problemas Il a 24 en la seie de cosenos 0 senos adecuada

1 —m<x<0 1, —2<x<-1
1. f(x) { T 1. f(x) ={0, -1<x<1
1, O0=x<m )
1, 1<x<2
13. f(x) =|x,-7<x<n 4. fx) =x,-m<x<m
15. f(x) = x% -1<x<1 16. f(x) =xfx],-1<x<1

17. f(x) =a2 =, =s<x<m 18 f(X) = ¥, -w<x<7

[x=1, -7<x<0 Cfx+1l -1<x<0

19. f&) _{x+’1. O=sx<m 20. f(X)_{X-I, 0=x<1
1, —-2<x< -1

-7, —-2r<x<-T
-x =-1=x<0 2r<x

21. f(x) = x, 0=x<1 22, f(x) = X, —nsx:;r
-7

1, 1=x<2 g TEXSA

23. f(x) = |senx|, —-r < x < 7 24, f(X) = cos x, —w/2< x < al2

En los problemas 25 a 34, hdle los desarrollos en series de cosenos 0 senos, en medio intervalo,
de la funcién respectiva

25. 1) = {1, 0<x<i 26. 1) :{o, 0<x<i
0, t=x<1 1, ¥=x<1
27. f(x) = cos x, 0 < x < nw/2 28, f(x) = senx, 0 < x <7
X, 0<x<m2 0, O<x<mw
29. 1(x) :{n—x, wl2=xcw 30. 1(x) :{x"ﬂ, T=x<2m
X, 0<x<1 1, 0<x<l1
3L f(x):{l, 1=x<2 32'f(x)={2—x, 1=x<2
B fx)=x*+x,0<x<1 34. f(x) = x(2 - x),0<x<2

Desarolle la funcion de ca& uno de los gercicios 35 a 38 como serie de Fourier.

35. f(x) = x} 0<x<2m

36. f(x) =x, 0<Lx< 7

3. f(x) =x+1, 0<x<1

B.f(x) =2 =x, 0<x<2

En los problemas 39 y 40, proceda como en e gemplo 7 y hale una solucion paticular de la
ecuacion (11) cuando m =1, k# = 10 y la fuerza impulsora () s la especificada en ambos casos.

Suponga que cuando f(¢) se prolonga hacia € ge negativo de ¢ en forma periddica, la funcion
que resulta es impar.

30, 1ty = 20 VSIST e ko) =g
-1 = -5, m<t<27 A+ 2m) = 1)

4. f)=1-t,0<t<2f(t+2) =)
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Halle una solucion particular de la ecuacion () con m = 3, k = 12 y la fuerza de impulsion,
f({) dada en los problemas 41 y 42. Suponga que cuando f(f) s prolonga a valores negativos
de ¢t en forma periddica la funcidon que resulta es par.

41.
t,
2. f(1) = { L

43.

44,

4.
46.
41,
48.
49,

50.

oL

f(t) = 2m=r0<t<2m f(t+ 27) = f(t)
0<t<3 .
f d=t<1 f+1) = f()

Suponga que una viga uniforme de longitud I estd smplemente apoyada en x =0y x = L.
Cuando la carga por unidad de longitud es w(x) = wo x/L, 0 < x < L, la ecuacion diferencia
de la flecha (desviacion) y(x) de esa viga es

d'y _ wex
Ee=T1
enque E, | 'y wy son constantes. (Vea la ecuacion (4), seccion 5.2.)

a) Desarolle w(x) en forma de una serie de senos en medio intervao.
b) Emplee d método del gemplo 7 para hallar una solucion particular-y(x) de la ecuacion
diferencidl.

Siga & méodo del problema 43 para encontrar la deflexion, y(x), cuando w(x) es la que
aparece en la figura 10.15.

w(x)

Wo - 1

L3 2073 L *

FIGURA 10.15

Demuestre la propiedad @) en € teorema 10.2.
Demuestre la propiedad c) en € teorema 10.2.
Demuestre la propiedad d) en e teorema 10.2.
Demuestre la propiedad f) en € teorema 10.2.
Demuestre la propiedad g) en € teorema 10.2.

Demuestre que cudquier funcién f'se puede expresar como una suma de una funcion par
y una funcidn impar.

[Sugerencia: aplique la identicad /&) *2f fe) ‘2f (=)

Forme la serie de Fourier de
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empleando la identidad f(x) = (Jx| + x)/2, = <x < 7y los resultados de bos problemas 13
y 14. Observe que |x}/2'y x/2 son par e impar, respectivamente, en ese intervalo (vea €
problema  50).

52. La doble serie de senos para una funcién f(x, y), definida en una region rectangular
0<x<b,0<y<c,es

flx,y) =ii mnsen 7 xsen’ L y,

m=1 n=1

4 (c (b mm nw
en donde Apn = Efo fo flx, y)sen—l;—xsen?y dx dy.

Hale la doble srie de senos de f(x,y) = 1,0 <x <7, 0 £y £

53. La doble serie de cosenos para una funcién f(x, y), definida en una region rectangular
0<x<h,0<y<c,es

J5,9) = Aw + E_Amocos%x"’ ZAOnCOS?y

+22A cos 2 x cos ”y

m=1 n=1

1 (e
donde Am:b_cjo K f(x, y)dx dy

2

A= bcf f flx,y) cos—x dx dy

c (b nm
A= [ [* ) cos™y dx dy
4 (c (b mm nm
A,,,,,—B—Efofof(x,y)cos—b—xcos7ydxdy.

Forme la doble serie de senos de f(x,y) =xy,0 £x 1,0y <1

EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

B Valores_propios  y funciones propias M Problema normal de Sturm-Liouville M Propiedades
B Problema singular de Sturm-Liouville M Forma autoadjunta de una ecuacion
diferencial lineal de segundo orden M Relacion de ortogonalidad

Repaso  Por conveniencia, repasaremos aqui agunas de las ecuaciones diferencides, y sus
soluciones generdes, que serdn importantes para las Secciones que Siguen.

i) Ecuacion lineal de primer orden: y' + ky = 0; k es constante.
Solucion generd: y = ¢je™

if) Ecuacion lineal de segundo orden: y* + Ay =0, A > 0.
Solucién generd: y = ¢; cos YAx + ¢, en
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iiy Ecuacion lineal de segundo orden: y” = Ay =0, A > 0.
La solucion generd de esta ecuacién diferencid tiene dos formas redes:

y = ¢; cosh VAx + c;senh Vx
Yy =ce” Vas 4 cze‘/xx

Debe hacerse notar que, en la practica, con frecuencia se emplea la forma exponencial
cuando e dominio de x es un intervalo* infinito 0 semiinfinito, Y que s usa la forma
hiperbdlica cuando € dominio de x es un intervao finito.

iv) Ecuacion de Cauchy-Euler: x%” +xy = X% =0
Solucion  generd: A £ 0y = ex X+ o™
A=0y=¢+telnx

v) Ecuacion paramétrica de Bessel:
Y +xy + O -nPy=0,n=0,1,2,...

Solucion generd: y = e1u(Ax) + c¥u(Ax)
Es importante que el lector reconozca el caso de 1a ecuacién diferencial de Bessel
cuando n = O

Xy' +y o+ )\2xy =0.

Solucion generd: y = erdo(Ax) + e2Yo(Ax)
Recordemos que ¥.(Ax) = —oo cuando x — 0%

vi) Ecuacion diferencial de Legendre:
Lwx)?y”~2xy +n(n+1)y=0n=01,2,...

Las soluciones particulares son los polinomios de Legendre y = P,(x), en donde

Pyo(x) = 1, Pi(x) =x, Pz(x)=%(3x2 =-1),...

Las funciones ortogondes sudlen surgir a resolver ecuaciones diferencides. Ademés, s
puede generar un conjunto ortogona de funciones a resolver un problema de vaor de frontera
con dos puntos, donde intervenga una ecuacion diferencid de segundo orden que contenga un
parametro .

Valores propiosy funciones propias (eigenvalores y eigenfunciones) End
gemplo 2 de la seccion 5.2 vimos que las soluciones a problema de vaor en la frontera

y +ay =0 y0)y=o, yu) = o 1)

no son triviales s8lo cuando e pardmetro A adopta ciertos valores. Los nimeros A = n?m?/L2,
n=1,2,3,...y sus soluciones no trivides correspondientes, y = ¢z sen(nmx/L), 0 smplemente
y = sen(nmx/L) se llaman, respectivamente, valores propios y funciones propias del problema
Por gemplo,

*Infinito: (—ee, <0); semiinfinito: (—=, 0}, (1, <), etcéiera.
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v vor propio

PRI funcion  propia
v v 7[2 \|
20 - ., v
N /,y-O la soludon sy =senZ .
N L

WO)=0, yI)=0

no es un vaor propio . »
rop solucion  trivid

/

., \d
la solucion es y = 0.

- \\ _
y'\-2y=0

N

¥0)=0, yI)=0)

Para nuestros fines en este capitul o es importante reconocer que & conjunto { sen(nmx/L)} , n =
1,2,3, ... e d oonuto otogond de fundones en d intaveo [0, L] que s us como bese
paa la sgie de Fouie de sabs

A KoM Valores propios y funciones propias

Se deja como gjercicio comprobar que los valores propios y las funciones propias del
problema de vdor en la frontera

y'+Ay=0, y(0)=0,y(L)=0 @)

on, repedtivamente, A = 7P /L% n = 0, 1,2, . ..y y = ¢ cos(nmx/L), ¢; # 0. En contragte
con las ecuaciones (1), A = 0 es un valor propio de este problemay y = 1 eslafuncion
propia correspondiente. Esto Ultimo proviene de resolver y” = 0 sujeta a las mismas
condidones en la fronterg, y'(O) = 0, y'(L) = O, pao s puede incoporar en y = cos(nmx/L)

d pamitimosque n = 0y que ¢; = 1 H conjunto { cos(nmx/L)}, n=0,1,2,3, . . . es ortogond

en e intervalo [0, L]y se usa en e desarrollo de Fourier de cosenos para funciones
Odindss en ex intavdo. "

Problema normal de Sturm-Liouville Los prodlemes de vdar en la frontera en las
ecuadonss (1) y (2 son casos egpeddes dd dguate problema genad:

Seanp, ¢,r y r' funciones de vaor red continues en un intarvelo [a, b], y ssenr(x) >0y
p(x) > O paatodo x en d intavdo. B prodema de vdor en la frontera con dos puntos

Resolver: dix [rx)y’] + (@(x) + Ap(x))y =0 (3)
Sujeta a: any(a) + Biy'(a) = O (4)
ay(b) + Boy'(b) = 0 ®)

< llama problema normal de Sturm-Liouville. Los codidentes en las ecuedones (4)

y (5 = aponen redes e indgadates de A. Adanés oy S no son cao ambes ni
oy Y B, N 030 arbes

Como la ecuacion diferencial (3) es homogénea, € problema de Sturm-Liouville tiene
sempre la dluddn tivid y = 0. 9n ambago, eta soluddn caece de inteés para nosatros
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Como en & gemplo 1, ad resolver uno de estos problemas tratamos de buscarndmeros A (los
valores propios) y soluciones ¥ no trivides que dependan de A (las funciones propias).

Las condiciones en la frontera en las ecuaciones (4) y (5) (combinacion lined de yy
igual a cero en un punto) también son homogéneas. Las dos condiciones en la frontera de los
gemplos 1 y 2 (este Ultimo mas adelante), son homogéneas, una condicién en la frontera como
a(a) + By'(a) = ¢, cuando la constante ¢ es distinta de cero, es no homogénea. Naturalmente,
s dice que un problema de vaor en la frontera que consista en una ecuacion diferencia lineal
homogénea y condiciones homogéneas en la Contera es homogéneo; de no ser asi es no homo-
géneo. El problema de Sturm-Liouwville expresado en las ecuaciones (3) a (5) es un problema
homogéneo de valor en la frontera

Propiedades El teorema 103 es una sdeccion de las propiedades més importantes del
problema norma de Sturm-Liowville. S8lo demostraremos la dltima.

DEMOSTRACION DE d) Sen yn Y y, las funciones propias que corresponden a los valores
propios A, Y An, respectivamente. Entonces

d :
Tx [r@®)yn] + (g(x) + Anp(x))yn = 0 (6)
d !
= [r(®)yal + (@) + Ap(x))yn = 0. %)
Al multiplicar 1a ecuacion (6) por y, y la ecuacion (‘7) por y,,y restar los resuitados se obtiene

(hn = AP O3 =Ym LI~ 3o L [r(0y3).

Integramos por partes este resultado, desde x = a hasta x = b, y llegamos a

(hn = A) [ Py dx = r(B)yu(B)yi(b) ~ yu(B)y1(5)]
= r(@)[yu(a)yi(a) = y,(a)yn(a)]. ®)

Ahora hien, las funciones propias ym yy. deben satisfacer, ambas, las condiciones en la frontera
(@ y (5). En particular, de acuerdo con (4) tenemos que

aly'”(a) + Blyl’u(a) =0
a;y,,(a) + Ber,z(a) =0,
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Paa que oy ¥ i stisfagan este sistema, no nulos simulténeamente, e determinante de los
coeficientes debe ser igud a cero:

Ym(@)yn(@) = yu(a)ym(a) = 0.
Aplicamos un argumento semejante a la ecuacion (5) y obtenemos

Ym(B)ya(b) = yu(b)ym(b) = 0.

Como los dos miembros del lado derecho de (8) son cero, hemos establecido la relacion de
ortogonalidad

[ pCymeyn@) dx =0, A, # A, ©®)

A[IVTeB Un problema regular de Sturm-Liouville |

Resuelva € problema de vador en la frontera
y'+Ay=0, y(0) =0, y() +y() =0 (10)

SOLUCION El lector debe oomprobar que para A < 0y para A = 0, € problema planteado
por la ecuacion (10) solo posee la solucion trivid y = 0. Cuando A > 0, la solucion generd
de la ecuacion diferencid es y= ¢ cos VA x + ¢, sen VA x. Ahora bien, la condicion ¥(0) = 0

implica que en esta solucién ¢; = 0. Cuandoy = ¢; sen VA x, s sdtisface la segunda condicion
en la frontera (1) + y( 1) = 0, Sempre que

¢, Sen VA + ¢, VA cos VA = 0.

Con ¢y # 0, tendremos que edta ultima ecuacion equivale a

tan V3 = —VA.

S hacemos que ¥ = V), entonces vemos que la figura 106 muestra la factibilidad de que
exista una cantidad infinita de raices de la ecuacion tan x = ~x. Los valores propios del

y y=tan X

T

X

T
|
|
|
|
|

FIGURA 10.16
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problema (10) son, entonces, ), = x,2, donde x,, n =1, 2, 3, ... son las raices positivas
consecutivas. Con ayuda de un sisema de computacion (SAC) se demuestrd con facilidad
que, redondeando a cuatro decimales, xj = 2.0288, x, = 49132, x3 = 7.9787 y x4 = 10.0855,
y que las soluciones correspondientes sony; = sen 2.0288x,y2 = sen 4.9132x,y3= 7.9787x y
¥4 = sen 10.0855~. En generd, las funciones propias del problema son {sen Vnx}, n= 1,
2,3,...

Al identificar r(x) =1, q(X) =0, p(X) =1, a;=1, =0, a = 1, 3, = 1, vemos que la

ecuacion (10) es un problema regular de Sturm-Liowville. Asi, {sen VA, x}, n = 1,2,3, . . . €s
un conjunto ortogonal con respecto a la funcion peso p(X) = 1 en € intervao [0, 1]. L]

En agunos casos se puede demodtrar la ortogonaidad de las soluciones de (3) sin necesidad
de especificar una condicion en la fronteraen x = gy en x= b.

Problema singular de Sturm-Liouville S r(a)=0,0r(b)=00 s #(a)=r(b) = 0,
e problema de Sturm-Liowville que consiste en Ia ecuacion diferencid (3) y las condiciones
(4) y (5) en la Contera es un problema singular. En e primer caso, x = ¢ puede ser un punto

singular de la ecuecion diferencid y, en consecuencia, una Solucion de la ecuacion (3) puede
crecer sin limite cuando x ~» a¢. Sin embargo, de acuerdo con (8), s r(U) = 0 no se necesita

condicion en la frontera en x = g para demostrar la ortogondidad de las funciones propias,

dempre que esas soluciones sean acotades en ese punto. Este requisto garantiza la existencia
de las integrales que intervinieron. Suponiendo que las soluciones de la ecuacion (3) son
acotadas en @ intervalo cerrado [u, b], podemos dirmar que

i) S r(a@) =0, la relacion (9) de ortogondidad es vdida, sin ninguna condicion en la
fronteraen x = a
iy 9 r(b) = 0, la relacion (9) de ortogondidad es vélida sin ninguna condicion en la
fronteraen x = b*
i) S ru) =r(b) =0, la reacion (9) de ortogondidad es vélida sin ninguna condicion
en lafrontera,en x=anien x=h.

De paso, observamos que un problema de Sturm-Liowville es singular cuando € intervdo que
se considera es infinito. Véanse los problemas Il y 12 de los gercicios 10.4.

Forma autoadjunta S los coeficientes son continuos y a(x) # 0 para todo x en agin
intervalo, cudquier ecuacion diferencid de segundo orden

a(x)y" + b(xy + (c(¥) + Ad(x))y=0

se puede llevar a la llamada forma autoadjunta, ecuacion (3), S se multiplica por e factor
integrante

_,,,,,_l__. ef(b(.r)/u(.r))(h (12)

a(x)

Para comprobarlo, observemos que la ecuacion diferencid

. bﬁL ¢! (C(x) d(x) f(bla dx) —
J(blaydxy,# + [(bla)dxyyt + | Z222 Hf(bla)dx + ) 027 (bla) =(
Y amt Y aw aw )Y

*Las condiciones /) e if) equivalen aelegir oy =0, 3 =0y ay =0, 3 = 0, respectivamente.
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es la misma que

d c(x) d(x)
Ly NOEEN +< ol Gla)dx 4 /\ elBladx |y =0,

\ J \, o 7
r(x) q(x) P( )

(IO MM Fcuacion paramétrica de Bessel

En la seccion 6.4 explicamos que la solucion generd de la ecuacion paramétrica de Bessd
Ay + W=y =0n=012 ...y = e,(M)+ ca¥u(Ax). De acuerdo con
Ia expresion (12) nos encontramos con que 1/x es un factor integrante. Al multiplicar la
ecuacién de Bessdl por ese factor obtenemos la forma autoadjunta

4 e+ [ 22 _"_2> -

en que podemos identificar (¥) = x, q(x) = —n*/x, a p(x) = x y A se sugituye por A% Ahora
bien, r((O) = 0y de las dos soluciones, J(,\x) y Y,,(,\x), s6lo J(h) es acotada en x = 0. Ad,
de acuerdo con j), e conjunto {J,(Ax)}, i=1,2,3,.. ., es ortogona con respecto a la funcion
peso p(x) = x en un intervalo [0, b]. La relacion de ortogonalidad es

jz x],,()\,'x)J,,()t,»x) dx = 0, A,‘ #* Aj,

sempre y cuando los valores propios, A, i = 1,2,3, .. ., se definan mediante una condicion
en la frontera en x = b, del tipo
azJ,,(Ab) + Bz)t],’,()\b) =0.* (13)

Para cudquier eeccion de c;; y B, que no Sean cero a la vez, se sabe que la ecuacion (13)
tiene una cantidad infinita de raices x; = Ab, de donde despgiamos a A; = xi/b. En ¢ siguiente
capitulo  abundaremos sobre los valores propios. L]

A ToF W Ecuacion de Legendre

Los polinomios de Legendre, P,(x), son soluciones acotedas de la ecuacion diferencid de
Legendre (1 = x*)y” = 2xy’ +n(n + 1)y=0,n=0,1,2,..., en el intervalo [-1, 1]. A partir
de la forma autoadjunta

L (=2 T+n(r+ 1y =0
vemos que #(x) =1 = x4, q(x) = 0, p(x) = 1y A= n(n + 1). Al obsarvar quer(-1) = (1) =0, de

acuerdo con (iii) deducimos que € conjunto {P,(x)}, n =10, 1,2, , . . es ortogonal con respecto
a la funcién peso p(x) = 1 en [-1, 1]. La relacion de ortogonaidad es

J‘1_1 Pm(x)Pn(x) dx=0, m#n. .

*E| factor adiciona de A se debe a la regla de la cadena: (d/dx)Ju{Ax) = AJy (Mx).
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Las respuestas a los problemas nones se encuentran en e apéndice de respuestas.

En los problemas 1 y 2 hale las funciones propias y la ecuacion que define los valores propios
de cada problema de vaor en la frontera Con un sistema agebraico de computacion (SAC),
cacule e valor aproximado de los cuatro primeros valores propios, At, Az, A3y A4. Proporcione
las funciones propias que corresponden a esas aproximaciones.

Ly +2ay=0, y(©)=0 y@l)+y()=0

2.y"+Ay =0, y0)+Yy(0)=0,y()=0

3. Se tiene la ecuacion y” + Ay = 0, sujeta &'(0) = 0, y'(L) = 0. Demuestre que las funciones

L L

base de la szrie de Fourier de cosenos.

4. Se tiene la ecuacion y* + Ay = 0, ljeta a las condiciongs periddicas de frontera y(-L) =
y(L), y'(=L) = y'(L). Demuestre que las funciones propias son

propias son { 1, coszr-x, coszlx,. . } Este conjunto, que es ortogonal en [0, L], es la

1 cos E;r, cosz—”x cee senz,r, senz—ﬂx, senézx,. . }
L L™ L L L

Este conjunto, que es ortogonal en [-L, L], es la base de las series de Fourier.
5. Encuentre la norma cuadrada de cada funcién propia en e problema 1.

6. Demuestre que, para las funciones propias del gemplo 2,
[senVAx|}t = —;— [1+ cos2VA,].

7. a) Hale los vaores y funciones propios del problema de vaor en la frontera
xy" +xy' + Ay =0, y() =0, y(5 = 0.
b) Exprese la ecuacion diferencid en la forma autoadjunta

¢) Edablezca una relacion de ortogonaidad.
8. a) Encuentre los valores y funciones propios del problema de valor en la frontera
y'+y +Ay=0, y(0)=0,y(2) =0.
b) Expree la ecuacion diferencid en la forma autoadjunta
¢) Edtablezca una relacion de ortogonalidad.

9. a) DB una relacion de ortogondidad para € problema 1, de Sturm-Liouwville.

b) Con un SAC compruebe la relacion -de ortogondidad para las funciones propias como
apoyo, y1y ya, que corresponden a Ay y g, los dos primeros valores propios, respecti-
vamente.

10. a) Establezca una relacion de ortogondidad para € problema 2 de Surm-Liouville.

b) Compruebe la relacion de ortogonaidad para las funciones propias y1 y y2 que corres
ponden a Ay Yy Ay, los dos primeros valores propios, respectivamente, con un SAC como
ayuda.
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Il. La ecuacion diferencial de Laguerre, xy” + (1 =x)y’ +ny=0,2=0, 1, 2, . . ,, tiene
soluciones polinomiales L,(x). Escriba la ecuacion en su forma autoadjunta y deduzca una
relacion de ortogonaidad.

12. La ecuadon diferencial de Hermite, y' — 2xy" + 2ny =0, n =0, 1,2,. . . tiene soluciones
polinomidles Hp(x). Escriba la. ecuacion en su forma autoadjunta y deduzca una relacion
de ortogonalidad.

13. Se tiene d problema norma de Sturm-Liouville

L a1+ 2oy=0, y©=0,y()=0.

a) Hale los vaores y funciones propios del problema de vaor en la frontera. [Sugerencia:
permita que x = tan 6 y a continuacion aplique la regla de la cadena]
b) Edablezca una relacion de ortogonalidad.

14. a) Encuentre las funciones propias y la ecuacion que define los valores propios del
problema de vaor en la frontera

B Hxy + 02 =1 =0, yeddaotadaen x =0, y@d =0

b) Con la tabla 6.1 hale los vaores aproximados de los cuatro primeros valores propics,
AL X2, A3 Y Ag.

Problema para discusion

15. Veamos € caso especid del problema regular de Sturm-Liowville en € intervalo [a, b]:

%[f(x)y”]*')\l?(x)y:O, Yy =0 y(b) =0

A =0 ges un vaor propio dd problema? Respdde su respuesta

SERIES DE BESSEL Y DE LEGENDRE

m  Conjunto ortogonal defunciones de Besse! W Serie de Fourier-Bessel

Relaciones de recurrencia diferenciales W Formas de la serie de Fourier-Bessel

B Convergencia de una serie de Fourier-Besse M Conjunto ortogonal de polinomios de Legendre
m  Serie de Fourier-Legendre m Convergencia de una serie de Fourier-Legendre

La sarie de Fourier, Ia serie de Fourier de cosenos y la serie de Fourier de senos son tres formas
de desarrollar una funcidn en términos de un conjunto ortogonal de funciones. Pero esos
desarrollos de ninguna manera selimitan a conjuntos ortogondes de funciones trigonométricas.
En la seccidn 10.1 vimos que una funciénf, definida en un intervalo (g, b), se puede desarrollar,
cuando menos formamente, en téminos de cuaquier conjunto de funciones {@.(x)} que es
ortogonal con respecto a una funcidn peso en [a, b]. Muchas de estas llamadas series generar
lizades de Fourier se originan en problemas de Sturm-Liouville planteados en las aplicecio-
nes fiscas de ecuaciones (diferencides en derivadas parcides) linedes Las series de Fourier
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y las series generdizadas de Fourier, d igud que las dos series que describiremos en edta
seccion, regparecen  en  consideraciones  subsecuentes de  estas  aplicaciones.

10.5.1 Serie de Fourier-Bessel

En d egemplo 3 de la seccion 104 vimos que € conjunto de funciones de Bessel {Jn.(\ix)},
i=1,2,3,.. ., esortogona con respecto a la funcion peso p(x) =x en un intervalo [0, 4] cuando
se definen los vaores propios mediante una condicion en la frontera

. (Ab) + BoAJTI(Ab) = 0. M

De acuerdo con (7) y (8) de la seccion 10.1, € desarrollo generalizado de Fourier de una funcidn
fdefinida en (0, b), en términos de este conjunto ortogonal es

flx) = 21 cilo(Xix), @)
en donde o= fz xJo(Aix) f(x) dx )
o z xJ M (Ax) dx €))

La serie (2) con codficientes definidos por la ecuacion (3) se llama serie de Fourier-Bessel.

Relaciones diferenciales de recurrencia Estas relaciones, que aparecieron en (15)
y (14) de la seccién 6.4, son

d
T () = ¥ () @
L o) = —x (), ©

y s usan con frecuencia para evauar los coeficientes con la ecuacion (3).

Norma cuadrada El vaor de la norma cuadrada [W(AX)I? = f:xJ,,2()\,»x) dx depende de
cdmo se definan los valores propios A;. S y = J(Ax), segln e eemplo 3 de la seccion 104
sabemos que

d% [xy’] + ( )\zx-n{)y:O.
Después de multiplicarla por 2xy’, esta ecuacion se puede escribir como sigue
2 P+ (e - ) L [yp =0
Integramos por partes esta ecuacion, en [0, b] y obtenemos

b
20 [ dx= ([ P+ ("= n)y?)
n
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En vista de que y = J,(\x), € limite inferior es cero para s > 0, porque J,(0) = 0. Cuando n =
0, la cantidad [xy’)? + A%%* es cero en x = 0. Entonces

22 J Z xJH(Ax) dx = Nb[J(AB)} + (A% ~ n?)| ]”'( AB)P, 6)

en que hemos aplicado y' = AJ,"(Ax).
Pasaremos a describir tres casos de la ecuacion (1).

CASO | S exogemosay =1y B, = 0, la ecuacion (1) queda
JAAb) = 0. (7

Hay una cantided infinita de raices postivas, x;, de (7) (Fig. 6.2), de modo que los velores
propios son positivos, y estén definidos por X; = x/b. No se Obtienen valores propios nuevos
partiendo de |as raices negativas de la ecuacion (7) porque Jy(—x) = (-1)"Ju(x). (Véase &
problema 38 en los gercicios 6.4.) El numero 0 no es un vaor propio para aguna » porque
J(0)=0paran=1,2,3...,Y Jo(0) = 1 En otres paabras, s A = 0, llegamos a la funcion
trivial (que nunca es funcion propia) para n =1,2,3, . . ..y paan=0, A = 0 no satisface a la
ecuacion (7). Cuando la ecuacion (5) se expresa en la forma xJy'(x) = ndpy(x) ~ ndp(x), ke
acuerdo con (6) y (7) se deduce que la norma cuadrada de Ju(Aix) €s

w0 = 5 72 00). ®

CASO Il S escogemos ap = A 20, 5, = b, entonces la ecuacion (1) queda
hJ,(Ab) + AbJ,(Ab) = 0. )

Esta ecuacion tiene una cantidad infinita de raices positivas x; para cada entero positivo n = 1,
2,3,.... Como antes, los valores propios se obtienen partiendo de \; = x,/b. El valor A = 0 no
es valor propio para n = 1, 2, 3, . . . Al sudtituir A\bJ,(A:b) = —hJ.(\:b) en la ecuacion (6),
encontramos que la norma cuadrada de J,(Ax) es ahora

AW
. (Ax)|P= —574—1 A(Ab). (10)

CASO llll Sh=0y n=0en (9), los valores propios \; se definen a partir de las raices de
Ji(Ab) = 0. (11)

Aun cuando esta ecuacion es solo un caso especia de (9), es e Unico para d cud A =0 S es
un vaor propio. Para verlo, notemos que para »n = 0, @ resultado en (5) implica que

Jo(ab) =0 equivale a J(Ab)=0. 12)
Como xy = 0 es una raiz de esta ecuacion y Jo(0) = 1 no es trivia, llegamos a la conclusion de

que X; = 0 s es un vaor propio. Pero es obvio que no podemos aplicar (10) cuando h=0, n= 0
y A = 0. Sin embargo, por la definicion de norma cuadrada,

bZ
1l = [} xdx =2 (13)
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Para X; > 0 podemos aplicar (10) con h=0y n =0
b2
||J(](/\,-x)||2 = 3102()\1[7)- (14)

El resumen siguiente muestra las tres formas correspondientes de la serie (2).

DEFINICION 10.7

Convergenciade una seriede Fourier-Bessel  Las condiciones de suficiencia
paa la convergencia de una srie de Fourie-Bessd no presentan muchas restricciones.

TEOREMA

3
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JIJUZEORM Desarrollo en serie de Fourier-Bessel

Desarrolle f(x) = x,0 < x < 3, en una serie de Fourier-Bessdl aplicando funciones de Bessel
de primer orden que satisfagan la condicion en la frontera J;(3X) = 0.

SOLUCION  Usamos la ecuacion (15), cuyos coeficientes ¢; estan dados por la ecuacion
(16):

2 3
m jo szl(/\ix) dx.

C; =

Para evaluar esta integral hacemos que ¢ = A\x y usamos la ecuacion (4) en su forma
(d/dD)[t3a(0)] = L2 ():

n d 2

6= wzm)}( GO = s

Por congguiente, & desarollo que buscamos es

)= 2 3 15 HOW)

(A NJKOWE Desarrollo en serie de Fourier-Bessel

S se definen los valores propios A; del giemplo 1 como Ji(3X) + AJi’'(BA) = 0, lo Unico que
canbia en & desarrollo es € vaor de la norma cuadrada. Al multiplicar por 3 la condicion
en la frontera, obtenemos 37;(3X) + 3AJ1°(3A) = 0, que ya coincide con la ecuacion (9) cuando
h=3 b=3y n =1 Entonces, las ecuaciones (18) y (17) dan como resultado, respectiva

mente,
. 18AJ(N
f= (9A,‘2 + 8)]12(3)\,)
S AKA(BA) .
Y flx) - 18 2—(9;\2 +8)12(3/\)J1()\,x). .

10.5.2 Serie de Fourier-Legendre

Por & eemplo 4 de la seccion 10.4, sabemos que € conjunto de polinomios de Legendre,
{Pu(x)},n=0,1,2,...es ortogona con respecto ala funcion pesop(x) = 1 en [-1, 1]. Ademds,
% puede demostrar que

[P.(x)|F = fl 1 P(x)dx =

2n+1

La serie generdizada de Fourier de los polinomios de Legendre se define como sigue.
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Convergencia de una serie de Fourier-Legendre En € siguiente teorema se dan
las condiciones de suficiencia para la convergencia de una serie de Fourier-Legendre.

TEOREMA 10.5

(J]IVJEO MW Desarrollo en serie de Fourier-Legendre
Escriba los cuatro primeros términos distintos de cero de la serie de Fourier-Legendre para

0, -1<x<0
() 1, 0=sx<l

SOLUCION  En la pégina 287 aparecen los primeros cinco polinomios de Legendre. Con
dlos y la ecuacion (22) determinamos

-3 [ ey =3 [ 1 1de=2
cl=§f1_ f(x)Pl(x)dx=§J11-xdx=%
2 foppax=3 [ 1 e -y ax=0

7

2 f_l fx)Py(x) dx = f 1.1 5 3 =39 dx= — i

—gjilf(x)P4(x)dx:—jo 1 '§(35x4—30x2+3) dx=0

11 _ 1
5 f_lf(X)Ps(x)dx Jl g (630 =707 +159) dx = 2.

Por  consiguiente, f(x) = —PD(x) Pl(x) P3(x) P5(x) +. ]



474  CAPITULO 10 FUNCIONES ORTOGONALES Y SERIES DE FOURIER

Forma alternativa En sus aplicaciones, la serie de Fourier-Legendre se manga en una
forma dternativa. S hacemos que X = cos 6, entonces dx = -en @ d6, y las ecuaciones (21) y
(22) s transforman en

F(6) = 20 ¢, P,(cos 6) 23)
= % [} F(0)P.(cose)sen 6, 24

donde f(cos ) se ha remplazado con F(6).

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas.

— 10.5.1

1. Halle los cuatro primeros velores propios A definidos por Ji(3A) = 0. [Sugerencia vea la
tabla 6.1 en la pégina 283.1

2. Encuentre los cuatro primeros valores propios A, definidos por J'(2)) = 0.

En los problemas 3 a 6 desarrolle a f(x) = 1,0 <x < 2, en una serie de Fourier-Bessdl con
funciones de Bessd de orden cero que satisfagen la respectiva condicion en la frontera

3. J(20) =0 4. 1322 =0
5. Jo(2A) + 2AJ(21) = 0 6. Ju(2A) + ATy2X) = 0

En los problemas 7 a 10 desarolle la funcion respectiva en una serie de Fourier-Bessdl, usando
funciones de Bessdl del mismo orden que € indicado en la condicion en la frontera

1 f(x) = 5x, 0<x<4 bf(x) =x, O0<x<!
3J,(4A) + 4AJ}(42) = 0 J(A) =0
. f(x) = x2, 0<x<3 10. f(x) =1 =43 0<x<|

J)(3A) = 0 [Sugerencia: = +t] Jr) =0

— 1052

El desarollo como serie de Fourier-Legendre de una funcién polinomia definida en e intervalo
(-1, 1) debe ser una serie finita (¢(Por qué?) En los problemas Il y 1 2 hale € desarrollo de
Fourier-Legendre de la funcién dada.

1. f(x) = x* 12. f(x) = x>

En las problemas 13 y 14, escriba los primeros cuatro términos ditintos de cero en e desarrollo
de la funcién respectiva como serie de Fourier-Legendre.

0, -1<x<0
13 1(x) :{x 0<;<1 14. fx) = e, —-1<x<1
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15. Los tres primeros polinomios de Legendre son Py(x) =1, Pi(x) = xy Pyx) = %(33:2 - 1.
S X = cos 6, entonces Py(cos §) = 1y Py(cos 6) = cos §. Demuestre que P(cos §) =
23 cos 26 +1).

16. Con los resultados del problema 15 encuentre un desarrollo en serie de Fourier-Legendre,
ecuacion (23), de F(8) = 1 = cos 28,

17. Un polinomio de Legendre P,(x) es una funcidn par o impar, dependiendo de S » es par o
impar. Demuestre que sifes una funcion par en (-1, 1), las ecuaciones (21) y (22) se
transforman  respectivamente, en

fx) = i C2nPan(x) (25)
= (@n + 1) | f(0) Pos(x) dx. 26)

18. Demuestre que sifes una funcion impar en el intervalo (-1, 1), las ecuaciones (21) y (22)
se transforman, respectivamente, en

fx) = ; Cont1Ponr1(X) 27
Ca = 41+ 3) [} F(0) Paris(x) . 28)

Las series (25) y (27) también se pueden emplear cuando f sdlo esta definida en (0, 1).
Ambas series representan afen (0, 1); pero la ecuacion (25) representa su extension par
en (-1,0) y la (27) su extension impar. En los problemas 19 y 20 escriba los primeros tres
términos digtintos de cero en e desarrollo indicado de la funcidn respectiva. ;Qué funcion
representa la serie en (-1, 1)?

19. f(x) =x,0< x < 1; (25) 20. f(x)=1,0<x<1;(27)

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en e apéndice de respuestas.

Conteste los problemas 1 a 10 sin consultar € texto. Llene e espacio en blanco o conteste cierto
0 faso, segin € caso.

1. Las funciones f(x) = x* = 1y f(x) = x* son ortogonales en [-, n].
2. El producto de una funcién impar por otra funcion impar es
3. Paradesarrollar a f(x) = x| + 1, -7 < x <7 en una serie de Fourier se usa una serie de

4. Como f(x) = ¥*,0 < x < 2 no es una funcién par, no se puede desarrollar en una serie de
Fourier de cosenos.

5. La serie de Fourier de f(x) = {g ’ -(.)ﬂ<<J€)C< <ﬂ_oconverge a enx=0.
)

6. La ecuacion y = 0 no es una funcién propia de problema alguno de Sturm-Liouville.
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7. El vaor A = 0 no es vaor propio de problema aguno de Sturm-Liowville.

8 Cuando A = 25, la funcién propia correspondiente del problema de valor en la frontera
y' +Ay=0,y(0)=0, y(n/2)=0es

9. La ecuacion diferencial de Chebyshev (1 = x%y” = xy’ + n’y = 0 tiene un polinomio
soluciony = Tu(x) paran =0, 1,2, ... El conjunto de los polinomios de Chebyshev {T(x)}

es ortogona con respecto a la funcién peso en ¢ intervalo
10. El conjunto {P,(x)} es ortogonal con respecto a la funcion peso p(x) = 1 en [-1, 1], y
Po(x) = 1. En consecuencia, j_ll Py(x) dx = cuando n > 0.

Il. Demuestre que € conjunto

en 3 57
sense £, Seny X, Sens, . . .
es ortogona en d intervalo 0 € x < L.

12. Encuentre la norma de cada una de las funciones del problemall. Forme un conjunto
ortonormal.

13. Desarrolle f(x) = |x| - x, -1 < x < 1 en una serie de Fourier.

14. Desarrolle f(x) = 2¢* -1, -1 <x < 1 en una serie de Fourier.

15. Desarrolle f(x) = ¢, 0 < x < 1 en una Serie decosencs.

16. Desarrolle la funcion del problema 15 en forma de una serie de sencs.

17. Halle los vaores y funciones propios del problema de vaor en la frontera
X +xy + 9y=0  y(1)=0ye=0.
18. Formule una relacion de ortogonalidad para las funciones propias del problema 17.

1, 0<x<2

0, 2<x< 4como una serie de Fourie-Bessd y emplee funciones

19. Desarrolle f(x) = {

de Bessd de orden cero que satisfagan la condicion en la frontera Jo(4A) = 0.
20. Desarrolle f(x) = x“, -1 < x <1, como una serie de Fourier-Legendre.



ECUACIONES DIFERENCIALES EN
DERIVADAS PARCIALES 'Y PROBLEMAS
DE VALOR EN LA FRONTERA EN
COORDENADASRECTANGULARES

11.1 Ecuaciones diferencides en derivadas parcides separables

11.2 Ecuaciones cléasicas y problemas de vaor en la frontera

11.3 Ecuacion de transmision de caor

[1.4 Ecuacion de onda

1.5 Ecuacion de Laplace

11.6 Ecuaciones no homogéneas y condiciones en la frontera

1.7 Empleo de seies de Fourier generdizadas

[1.8 Problemas de valor en la frontera con series de Fourier en dos
variables
Ejercicios de repaso

INTRODUCCION

En este capitulo veremos dos procedimientos para resolver ecuaciones en derivadas
parciales que surgen con frecuencia en problemas donde aparecen vibraciones,
potenciales y distribuciones de temperatura. Estos problemas se llaman problemas
de valor en la frontera y se describen mediante ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden, que son relativamente simples. Lo que se hace es hallar las soluciones
particulares de una ecuacién en derivadas parciales reduciendola a dos o mas
ecuaciones  diferenciales  ordinarias.

Comenzaremos con el método de separacion de variables para ecuaciones en
derivadas parciales lineales. Su aplicacion nos regresa a los importantes conceptos del
capitulo 10, de los valores y funciones propios, y del desarrollo de una funcién en una
serie infinita de funciones ortogonales.

477
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ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES SEPARABLES

EDP* lineal de segundo orden ® Homogénea B No homogénca M Solucion
B Ecuaciones separables @ Constante de separacion M Principio de superposicion
B Clasificacion de las EDP lineales de segundo orden

Ecuaciones lineales La forma general de una ecuacion diferencial en derivadas par-
ciales lineal de segundo orden (EDP) con dos variables independientes, x y vy, €s

2 2
AUy g O cU L p L O =G,
ax? dxady ay dx ay

enque A, B, C, ..., Gsonfuncionesde x y y. Cuando G(x, y) = 0, la ecuacion se llama
homogénea; en cuaquier otro caso es N0 homogénea.

(F|I oMM EDP lineal homogénea

La ecuacion — az - u = 0 es homogénea, mientras que —-Ezu Bu: ¥* es no homogénea.
7 ‘ ? W 3T ?

Una solucién de una ecuacion en derivadas parcides con dos variables independientes x
y Yy s una funcion u(x, y) que posee todes las derivadas parcides que indica la ecuacion y que
la satisface en alguna region del plano xy.

Como dice la introduccion a este capitulo, no pretendemos concentrarnos en los procedi-
mientos de determinacion de las soluciones generdles de las ecuaciones en derivadas parcides.
Desafortunadamente, para la mayor pate de las ecuaciones linedes de segundo orden -aun
con las que tienen coeficientes constantes— no es fécil llegar a una solucién. Sin embargo, las
C0sas NO estan tan ma como parecen porque cas siempre es posible, y bastante sencillo, hallar
soluciones particulares de las ecuaciones linedes importantes que se originan en muchas
aplicaciones.

Separacion de variables Aunque hay varios métodos que pueden ensayarse para en-
contrar  soluciones particulares (véase los problemas 28 y 29 de los gercicios Il. 1), sélo nos
interesara uno; € método de Separacion de variables. Cuando se busca una solucion particular
en forma de un producto de una funcién de x por una funcién dey, como

u(x, y) = X(x)Y(y),

a veces es poshle convertir una ecuacion en derivadas parcides, lined con dos variables en
dos ecuaciones diferencides ordinarias. Para hacerlo notemos que

-xy, L_xy
ax ay
ue Pu_ xry, L xyr
L ax? ay? ’

donde la “prima’ denota derivacion ordinaria

*Nota del editor: “Ecuacién diferencial en derivadas parciales’ se abreviar8 en “ecuacion en derivadas parciaes’ y
ocasiondmente como EDP.
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(3|3 \JNe v Separacion de variables

2
Determine las soluciones producto de L. 4 du (1

ot oy
SOLUCION S u(x,y) = X(x)H(y), la ecuacion se transforma en

X"Y = 4xY".
Dividimos ambos lados entre 4XY, con lo cud separamos las variables.

XII _ Yi

XV
Puesto que € lado izquierdo de esta ecuacion es independiente dey e igud d fado derecho,
que es independiente de X, llegamos a la conclusién que” ambos lados son independientes
tanto de x como dey. En otras palabras, cada lado de la ecuacion debe ser una constante. En
la préctica se acostumbra escribir esta constante de separdcion real como 3 0 =)%.
Diginguimos los tres casos  siguientes.

CASO | S A2 > 0, las dos igualdades

Xn _ Y! -2
X Y A
dan X" -4)X=0 y Y =)\r=0

Edas ecuaciones tienen las soluciones siguientes:
2
X=¢jcosh 2\x + ¢y senh 2Xx y Y = cse?,

respectivamente. Asl, una solucion particular de la ecuacion es

u=XY
= (c; cosh 2Ax + ¢, senh2Ax)(c;e*?)
= A.e" cosh 2Ax + B,e"” senh2Ax, @)

enque 4y =cicay Bi=c03

CASO It S -A? < 0, las dos iguadades

Xn __!_ Y
XK=y A
equivalen a X'+4XX=0 y Y +Xr=0

En vida de que las soluciones de estas ecuaciones son

X=c4c08 2 +essen2h  y Y= cse™?,
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respectivamente, otra solucion particular es
u= Aze'*zy Cos 2Ax + Bze‘*zy sen2Ax, 3)
en donde 4 = c4c5Y Ba=cs¢6.

CASO Il S X2 = 0, entonces
X"=0 y Y =0

En ete cao X=c¢ix+cg y Y=c¢y
y entonces u=Asx+ Bs, @
en donde A3 = ¢cicoy B3 =csen. [

Se dga como dercicio comprobar que las ecuaciones (2), (3) y (4) satisfacen la ecuacion
del gemplo. (Véase e problema 30, en los gercicios Il 1)

La separacion de variables no es un método genera para hdlar soluciones particulares,
agunas ecuaciones diferencides simplemente no son separables. El lector debe comprobar que
la hiptesis # = XY no conduce a una solucién de 9%u/dx? = du/dy = x.

Principio de superposicion El teorema siguiente es andlogo a teorema 4.2 y se
denomina principio de Superposicion.

TEOREMA 11.1

En lo que resa del capitulo supondremos que siempre que haya un conjunto infinito
Ul, U, U3, ..

de soluciones de una ecuacion lined homogénea, se puede congtruir ofra solucion, u, formando
la serieinfinita

enquelas ¢, i=1,2, ..., sn constantes.

Clasificaciéon de las ecuaciones  Una ecuacion en derivadas parciales, linea de se-
gundo orden con dos variables independientes y con coeficientes constantes, puede pertene-
cer a uno de tres tipos generdes. Edta clasficacion solo depende de los coeficientes de las
derivadas de segundo orden. Naturadmente, suponemos que a menos uno de los coeficientes
A By C no es cero.



—— EJERCICIOS 11.1

Seccién Il 1 Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales sepambles 481

DEFINICION 1.1

La ecuacién en derivat

A]I0NOE  Clasificacion de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden 1

Clasfique las siguientes  ecuaciones I

( =
ay axt a9y’ 7 ay?
SOLUCION &) Escribimos esta ecuacion como

2 2 2 2 2
@ 3%:3_”@)3_":3_“ ,Ju, du_ g
X

d'u  ou
3 ox? ay 0

e identificamos de esta forma los coeficientes: A=3,B=0y C = 0. En vistade que
B? — 4aCc = 0, la ecuacion es parabdlica.
b) Reareglamos la ecuacion

yvemosque A=1, B=0,C =-1y B~ 4aCc = —4(1)(~1) > 0. La ecuacion es hiperbdlica
¢)Con A=1,B=0,C =1,entonces B? - 4AC = —4(1)(1) <0, La ecuaion es eliptica. m

La explicacion detallada de por qué se clasifican las ecuaciones de segundo orden sde del
proposito de este libro, pero la respuesta estd en € hecho de que se desea resolver ecuaciones
Sujetas a ciertas condiciones que pueden ser de frontera o inicides. El tipo de condiciones
adecuadas para cieta ecuacion depende de s es hiperbdlica, parabdlica o diptica

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas.

En los problemas 1 a 16 gplique la separacion de variables para halar, s es posble, soluciones
producto para la ecuacion diferencial  respectiva
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du _ou du ou
o= e . —+3—=
1 ax ay 2 ax ay
3out uy=u 4.y, =y, + u
ou au du ou
ox yay ) xay
’u  o'u | du 2¥
. — = - u==2~
T ot T axay oy 0 8. Y xdy
du _u u _du
9 kﬁ—u EYS k>0 10. ka2 at,k>0
’u _ du u _ du ou
1= = — . == — , k>
. a ax? o 12. a ax?  at? LY k>0
2 2 2 2
13..6_u2+.a_1'.;= 14_x26_1’;+§__1’_§=0
ax?  ay dx*  dy
15, u, +tu,=u 16. a’u,, —9=u, @ = constante

En los problemas 17 a 26 clasfique la respectiva ecuacion diferencid parcid como hiperbdlica,
parabdlica o diptica

?u  u  du 0%u 0*u
: =0 355 —=
17 9x®  axdy ay’ 18 3ax2 axdy oy’
du 9’u du B i _ . dlu
19. ey +9—=G 20. —_— =
ox*  oxdy oy’ ox?  dxay 36y2 0
0*u du u  u | ,0u _
9%u d*u  d'u  du ou
NI PR AL Y S
23 axr “axay dy* oax dy
24 3w Ou_
"oaxt ay?
*u  du 9'u  du
= 26, k—=—, k>0
25 a ax? o ox?  of

27. Demuestre que la ecuacion

0%u  lou\_ du
k (:-;ﬁ* 5‘) T
tiene la solucion en forma de producto
u= e"t((AJo(Ar) + BY,(Ar)).

28. @) Demuestre que la ecuacion

, 0% _ d'u

4t — = ——

ax? ot

se puede escribir en la forma d%«/on 9¢ = 0 mediante las sustituciones € = x + at,
n=x=-at.
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b) Demuestre que la solucion de la ecuacion es
u=F(x + at) + Glx — at),

en que Fy G son funciones abitrarias doblemente diferenciables.
32 aZu
ax2 oxdy oy ay2

30. Compruebe que los productos en las ecuaciones (2), (3) y (4) satisfacen la ecuacion (1).

29. Hale las soluciones de — = 0 que tengan la forma u = ™",

3L La definicion 1. 1 se generdiza a las ecuaciones linedes con coeficientes funcion de x y
y. Determine las regiones del plano xy para las cuaes la ecuacion

d*u + du
+ yyly =
axoy gyt U0

d’u
(xy +1) It +(x +2y)

es hiperbdlica, parabdlica o eliptica

ECUACIONES CLASICAS Y PROBLEMAS DE VALOR EN LA FRONTERA

B FEcuacion de transmision unidimensional de calor®m El laplaciano

B Ecuacion de Laplace con dos variables @ Condiciones iniciales

B Tipos de condiciones en la frontera M Problemas de valor en la frontera
W Ecuaciones en derivadas parciales clasicas modificadas

Durante € resto de este capitulo nos ocuparemos principmente en halar soluciones en forma
de producto de las ecuaciones en derivadas parciades

2
= k>0 )
,0%u 9
it @
u
o T 3y 0 @

0 pequetias vaiaciones de las mismas. A edtas ecuaciones clasicas de la fisca matemética se
les conoce, respectivamente, como ecuacion en una dimension del calor, ecuacion de onda
unidimensional y ecuacion de Laplace en dos dimensiones. “En una dimension” indica que
x representa una dimensidn espacid y que t representa ad tiempo. La ecuacion de Laplace s
abrevia V2« = 0, donde

0lu 0w

2
Vi = oy

es d laplaciano en dos dimensiones de la funcién ., En tres dimensiones, € laplaciano de u es

2 2 2
Vzu =f}__l’2t+§._u2+a_l;.
ax?  ayr  az
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Obsérvese que la ecuacion (1) de transmision de cdor es parabdlica, la ecuacion de onda (2)
es hiperbdlica y la ecuacion de Laplace (3) es diptica

Ecuacion de transmision de calor  La ecuacion (1) se origina en la teoria del flujo
de cdor; eto es e cdor transferido por conduccion en una vailla o dambre delgado. La
funcién u(x, 1) es la temperatura. Los problemas de vibraciones mecanicas conducen con
frecuencia a la ecuacion de onda (2). Pera los fines que se andizan aqui, una solucion u(x, 1)
de la ecuacion (2) representa e desplazamiento de una cuerda idedl. Por Ultimo, una solucidn
u(x, y) de la ecuacion (3) de Laplace se puede interpretar como la distribucion de estado esteble
(esto es, independiente del tiempo) de la temperatura en una placa delgada y bidimensiondl.

Aun cuando debamos hacer muchas hipdtesis simplificedoras ¢o n6?, vele la pena ver como
se originan ecuaciones como la (1) y la (2).

Supongamos que una Vvarilla circular delgada de longitud L tiene una seccion transversd de
aea Ay que coincide con & ge x en e intervalo [0, L] (Fig. 11. 1). También supongamos que

Seccion transversal de drea A

B e g |
— e ey

0O x =x+Ax L x

FIGURA II. 1

m H flyo de cdor daro de la vailla sélo tiene la direccion x,

m |a apafide lagd, o cuvg de la vailla eda ddads ed0 es N0 exgoa cdor de e
apefide

» No = gaga cdor datro de la vailla

B La vailla es homogénea —es dedr, su mesa por unided de vaumen p es condante

® El calor especifico v y la conductividad térmica del materid de la varilla K son
congantes

Para daivar la ecueddn diferencial pardd que stiface la temperaiura u(x, f), necestamos
dos leyes empirices de la conducddn de cdor:

i) La cantidad de calor Q en un elemento de masa m es
Q = ymu, “

donde u es la temperatura del elemento.

if) La tasa de flujo de calor Q, a través de la seccion transversal de la figura 11.1 es
proporcional al area A de esa seccion y a la derivada parcial de la temperatura con
respecto a x:

Or = -K Au,. )

Pueto que d cdor fluye en drecddn de la tampadura deoedate s induye d 9gno menos
en la ecuacion (5) afin de asegurar que @, sea positivo para u, < 0 (flujo de calor haciala
darechd) y negtivo para i, > 0 (flujo de cdar heda la izauiedd). S d corte dradar de la vailla
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(Fig. 11.1) entre x y-x + Ax es muy delgado, cabe suponer que u(x, f) es la temperatura
aproximada en todo punto del intervalo. Ahora bien, la masa del corte es m = p(4 Ax), de manera
que, segun la ecuacion (4), la cantided de cdor en d es

Q = ypA Axu. (6)

Ademas, cuando @ cdor fluye hacia la direccién de las x postivas, vemos que, de acuerdo con
la ecuacion (5), ese calor se acumula en €l corte con la razon neta

—KAu,(x, t) = [-K Au,(x + Ax, t)] = KA[u,(x.+ Ax, 1) — u.(x, t)]. Q)

Al diferenciar la ecuacion (6) con respecto a f vemos que esa razon neta también estd expresada
por

Q.= ypA Ax u,. 8)
Igualamos (7) y (8), y de élo resulta

Eux(x + Ax,t) - ux(x9 t) =
7 Ax U, )]

Tomamos € limite de esta ecuacion cuando Ax - 0, y llegamos a la ecuacion (1) en la forma*

Se acosumbra que k = K/yp y llamar difusividad térmica a esta constante positiva

Ecuacion de onda  Se tiene una cuerda de longitud L, -como una cuerda de guitara,
estirada entre dos puntos en € ee x: por demplo, x = 0y x = L. Cuando comienza a vibrar,
supongamos que & movimiento s lleva a cabo en-d plano xy, de ta modo que cada punto de
la cuerda s mueve en direccion perpendicular a gex (vibraciones transversaes). Como vemos
en la figura Il .2(a), u(x, £) representa e desplazamiento verticd de cuaquier punto de la cuerda,
medido a patir del eje.x; cuando ¢ > 0. Ademéds s supone que

La cuerda es perfectamente flexible.

La cuerda es homogénea esto s, p, su masa por unidad de longitud, es constante.
Los desplazamientos # son pequefios en comparacion con la longitud de la cuerda.

La pendiente de la curva es pequefia en todos sus puntos.

Latension T actla tangente a la cuerda y su magnitud T es la misma en todos los puntos.
La tenddon es considerable en comparacion con la fuerza de gravedad.

No hay otras fuerzas externas actuando subre la cuerda.

En la figura Il .2(b), las tensiones T;y T, son tangentes a los extremos de la curva en €
intervalo [x, x + Ax]~Para 61y 6 pequefios, |a fuerza vertical neta que actlia sobre € elemento
As correspondiente de la cuerda es, por consiguiente,

*Recordamos, del cdculo difrencial, que ue = lim Wt A D =l )
Ax—0 A X
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As
u(x, t)
r=f1
|
|
| I
+ t L
Ol x x +Ax L~*

(a)

t
}
x x+Ax x
detdlle del segmento
(b)

FIGURA 1 .2

Tsen 6, —Tsen #; = Ttan 6 — T tan 6,
= Tlu(x + AX, £) = uy(x, t)];*
endonde T =|Ty| = |T,}. Ahorg p As = p Ax eslamesace lacuadaen [x, x + Ax] y d gplicar
la ssgunda ley de Newton datenamos
Tlu(x + Ax, 1) = u,(x, )] = p Ax

u(x + Ax,t) —u,(x,t) _P,
0 Ax T

9 = toma d limite auendo Ax — 0, eda Ultima ecuadon = trandfoma en Uy, = (p/Tuy. Edo
&s la ecuedon () en que & = Tlp.

Ecuacion de Laplace Auxue mo prestaemos 9 daivaddn, eda enuaddn en dos 0
fres dmendones suge en prodeames indgpendetes dd  tiempo que condemen  potenddes
oomo d dedrogtético, d gaitadond vy la vdodded en mecanica de fludos Ademds uma
udtn de la ecaddn de Lgdeee = puede intapredar como la disribuddn de tamparaura
en un edado edable Sspn la figua Il .3, una dluddn u(x, 1) podria represantar la tempearaura
que vaia de un puto a aro a0 no con d tiempo- en uma placa redtangular.

Con frecuenda hey que hellar les sdludones de les eouedones (1), (2 y (3) que stisfagen
detss oondidones  addondes

Condiciones iniciales Pueto que les ludones de les ectadones (1) y (2 depanden
del tiempo ¢, podemos indicar qué sucede cuando ¢ = O; esto es, podemos establecer las

*tan 8, = ux + Ax, £) Y tan 6 = uyx, £} son expresiones equivalentes para la pendiente.
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la temperatura es
funcion de la
posicidn en la placa

termdmetro

FIGURA 11.3

condiciones iniciales (CI). Sif(x) representa la distribucién inicial'de temperatura en la varilla
de la figura Il. 1, entonces una solucion u(x, £} de (1) debe satisfacer la condicion inicia Unica
u(x, 0) =f(x), 0 < x < L, Por otro lado, en € caso de una cuerda vibratoria es posible especificar
U desplazamiento (0 forma) inicial f(x)-y su velocidad inicid g(X). En términos matematicos,
s busca una funcion u(x, f) que satisfaga la ecuacion (2) y las dos condiciones iniciales:

w(,0)= f), | =909, 0<x<L. (10)

Por ejemplo, la cuerda se puede tocar como muestra la figura 11.4, soltandola del reposo

(&) = 0)

0Ny =0 u=0-"1L %
en x=0 enx=1L
FIGURA 1.4

Condicionesen la frontera  La cuerda de la figura 11.4 et fijaen d ge xen x =0y
x = L. Edo lo traducimos en las dos condiciones en la frontera (CF) sguientes:

u0,0=0, wl,n=0, t>0

Nétese que en este contexto la funcién fes continua en la ecuacion (10) y, en consecuencia,
f(0) = 0y f(L) = 0. En generd hay tres tipos de condiciones en la frontera relacionadas con

ecuaciones como la (1), (2) o (3). En una frontera podemos especificar los vaores de una de
las dguientes cantidades.

i) u, if) gl’; 0 hien iii) %_l:z + hu, h constante.
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Aqui du/dn representa la derivada normal de u (la derivada direccional de » en la direccion
perpendicular a la frontera). Una condicion a la frontera del primer tipo, i), se llama condi-
cion de Dirichlet; del segundo tipo, 7), condicion de Neumann, y del tercer tipo, iii),

condicién de Robin. Por gemplo, cuando ¢ > 0, una condicion frecuente en e extremo derecho

de la vailla en la figura Il. 1 puede ser

) u(L, t) =uy, wug = constante,

iy aai’; , 0bien
x=1
iii)’ %”— =—h(u(L,t)~um), h>0Y u, consantes.
x x=L

La condicion i)' tan sdlo expresa que la frontera x = L Se mantiene a una temperatura g

constante en todo momento ¢ > 0 por agin medio. La condicion #)” indica que la frontera x =

L estd aislada. Seglin la ley empirica de la transmision de cdor, € flujo de mismo a través de
una seccion (esto es, la cantidad de calor por unidad de &ea y por unidad de tiempo que es
conducida a través de la frontera) es proporciond a vaor de la derivada norma du/dn de la

temperatura u. Asi, cuando la frontera x = L estd térmicamente aidlada, no entra ni sae calor

de la varilla'y

u
0xX x=L =

Podemos interpretar que la condicion iii) representa € calor que se pierde del extremo derecho

delavarillaa estar en contacto con un medio como aire 0 agua, que permanece a una

temperatura constante. Segun la ley de Newton del enfriamiento, € flujo del cdor que sde de
la varilla es proporciona a la diferencia entre la temperatura de la misma «(L, f) en € extremo

y la temperatura u» dd medio que la rodea Observamos que S se pierde cdor del extremo iz
quierdo, la condicion en la frontera es

ou
==  =h,1) - u,).
09X =0 (1(0,0) = )

El cambio de signo agebraico concuerda con la hipétesis de que la vailla tiene una temperatura
mayor que & medio que rodea sus extremos, de manera que, w(0, 1) > uy Y u(L,t) > Uy En X =
0y x= L, las pendientes de u,(0, 7) Y u(L, r) deben ser postiva y negativa, respectivamente.

Estd claro que podemos especificar condiciones distintas @ mismo tiempo en los extremos
de la vailla; por eemplo,

au —
I o and u(L,t)y=uy, t>0,

Nétese que la condicion en la frontera (CF) en i)’ es homogénea s uo = 0; ahora bien, s
up # 0, es no homogénea. La condicion en la frontera /i)’ es homogénea y en iii) es homogénea
S u, =0y no homogénea s u,, = 0.
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Problemas de valor en la frontera Los pddemss como

. 2 12
Reslver: 88 _ U gy >0
x ot
Seta & (BC) w(0, 1) =0 w(L,)=0 (>0 an
(10w 0=f@, 3| =g, 0<x<L
Y
ou  0'u
Resolver: 62+6y =0, 0<x<a, 0<y<b
du au
Mo o—pg, X . 0<y<b
Sjea & (BO)xls o ea = ’

u(x,0)=0, u(x,by=Ff(x), 0<x<a
se llaman problemas de valor en la frontera.

Modificaciones Las ewedones dfgenddes paddes (1), (2 y (3 = deben modficar
paa teng en cuata los fadtores intemos 0 edancs que adtlien Solre d Sgtama fidco. Fomes
més gaades ce les enadones de tranamiddn de cdor y e onda en uma dmansién son,
repectivamente,
ou _du
ko T Ot =5 (13)
,90%U d%u
v a—éx—+ F(x,t, u,u) = L (14)

Por gemplo, § hey fijo de cdor de la supefide lated de uma vailla heda @ medo que la
rodes, y éde © maniiene a una temparaura condante u,,, la ecuedon (13) de transmison de
calor es

k—-h(u Upn)= —.

En la ecuaddn (14), lafundén F puede rgresatar las fuazes que adtlien sobre la cuadg, por
gemplo, cuendo = conddaan les fuazas exdames de fricdon y de redaradon dédica la
euadon (14) adopta la foma

a23”+f( atz+c§£+k as)
T ) )
fuerza fuerza de fuerza de

externa amortiguamiento  restauracion

Observacion

En el anlisis de una gran variedad de fenémenos fisicos se llega a ecuaciones como la (1), (2)
o (3), o sus generalizaciones donde interviene una mayor cantidad de variables espaciales;
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por ejemplo, en ocasiones la ecuacion (1) se denomina ecuacion de difusion porque la difusion
de sustancias disueltas en una solucién es analoga al ﬂuio de calor en un sélido. En este caso,
la funcion u(x, f) que satisface la ecuacion diferencial, representa la concentracion de la
sustancia disuelta. De igual forma, la ecuacién (1) surge en el estudio del ﬂuio de la electricidad
por un cable largo o linea de transmision. En este contexto, la ecuacion (1) se llama ecuacion
del telégrafo. se puede demostrar que, bajo ciertds hipétesis, la corriente y el voltaje en el
conductor son funciones que sahsfocen dos ecuaciones de forma idéntica a la de (1). La ecuacion
de onda (2) también aparece en la teoria de las lineas de transmisidon con alta frecuencia, en
mecéanica de fluidos, acustica y elasticidad. La ecuacién (3) de Laplace, se maneiu en problemas
técnicos de desplazamientos estaticos de membranas.

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas.

En los problemas 1 a 4, una varilla de longitud L coincide con € ee x en e intervalo [0, L].
Plantee e problema de velor en la frontera. para la temperatura u(x, ).

1. El extremo izquierdo se mantiene a la temperatura cero y el derecho esta aidado. La
temperatura inicidl en toda la vailla es f(x).

2. El extremo izquierdo se mantiene a la temperatura uy y € derecho, a ;. La temperatura
inicia es cero en toda la vailla,

3. El extremo izquierdo se mantiene a la temperatura 100 y hay transmision de calor desde
g extremo derecho hacia € ambiente, que se encuentra a la temperatura cero. La tempe-
ratura inicid en toda la vailla es f(x).

4. Los extremos estan aidados y hay flujo de cador de la superficie laterd hacia € medio que
la rodea, & cud estd a la temperatura 50. La temperatura inicial en toda la varilla es 100.

En los problemas 5 a 8, una cuerda de longitud L coincide con € e x en € intervdo [0, L].
Plantee € problema de vaor en la frontera para e desplazamiento u(x, f).

5. Los extremos estén fijos en € ge x. La cuerda parte del reposo desde e desplazamiento
inicial x(L = x)

6. Los extremos estén fijos en e ee x, Al principio, la cuerda no estad desplazada, pero tiene
lavelocidad inicia sen(nx/L).

7. El extremo izquierdo estd fijo en e de x, pero € derecho e mueve transversaimente de
acuerdo con sen =t La cuerda parte del reposo desde un desplazamiento inicial f(x). Para
t > 0, las vibraciones transversales se amortiguan con una fuerza proporciona a la
velocidad  instanténea.

8. Los extremos estén fijos en € de x y la cuerda esta iniciamente en reposo en ese ge. Una
fuerza verticad externa, proporciona a la distancia horizontal a extremo izquierdo, actia
sobre la cuerda cuando t > 0.

En los problemas 9 y 10, plantee € problema de valor en la frontera para la temperatura u(x, Y)
de edtado estable.

9. Los lados de una placa rectangular delgada coinciden con los de la region definida por
0 <x<40 <y <2 El lado izquierdo y la cara inferior de la placa estén aidados. La cara
superior se mantiene a la temperatura de cero y € lado derecho a la temp., f(y).



Seccion I .3 Ecuacién de tmnsmision de calar 491

10. Los lados de una placa semiinfinita coinciden con los de la region definida por 0 € x £ m,
y 2 0. El lado izquierdo se mantiene a la temperatura ¢, y € derecho a la temperatura 1 0O
cuando 0 <y < 1y acero cuando y > 1. La cara inferior permanece a la temperatura f{(x).

ECUACION DE TRANSMISION DE CALOR

W Solucion de un problema de valor en la frontera por separacion @€ variables
B Valores propios W Funciones propias

Una vailla delgada de longitud L tiene una temperatura inicial f(x) y sus extremos se mantienen
da temperatura cero en todo momento ¢ > 0. S la varilla de la figura 115 satisface las hipotesis
de la pégina 484, e problema de vaor en la frontera establece su temperatura u(x, 1)

2 @
ka—bfza—”, O0<x<L, t>0
ax< ot
w0, =0, w(l,f)=0, >0 @
u(x, 0) = f(x), 0<x <L. 3)
FIGURA 11,5
Con d producto % = X(x)T(f) y la constante de separacion —A2, llegamos a
X" T’_
XTmm Y @
X' +AX=0
ya T + kXT=0 ®
X = Cos Ax + cy8enAx
— kAl
T = cie™, ©)
u(0,t) = X(0) T(t) =0
u(L,t) = X(L)T(t) = 0, (7
Ahora bien, como #(0,t) = X(0)T(H)= 0

u(L, 1) = X{L)T() = O,

debemos tener X(0) = 0 y X(L) = 0. Estas condiciones homogéneas en la frontera, junto con la
ecuacion homogénea (5), son un problema normal de Sturm-Liouville. Al aplicar la primera de
estas condiciones a la ecuacion (6) obtenemos ¢; = 0, de inmediato. En consecuencia
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X = ¢, sen Ax.
La segunda condicion en la frontera implica que
X(L)=c;sen AL = 0.

S ¢; =0, entonces X = 0, de modo que » = 0. Para obtener una solucion u no trivial, se debe
cumplir ¢; # 0, y de este modo la (ltima ecuacion se satisface cuando

sen AL = 0.
Esto implica que AL = nm, 0sea A = an/L, donden =1,2,3, . ... Los vaores
nmw
A=Tw n=123,... @®
y las soluciones correspondientes
X :czsen%x, n=1,2,3,... ®)

son |os valores propios (0 eigenvalores) y |as funciones propias (0 eigenfunciones) respecti-
vanate dd podema -
S la euaddn (7); T = e L)% por consguiente

u,= XT = Ane—ktnzﬂzlLZ)zsen%x’ (10)

en donde hemos reemplazado la constante ¢;¢3 por 4,,. Los productos u,(x, t) satisfacen la
ecuadon en daivadss paddes (1) y les condidones en la frontera (2) para todo veor od
entero positivo n.* Sin embargo, para que las funciones que aparecen en la ecuacion (1)
stifagen la condiddn inidd (3), tendiamos que ddinr d codidete 4, de td foma que

1n(x, 0) = f(X) = A,,sennTz X. (11)

En gaad, no epgancs que la condiddn () = stifaga con uma decddn abitraia, aunque
razonable, de #; en consecuencia, tenemos que admitir que u,(x, t) no es una solucion del
problema dado. Ahora hien, por d prindpio de supapodddn, la funddn

W, )= DU, = > A,e kI sen-’%x (12)
n=i A=l
tambien debe satisfacer, aunque formalmente, la ecuacion (1) y las condiciones (2). La
aditudon de ¢ = 0 en la ecuaddn (12) implica

nmw
- X

u(x, 0) = f(x) = 2_1Ansen T

*El lector debe comprobar que si la constante de separacion se define como A% = 0, 0 como )2 > 0, la tnica solucidn de
(1) que satisface las condiciones (2) es u = 0.
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Se advierte que esta Ultima expreson es e desarrollo de fen una serie de senos de mitad de
intervalo. Al identificar 4, = bs, n = 1, 2, 3, ., entonces, de acuerdo con la ecuacion (5) de la
seccion  10.3,

_2(L nmw
A, = mlfjo f(x) sen?xdx.

Concluimos que una solucion del problema de valor en la frontera descrito en (1), (2) y (3) esta
dada por la serie infinita

_2( nm k(UL gary T
u(x,t) = L; (fo f(x)sen 7 xdx) e sen—- x.

En e caso especid en que u(x,0) =100,L =7y k = 1, ¢ lector debe comprobar que los
coeficientes 4, estén dados por

)

de modo que u(x,t) = 200 [—1 — (_l)n]e‘"z‘sennx. a3
T i1 n
con ayuda de un sistema algebraico de computacion (SAC), en lafigura 1.6 mostramos
las gréficas de la solucion u(x, f) en € intervalo [0, 7] para varios valores del tiempo ¢. La
gréfica confirma lo que es evidente en la ecuacion (13), principamente que u(x, £) = 0 cuando

t = oo,

100
80

60

40 1
20 ¢

FIGURA Il .6

Las respuestas a Jos problemas nones se encuentran en el apéndice de respestas.

En los problemas 1 y 2 resuelva la ecuacion de transmision de caor (1) sujeta a las condiciones
respectivas. Suponga una varilla de longitud L.

Lu@60=0, u(L,)=0 2. u0,1)=0, u(L,t)=0
( _{1 , 0<x<LR2 u(x, 0) = x(L = x)
R0 =10 Ln<i<L

3. Hale la temperatura u(x, ) en una vailla de longitud L cuando la temperatura inicia en
elaesf(x) y los extremos, x =0y x = L, et&n adados.
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4. Resuelva @ problema 3 L=2yfx = x, O<xxl
: ad problema3paa L=2y =10, lexs2

5. Suponga que se pierde calor a través de la superficie lateral de una varilla delgada de
longitud L, e cud pasa d medio ambiente que estd a la temperatura cero. S se agplica la
ley linea de transferencia de calor, la ecuacion adopta la forma kd?u/0x® = hu = oufdr, 0 <
X < L, t >0, donde A es una constante. Halle la temperatura u(x, 8 S la temperatura inicia
en toda la varilla ¢s f(x) y los extremos x = 0y x = L estan aidados (Fig. Il .7).

6. Resuelva & problema 5 cuando los extremos x = 0 y x = L se mantienen a la temperatu-

ra Ccero. +
aislado 0" aislado
0 _’—‘_;? L x

transmisién de calor

dela superficie
lateral de la varilla

FGURA II 7

ECUACION, DE ONDA

B Solucién de un problema de valor en la frontera por separacion de variables
B Ondas estacionarias ® Modos normales ®  Primer modo normal
W Frecuencia fundamental ® Armonicas

Ya podemos relver d pradlema () de vdar en la frontera de la seodon |l 2. H dedaza
miento vertica u(x, ¢) de la cuarda vibratoria de longitud L 2 muesra en la figura 1 1.2a), y
ddemina a patir de

2 0% 9'u ()
1—=C2 g<x<L
o ey 0=¥<L >0
u(0,t) = 0, u(L,t)=0, t>0 2)
ulx,0)=fx), -7 =8, 0<x<L. A3)

Sypaancs vaiddes en (1) paa ootene

X;,___ T s
X=ar="h
de modo que X"+ Xx=0y T"+Xa'T=0,

en consecuencia
X = ¢y cos Ax + ¢y senhx
T = ¢y cos hat + ¢,senAat.
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Como antes, las condiciones (2) en la frontera se traducen en X(0) = 0 y X(L) = 0. Asi vemos que
=0 vy ¢y en AL = 0.

Esta ultima ecuacion define los valores propios A = na/L, donde » = 1,2, 3, . . . . Las funciones
propias respectivas  son

X= c2sen%x, n=1,2,3,.
Las soluciones de la ecuacion (1) que satisfacen las condiciones en la frontera (2) son
nnw
(A cos 2 2 t+ B, sin 222 T t)senfx @)
\ u(x, )=, (A cos———t+B sennTt)SGHLX )
n=l

Con ¢ = 0 en (5) obtenemos

u(x,0) =f(x) = X, A, sen’t
n=1

L%

que es un desarollo de F en forma de serie de senos, de mitad de intervalo. Igud que cuando
describimos la ecuacion de transmision de cdor, podemos definir 4, = b,:

A, = %f: f(x) sen%x dx. (6)

Para determinar B,, derivamos la ecuacion (5) con respecto a te hacemos ¢ = O

U« nma _nmwa nwa nma nm
—= —sen—1¢ + B,—cos —1¢ —
a7 ;( 2 I 2 )sen L x
du d nma nmw
— = = —— | sen—x,
at =0 9() ,,21 (B,, L ) L *

Para que la Ultima serie sea desarrollo de g en senos de mitad de intervalo en € intervalo, €
coeficiente total, B,nma/L debe estar en la forma de la ecuacion (5) de la seccion 103, 0 sea

nma _ 72 (i nw
B, 2 _Lfo a(x) senL x dx,
de donde obtenemos
B,=-—|" T xd
=, g(x)sen 7 xdx. (7)

La solucion del problema estd formada por la serie (5), con 4,y B, definidos por (6) y (7),
respectivamente.

Obsérvese que cuando la cuerda se sudta partiendo del reposo, g(x) = 0 para toda x en
0 < x <Ly, enconsecuencia, B, = 0.
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Ondas estacionarias De la obtencidn de la ecuacion de onda, en la seccion 11.2,
recordamos que la condante g que aparece en la solucion del problema de vaor en la frontera
(1), 2) y (3), e VT/p, donde p es la masa por unidad de longitud y T la magnitud de la tension
de la cueda Cuando 7 es suficientemente grande, la cuerda vibratoria-produce un sonido
musical, originado por ondas edacionarias. La solucion (5) es una superposicion de soluciones
producto, llamadas ondas estacionarias 0 modos normales:

u(x, ) = ui(x, t) + up(x, 1) + us(x, t) + v . .

De acuerdo con las ecuaciones (6) y (7) de la seccion 5.1, las soluciones producto (4) se pueden
escribir en la forma

L L ®)

en donde C, = V4,2 + B,? y ¢ esta definido por Sen ¢n = A,/Cyy c08 ¢, = Bu/Co. Paran =1,
2,3,...las ondas estacionarias son, en esencia, las gréficas de sen(nmx/L) con amplitud variable

en e tiempo,
nwa
—t+ .
Cnsen( 2 t an)

En forma dternativa, de acuerdo con la ecuacion (8), vemos que en un veor fijo de x, cada
funcion producto ua(x, f), representa un movimiento arménico simple, cuya amplitud es
Cysen(nmx/L)| y cuya frecuencia es f, = naf2L. En otras palabras, cada punto en una onda
edtacionaria vibra con digtinta amplitud, pero con la misma frecuencia Cuando n = 1,

nma nm
u,(x, t)=C, sen <——t + ¢,,) sen——x,

w w
ui(x, t):Clsen<fat + ¢1> sen x

y se llana primera onda estacionaria, primer modo normal o modo fundamental de
vibracion. En lafigura 11.8 se presentan las primeras tres ondas estacionarias 0 modos
normales. Las gréficas punteadas representan las ondas edtacionarias ~n ditintos valores del

(@ Primera onda estacionaria

nodos

AN
3 3
(© Tercera onda estacionaria

’y

FIGURA 1I .8
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tiempo. Los puntos del intervalo (0, L) para los que sen(rmx/L) = 0, corresponden a puntos de
una onda estacionaria en los que no hay movimiento. Estos puntos se denominan nodos, por
gemplo, en las figuras Il .8b) y ¢) se ve que la segunda onda estacionaria tiene un nodo en L/2
y que la tercera tiene dos nodos, en L/3y en 2L/3. En general, € n-ésimo modo normal de
vibracion tiene n = 1 nodos.

La frecuencia

f1=2—lz_2L p

del primer modo normal se llama frecuencia fundamental o primera arménica y se relaciona
directamente con la dtura del sonido que produce un instrumento de cuerda. Mientras mayor
es la tensdn de la cuerda, més dto (agudo) serd @ sonido que produce. Las frecuencias f, de
los deméds modos normales, que son mlltiplos enteros de la frecuencia fundamenta, se llaman
armonicas o sobretonos. La segunda armonica es € primer sobretono y asi sucesivamente.

—— EJERCICIOS 11.4

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas.

Resudlva la ecuacion de onda (1), sujeta a las condiciones citadas en los problemas 1 a 8.

1 u(0,0)=0, u(L,)=0 2.u(0,1)=0, u(L,t)=0
1 du ou
= - - — = = — =x(L -
u(x, 0) 4x(L x), P 0 u(x, 0) =0, 3 =0 x( x)
3. u(0,t) =0, u(L,t)=0 4, u(0,6)=0, u(mt)=0
u(x, 0), como se especifica en u(x, 0) = gx(#? x?),
. Ju _ du
latigurall.9 T 3 1 =
5. u(0,0) = 0, w(mt)=0 6. u(0,6) =0, u(l,t)=0
ou u(x, 0) = 0.01 sen 3rx,
u(x, 0) = 0, YRR L ou
ot =0 =
7. u(0, ) =0, u(l,t)=0
@, O<x<£
L 2 Ju
u(x, 0) = . 3 =
_x =x< =
2h(1 L)’ , =X L
flx)
[ 1 h
| t
P
L/32L/3 LY

FIGURA 11.9
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La constante h es postiva pero pequefia, en comparacién con L; esto se llama “problema
de la cuerda rasgadd’.

6u du
o =0
" 3% 1=0 =0 dx| »L
au
,0) =x =
u(x ) Bt =0

Este problema podria describir € desplazamiento longitudind u(x, ¢) de una barra eéadtica
vibratoria. Las condiciones en la frontera, para x = 0y x = L, se llanan condicionés del
extremo libre (Fig. Il. 10).

!—»l u(x, t)
A S SR
1 1

FIGURA 11.10

9. Unacuerda setensay seaseguraen e dexenx =0yenx = wpaa ¢ > 0. S las vibraciones
transversales se presentan en un medio con una resistencia proporciona a movimiento a
la velocidad instantdnea, la ecuacion de onda toma la forma

ou  dlu ou
2 =228,
axr ot A ot

0<B<1, >0
Hale & desplazamiento ufx, £) S la cuerda pate del reposo desde un desplazamiento inicid
Sf&).

10. Demuedtre que una solucrén del problema de vaor en la frontera

' _
ke

A—2+u, O<x<m t>0
) 0 u(mt)y=0, t>0
(6.0) = { 0<x<m/2
u(x,
T—x, w2=x<7®
du

— =0, <x<
ot =0 0<x<wm

es u(x,1) “igékil‘)?

sen(Zk = )x cos V(2k—=1)2+ 1t.
II. El desplazamiento transversd u(x, f) de una viga vibratoria de longitud L esta determinado
por una ecuacion diferenciad parcia de cuarto orden

264 u

py% 62_0 0<x<L, t>0.
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S laviga esta simplemente apoyada (Fig. Il. 1 1), las condiciones en la frontera (CF) y
condiciones inicides (CI) son

u(0,=0  u(L,t)=0, t>0

*u o*u

- —_— = >

6x2 x=0 -_0’ 6x2 =L 0’ ! 0

w0 =f(x), S =gl), 0<x<L.
1=

Determine u(x, 7). [Sugerencia por comodidad, use X* en lugar de )2 d separar variables)

FIGURA Il .11 Viga simplemente apoyada

12. ¢;Cudles son las condiciones en la frontera cuando los extremos de la viga del problema Il
estan empotradosen x= 0y x = L?

13. En € problema de vaor en la frontera expresado en las ecuaciones (1), (2) y (3) de esta
seccion, S g(x) = 0 en 0 <x < I, demuestre que la solucién del'problema puede expresar
en la forma

u(x, t) = %[f(x + at) + f(x ~ at)].

[Sugerencia: gplique la identided 2 sen 6y cos 62 = sen(f; + 6,) + sen(6; = 6,).]

14. El desplazamiento vertical u(x, f) de una cuerda infinitamente larga estd determinado por
e problema de vaor inicid

62u azu
2 - _
a 3 wLx< o, > 0
ax?  9r?

u(x, 0) = f(x), %’f = 8.

e cud s puede redlver sin separar las variables.

a) De acuerdo con € problema 28 de los dercicios 11.1, la ecuacion de onda se puede
expresar en la forma d%u/dnd¢ = O con las sustituciones = x + gty n = x - at. Si
integramos la Ultima ecuacion diferencial parcia con respecto a 'y después con
respecto a €, veremos que u(x, 1) = F(x + af) + G(x ~ af) es una solucion de la ecuacion
de onda donde F y G son funciones arbitrarias dos veces derivables. Emplee edta
solucion 'y las condiciones inicides dadas para demostrar que

F) =5G) + 55 [} g0 ds + ¢

Y G =3F0) —5. [ s ds— e,
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en que xo es abitraria y ¢ es una constante de integracion.
b) Aplique los resultados de la pate @ para demostrar que

u(e, = 2 [fx+ at) + flx =) + [ g(s) s, (10)

Observe que cuando la velocidad inicid g(x) = 0, se obtiene
u(x,r) = % [f(x tar) + f(x~at)], —o<x<o®,

Eda ultima solucion se puede interpretar como superposicion de dos ondas vigjeras,
una que se mueve hacia la derecha (esto es, % Sf(x = ar)) y una hacia la izquierda (% Six +
at)). Ambas vigan con velocidad g y tienen la misma forma basica que la dd despla
zamiento inicia f(x). .La forma de u(x, f) de la ecuacién (10) se llama solucién de
d’Alembert.

En los problemas 15 a 17 emplee la solucion de d’Alembert, ecuacion (10), para resolver €
mismo problena de vaor inicid, pero sujeto a lasrespectivas condiciones iniciaes.

15. f(X) = senx,qx) =1
16. f(x) = senx,g(x)= cos x
17 f(x) =0, g(x) =sen2x

18. Suponga que f(x) = 1/(1+ x2), gx) =0y a = 1 en @ problema de valor inicid planteado
como problema 14. Grafique la solucién de d’Alembert para este caso, cuando € tiempo
est=0,t=1yt=3.

19. Un modelo de una cuerda infinitanente larga que inicidmente se sujeta en tres puntos

(-1, 0), (1, 0) y (0, 1) y a continuacion se suelta sSmultaneamente de esos puntos cuando
t =0, es la ecuacion (9) en que

1.
fx) = {O |x,

=1
X

X

g(x) =0.

>1

a) Grafique la posicion inicial de la cuerda en @ intervalo [-6, 6].

b) Con un ssema agebraico de computacion grafique la solucion de d’Alembert, ecua
cién (10), en [-6, 6] cuando ¢ = 0.2k, k=0, 1,2, .. . ., 25.

¢) Con la funcion de animacion de SAC tome una pelicula de la sducion. Describa e
movimiento de la cuerda a través del tiempo.

20. Una cuerda infinitamente larga, que coincide con € ge x, es golpeada con un martingte en
e origen; la bola dd matillo tiene 0.2 pulgadas de didmetro. Un modelo del movimiento
de la cuerda es la ecuacion (9) en que

1, |x|=01

f@=0 'y g0= {0, ¥ > 0.1.

a) Con un SAC grafique la solucion de d Alembert, ecuacion (10), en [-6, 6] para ¢ = 0.2k,
k=0,1,2,... 425

b) Emplee la funcion de animacion ddl dicho sistema para tomar una pelicula de la
solucion. Describa € movimiento de la cuerda a través del tiempo.
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ECUACION DE LAPLACE

m Solucion de un problema de valor en la fromfera por separacion de variables
B Problema de Dirichlet® Principio de superposicion

Supongamos que se trata de hallar la temperatura de estado estable u(x, y) en una placa

rectangular con bordes aidados (Fig. Il. 12). Cuando no escapa cdor de los lados de la placa,
s resudve la ecuacion de Laplace

2 2
a—”2+a—bg=0, 0<x<a, 0<y<b
ax gy

siea a W M g<y<b
0X x=0 = 0X x=a

u(x, 0) = 0, u(x, b) = f(x), 0<x<a

y -
u=f(x)
[ (ab)
aislado 2  sistado
7 N
4 N
u=0 X
FIGURA 1I. 12
La separacion de variables lleva a
Xu B Y" Y
X v=A
1)
X' +NMX=0
Y// —- /\ZY — 0 (2)

X = ¢, cos Ax + ¢; senAx,
y como 0 < y < b es intervao finito, aplicamos la solucién

Y = ¢; cosh Ay + ¢, senh Ay. (4)
Las tres primeras condiciones en la frontera se traducen en X' (O) = 0, x@=0y Y0 =0. Al
derivar X y edtablecer x = 0, % hace que ¢; = 0 y en consecuencia, X= ¢1 cos Ax. Derivamos
esta Ultima expresion y con x = g, obtenemos —e;A sen Aa = 0. Edta condicion se satisface
cuando A=0o0 cuando da=nroA=nn/a,n=1,2,... ObsAvese que A = 0 dgnifica que la
ecuacion (1) es X" = 0. La solucion general de esta ecuacion es la funcién lined dada por X=
€+ ¢,y no wla ecuacion (3). En este caso, las condiciones en la frontera X'(O) =0,
= 0 exigen que X= ¢;. En este gemplo, a diferencia de los dos anteriores, nos vemos forzados
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a concluir que » = 0 s es un vaor propio. Mediante la correspondencia A =0 con n = 0, se
obtienen las funciones propias

nmw
X= ¢, n=0, Y X=010057x n=1,2,...

)

Por dltimo, la condicion Y(O) = 0 obliga a que c3 = 0 en la ecuacion (4) cuando A > 0. Sin
embargo, cuando )\ = 0, la ecuacion (2) se transforma en Y” = 0, y en consecuencia la solucion
tiene la forma Y= c3+ ¢4y, ¥ N0 la de la ecuacion (4). Pero Y(O) = 0 significa nuevamente que
e3 = 0, de modo que Y = csy. Adl, las soluciones producto de la ecuacion que satisface las tres
primeras condiciones en la frontera son

Agy, n=0, y A,,senh'tl—”ycos%zx, n=1,2,....
Con d principio de superposicion se obtiene otra solucion:;
u(x,y) = Agy + EA,,senh%Ty cos%x. (5)
n=1

Al sugtituir y = b en edta ecuacion se obtiene

0

u(x,b) =f(x)= A + 3 (An senhff b) cos ?x,

n=1

que en este caso es un desairollo de T en serie de cosenos de mitad de intervalo. Al aplicar las
definiciones Aob = ao/2'y 4, = senh(nmbla) = a,, n =1,2,3, . .. se obtiene, de acuerdo con las
ecuaciones (2) y (3) de la seccion 10.3,

24.b = % f;f(x) dx

1 fa
A() = -L;_[; J“ f(X) dX (6)
nm 2 fa
Y A, Senh;bzafof(x)cos'z—"x dx
A, :#m f” f(x) cos ']a—ﬂx dx. @)
asenh— b

a
La solucién de este problema consiste en la serie de la ecuacion (5), en que gy A4, s
definen con las igualdades (6) y (7), respectivamente.

Problema de Dirichlet  Un problema de valor en la frontera en que se busca una
solucion de una ecuacion en derivadas parcides de tipo diptico, como la ecuacion de Laplace,
V2 = 0, dentro de una region tal que u adopte valores prescritos en @ contorno total de esa
region, se llama problema de Dirichlet.

Principio de superposicién Un problema de Dirichlet para un rectangulo se puede
resolver con facilidad separando variables cuando se especifican condiciones homogéneas para
dos fronteras paralelas, sn embargo, € método de separacion de varisbles no s glica a un
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problema de Dirichlet cuando las condiciones en la frontera en los cuatro lados del rectangulo
son no homogéneas. Para sdvar edta dificultad se descompone e problema

u  u

Y a—y2=0, 0<x<aq, 0<y<bh

u(0,y) = F(y),  ula,y) = G(y), 0<y<b ®
u(x, 0) = f(x), u(x,b) =gx), 0<x<a

en dos problemas, cada uno con condiciones homogéneas en la frontera, en lados paraelos.

Problema 1 Problema 2
r A \ A
azul 62u1 62u2 32u2
e R AL R <x< <y< —2 4 2=, 0<x<a, 0<y<
o Ty 0, 0<x<a, O0<y<b ot | gy? 0<y<bd

u(0,y) = 0, wia, y)=0, 0<y<b w0, y)=F(y), wlay)=G(y), 0<y<b
ui(x, 0) = f(x), u(x,b) =g(x), 0<x<a uy(x, 0) = 0, wy(x, b) = 0, 0<x<a

Supongamos que %1 Y #3 son las soluciones de los problemas 1 y 2, respectivamente. S
definimos. #(x, y) = wuy(x, ») + uax, y), veremos que y satisface todas las condiciones en la
frontera en e problema origina (8); por eemplo,

u(0, y) = w(0, y) + (0, ¥) = 0+ F(y) = F(y)
u(x, b) = w(x, b) + wx, b) = g(x) + 0 = g(x)

y & sucesvamente. Ademas, u es una solucion de la ecuacion de Laplace, segun € teorema
11 | . En otras palabras, a resolver los problemas 1 y 2 y sumar las soluciones, ya resolvimos
e problema origind. Edta propiedad aditiva de las soluciones se llama principio de superpos-
cion (Fig. 11.13).

y
¢ (b ¢ 20 () (a,b)
F(y) Viu=0 Gy = 0 V=0 Jo + G(y)
fix) X f& * *

FIGURA II. 13 Solucién u = Solucién ; del problema 1 + Solucién U2 del problema 2

Dgaremos como gercicio (véase los problemas Il y 12 de los dercicios Il .5) demostrar
que una solucion del problema 1 es

@

w(x.y) =2, {An COShn—:y + B, senhllgy} sen?x,

n=1

en donde 2 (e nT
A= ;fof(x) sen——x dx
1 2 (s nw nu
B,=— —f g(x)sen—xdx — A,cosh—b |,
nm alo a a
senh—b
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y que una solucion del problema 2 es

u)(x,y) = ; {A cosh 7)6 + B, senh % b }sen—-b—y,

en donde fF(y)sen ydy
1 2 (b nm B nm
B, T(bJOG(y)sen b ydy — A, cosh b a)
senhFa

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas

En los gercicios 1 a 8 encuentre la temperatura de estado estable en una placa rectangular con
las condiciones en la frontera dadas.

1. u(0,y) =0, u(a,y)=0 2.u(0,y) =0, u(a,y)=0
0)=0, u(x,b)=f
u(x, 0= 0, u(x,b) = (9 o b )
y y=0
3. u0,y)=0, ula y)= 4. % 20 M 29
u(x,0) = f(x), u(x,b)= oxlr0 0x ;e

u(x,00 = x, u(x,b)=0
5 U(O, y) = 0’ u(lv y) =1- y 6. u(O, Y) S g(}’), Qﬁ = 0

Y 3 0X ix=1
u u
=9 37 O é ou
i v % y=0 = t 3y y= 1r_0
I 2—1,@: u@©,y, umy) =1 8 u@y) =0, ully)=
i
u(x, 0) = 0, u(x,7) =0 % W: u(x,0), u(x,1)=f(x)

En los prodlemes 9 y 10 hdle la temparaura de edado edeble en la placa semiinfinita que s
prdonga heda la direcddn de lss y postives En cada caso suponga que u(x, y) es aoteda
aendoy — oo

9. 10.

7

§ aislado

\
N
\
O/n'x 0/‘”)(

u=fx) u=f(x)

AT

=0l u=0 aislado

FIGURA 11.14 FIGURA I \15
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Encuentre la temperatura de edtado estable en una placa rectangular cuyas condiciones en la
frontera se especifican en los problemas Il y 12.

Il u(0,y) =0, ufa,y)=0 12. u(0,y) = F(y), u(a,y) = G(y)
u(x, 0) = f(x), u(x, b) = g(x) u(x,0)=0, u(x,b)=0

En los problemas 13 y 14 aplique e principio de superposicion para hdlar la temperatura de
estado estable en una placa cuadrada cuyas condiciones en la frontera se mencionan.

13. u(0,y) =1, u(my)=1
u@x,0 =0, ux 7 =1

14.u00,y) =0, ul2y)=y2-y)
X, 0<x<l1
u(x,0) = 0, u(x, 2) = {2_ ; 1=x<2

ECUACIONES NO HOMOGENEAS Y CONDICIONES EN LA FRONTERA

B Empleo de un cambio de variable dependiente M Solucion de estado estable M Solucion transitoria

Puede suceder que € méodo de separacion de varisbles no sea aplicables a un problema de
vaor en la frontera, cuando la ecuacion diferenciad en derivadas parcides o las condiciones en
la frontera sean no homogéneas, por gemplo, cuando se genera calor a una tasa constante r en
una varilla de longitud finita, la forma de la ecuacion de transmision de caor es

9’u du
kogtr=—. 1
Esta ecuacion es no homogénea, y se advierte con facilidad que no es separable. Por otro lado,
supongamos que e desea resolver la ecuacion acostumbrada de conduccion de cdor kux = u,
cuando las fronteras x = 0y x = L se mantienen a las temperaturas k;y k; didtintas de cero. Aun
cuando la hipétesis u(x, ) = X(x) T(t) separa ‘la ecuacion diferencid, llegamos répidamente a
un obsticulo en la determinacion de los valores y las funciones propias porque no se pueden
obtener conclusiones de #(0, ) = X(0)I(H) = ky u(L, H) = X(L)T() = k2.

Es poshle resolver agunos problemas en que intervienen ecuaciones o condiciones en la
Contera no homogéneas mediante un cambio de la vaiable dependiente:

u=v+.

La idea bésica es determinar 4, una funcion de una variable, de td modo que v , funcién de
dos variables, pueda satisfacer una ecuacion en derivadas parcides homogénea y condiciones
homogéneas en la frontera En € siguiente gemplo exponemos € procedimiento.

]9 loRM Condicion no homogénea en la frontera

Resuelva la ecuacion (1) sujeta a

u0,0=0, u@,0)=uy, t>0
u(x,0)=f(x), 0<x<1.
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SOLUCION  Tanto la ecuacion como la condicion en la frontera son no homogéneas en
X=1S u(x, )= v (x, )+ ¢() entonces,

u_ v, . du _ du
ax?  ox? v y ot ot

Al sudiituir estos resultados en la ecuacion (1) se obtiene
0% o

—+ kY +r=—= 2

kst kg +r=" @

Eda se reduce a una ecuacion homogénea s hacemos que t stifaga a

k¢11+r=0 0 sea ¢II___ —

i~

Integramos dos veces la Ultima ecuacion y llegamos a
_ r
:/J(x)—-ﬁx2+clx+c2. ( 3)

Ademés u(0, ) = v(0,2) + $(0) = 0

u(l, ) = v(1, ) + (1) = u,.
Tenemos que v(0, £) = 0, y que v( 1, ©) = 0 sempre que
wo)y=0 Y (1) = up.

Al aplicar estas dos condiciones a la ecuacion (3) obtenemos, ¢; = 0y ¢y = r/2k + up, asi que

P(x) = — é;c-xz + (i% + uo) x.

Por dltimo, la condicion inicia w(x, 0) = v(x, 0) + 1(x) entrafia que v(x, 0) = u(x, 0) = 1(x)

=f(x) = ¥(x). Entonces, para determinar v(x, ), resolvemos € nuevo problema de vaor en
la frontera

v 4
k——~v—=l, 0<x<l, t>0
ax ot

v(0,n=0, v(1,)=0, t>0

_ RANCYE LS
vix, 0) = f(x) + T (Zk + u(,>x

por separacion de variables. En la forma acostumbrada llegamos a

o
v(x,0)= Aje " sennmx,
n=1

en donde A, =2 ﬁ) [f(x) + {Z,\? - (i + u(,> x] sennmx dx. (4)
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Para terminar, obtenemos una solucién a problema origind sumando ¢(x) y u(x, f):
u, )= —=—x*+{ s+ uy ) x + D, A, sennmx, S)

en donde las 4, se definen en (4). (]

Obsérvese que u(x, ) = ¥(x) cuando t — o en la ecuacion (5). En ¢ contexto de solucion
de la ecuacion de transmision de calor, ¢ se llama solucién de estado estable. Como u(x, f)
— 0 cuando t — oo, v Se denomina solucion trnstoria.

La sudtitucion » = v + ¢ también es aplicable en problemas donde intervengan formas de
la ecuacion de onda, asi como de la ecuacion de Laplace.

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en ¢ apéndice de respuestas.

Resuelva la ecuacion de transmision de calor kuy, = 4, 0 <x <1, t > 0, sjeta a las condiciones
descritasen 1y 2.

1. u(0,t) =100, wu(l,t) =100 2. u(0,)=up, u(l,t)=0
u(x,00=10 u(x, 0) = f(x)
Resudva la ecuacion en derivadas parcides (1) sujeta a las condiciones dadas en 3 y 4.
3. u(O, t) = Uy, u(l, t) = Uy 4. M(O, t) = U, u(l, t) =i
u(x,0)=0 u(x, 0) = f(x)

5. Resuelva € problema de vaor en la frontera

8u a0

ka‘x2+Ae =2 >0, 0<x<1, t>0
u©,9=0  wu(l,H)=0, t>0
u(x,0)=f(x), 0<x<l

La ecuacion diferencid es una forma de la ecuacion de conduccion de caor cuando se
genera calor dentro de una varilla delgada, por eemplo, por decaimiento radiactivo del
material.

6. Resuelva e problema de vaor en la frontera

d*u ou
k8x2 hu e O<x<m t>0
u(0,t) =0, u(mt)=uy, t>0

u(x,0)=0, 0<x<m.

7. Hale una solucion de estado estable 4)(x) del problema de valor en la frontera
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10.

du u
k Py h(u —uy) = e

u(0,1) = uy, u(l,) =0, >0
u(x,0)=f(x), 0<x<L.

0<x<1, >0

. Encuentre una solucion de estado estable y(x) s la varilla del problema 7 es semiinfinita,

s prolonga hacia la direccién postiva de las x e irradia de su supeficie laterd hacia un
medio de temperatura cero y S

u(0,) =uy, limu(x,H)=0, >0
X—x
u(x,0 = f(x), x>0
Al someter una cuerda vibratoria a una fuerza verticd externa, que varia en funcién de la
distancia horizontal a extremo izquierdo, la ecuacion de onda tiene la forma

d*u d*u
a*—+Ax=—;.
ox? o

Resudva eda ecuacion diferencid  sujeta a
u(0,7) =0, u(l,)=0 >0

— u  _
u(x,0) =0, P '=0—0 0<x<l.
Una cuerda esta inicidmente en reposo sobre d ge x, asguradaen x =0y x = 1, * dga
caer bajo su propio peso cuando ¢ > 0y e desplazamiento u(x, f) Ssatisface la ecuacion

aPu_ o
8= %

PP O0<x<1, t>0,

en que g es la acderacion de la gravedad. Ohtenga u(x, f).

. Halle latemperatura de estado estable u(x, y) en la placa semiinfinita de lafigurall 6.

Suponga que la temperatura esta acotada para x — oo, [Sugerencia: pruebe con u(x, y) =
v, y) + 9(y).]

Y
| u=u0
u=0
0 u=uy X
FIGURA 11.16
12. La ecuacion de Poisson
2 2
Q—';+a—u_ —-h,h>0
axt  9y?
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se presenta en muchos problemas donde intervienen potencides eléctricos. Resuélvaa
sujeta a las condiciones

u(O! y):07 u(my) =1, y>0
u(x,00=0, 0<x<um.

EMPLEO DE SERIES DE FOURIER GENERALIZADAS

B Problemas de valor en [a frontera que no conducen a series de Fourier
B Uso de las series de Fourier generalizadas

Para ciertos tipos de condiciones en la frontera, € método de separacion de varigbles y d
principio de superposicion conducen a desarollo de una funcion en forma de serie trigono-
métrica que no es serie de Fourier. Para resolver los problemas de esta seccion utilizaremos el

concepto de serie de Fourier generdizada (Sec. 10.1).

(FJCo MM Empleo de la serie de Fourier generalizada

La temperaiura en una vailla de longitud unitaria en que la transmisién de cdor es de su
extremo derecho hacia un ambiente a la temperatura constante cero, se determina a partir de

u 9

—=— 0<x<l1, >

kax2 Py x t>0
ou

u(0, 1) =0, — = —hu(l,t), h>0, t>0
X yd

ux,0)=1, 0<x<l1.
Determine u(x, t).
SOLUCION  Con & méodo de separacion de vaiables se obtiene
X'+)2X=0, T'+kNT=0 @
X(X) = creos M+ psende Y T(1) = s,
Puesto que » = XT, las condiciones en la frontera son
X0=0 y X()=-rX1) @

La primera condicion en (2) da como resultado inmediato ¢; = 0. Al aplicar la segunda a
X(x) = ¢y N Ax se obtiene

S| >

AcosA= —hsenA osea tanA= —

' )



510 CAPITULO 11 ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES Y PROBLEMAS DE VALOR EN IA FRONTERA

De acuerdo con @ andisis dd gemplo 2 de la seccion 104, ssbemos que la Gltima de las
ecuaciones (3) tiene una cantidad infinita de raices. Las raices podtivas consecutivas An,
n=1213 ...,%n los vaores propios del problema y sus funciones propias correspon-
dientes son X(x) = c;sen Awx, n=1,2,3, . . . Por consiguiente

= XT = A,e™™"senA,x y u(x, t) = Y Ae™ sena,x.
n=1

Ahora bien, cuando ¢ =0, u(x,0) =1,0< x < 1, &d que

)

= 2 A, senA,x. “)

La serie (4) no es de senos de Fourier, sno un desarollo en términos de las funciones
ortogondes que se producen en € problema norma de Sturm-Liowville que condste en la
primera ecuacion diferencia en (1) y las condiciones (2) en la frontera. Por consiguiente,
conjunto de las funciones propias {sen Awx}, » =1,2,3, ., en que las A se definen mediante
tan X = =\/h, es ortogona con respecto a la funcién peso p(x) = 1 en € intervalo [0, 1]. Con
f(x) = 1 en la ecuacion (8), seccion 10.1, podemos escribir

_[ysen Ao

e S &)
[ ;senz)\,,x ox

Para evauar la norma cuadrada de cada funcion propia recurrimos a una identidad trigono-
métrica:

f; [1 = cos2A,x] dx = % [1 —1—-sen21 ©)

* 2 —_
fosen Ax dx = 2

1
2
Consen 2A, =2 sen Ay cos A,y A, cos A, = -h sen A, smplificamos la ecuacion (6) a la forma

J;sen Ax dX = = [h + cosi, ].
. ! l -
También J’o senA,xdx = — 7 608 A -

En consecuencia, la ecuacion (5) se transforma en

A = 2h(1 —cos A,)

M(h + cosA,)

Por (ltimo, una solucién del problema de valor en la frontera es

_ COS A, a1
u(x, t)=2h E—A i ¥ coshy )e senAi,x.

3|IIZNe A FEmpleo de la serie de Fourier generalizada

El angulo de torcimiento é(x, £) de un de de longitud unitaria que vibra torsonamente se
determina a partir de
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0 00

1= <x< >

o 0<x<1, >0
a0 v

= —_ - t>0

6(0, 1) = O, il 0,

0(x, 0) - x, 39 =0, 0<x<l1.
at 1=0

La condicion en la frontera, en x = 1, se llama condicion de extremo libre. Determine 8(x, ?).

eje sometido a torsién

FIGURA 11.17

SOLUCION  Con § = XT tenemos que
X'+ X=0, T”+a*\T =0, entonces
X(X) = ¢ €08 Ax + ¢3 sen \x y T(t) = ¢3 cos aX + ¢4 SEn alt.
Las condiciones en |a fronteraX(0) =0y X’(1) =0 dan c1=0Yy ¢; cos A = 0, respectivamente.
Como la funcidn coseno es cero en mdltiplos impares de #/2, los valores propios del

problemason A = (2n=1)(r/2),n=1,2,3, . . .. La condicion inicid T' (0) dacy = 0, de
modo que

0,,=XT=A,,cosa(2n2_ 1> mt sen(‘zn; 1) TX.

Paa satisfacer la condicion iniciad restante, formamos

8(x, t)= >, A, cos a(znz_ 1) 7t sen <2n2—- 1) mX. Q)

n=]

Cuando ¢ = 0 se debe tener, para 0 < x < 1,

0(x,0) =x = i A, sen(znz_ 1) . ®)
n=1

. . . . , 2n—-1
Al igud que en d gemplo 1, € conjunto de funciones propias {SeE n2 )Wx},n= 1,2,

i,...,6es ortogona con respecto a la funcién peso p(x) = 1 en € intervalo [0, 1]. La sarie

Z Ay sen[2n2— 1 ) mx No es una serie de Fourier de senos porque € argumento del seno no
n=1

es multiplo entero de mx/L (L =1, en ede caso). De nuevo, la serie es una serie de Fourier
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generdizada; por consiguiente, de acuerdo con (8) de la seccion 10.11, los coeficientes de
la ecuacion (7) son

f;xsen (an— 1)7rx dx
Jsent <2n2_ 1)mc dx

A, =

Al redizar las dos integraciones llegamos a

8(=1)"

An = (Zn um 1)2”2

Entonces, & angulo de torcimiento es

B(x, 1) =ﬂ§§ (g_ )n;)z cos a<2n2— 1>ﬂtsen<2n2_ 1>7rx. ||

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas.

1. En € ¢emplo 1, indiquela temperatura u(x, #) cuando se aida € extremo izquierdo de la
varilla

2. Resuelva @ problema de vaor en la frontera

*u _ du

kﬁ—g, O0<x<l1, t>0

w@,9=0 ¥ = _hun-uw), h>0, >0
0x | x|

u(x,0) = f(x), 0<x<L

3. Proporcione la temperatura de estado estable en una placa rectangular cuyas condiciones
en la frontera son

u(O’ y) = 0! a_u = —hu(d, Y), 0 <y <b
0X s

u(x,00=0,  u(x,b)=f(x), 0<x<a.

4. Resuelva @ problema de vaor en la frontera

o'u
oy
u(0,y) = uy, lim u(x, y) = 0, 0<y<1

=, 0<y<l1, x>0

u Ju
— =0, == =—hu(x,1), h>0 x>o0.
ay y=0 ay y=1 ( )
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5. Encuentre la temperatura u(x, f) en una vailla de longitud L s la temperatura inicid es F,
el extremo x = 0 se mantiene a la temperatura 0 y € extremo x = L estd aidado.

6. Resudva € problema de vaor en la frontera

,0%u _du
a B

axlzw, 0<x<L, t>0

w0,9=0 EX =R, >0

ax x=L

LU 0<x<L.

u(x, 0) = 0, i

La solucion u(x, f) representa e desplazamiento longitudinad de una bara dédtica vibra
toria anclada en su extremo izquierdo y sometida a una fuerza condtante de magnitud Fy
en su extremo derecho (Fig. Il. 10). E es una condtante que e llana modulo de easticidad.

7. Resuelva @ problema de vaor en la frontera

2 2
3_“+"__‘_;=0, 0<x<1, 0<y<l1
ox*  dy
g—z _0, u(l,y)=u,, 0<y<l1

=0
ou .

ux, 0)0=0, —| =0 0<x<1.

( ) 3)’y=1 ’

8. La temperatura inicid en una vailla de longitud unitaria es f(X). Hay flujo de cdor en sus
dos extremos, x = 0y x = 1, que pasa d ambiente mantenido a la temperatura constante
cero  Demuestre  que

u(x,t) = > A,e (A, cos Ax+h snax),
n=1

en que A f(x)(A, cos Ax + hsenA,x) dx

2 fl
":()\,,2+2h+h2) 0
ylas A\, n=1,2,3,....,5n las raices positivas consecutivas de tan A = 2M/(X2 = A).

9. Una viga en voladizo (cantiliver) estd empotrada en su extremo izquierdo (x = 0) y libre
en SU extremo derecho (x = 1), que vibra (Fig. Il. 18). El desplazamiento transversal u(x, ¢)
de la viga se define con € problema de vaor en la frontera

FIGURA 11.18
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du  du
LTI <x< >
it a0 0<x<1, >0
ou
y= 0, = 0, t>0
(0, 9 -3
o’u du
— =0, — =0, t>0
6x2 x=1 - O ax3|>(fl‘
u

u(x, 0) = f(x), - 8(x), x > 0.
ati=0
a) Con la condante de separacion A* demuestre que los vaores propios del problema se
determinan mediante la ecuacion cos A cosh A = —1.
b) Con una cdculadora 0 computadora dé aproximaciones a los dos primeros valores
propios  positivos.
10. a) Deduzca una ecuaciéon que defina los valores propios cuando los extremos de la viga
del problema 9 estén empotradosen x =0y x = 1.

b) Con una cadculadora o computadora dé aproximaciones a los dos primeros vaores
propios  positivos.

PROBLEMAS DE VALOR EN LA FRONTERA CON SERIES DE FOURIER
CON DOS VARIABLES

B Ecuacion de transmisién de calor en dos dimensiones M Ecuacién de onda en dos dimensiones
m Serie de senos con dos variables

Supoéngase que la region rectangular en la figura ll. 19 es una placa delgada en que la
temperatura ¥ es funcién del tiempo ¢ y de la posicion (X, y). Entonces, en las condiciones
alecuades, s puede demostrar que u(x, y, ) satisface la ecuacion en dos dimensiones del calor

u  ou ou
—t— ==
k (ax2 8y2) at M

FIGURA 1119

Por otro lado, la figura Il .20 representa un marco rectangular sobre e cua se ha edtirado una
membrana delgada y flexible (un tambor rectangular). S la membrana se pone en movimiento,
su desplazamiento u, medido a partir del plano xy (vibraciones transversales), también es
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FIGURA 11 .20

funcion del tiempo ¢ y de la posicién {(x, y). Cuando las vibraciones son pequetias, libres y no
amortiguadas, u(x, y, 1) sdisface la ecuacion en dos dimensiones de onda

o A 9°u
H—+=]=—. 2
4 <ax2 6y~) A’ @

Como se verd en e proximo egemplo, las soluciones de problemas de valor en la frontera
donde intervienen ecuaciones como la (1) y (2), con & méodo de separacion de variables,
conducen a la nocion de series de Fourier con dos variables.

I LRI Ccuacion del calor en dos dimensiones

Dé la temperatura u(x, y, f) de la placa que muestra la figura Il. 19, s la temperatura inicia
esf(x, y) en toda elay s los bordes se mantienen a la temperatura cero.

SOLUCION  Debemosresolver

k<%+%>=%, 0<x<b, 0<y<c, t>0
jeta a
u(0, y, 1) =0, ub,y,)=0, 0<y<e, t>0
u(x, 0, t) = 0, u(x,c, ) =0, 0<x<h, t>0
u(x,y,0)= f(x,y), 0<x<b, 0<y<c.

Para separar las variables en la ecuacion en derivadas parciaes contra variables inde-
pendientes trataremos de hallar una solucion producto, u(x, y, t) =X(x)Y(Y)I(®). Al sudituir
esta hipdtesis se obtiene

k(X"YT + XY'T) = XYT'
X)I Y" L’

0 sa XY kT ©)

Dado que d lado izquierdo de la-ecuacidn (3) slo depende de X, y @ derecho nada més de
y y f, debemos igudar ambos lados a una constanter —A2.
XII Y(l + T _

X= "y Y @
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y asi X"+ 2 X=0
Y!I T!
S =Tt A
Y kT (5)
Por las mismas razones, S ensayamos ofra constante de separacion —u? en la ecuacion (5),
entonces
Yyt _ o Ir_ ._ 2
2~
Y+ Y =0 y T+ k(A+ uh)T = 0. (6)

Las soluciones de 1as ecuaciones en (4) y en (6) son, respectivamente,

X(X) = ¢; cos Ax + ¢; Sen Ax (7)
Y(y) = ¢; €08 py + ¢, senpy ®
T(2) = cse ¥ +wx, ©

Pero las condiciones en la frontera
u(O’yst)=0’ u(bayat): 0} {X(O): 0, X(b) 0
u(x,0,8) =0, wu(x,c,t)=0 implican  Y(0)=0, Y(c)=0.

Al aplicar esascondiciones a las ecuaciones (7) y (8) seobtienee;=0,¢3=0y ca N Ab= 0,
cs N pe = 0. Edas Ultimas implican a su vez

Azmb£$m=1’2’3"~': I‘L=ﬂ’ n:l92$39""
C

Asl, una solucion producto de la ecuacion del cdor en dos dimensiones que sdtisface las
condiciones en la frontera, es
T

mm n
U, ¥, 1) = Amn —k[(mrr/b)2+(nn'/c)2]tsen__x sen—
6 3.0 = Ame b 2

en que An, € una condante arbitraria Puesto que tenemos dos conjuntos independientes de
valores propios, ensayaremos € principio de superposicion en forma de una suma doble

u(e, Y, 0= DS Aype w7 mefl sin o xsen 2 y. (10)

m=1 n=1

Ahora hien, en + = 0 se debe cumplir

i A sen—x sen—gy (11)

1 n=1

Me

E3
il

Los coeficientes A4,,, s pueden hallar multiplicando la suma doble (Il) por & producto sen
(mmx/b)sen(nmy/c) e integrando en € rectanculo 0 < x < b, 0<y < ¢. Entonces

4 (e (b mm nm
A = e L} fof(x,y)sen—b——xsenTy dx dy. 12)
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Por lo tanto, la solucion del problema de valor en la frontera consiste en la ecuacion (1), en
que Annse define con la ecuacion (12). |

La serie (Il) con los coeficientes (12) se llama serie de senos con dos variables o doble
serie de senos (véase @ problema 52 de los gercicios 10.3).

Las respuestas a los problemas nones se encuentran en el apéndice de respuestas.

Resudva la ecuacion del caor (1) sujeta a las condiciones que se mencionan en los problemas
1y2

u ou
2'- x| 50 o' 9% =1
1 u(©0,y, 6 =0, u(my, =0 Ny ~ ) )
u(x’ 0| t) = 01 u(x, 17’ t) = O - = 0, —u =
u(x, y, 0) = Oybo Oy b
u(x’y’ 0) = xy

[Sugerencia: Vea el problema 53,
gjercicios 10.3.]

En los problemas 3 y 4 resuelva la ecuacion de onda (2) sujeta a las condiciones respectivas.

3. u,y,£) =0, w(myt)=0 4 u(0,y,) =0, u(b,y,n)=0

u(x,0,) =0, u(x,mt)=0 u(x,0,0) =0, ulx,ct)=0
u(x, y,0) = xy(x = m)(y — m) u(x, y, 0) = f(x, y)

L ) QE’ =g(x,y)

ot =0 ot =0 g%y

La temperatura #(x, y, 2) de estado estable del paraelepipedo rectangular de la figura 11.21
sdtisface la ecuacién de Laplace en tres dimensiones.

du | A B
'&'2‘ -‘5;)—2 '5'2—2=0. (13)

5. Resuelva la ecuacion (13) de Laplace. La cara superior (z = c) del paralelepipedo se
mantiene a la temperatura f(x, y) y las caas restantes a la temperatura cero.

6. Resuelva la ecuacién (13) de Laplace. La cara inferior (z = 0) del paralelepipedo se
mantiene a la temperatura f(x, y) y las caras restantes, a la temperatura cero.

FIGURA 11 .21
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Las respuestas a los problemas nones se encuentran en e apéndice de respuestas.

1. Mediante la separacion de variables encuentre soluciones producto de

d’u
ax dy

=Uu.

2. Use la separacion de variables para hdlar soluciones producto de

P, o

ou
+22 2%y,
ox?  ay* Tox

dy

¢Es posble eegir una constante de separacion tal que X y Y sean, a la vez, funciones
oscilatorias?

3. Dé una solucién de estado estable v{x) del problema de valor en la frontera

d'u _ du

—= <x< >
kax2 7L O<x<m t>0
ou
u(0, 1) = u, Tl =u(mt) = u, t>0

ux,00=0, 0<x<m,

4. Proporcione una interpretacion fisica de las condiciones en la frontera del problema 3.

5. Cuando ¢ = 0, una cuerda de longitud unitaria se encuentra tensa sobre el gje de las x
positivas. Sus extremos estadn asegurados en x = 0y X = 1 cuando ; > 0. Halle &
desplazamiento u(x, f) S la velocidad inicid es la que muedtra la figura Il 22,

&)
h <l>

|

Bl =

= +

Bl 4 — =
—

6. La ecuacion en derivadas parcides

Fu_ o _du
ax? o

es una forma de la ecuacién de onda cuando se aplica a una cuerda una fuerza vertical ex-

terna, proporciona a cuadrado de la distancia horizontd a extremo izquierdo. La cuerda
estd asegurada en x = 0, una unidad arriba del ge x, y enx =1, en e ge x, cuando ¢ > 0.
Hale & desplazamiento u(x, #) d§ la cuerda pate del reposo desde un desplazamiento f(x).
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u=0

u=0 X

FIGURA 1 1.23

7. Dé la temperatura #(x, y) de estado estable en la placa cuadrada de la figura Il .23,
8. Indique la temperatura de estado estable wu(x, y) en la placa semiinfinita de la figura 11.24.

aislado

FIGURA Il .24

9. Resuelva € problema 8 cuando las fronteras y = 0y y = 7 se mantienen siempre ala
temperatura  cero.

10. Halle la temperatura u(x, 1) en la placa infinita cuyo ancho es 2L (Fig. 11.25). La

temperatura inicid en toda la placa es ug. [Sugerencia u(x, 0) = g, =L < x < L es funcion
par de x|

I1. Resuelva @ problema de vaor en la frontera

d’u _ ou
ax* o’
w(©0,0=0, wu(mt) =0, >0

u(x,0)= senx, O<x<m.

0<x<m, >0

y

N

TN N

FIGURA 1I .25
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12. Resuelva @ problema de vaor en la frontera

62
k~%+sen21rx=a—u, 0<x<l1, t>0
ox ot

u(0,)=0, wu(1,0)=0, t>0
u(x,0) =senmx, 0<x <1,

13. Hdle una solucion formal en serie para e problema

u du Jhfu ou
—— 4= FREE 0Ty 0<x<
dx? ax  or 2 a x<m >0

u(0,1) = 0, u(mt)=0, t>0
u

- <x<m.
o 0, O<x<m

No trate de evauar los coeficientes de la serie.

14. La concentracion ¢(x, f) de una sustancia que se difunde y a la vez es arrastrada por
corrientes de conveccién en @ seno de un medio satisface la ecuacion diferencid

2
9% A o a‘c_’ =h—constante,

k
ox? 9x  at

Resuglva esta ecuacion, sujeta a

c(0,t) =0, c(l,0) =0, >0
c(x,0) = c, 0<x< 1,

en donde ¢y es una constante.



APENDICE

. FUNCION GAMMA

La definicion de Euler de la funcion gamma, es
’ I'x) = Jo t* e dt. )
Para que la integra converja se requiere que X ~1 > -1, 0 x > 0. La relacién de recurrencia

Iz + 1) = xI'(x), )

(Sec. 6.4), se puede obtener de (1) con integracion por partes. Cuando x =1, I'(1) = J: el dt =
1y la ecuacion (2) da

rQ)=1rqQ)=1
r3)=2rQ)=2-1
T(4)=3r3)=3-2-1

gtcétera. ASi pues, cuando » es un entero positivo,
T(n +1)=n.

Por este metivo, la funcion gamma suele denominarse funcion factoriad generalizada

Aunque la forma integrd (1) no converge cuando x < 0, es posible demostrar, con defini-
ciones aternativas, que la funcion gamma esté definida para todos los nimeros reales y
complejos, exceptox=-n,n=0,1,2, ...; en consecuencia, la ecuacion (2) sdlo es vdlida,
cuando x = —n. Al considerarla como funcién de una variable redl, x, la gréfica de I'(x)
corresponde a la figura 1.1. Obsérvese que los enteros no positivos corresponden a asintotas
verticdles de la grdfica

En los problemas 27 a 33 de los gercicios 6.4 hemos aprovechado que F(%) = \r. Este
resultado se puede obtener partiendo de (1) e igudando x =

1
¢

Cuando ¢ define ¢ = #?, la ecuacion (3) se puede expresar en la forma 1‘(%) =2 jome"‘z du. Pero

N 3
0

'[0 e’”2 du= Jl: e‘”2 dv,
AP-1
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__——_____—T—_~4‘_
—— __.__4__.[,________..

FIGURA 1.1
entonces r . 2 B - g e
y 5 = jo e u 2‘[0 eV dv
=4 |7 e gy g,
Jo Jo e u dv
Al cambiar a coordenadas polares, u =1 cos 6, v = r sen @ permiten evaluar la integral doble:

4 J': J: ey du=4 jom j: erdrdf=m.

2
Por  consiguiente, [r[%] J =r 0sa F[%]=\/?r'. @)
EJEMPLO 1 IRYZIIEN =) 1"(_ 13)
Evalle (- }).
SOLUCION  De acuerdo con las ecuaciones (2) y (4), para x = - s

Por lo tanto I‘(—l)=—2l‘(~lj=—2 7. "
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Las respuestas a los problemas de nimero impar comienzan en la pagina R-24.

1. Evale
a) I'(5) b) I'(7) o) I'- §) d) I'(- %)

2. Aplique (1) y ¢ hecho de que () = 0.92 para evaluar f " i
[Sugerencia sea t = x°)] ’

3. Apligue (1) y @ hecho de que T'(%) = 0.89 para evaluar ‘[A e dr.
0
1 1 3
4. Evale Io x (In ;) dx. [Sugerencia sea t = —In X.]

1
5. Use d hecho de que T'(x) > jo ' ¢ dt para demostrar que T'(x) no es acotada cuando x — 0™,

6. Aplique (1) para deducir (2) cuando x > O.
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INTRODUCCION A LAS MATRICES

I1.1 Definiciones y teoria basicas

DEFINICION 11.1

S’ una matriz tiene m renglonesy n columnas, su tamafio es de m por 7 (se escribe m X n).
Una matriz de » x n se llama matriz cuadrada de orden ».

El término a; representa el elemento del i-ésimo renglon y la j-ésima columna de una
matriz A de mx n; con ello, unamatriz A de m x n se escribe en laforma A = (ay)m x n, O
simplemente A = (a). Una matriz de 1 x 1 es solo una constante o funcion.

NI EE R 'gualdad de matrice

Dos matrices A y B dem X n son iguale

DEFINICION 11.3

Una matriz columna X es cudquier métiz Can » renglones y una COlUMN&

Matriz columna

AP-4
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Una matriz columna se llama también vector columna o Simplemente vector.

JIVIe MM Moltiplos de matrices

2 -3) (10 -15 1 e
a) 5 f -1 (=20 -5 b)e'| 2 |=|-2¢
s 6 1 30 4 4e, =

Al respecto es de notar que para toda matriz A, el producto £A es iguad a producto Af;

por eemplo,
-3t 2 — 28_3t _ 2 =3t
gEas

DEFINICION 11.5

En otras palabras, para sumar dos matrices del mismo tamarfio, se suman |los elementos

correspondientes.

J[351JTeyB Suma de matrices

2 -1 3 4 7 -8
La suma de A= 0 4 6|yB=|9 3 5ies
-6 10 -5 1 -1 2

2+4 -1+7 3 +(-8) 6 6 -5
A+B=; 0+9 4+3 6+5 =9 7 11
-6+1 10+(-1) -5+2 ~5 9 -3 -
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(AN ITOK Matriz expresada en forma de suma de matrices columna

3t2 - 26!
Lamatriz Unical (2+7¢ |se puede expresar como la suma de tres vectores columna
5t
[ 4
3t2-2¢) (3t2) (0) (-2¢) (3 0 -2
247t =2 [F|Te]H] 0 [=|1 |27 [e+] Ofe
5t 0 5t 0 0 5 0 -

La diferencia de dos matrices de m x n ¢ define en la forma acostumbrada: A = B = A +
(-B), en donde -B = (-I)B.

DEFINICION 1.6

Obsérvese con detenimiento la definicién 11.6, en donde sélo se define € producto AB =
C cuando e nimero de columnas en lamatriz A esigua a nimero de renglones en B. El
tamafio del producto se puede determinar con

An annxp = Cmxp
| SE— )

El lector también reconocera que los elementos de, por gemplo, € i-ésmo renglon de la matriz
producto AB se forman aplicando la definicién en componentes del producto interior, o
producto punto, del i-ésimo rengldn de A por cada una de las columnas de B.
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(I[N He: W Multiplicacion de matrices

AP-7

. (47 _(9 =2
a)SlA—-[3 SJyB—[é 8]’

AB = 4-9+7-6 4-(-2)+7-8) _(78 48
3.9+5.6 3-(-2)+5-8| |57 34

5 8
b)SiA=|1 0 yB=(_4 '3),
2 7

AB= 1 -9H+0-2 1-(-3)+0-0|=|-4 -3
A(PH+7-2 2-(-H+7-0 6 -6
(4)+8:2 3'5—331'6 U 4 -151

En genera, la multiplicacion de matrices no es conmutativa; esto es, AB #BA. En la parte

. ) _[30 53
a) de gemplo 4 obsérvee que BA _[48 %

), mientras que en la parte b) e producto BA no

estd definido porque en la definicion 1.6 se pide que la primera matriz, en este caso B, tenga

e mismo numero de columnas que renglones tenga la segunda
Nos interesa mucho e producto de una matriz cuadrada por un vector columna

ISV oM Multiplicacion de matrices

2 -1 3)(-3) (2-(=3)+(-1)-6+3-4) (0
a)|0 4 5| 6|={0-(=3)+ 4 -6+5-4|=|44
1 =7 9| 4] [1-(=3)+(-7)-6+9-4] |-9

by [ 2)(x\_(4x+2y
3 8|y 3x+ 8y

Identidad multiplicativa Para un entero positivo n, la matriz de n x n

S’

—

" )
1= : )
\om w o

es la matriz identidad multiplicativa. Segin la Definicion 11.6, para toda matriz A de n x n,

Al=1A=A.

También se comprueba con facilidad que § X es una matriz columna de n x 1, entonces IX = X.
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Matriz cero Unamatriz formada solo por el ementos cero se llama matriz ceroy se
representa con O; por eemplo,

0 0
0=[g), 0=[g g) 0-0 o},
0 0

y asl sucesvamente. S A y 0 son matrices de m x n, entonces

A+0=0+A=A.

Propiedad asociativa Aungue no lo demostraremos, la multiplicacién matricial es
asociativa. S A es una matriz de m x p, B una matriz dep x r y C una matriz de r X n, entonces

A(BC) = (AB)C
€S una matriz de m x n.

Propiedad  distributiva S todos los productos estdn definidos, la multiplicacion es
distributiva respecto a la suma:

A(B+C)=AB+AC y (B+C)A=BA+CA.

Determinante de una matriz Con toda matriz cuadrada A de constantes, hay un
nimero asociado llamado determinante de la matriz que se representa mediante det A.

(AT KON Determinante de una matriz cuadrada

3 6 2
SiA={ 2 5 1|, % desarolla det A por cofactores del primer renglon:
-1 2 4
36 2
detA=| 25 1 =3‘§ ‘1'|_6‘j ; +2‘_f g‘
-1 2 4
=3(20-2)-6(8+1)+2(4+5)=18 [ |

Es posble demostrar que un determinante, det A, se puede desarrollar por cofactores usan-
do cuaquier renglén o columna. S det A tiene un rengldn (o columna) con muchos eemen-
tos cero, por nuestra comodidad debemos desarollar ese determinante por ese renglon (0
columna).
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En otras palabras los renglon' de)
transpuesta, A”. .

A1 OA  Transpuesta de una matriz

362 3.2 -1
a) Latranspuestade A=| 2 5 1|esAT=|6 5 2|

0
3
b) SiX =\"1 entonces XT=(5 0 3).

DEFINICION 11.8

 Sea A una matriz de n x

“en donde Iesla 1dent1dad m
conB=A"",

DEFINICION 1.9 FEVI s

Séa A una matrizde nx n. S det A # 0, se dice que A es no singular, S det A = 0, entonces
A es singular.

El siguiente teorema especifica una condicion necesaria y suficiente para que una matriz
cuadrada tenga inversa multiplicativa

TEOREMA 1.1
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El teorema que sigue describe un método para hdlar la inversa multiplicativa de una matriz
no sngular.

Cada C; en el teorema [1.2 es tan s6lo el cofactor (0 menor con signo), del elemento gy
correspondiente en A. Obsérvese que en la formula (2) se utiliza la transpuesta.
En lo que sigue, obsérvese que en € caso de una matriz no singular de 2 x 2

a a
A= 11 a2
) ax

Ci1 = ayp, C1a = —ay;, C21 =—an y Cx2 = ay;. Entonces

Al=_L [ a2 —an T= 1 (an -an 3)
detA|—ai2 an| detAl|-an ap

Para una matriz no singular de 3 x 3,

an a2 a3
A=|m1 an a3,
asy asy asz

_ |22 a3 @ @3 _|aa an
C” - s CIZ =- ’ 13= s
az ass a1 as3 asr a3
efcétera. Trasponemos y llegamos a
c1 Gicsi
~1 _
= \ C . 4
dota | C2 C22 c32 O

ci3 Oy c33

ATV (e R: W Inverso de una matriz de 2 x 2

Determine lainversa multiplicativa de A = G 13)

SOLUCION ComodetA =10~8=2%0, A esno singular.; por e teorema Il. 1, A™! existe.

De acuerdo con (3),
a_1(10 4\_(5 =2
8 G -
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. . . . 2 .
No toda matriz cuadrada tiene inversa multiplicativa. La matriz A = (3 3)&5 singular
porque det A = 0; por consiguiente, A~ no existe:

IV 1dleX*AM Inversa de una matriz de 3 x 3

Determinar la inversa multiplicativa de A = | -

w NN

20
1 1]
01

SOLUCION Puesto que det A = 12 # 0, la matriz dada es no singular. Los cofactores co-
rrespondientes a los elementos de cada renglon de det A son

=1 1| =_ |72 1| _ =2 l/__
Cu—‘o ll—l C12-—| 3 1‘—5 Cis ‘3 0’ 3
_ 12 0f_ _12 0] _ —_12 2|_
C21——,0 1,—-—2 sz—'3 1‘—-2 Cxy '3 0( 6
0 _1 2 2]_
C31='% 1l=2 C32=—‘_§ (l)‘=—2 Css—)_z 1’—6.
De acuerdo con (4),
(L2 2) (3 7E
Al==15 2 2|=| 5 ¢ %
213 6 6| [-7 1 1
4 2 2
Pedimos a lector que compruebe que A~'A = AA™ = 1. [

La formula (2) presenta dificultades obvias cuando las matrices no singulares son mayo-
res de 3 x 3; por gemplo, para aplicala auna matriz de 4 x 4, necestarfamos calcular dieciséis
determinantes de 3 x 3.* Cuando una matriz es grande, hay métodos mas eficientes para hallar
A™l. E interesado puede consultar cuaquier libro de dgebra linedl.

Como nuestra meta es aplicar el concepto de una .matriz a sistemas de ecuaciones
diferencides linedles de primer orden, necesitaremos estas definiciones:

*Hablan& con propiedad, un determinante es un nimero, pero a veces conviene mangjarlo como S fuera un arreglo.
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3N NYIRN Integral de una matriz de funciones

S A(f) = (a())m x » € una matriz cuyos elementos son funciones continuas en un intery
(ue contiene a £y a fy; entonces

J a0 @]

Para derivar o integrar una matriz de funciones, tan sélo se deriva o integra cada uno de
sus elementos. La derivada de una matriz también se representa con A'(t).

FIIN (oM Derivada o integral de una matriz

Si

% sen 2t
sent d 2cos2t

X() F & |, enonces  X(n) = < ST T

8r-1 p g
x 8-1)

t
l fosenZs ds —%cos2t+%
Y IO X9 ds=| [evds |=| -2
2
J[(8s—1)ds 4? -t .

[1.2 Eliminaciones de Gauss y de Gauss-Jordan
Las matrices son una ayuda insudtituible para resolver Sstemas agebraicos de p ecuaciones
linedles con p incognitas
auxit apty t ..t @pXs = by
axi+ apxyt . tayx,=b
)
AnX1+ QpXa + ...+ Qgpkn = by

S A representa la matriz de los coeficientes en (5), ssbemos que s puede usx la regla de
Cramer para resolver € sistema, siempre que det A # 0. Sin embargo, para seguir eda regla se
necesita un trabgjo hercileo s A es mayor de 3 x 3. El procedimiento que describiremos tiene
la ventga de no sblo ser un méodo eficiente para mangar Sstemas grandes, SN0 también
un método para resolver sistemas consistentes como las ecuaciones (5) en que det A = 0 y un
método para resolver m ecuaciones linedles con n incognitas.
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S B eslamatriz columna de las b;,i =1,2,.. ., n, La mariz aumentada de (5) se expresa
como (A | B).

Operaciones elementales de renglon Se sbe que podemos transformar un sigema
agebraico de ecuaciones en un sisema equivdente (es decir, un ssema que tiene la misma
solucion) multiplicando una ecuacion por una constante distinta de cero, intercambiando €
orden de dos ecuaciones cudesquiera del sstema y sumando un mlltiplo constante de una
ecuacion a otra de las ecuaciones. A sU vez, estas operaciones sobre un sistema de ecuaciones
on equivaentes a las operaciones elementales de renglén en una matriz aumentada

i) Multiplicacion de un renglén por una condtante distinta de cero
if) Intercambio de dos renglones cuaesuiera
iii) Suma de un miltiplo constante, distinto de cero, de un renglon a cualquier otro renglén

Méodos de diminacién Para resolver un sisema como € (5) con una matriz aumen-
tada, se emplea la eliminacion de Gauss o hien d método de eliminacion de Gauss-Jordan.
Con d primero se efectla una sucesion de operaciones elementales de renglon hasta llegar a
una matriz aumentada que tenga la forma de renglon-escalén;

i) El primer elemento distinto de cero en un rengldn no cero es 1
if) En los renglones consecutivos digtintos de cero, & primer edemento 1 en € renglén
inferior aparece a la derecha del primer 1 en € renglon superior
iii) Los renglones formados Unicamente por ceros estan en la parte inferior de la matriz

En d méodo de Gauss-Jordan, se continla con las operaciones de renglon hasta obtener una
matriz aumentada que esté en la forma reducida de renglon-escalén. Una matriz reducida de
renglén-escadn tiene las mismas tres propiedades de ariba, ademés de la siguiente

iv) Una columna que contiene un primer elemento 1 tiene ceros en todos sus demés lugares

UGBl Forma de renglon-escalon y reducida de renglén-escalén

a) Las matrices aumentadas [
2

1
(l)fg - 001—62|4J
0 0 0 0 Y 000 01 4
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etan en su forma renglon-escaldn. El lector debe comprobar que se satisfacen los tres
criterios.

b) Las matrices aumentadas

SO
O = O
o OO
|
[
«<
(==}
oo
[
o &
—0
PN
Se———

etan en su forma reducida de renglon-ecaldn. Obsérvese que los eementos restantes son
cero en las columnas que tienen un 1 como primer elemento. u

En la eliminacién de Gauss nos detenemos una vez obtenida una matriz aumentada en su
forma rengon-escalon. En otras palabras, al emplear operaciones de renglén en distintos
Ordenes podemos llegar a formas distintas de renglon-escaldn; por consiguiente, para este
método Se requiere restituir. En la eliminacion de Gauss-Jordan uno se detiene cuando ha
llegado a la matriz aumentada en su forma reducida de renglon-excadn. Cudquier orden de
operaciones de renglén conduce a la misma matriz aumentada en su forma reducida de ren-
glon-escadn. Para este método no se necesita redtitucion; la solucion del sistema se conocerd
por inspeccion de la matriz find. En términos de las ecuaciones del sistema origind, nuestra
meta en ambos métodos s igudar a 1 € coeficiente de x; en la primera ecuacién,* para luego
emplear mltiplos de esa ecuacion y eliminar a x; de las demés. El proceso se repite con las
demés variddles.

Para mantener € registro de las operaciones de renglon que redlizaron a cabo en una matriz
aumentada, se utilizad la sSiguiente notacion:

Simbolo Significado

Ry Intercambio de los renglones i j

cR; Multiplicacion del i-ésimo renglén por la censtante ¢, distinta de cero

cRi+ R Multiplicacién del j-ésimo renglén por ¢ y suma del resultado d  j-ésimo renglén
Ao RYE  Solucion por eliminacion
Resuelva 2xy + 6xy + x3= 7

X +t2p= x3=-1
S5x1+Tx3—4x3=9
arpeando 8) diminedon de Gasss y b) eliminacién de GaussJdodn

SOLUCION  8) Heduamos opgradones de regon en la maiz ametada dd Ssama
para ootener

*Siempre e pueden intercambiar ecuaciones, de tal modo que la primera ecuacion contenga a la variable x,.
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—2R1+R2
2 6 12 -1 | 1\ sger (1 2 -1 | 4
1 2 2 6 1 7 o 2 3 9
5 7 5 7 -4 9 0 -3 1 14
1g, (1 2 1 -1 3p4r, [} 2 -1 -1 2 (12 - -1
2 3 9 1
— 0 1 5 3 o1 3| -0 1 3| 3
0 3 1 14 00 3 2 0 0 1 1

La dltima matriz esta en su forma renglén-escalon y representa a Sistema

¥p+ 22 = x3=-1
X 3x -

+ = ==
2T,
X3 = 5.

Al sudituir x3 = 5 en la segunda ecuacion s obtiene x; = -3. Al sugtituir ambos vaores en
la primera ecuacion se obtiene x; = 10.

b) Comenzamos con la (Ultima de las matrices anteriores. Puesto que los primeros elementos

en € segundo y tercer rengldon son 1, debemos hacer que los eementos restantes en las
columnas dos y tres sean cero:

4R3+R1
1 2 1 -1 2R, + Ry 1 0 4 -10 “R+Ry (1 00 10
01 3 s 01 32 o = 010 | 3|
0 0 1 5 0 0 1 5 0 01 5

La Ultima matriz ya se encuentra en su forma reducida de renglén-escaldn. Por € significado
de esta matriz en términos de las ecuaciones que representa, se ve que la solucién del sistema

&S x1=10, x3=-3Yy x3=5
JIILJLOMEN Fliminacion de Gauss-Jordan
Resuelva x+3y-2z=-7
4+ y+3z=3
2x = 5y+ 7z =19,
SOLUCION Resolveremos este sstema con la eiminacion de  Gauss-Jordan:
AR+ Ry
1 3 2 =TY <2R, + Ry 3 =2 -7
4 1 3 5 0 -11 1 33
2 -5 17 19 0 -11 11 33
- 4R 3R, + R,
~ip, (1 3 =2 -7\ -R,+rR, {1 0 1 2
! 01 -1 -3 0 1 -1 -3 |.
01 -1 -3 00 O 0
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En este caso, la ultima matriz en su forma reducida de renglon-escaldon implica que € sistema
origind de tres ecuaciones con tres incognitas equivde a uno de dos ecuaciones con tres
incognitas. Dado que s8lo z es comln a ambas ecuaciones (los renglones no cero), podremos
adgnarle valores arhitrarios. S hacemos que z = ¢, donde ¢ representa cuaquier mimero red,
vemos que & sSstema tiene una cantided infinita de soluciones x =2 -,y =-3+ t, z=t.
Geométricamente, estas son las ecuaciones paramétricas de la linea de interseccion de los
planosx+ Qy+z=2yOx+y—-z=-3, u

1.3 El problema de los valores propios

La diminacion de Gauss-Jordan srve para hdlar los vectores propios (eigenvectores) de una
matriz  cuadrada.

(el \FIRKIN Valores propios y vectores propios

Sea A unamatriz de # X n. Se dice que un nimero X esun valor propiode A s existe un,
vector solucion K, no cero, dd sistema lined

®

El vector solucién K es un vector propio ropio A.

El termino hibrido eigenvalor se usa como traduccién de la palabra demana eigenwert
gue significa “valor propio.” A los vaores propios y vectores propios se les llama también
valores caracteristicos y vectores caracteristicos, respectivamente.

1

[N LOMW: M Vector propio de una matriz

1
Compruebe que K =]-1 {es un vector propio de la matriz
1
0 -1 -3
A={2 3 3
-2 1 1
SOLUCION Al multiplicar AK
valor propio
0 -1 -3} 1) (-2 )
AK= {2 3 3|-1|=] 2|=(-2) |-l |[=(-K
-2 1 1) 1} -2 1

De acuerdo con la definicion 1.3 y lo que acabamos de decir, A = -2 es un vaor propio
de A. n
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S alicamos las propiedades del dgebra de matrices, podemos expresar la ecuacion (6)
en la forma dternativa

(A = ADK =0, @
en que 1 es la identidad multiplicativa. S definimos
k
k=|%|
k,
la ecuacion (7) equivale a
(a11 = Mk + apky+ ...+ a1k, =0
anki+ (a2=-Nkt+-. .+ axnkn =0
@®
anky + amky + . . + (Gpn = A)kp = 0.
Aungue una solucion obviade (8) es k=0, k2 =0,.. ., k, =0, sélo nos interesan las soluciones
no-trivides. Se sabe que un sistema homogéneo de » ecuaciones linedes con n incognitas [esto
es,b;=0,i=1,2,...,nen (5)] tiene una solucién no trivid s y solo s, € determinante de la

matriz de coeficientes esigual a cero. Asi, para hallar una solucion K distinta de cero de
la ecuacion (7) se debe cumplir

det(A = XI) = 0, 10))

Al examinar (8) se ve que é desarrollo del det(A — XI) por cofactores da un polinomio de grado
n en A La ecuacion (9) se llama ecuacion caracteristica de A. Ad, los valores propios de A
son [gs raices de la ecuacion caracteristica. Para halar un vector propio que corresponda d
valor propio A, s resudve @ sistema de ecuaciones (A = XI) K = 0, aplicando la eliminacion
de Gauss-Jordan a la matriz aumentada (A =~ XI | 0).

A]INLLORM IR Valores propios y vectores propios

1 2 1
Determine los valores y vectores propios de A =| 6 -1 0§
102 1

SOLUCION  Paa desarollar € determinante y formar la ecuacion caracteristica usamos
los cofectores del segundo renglén:

1-x 2 !
det(A = XI) =| 6  —-1=-X 0 |[=-A-X+12)x=0.
-1 2 -1-)

Puesto que A3 = A2+ 124 = X(X + 4)(A = 3) =0, los valores propios son A; =0, Az = -4
y A3 = 3. Para hdlar los vectores propios debemos reducir tres veces (A — XI | 0), lo cua
corresponde a los tres valores propios digtintos.
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Para A\ = 0,

—6R1+R2
1 2 1 0 Ri+R (1 2 1 0
(A-oL0)=[ 6 -1 O 0 0 -13 -6 0
0

-1 -2 -1 0 0 0 0o
—im (121 | 0\ pp (1O 5 |0
01 & 0 01 & 0
000 | 0 0o 00 |0
Entonces, k= = %kg Y k== %k3. S k3 es -13, obtenemos e vector propio*
1
K1 = 6.
-13
S )\2 = 4,
~R3
5 2 [ 0) gy, 1 2 3| 0
(A+410)=| 6 3 0| O 6 3 0| 0
-1 2 310 5 2 1l 0
—6R| + R2 - %RZ —2R2 + Rl
_5Rl + R3 1 2 “3 O _ %Rz 1 2 —3 0 _RZ .1.R3 1 0 1 0
-0 -9 18 |0 0 1 -2 01 - 0
0 -8 16 |0 01 -2 0 0 0o 0 0

esto es, kj= k3 y ky = 2ks. Con la opcion k3 = 1 se obtiene & segundo vector propio

-1
K2= .
1
Por Ultimo, cuando As = 3, la diminacion de Gauss-Jordan da

operaciones
-2 2 1 0) g renglén 1 0
(A-310)=| 6 -4 of 0 0 1

-1 -2 4| 0 0 0

O VW
OO O

yasi ki=—ksy b= - §k3. La opcidn k3 = -2 conduce a tercer vector propio:

2
K3= 3.
-2

*Naturdmente, k3 pudo ser cualquier nimero distinto de cero; en otras palabras, un mdltiplo constante distinto de cero
de un vector propio también es un vector propio.
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Cuando una matriz A de n x ntiene n valores propios distintos, Ay, Xz, . .., A S demuestra
que s puede determinar un conjunto de n vectores propios independientest K, Ko, . . ., K,;

sn embargo, cuando la ecuacion caracteristica tiene raices repetidas, quizd no sea posble halar
n vectores propios de A linealmente independientes.

1IN \Valores propios y vectores propiss

Determine los valores y vectores propios de A = (_3 4].,

n 7
SOLUCION Patimos de la ecuacion caracterigtica

det(A-X1)= 13_‘1)‘ 7:‘/\ =(A=-57%=0

y vemos que A = Ay = 5 es un valor propio de multiplicidad dos. En € caso de una matriz
de 2 x 2, no s necesita la eliminacion de Gauss-Jordan. Para determinar € o los vectores

propios que corresponden a A; = 5, recurriremos a sistema (A - 51j0), en su forma
equivalente

=2k1+ 4k, =0
"k] + 2k2 =0.

De aqui e deduce que k= 2k;. Adl, § escogemos k» = 1, llegamos a un solo vector propio:

-f)) :

A3 JLoRMVA Valores propios y vectores propios
9 1 1
Halle los valores y vectores propiosde A=|1 9 1|
119
SOLUCION  La ecuacion caracteristica
9-2 1 1
det(A = XD =| -1 9-X 1 [=(A=-11)(A-8)?%=0
1 1 9-A
indicaque A\; = Il y que A2 = A3 = 8 es un vaor propio de multiplicidad dos.
S A1 = l, laeliminaciéon de Gauss-Jordan da
operaciones
-2 1 1 de renglon 1o -1 0
A-110)=| 1 =2 1 0 01 -1 0.
1 -2 0 0 0 O 0

*La independencia lineal de los vectores columna se define igual que la de las funciones.
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Por consiguiente, kj=kyy ky=k. S k3= 1,

1
K1=1.
1
Cuando Az = 8,
111 | O T (1 11 ]0
A-8T0)={1 1 1 | 0 000 | of
111 ] 0 000 | o

En la ecuacion k; + &, + k3 = 0 podemos dar vaores arbitrarios a dos de las variables. Si por
una parte optamos por k2 =1y ks =0 y, por otra &, =0y k; = 1, obtenemos dos vectores
propios lineamente  independientes:

-1 -1
K=|1 y Kz=| ol
0 1

— EJERCICIOS DEL APENDICE II

Las respuestas a los problemas de numero impar comienzan en la pdgina R-24.

e |1,

.. [ 45 _[=2 6 .
1.SiA= -6 9JyB 8 _10],determ1ne
a)A+B b)B-A ¢)2A + 3B
-2 0 3 -1
2.8iA=| 4 1|yB=| 0 2|, determine
7 3 -4 -2

a)A-B  b)B-A  ¢)2(A+B)

. -3 1 6 .
3.SiA= 4]yB (3 2] determine

a) AB  b)BA ¢)A’=AA d)B’=BB

. 6 -3 .
4.8iA= [ 10 |[yB= 1 3 2J,determme

a) AB b) BA

~ 6 3 _(0 2 .
), ( l)yc—(3 4),determ1nc

a) BC b) A(BC) ¢) C(BA) d) A(B +C)

5.8iA=
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3 1
6.SiA=( - 6 7),B=| 4|lyC=|0
-1 3

BN — o

4
—1 |, determine
1

a)AB  b)BA  ¢)(BA)C  d)(AB)C
4

7.S A=l 8l B =(24 5), determine
-10

a)ATA  b)B™B ¢ A+B’

8.SiA=1 2)yB=(_2 3),determine

2 4 5 7
a)A+B7  p)2AT-B" ) AT(A -B)

a3 4 _(5 10 .
9.85iA= 8 IJyB—-[_z _SJ,determlne

a) (AB)Y  b) BTAT

.5 9 (3 11 .
10.SIA—_4 6]yB—[_7 2},determme

a)AT+BT  b)(A+B)Y

En los problemas Il a 14 exprese la suma en forma de una sola matriz columna

()

2 -1 3t
12.3¢t] t|+@¢-D|—-t|-2]| 4
-1 3 -5t
2 3)\(2 -1 6\(-7
o 0G5
1 3 4 t —t 2
14.12 5 -1 H2t—-1j+} 1|-| 8
0 -4 2| -t 4] {-6

En los problemas 15 a 22 sefiale s la matriz dada es singular 0 no singular. S es no singular,
determine A™! .

(-3 6 (25

15"“(-2 4) 16.A=|7 4]

(4 8 _(7 10

a4 Y waefy )
210 32 1
19.A=|-1 2 1 20.A=| 4 1 0
121 25 -1
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2 1 1 4 1 -
21.LA=|1 -2 -3 22.A=( 6 2 -3
3 2 4 -2 -1 2

En los problemas 23 y 24 demuestre que la matriz dada es no singular para todo vaor red de
t. Encuentre A7I(y).

27t &M
23, A(t)=[4e_t 384,)

2efsent —2¢
24. A0 :[ z’ cos ¢ Z‘COStj
sent

En los problemas 25 a 28 determine dX/d.

—5¢™!
25.X=| 26 %. X = 1sen2f~4cos 2t
—Tet -3 sen2t + 5 cos 25
Ao 1 2 2\ _( 5te*
27.X 2(-1)‘3 +4(1je 28. X =|tsen 3t
4t
29. Sea A(t) = (;t ;tgs ”; . Determine

2 t
a)% b) Jo A@ydt o) fo A(s) ds

1
30.Sea A(H) =] 2 +1 3 yB() = 16; 2 . Determine
2 4
dA dB ! 2
)~y b ¢) JO A(p) dt d) ‘[1 B () dt
& A()B() pa0B0 o[ AwBw)
—_— 1.2

En los problemas 3 1 a 38 resuelva € sistema correspondiente de ecuaciones por eliminacién
de Gauss o por eiminacion de Gauss-Jordan.

31. x+ y-2z=14 32.5x-2y+4z=10
X=y+ z=0 X+ y+ z=9
6x+3y+4z=1 4 =3y +3z=1

33. y+ z=-5 Mq.3x+ y+ z=4
5x+4y—-16z=-10 dx+2y— z=17
X- y- 5z=7 xt+ y-3z=6

3. %+ y+ z=4 36. x+ 2z=18
10x -2y +2z=-1 x+2y-2z=4

6x-2y+4z=8 2x+5y-6z=6
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37. x1+x—x3—-x4=-1 38.2¢;+ x2+x3 =0
x1+x2+ X3+JC4:3 x1+3x2+X3=0
X=X+ X3-x4=3 XL+ x, +3x3=0

41+ %3 =23+ x4=0

En los problemas 39 y 40 aplique la eliminacion de Gauss-Jordan para demostrar que e sitema
dado de ecuaciones no tiene solucion.

39. x+2y+4z=2 40. x1 + x3 = x3+3x4=1
2x+4y+3z=1 x2 = x3=4x4=0
x+2y— z=7 X1+26=2X3= x4 =6

ax1 + 7x2 = 7x3 =9

En los problemas 41 a 48 determine los valores propios y los vectores propios de la matriz
respectiva

-1 2 21
41. _7 8) 42. 5 IJ
-8 -1 1 1)
wfi ) wlt )
5 -10 300
45.10 -5 9 46.(0 2 0
5 -10 4 01
0 4 0 1 60
47.|-1 -4 0 48.10 2 1
0 0 -2 01 2

En los problemas 49 y 50 demuestre que cada matriz tiene valores propios complejos.
Determine los vectores propios respectivos.

2 -1 0
29, [_; f) 50.[s 2 4
0 12

51. S A(t) es una matriz de 2 x 2 de funciones diferenciables y X(r) es una matriz columna de
2 x 1 de funciones diferenciables, demuestre la regla de la derivada de un producto

4 ADX()] = AOX ) + KOXO,

1 bx
AB = 1. Dexpde by, bizs by ¥ byp. A continuacion demuestre que BA = L]
53. S Aesnosngulary AB = AC, demuestre que B = C.

52. Demuestre la férmula (3). [Sugerencia: determine una matriz B :[Z;‘ b”] paa la cud

54. S Ay B son no singulares, demuestre que (AB)™' = B! A7l
55. Sean Ay B matricesde n X n, En generdl, jes (A +B)? =A%+ 2AB + B%
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LaAZTylasupervivenciacon SIDA

Ivan Kramer. universidad de Maryland, Baltimore County

El autor obtuvo su licenciatura en fisica y matematicas en el City College of New York, en 1961, y un
doctorado en la Universidad de California, en Berkeley, en 1969. En la actualidad es profesor aso-

ciado de fisica en la Universidad de Maryland, condado de Baltimore. El Dr. Kramer fue Director de
Proyecto en las Proyecciones de Casos SIDA/VIH por Maryland, por lo que recibié una beca de la

Administracion SIDA del Departamento de Salud e Higiene de Maryland en 1990. A partir de 1987

ha publicado muchos articulos acerca del sindrome y ha sido orador invitado sobre el tema de

modelado matematico de la epidemia de SIDA en varias conferencias y universidades.

En este ensayo describiremos € impacto de la cidovudina (que antes se llamaba acidotimidina
0 AzT, dd ingiés azidothymidine) sobre la supervivencia de quienes desarollan e sindrome de
imnunodeficiencia adauirida ioa) por infeccion con e virus de la imnunodeficiencia humana
(VIH O Hiv, POr human immunodeficiency Virus).

Como los demds virus, @ viH no es una clula, no tiene metabolismo ni se puede reproducir
fuera de una cdula viva Su informacion genética estd en dos cadenas idénticas de ArRN (&cido
ribonucleico). Para reproducirse, debe emplear € aparato reproductor de la célula que invade
a fin de producir copias exactas ARN. Lo que hace € viH es transcribir U ARN pasandolo a aon
(&cido desoxirribonucleico) con una enzima, la transcriptasa inversa, que estd presente en d
virus. El apn vird, de doble cadena, emigra d ndcleo de la céula invadida y se intercda en
e genoma de ésta, con ayuda de otra enzima vird, la integrasa. Quedan asi integrados € ADN
viraly € apn celular. Cuando la célula invadida recibe un estimulo para reproducirse, €
ADN provird se transcribe y forma ARN viral y se sintetizan nuevas particulas virdes. Puesto
que la cidovudina inhibe aa transcriptesa inversa del virus e interrumpe la sintesis de la cadena
de apn en @ laboratorio, se esperaba que Sirviera para desacdlerar o detener € avance de la
infeccién con viH en los humanos.

La causa de que € viH sea tan peligroso es que, ademés de ser un virus répidamente
mutante, ataca en forma sdlectiva a los linfocitos ayudantes T (vitales en € sistema inrnunold-
gico dd anfitrion) porque se enlaza a la molécula CD4 de la superficie cdular. Los linfocitos
T (células CD4 T o células T4) son fundamentales en la organizacion de una defensa contra
cualquier infeccion. Aunque los pardametros inmunoldgicos del sistema inmunitario en un
anfitrién infectado con viH cambian cuas estaticamente tras la etapa aguda de la infeccion,
miles de millones de linfocitos T4 y VIH son destruidos y reemplazados cada dia durante un
periodo de incubacion que puede durar dos décades o0 més.

En un 95% de las personas infectadas con viH, € sistema inmunitario pierde, graduamente,
su larga badla contra @ virus. La densidad de linfocitos T4 en la sangre periférica de esos
pacientes comienza a disminuir desde los niveles normales entre 250 y 2500 células por
milimetro clbico hacia cero hasta un punto decisivo en la infeccién, El sujeto termina
por desarrollar una de las veinte infecciones oportunistas que caracterizan clinicamente a sioa.
En este punto lainfeccion por viH acanza su etapa potencialmente fatal. La densidad de
linfocitos T4 es un marcador muy comin para evaluar € avance de la enfermedad porque, por
aguna razén que no se comprende, su disminucion es paralela a deterioro del sistema
imnunitario infectado por viH. Es notable que en un 5% de los infectados por € virus, no se
muestre signo de deterioro del sistema imnunitario durante los diez primeros afios de la infec-
cion; a esas personas e les llama “no progresores a largo plazo” y pueden ser, de hecho,
imnunes a desarrollo del siba por infeccion de viH. En la actudidad se les estudia de
manera  intensiva.
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Para modelar |a supervivencia con sipa, ¢ representa e tiempo transcurrido hasta la
aparicion del spa clinico en un grupo de personas infectades. Sea S(t) la fraccién dd grupo
que sigue viva en @ momento «. Uno de los modelos de supervivencia postula que € sibA no
es una condicion fatal para cierta fraccion de este grupo -representada por S— y que
llamaremos “fraccion inmortal”. Para € resto del grupo, la probabilidad de morir, por unidad
de tiempo en & momento #, se supondrd constante, igual a k. Con lo anterior, la fraccion de
sobrevivientes S(t) para ete modelo es una solucion de la ecuacion diferencia de primer orden

B0 = s~ 50, m

en que £ debe ser postiva
S glicamos la técnica de separacion de variables descrita en @ capitulo 2, veremos que
la solucion de la ecuacion (1) para la fraccion sobreviviente es

)= S+ (1 = Se™. 2)
Definimos T = £7ln 2 y podremos escribir la ecuacion (2) en su forma equivalente
S®=8+(@1-8)27", 6))

en que, en forma andoga a la desintegracion radiactiva, T es € tiempo necesario para que muera
la mitad de la parte morta del grupo; esto es, se trata del periodo medio de supervivencia. Véase
e problema 8, en los gercicios 3.1.

Al emplear un programa de cuadrados minimos para gustar la funcion de fraccion de
supervivencia en la ecuacion (3) a los datos reales de supervivencia de 159 habitantes
de Maryland que desarrollaron € siba en 1985, se obtiene un valor de la fraccion inmortal S =
0.0665, y un vaor de periodo medio de supervivencia de T = 0666 afios. De este modo, sélo
un 10% de estas personas sobrevivieron tres afios con soa clinico.! La curva de supervivencia
con spa para 1985 en Maryland es casi idéntica a las de 1983 y 1984. Como en 1985 no se
sabia que la cidovudina afecta la infeccion con VIH y cas no se usaba trapéuticamente antes
de 1987, s puede suponer que la supervivencia de los pacientes de soa en Maryland en 1985
no fue influida de una manera apreciable por & uso terapéutico del farmaco.

El vaor pequefio pero didtinto de cero de la fraccién inmortal §; obtenido con datos de
Maryland, quizd sea una manipulacion que usan este y otros estados de la Unidn Americana
para determinar la supervivencia de sus habitantes. Los residentes con sioa que cambiaron de
nombre y murieron después o fallecieron en € extranjero, cuentan como vivos para €l
Departamento de Sdud e Higiene Mentd de Maryland. Por lo anterior, esta claro que € vaor
de la fraccion inmortal S; = 0.0665 (6.65%) es un limite superior del vaor red.

Los detalles acerca de la superviencia de 1415 personas infectadas por VIH y tratadas con
cidovudina, cuyas densidades linfocitarias T4 eran menores que los valores normales, fueron
publicados por Easterbrook et al, en 1 993.2 Al tender hacia cero las densidades de sus linfocitos
T4, estas personas desarrollan sioa clinico y comienzan a morir. Los supervivientes a més largo
plazo viven cuando la densdad de sus linfocitos T4 es menor de 10 por milimetro clbico. S
s redefine € tiempo ¢ = 0 como & momento en que la densidad de linfocitos T4 en una persona
infectada con VIH bgja de 10 por milimetro clbico, la supervivencia, S(t), de las personas
estudiadas por Easterbrook fue 0.470,0.316 y 0.178, luego de pasado 1 afio, 1.5 afies y 2 afios,
respectivamente.
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Un guste de minimos cuadrados (3) de la funcion de fraccion de supervivencia, a los datos
de Easterbrook de individuos con densidades entre 0 y 10 linfocitos T4 por milimetro cubico,
produce un valor de la fraccion inmortal §; = 0 y un periodo medio de vida T = 0878 afios [3].
Edos resultados demuestran con claridad que la cidovudina no es eficaz para suspender la
replicacion en todas las cepas de HIV, porque quienes la reciben terminan por falecer cas tan
pronto como quienes no la tomaron. De hecho, la pequefia diferencia de 2.5 meses entre €
periodo de supervivencia de los infectados en 1993 con densidades menores que 10 linfocitos
T4/mm?, tratados con cidovudina (T= 0.878 afio) y de los infectados en 1985 que no la tomaron
(T = 0.666 afio), se pudo deber por completo a mejor hospitalizacién y a mejoras en €
tratamiento de las infecciones oportunistas asociadas con € sipa durante esos afios. Por
congguiente, la capacidad inicid de la cidovudina para prolongar la supervivencia con v
desaparece en Ultimo término y la infeccion retorna su avance. Se estima que la farmacoterapia
con cidovudina extiende la supervivencia de un paciente infectado con VIH cinco o SES MeseS
en promedio.®> Sin embargo, como d find la medicina pierde su eficacia, es cara y produce
efectos colaterdles adversos, es dificil justificar € uso terapéutico prolongado de este (nico
producto.

Por ultimo, d comparar los resultados del modelado de ambos conjuntos de datos, vemos
que € vaor de la fraccion inmortd estd dentro de los limites 0 € §; € 0.0665. El porcentge de
personas para las que € sioa no es fatd es menor que 6.65% y podria ser 0.

Referencias

1. Kramer, Iva. 1s AIDS an invariably fatd disease?. Amodel andyss of AIDS surviva cures.
Mathematical and Computer Modelling 15, ndm. 9 (1991): |-l 9.
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Dinamica de una poblacién de lobos

C. J. Knickerbocker St. Lawrence University

El autor recibi6 su doctorado en mateméticas en la Universidad Clarkson, en 1984. Actualmente es
profesor de mateméaticas en la St. Lawrence University, donde también es Rector Asociado de Asuntos
de Facultad. EI Dr. Knickerbocker es autor de muchos articulos, como (con T. Greene) Computer
analysis of Aesthetic Districts (Andlisis en computadora de distritos estéticos) para la Asociacion
Psicoldgica Americana, en 1990. Contribuyé a este libro, en su quinta edicion, y a Differential
Equations with Boundary-Value Problems, 3a. edicién, ambos por Dennis G. Zill, y también ha sido
consultor di editores, empresas de soffware Y agencias oficiales.

A principios de 1995, después de grandes controversias, debates plblicos y una ausencia de 70
afios, volvieron los lobos grises d Parque Naciond Yellowstone y a la parte centra de Idaho.

Desde su exterminacion en la década de 1920, se han notado cambios importantes en las
poblaciones de otros animales residentes del parque; por demplo, la poblacién de coyotes y
otros depredadores crecié por no tener la competencia del lobo gris, bestia mayor. En conse-
cuencia, con su reintroduccion se esperan cambios en las poblaciones de depredadores y presas
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en d ecossema dd Parque de Yelowstone, € éxito del lobo dependerd de como influya y sea
influido por las demés especies.

Como modelo simplificado de la interaccion entre aces (A), coyotes (C) y lobos (L) en
ecosstema Yellowstone, se proponen las Siguientes ecuaciones.

% = 0.044 — 0.0034C — 0.854L
dc
= ~0.06C+0.0014C

% =—0.12L + 0.0054L

NO= 600, Q0= 20, Lt)= o015

en que A(t) esla poblacion de aces, C(t) es la de coyotes y L(t) la de lobos. Todas se expresn en
miles de cabezas. La variable ¢ representa a tiempo, en afios, a partir de 1995. Como condicio-
nes iniciales tenemos 60 000 alces, 2000 coyotes y 15 lobos en 1995,

Antes de dar una solucion,  andisis cuditativo del sistema puede proporcionar varias
propiedades interesantes de las soluciones, por gemplo, en la ecuacion dC/dr = —0.06C +
0.0014C, vemos que la poblacion de coyotes tiene un efecto negativo sobre su propio
crecimiento, porque més coyotes significan mas competencia aimenticia. Pero la interaccion
entre aces y coyotes tiene un impacto positivo, porque asi los coyotes encuentran més alimento.

Dado que no se puede tener una solucion explicita para este problema de vaor inicia,
necesitamos recurrir a la tecnologia para hallar soluciones aproximadas; por gemplo, a
continuacion mostramos un listado para determinar soluciones numéricas con MAPLE:

d :=diff(a(t),t)—0.04*a(t)+0.003*a(t)+c(t)+0.85*a(t)*l(t);
a2:=diff(c(t),t)+0.06%c(t)—0.001 *a(t)*c(t);
a3:=diff(l(t),t)+0.12*1(t)—0.005*a(t)*1(t);
sys:={al,a2,a3};

ic:={a(0)=60.0,c(0)=2.0,1(0)=0.015};

ivp:=sys union ic;

H:=dsolve(ivp, { at).c(t).!(t)} ,numeric);

En este gemplo vemos que podemos comprender cdmo afectan los lobos las poblaciones
animales pero, ;siempre €S negativo & impacto? Detengamonos en un analisis mas detallado
de los camhbios en la poblacion de aces.

Entre 1985 y 1995, dicha poblacion aumento 40% en Yellowstone y muchos estudios
indican que al introducir los lobos, podria decrecer hasta en 25%; pero los animales que
aguellos cazan son muy jovenes, muy vigos o con maa sdud, lo cud, potencidmente, dga
més dimento para los miembros més robustos de la comunidad, lo cud fortalece su poblacion.
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El moddo clésico de depredador y presa -descrito en la seccion 3.3— es

dL _

7 —aol + @iAL
dA

—= - biAL,
at beA = by

en donde L(t) es la poblacion de lobos y A(t) la de aces. Todas las constantes son positivas y
ap indica la tasa de mortalidad de los lobos, b |a tasa de natalidad de los alces y gy, b; las
interacciones entre las dos especies.

De acuerdo con este modelo, la probabilidad de captura por lobos es igual para cada alce.
Entonces, con la hipdtesis de que los animades mas débiles son los cazados, € sistema clésico
de depredador y presa no es adecuado como modeo.

Para mejorarlo, definiremos la poblacion totd de aces con A(t) = 441 + AR({), donde 441
y Ap(f) son los dces débiles y fuertes, respectivamente. La nueva ecuacion que describe @
cambio de poblacion de lobos serd muy parecida a la ecuacion cldsica El Unico cambio es
reemplazar a A(t) con A,{f) porque los lobos sélo cazan los animales més débiles. Asi, se obtiene

%TL = —apL + mAgL.

La nueva ecuacion para los cambios demogréficos de los aces débiles se determina observando
que AL no sélo depende de s misma, Sno también de la poblacion de los dces fuertes, AR?),
porque ambas poblaciones compiten en la obtencion de dimento. También se debe tener en
cuenta la interaccion entre los aces débiles y los lobos. Esto da como resultado

dA.
R Boda = BiAdl + BoAF.

La sguiente ecuacion para los cambios en la poblacion de los dces robustos, se parece a la
de los cambios para los aces débiles, excepto que no hay contribucién por parte de L(t) porque
los lobos no cazan dces robudos.

ddr_

—— + .
ar YoAF + M4

De ete modo se puede formar con facilidad un sistema auténomo de ecuaciones diferencides
ordinarias para esta aplicacion.

E = -l + ayArL
dAq
I Bodd = Biddl + BoAr

dAd
— + A .
g edat mdr
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En Internet se pueden obtener informes acerca de la reintroduccion de lobos en e Parque
Yellowstone y en Idaho central; por gemplo, tenemos a boletin del 23 de noviembre de 1994,
dd U S Fish and Wildlife Savice. Se puede llegar a este informe con cualquier mecanismo
de blsqueda en la World Wide Web.

Referencias
1. Ferris, Robet M. Return of a natuve. Defenders (Winter 1994/95).
2. Fischer, Hank. Wolves for Yellowstone. Defenders (Summer 1993).

3. U.S. Fish and Wildlife Service. Final rules clear the way for wolf reintroduction in
Yellowstone Nationd Park and centra ldaho. New release, November 23, 1994

Degeneracidon de las orbitas de los satélites

John Ellison Grove City College

El autor recibioé su licenciatura en el Whitman College, su maestria en la Universidad de Colorado y
su doctorado en matematicas en la Universidad de Pittsburgh. Fue profesor de mateméaticas en el
Grove City College durante los ultimos 25 afios y en la actualidad es director del departamento.

Dexle que e primer Sputnik fue lanzado a espacio, los satdlites artificides circulan en torno
a la Tierra. Van desde pequefios trozos de chatarra espacia hasta objetos de gran tamafio, como
e telescopio espacid Hubble y las edtaciones espacides tripuladas. Durante la mayor parte de
su existencia, la fuerza principa que actla sobre elos es € campo gravitaciona terrestre; sin
embargo, la resistencia causada por la amdsfera hace que su Orbita degenere lentamente y, s
se dgan abandonados, a find caerdn a tierra

Los objetos pequefios se queman en la amosfera sin llegar ad suelo; los grandes cuentan
con sistemas internos de propulsion para conservar sus Orbitas. No obstante, en 1979 fdld
sistema propulsor de un objeto grande, e Skylab, y entr0 en la amosfera terrestre. El Skylab
tenja @ tamafio suficiente para que algunas de sus partes resistieran e calor y aerrizaran.
Estaban  ardiendo.

Es dificil y complicado obtener un modelo matemético de las pocas revoluciones finales
de la Orbita degenerada de un satdite. Para llegar a una aproximacion que podamos resolver,
s deben plantear muchas hipdtesis simplificadoras. Dos de las mas comunes son que la Tierra
es una esfera perfecta y que e movimiento del objeto es hidimensiona en esencia. También se
precisa una estimacion de como afecta la resistencia atmosferica la trayectoria del objeto.

Una de las hipétesis més importantes se refiere d modelado de la densidad de la atmosfera.
Esta densidad varia mucho en la superficie terrestre y depende de la hora del dia, de la época
dd afo, de las condiciones meteoroldgicas y hasta de la actividad de las manchas solares. Las
causas de las variaciones de la densdad todavia no se comprenden por completo y para nuestro
modelo sencillo supondremos que la densidad atmosférica depende sdlo de la dtitud. Aun adi,
no es facil contar con una formula para la densidad. Un método comin es medirla a diferentes
dturas experimentalmente y después cacular una curva (como la llamada spline) que se gude
a los datos. Los meteordlogos también cuentan con formulas que modelan esta densidad.
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Las ecuaciones del movimiento de un satélite se pueden deducir en forma semgante a la
que se empled en € capitulo 5. En dos dimensiones, y suponiendo que € origen esta en € centro
de la Tierra, son

()= = > _ kv’

7
megy

i) == " by

en donde (x(t), (¥)) es la posicion del objeto.

En € primer término del lado derecho de cada ecuacion, m, es la masa de la Tiera, g €s
la acdleracion de gravedad y r = (x* + y*)'2 es la distancia del satdlite ad centro de la Tierra
Obs&rvee que en este término la fuerza es inversamente proporciona a cuadrado de r.

En e segundo término del lado derecho, £ tiene la forma CAp/m, donde C es una constante
de proporciondidad, A es € aea del objeto que mira hacia la amdsfera, p la dendded de la
atmosferay m la masa del sadlite; n = [(x")? + (¢/)*]"? es la velocidad del objeto; por
consiguiente, en este término la fuerza de resistencia es proporcional a cuadrado de la
velocidad. Es una buena aproximacion pero no perfecta

Ede sstema de ecuaciones diferencides resulta demasiado no lined y no se puede resolver
en forma anditica Se requieren métodos numéricos y una computadora, y Se obtiene una
solucion numérica. La figura 1 muestra la vudta y media find de una orbita degenerada de
sadite muy smilar d Skylab. En nuestro caso usamos las rutinas numéricas del programa
Mathematica, que se parecen -pero son mucho mas complicadess a las que se describen en
la seccion 9.5. Latrayectoria del satélite se rastred desde una atura de 100 km, con una
velocidad ligeramente inferior a 8 km/s. Vemos que € satélite sigue una trayectoria eiptica y
gue pasa la mayor parte de la primera revolucién a mayor atura de 100 km. Al final dela
primera revolucion, la dtura aproximada es 97 lun. Entonces aumenta la razdn de degeneracion
y d find de la media vuelta siguiente la dtura es un poco mayor de 80 km. A partir de ahi, €
satélite (0 lo que queda de é) cae a Tierra rapidamente. Esto es de esperarse, porque la densidad
de la amdsfera aumenta con mucha rapidez a medida que disminuye la altitud.

Repetimos que este andisis se basa en una buena cantidad de hipdtesis y simplificaciones.
Para obtener una trayectoria exacta debemos mejorar las hipétesis, con lo cua se dificulta la
solucion. Por estos motivos es dificil predecir € punto de impacto de un satélite que cae a
Tierra, s0lo podemos esperar que sea en @ oceano O en tierras deshabitadas.

648

Ultimas érbitas de un satélite que entra
en lo atmosfera terrestre.
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E| autor es profesor asociado de matematicas en la Universidad Tecnoldgica de Michigan, donde ha

dado clases desde 1977. Obtuvo su licenciatura en matematicas aplicadas en la Universidad Brown,
en 1969 y el doctorado, también en mateméaticas aplicadas, en la Universidad de Wisconsin-Milwau-

kee en 1976. Ademas, el doctor Lewis es profesor visitante en la Universidad de Wisconsin-Parkside
y se ha dedicado @ la investigacion en las areas de ecuaciones diferenciales ordinarias, andlisis
asintético, teoria de las perturbaciones y cosmologia. Asimismo, contribuyd con un ensayo en la
quinta edicién de este libro.

En e verano de 1940, d puente colgante Tacoma Narows, estado de Washington, EUA, se
termind y abri6 a ‘tréfico. Casi de inmediato se observé que cuando € viento soplaba en
direccion transversal a la de la carretera, originaba grandes oscilaciones verticales en la
plataforma o “tablero.” La obra se transformé en atraccion turistica porque las personas
llegaban a observar —y quiza cruzar = € puente ondulante. Por fin, € 7 de noviembre de ese
afio durante una racha intensa, las oscilaciones aumentaron hasta niveles nunca vistos y e
puente fue evacuado. Pronto las oscilaciones se tornaron giratorias, vistas desde € extremo del
tablero. Findmente, las grandes oscilaciones desarmaron € tablero y € puente se derrumbd.
En la primera referencia conslitese una introduccion a la descripcion anterior y en la segunda,
una serie de anécdotas interesantes -e incluso cémicas— relacionadas con e puente.

Se pidi6 a Theodor von Karman, conocido ingeniero, que determinara la causa del
derumbe. Bl y sus colaboradores’ dictaminaron que @ viento, d soplar perpendicularmente a
la carretera, se separaba formando vortices alternos arriba y abajo del tablero y con ello
establecia una fuerza vertical que actuaba sobre €l puente y causd las oscilaciones. Otras
personas supusieron que la frecuencia de esa funcidn forzada periddica coincidia exactamente
con la frecuencia natura del puente, llegando a la resonancia, a las grandes oscilaciones y a la
destruccion, como se describe en la ecuacion (3 1) de la seccion 51. Cas durante cincuenta
aos s« supuso que la resonancia fue la causa del derrumbe del puente, aunque € grupo de von
Karman 1o rechazd diciendo que “es muy improbable que la resonancia con vortices aternos
desempefie Una funcion importante en las oscilaciones de los puentes colgantes”.?

Como se puede ver en la ecuacion (3 1), seccion 5.1, la resonancia es un fendmeno lineal.
Ademés, para que se presente debe haber una coincidencia exacta entre la frecuencia de la
funcion forzada y la frecuencia naturd del puente. Ademas, no debe haber amortiguamiento
dguno en @ sstema; por lo tanto, no nos debe sorprender que la resonancia no sea la culpable
dd  derrumbe.

S la résonancia no lo origind, ;cual fue la causa? Las investigaciones recientes ofrecen
una explicacion aternativa. Lazer y McKenna* sostienen que fueron los efectos no linesles, y
no la resonancia lined, los factores principdes que provocaron las grandes oscilaciones en d
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puente (véase un buen aticulo de compendio en Peterson, |., Rock and roll bridge). En su
teorfa intervienen ecuaciones diferencides parcides, sn embargo, s puede establecer un
modelo smplificado que conduce a ecueciones diferencides ordinaias no linedes.

Examinemos lo que pasa con un cable verticd aidado del puente colgante, que funciona
como un resorte lined sin amortiguamiento. Sea p(f) la desviacion vertical (direccion positiva
hacia abgjo) de la rebanada de tablero fija a ese cable, donde + es € tiempo y y = O representa
la posicion de equilibrio. Cuando € tablero estd oscilando, € cable imparte una fuerza lined
de restauracion, hacia arriba (ley de Hooke), mientras la desviacion es hacia abgjo; esto es, en
tanto @ cable esté estirado. Sin embargo, cuando € tablero sube con respecto a su posicion de
equilibrio, € cable ya no trabgja a tenson y no derce fuerza aguna sobre e tablero. En este
momento, las Unicas fuerzas que actian sobre @ son la fuerza verticd debida a los vortices de
von Kaman y la gravedad, que se considera minima. Esta transicion discontinua, desde una
fuerza linea de restitucion ky cuando y > 0, hasta la fuerza de redtitucion cero, para y < 0,
produce una no linedidad en la ecuacion del modelo. Entonces nos vemos obligados a plantear
la ecuacion diferencid

'+ 10)=g0).
donde f(3) es la funcién no lined expresada por

_ &y, 0
o={% 75,

Aqui, k es la constante de la ley de Hooke y g(t) es una funcion forzada (pequefia) periddica.
Si usamos €l modelado més general con ecuaciones diferenciales parciaes, llegamos ala
ecuacion diferencid  ordinaria un poco mas genera

Y +A0) =+ g,
donde f; vy esta definida por

= by’ Y>0
Hho) {ay, y<0.

Aqui b = EIn/L)* + k, a = EKx/L)*, EZ es una constante que representa ciertas propiedades de
los materides del puente, Z es su longitud y ¢ es un pardmetro relacionado con las interacciones
entre e puente y la funcion forzada Las condiciones en la frontera asociadas con la naturdeza
periddica de las oscilaciones son

w0) = y(2m), y'(0)=y'(2m).

Obsérvese que € problema es lined en cudquier intervadlo en que y no cambie de signo y que la
ecuacion se puede resolver, en esos intervalos, mediante los procedimientos normaes que se
describen en d libro.

Los detales técnicos de la deduccion se encuentran en la publicacion origind de Lazer y
McKenna.* Comprueban que existen soluciones muitiples cuando k es suficientemente grande.
También parecen indicar la siguiente interpretacion de la solucion: una fuerza grande, ¢, que
actla junto con una funcion periddica peguefia, g(#), produce un desplazamiento ¢/5 mas una
oscilacion pequetia respecto a un equilibrio nuevo. Ademas, s k es grande, existen otras
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soluciones  oscilatorias.  Asmismo, las soluciones de gran amplitud pueden persitir, an en
presencia de amortiguamiento. Es posible inferir més conclusiones interesantes a partir de las
ecuaciones  diferencidles  parcides  implicitas.

Como la investigacion en que se basa la explicacion de Lazer y McKenna ho se ha
terminado, es imposible decir con exactitud a qué se parecera € modelo final de los puentes
colgantes. Sin embargo, parece ohvio que no se incluird € fendmeno de la resonancia linedl.
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El dglo xx ha ddo tedtigo de varias careras amamentistas peligrosss, desestabilizadoras y
costosas. El eddlido de la Primera Guerra Mundia (1914-1918) fue € climax de una répida
acumulacion de armamentos entre las potencias europeas rivales. Hubo otra acumulacion de
amas convenciondes justo antes de la Segunda Guerra Mundid (1939- 1945). Estados Unidos
y la Unién Soviética se enfrascaron en una costosa carrera de armas nucleares durante los
cuarenta afios de la Guerra Fria. Actudmente y en muchas partes dd mundo s ha vudto
costumbre la acumulacion de armas més y més mortiferas, como en € Medio Oriente y en los
Balcanes.

Lewis F. Richardson, meteordlogo y educador inglés (188 1- 1953), inventd varios modelos
mateméicos para tratar de andizar la dindmica de las careras armamentistas. Su modelo
primario se basd en @ temor mutuo: una nacion se ve acuciada a aumentar su arsena con una
razon proporciond & nivel de gastos de su rival en armamentos. El modelo de Richardson tiene
en cuenta restricciones internas en un pais que desaceleran la acumulacion de armamento:
mientras mas gasta en armamentos, més e le dificulta aumentar sus gastos porque cada vez es
més dificil desviar los recursos socides para necesidades basicas (como comida y vivienda)
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hacia armamentos. En su modelo, Richardson también incluyé otros factores que impulsan o
detienen una carrera armamentista, independientes del dinero invertido en amas.

La edtructura matemética de este modelo es un sSistema interrelacionado de dos ecuaciones
diferencides de primer orden. S x y y representan la fraccion del poderio invertida en armas
por pate de dos paises cuando € tiempo es ¢, & modelo tiene la forma

—_ —_— +
o ay—mx+r
%= bx — ny +s,

en donde @, b, m y n son constantes positivasy r y s son constantes que pueden ser positivas 0
negativas. Las constantes ay b representan el temor mutuo; m y n, factores de proporcionalidad
para los “frenos internos’ a aumento en armamentos. Los valores postivos de r y s correspon-
den a factores intrinsecos de mala voluntad o desconfianza que persistifan aun cuando los
presupuestos para armamento bajaran a cero. Los valores negativos de r y s indican una
contribucion  basada en buena voluntad.

El comportamiento dindmico de este sistema de ecuaciones diferenciades depende de los
tamarios relativos de ab y mn, asl como de los signos de r y s. Aunque € modelo es bastante
sencillo, permite tener en cuenta varios resultados a largo plazo. Es posible que dos naciones
evolucionen simulténeamente a desarme cuando x y y tienden, cada uno, a cero. Otro escenario
posble es un circulo vicioso de aumentos sin limite en x y y. Un tercer caso es que los gastos
en amamento tiendan de manera asintdtica a un punto estable (x*, y*) independiente de los
gastos inicides. En otros casos el resultado find depende mucho del punto de patida La
figura 2 muestra un caso posible con cuatro puntos de patida digtintos y en cada uno se llega
d “resultado egtable. ”
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

EJERCICIOS 1.1

1. lined, segundo orden 3. no lineal, primer orden
5. lingal, cuarto orden 7. no lineal, segundo orden
9. lineal, tercer orden 43. y=-1
1+v5

2

5. m=2ym=3 47.m=

EJERCICIOS 1.2

1. semiplanos definidos pory > 0o pory <0
semiplanos definidos por x > 0 0 por x <0
5. las regiones definidas por y > 2,y < -2, 0 por
-2 <y< 2
7. cudquier region que no contenga a (0, 0)
9. todo e plano xy Il.y=0y=x* 13 sf
15. no
17. a)y=cx
b) toda region rectangular que no toque d ge y
¢) No, la funcién no es diferenciable en x = 0.
18, €) (=99, %9 (=2, 1) (=%, = s (=0, -2);
(=2, o=); (= L, o2); (0, )
21, y=1/(1 —4e™ ) 2.y=2-

w

%e"‘ 25.y=5¢>"1

EJERCICIOS 1.3

L E=kprr 35 -

7 r, k>0
d4 A dh_ o

> ar ='T(E T T 450
dd _
9, Ld Ri=E() 1170 =kM~-4),k>0
dy _ y d% _
1 dx_ \/:9_2"_'7 15.mE7——h
g &+ Nxlty?
L= Y

EJERCICIOS DE REPASO

1. las regiones definides por x*+ 3 > 25y x + y?
<25

3.falso 5. ordinaria, primer orden, no lineal

7. parcid, segundo orden 13. y = x* 15,y = 5;.

17. y=0,y=¢" 19.y=0,y=cosx, y=senx
2l.x<0oseax>1 23. dn__250g K32
. dt2 167
25. a) k=gR? b)d’ gf; =0
"vd v ng

9t L=E=g

EJERCICIOS 2.1

L y==lcos5x+c 3.y=le¥+c

5. y=x+Shx+1j+c 7.y=cx*
9.y2=2%"+c IL.-3+3xlnp=x"+ e
13. -3¢ ¥ =2e¥ + ¢ 152+ y = c(4+1?)
17. yP=x-Injx+1|+¢

3
19.-"—~mx-—1—x3——y2+2y+1n1y|+c

3 9
21§ =c” 2. ——=c¢ osea P= ce’
I-P 1+cé
25. 4cosy=2x+sen2x+c¢
27. -2cosx+er+ye?+eV=¢
20. (€ +1) 2+ 2’ +1)t=c
31. (y+l)~1+ln|y+1|=%]nc';1 +e
33.y~=5Infy+3|=x=5In|x + 4+ C
5
Y3V _
osea( +4) ce

35. —coty=cosx+c 37.y=sen[?+c)
39. -y ' =tan"i(e)+ c 4L (L+ cosx)(1+ e”)=4

43. \Y+1=22+2 45.x=tan(4‘—:%r)

A7, xp=¢ (1+18)

9 1-o& 2-¢5-2
49. a 33— |
)y = 135 b)y=3 ¢)y=3 24 852
51. y=| 53.y=1 55y‘1+T6tan%
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EJERCICIOS 2.2

1. x—x+3y2+7y—c35x +4xy -2y =¢
5.2 23x+ dy=c 7. no exacta

9. xp’+ 2 cosXx =¥ =¢ Il no exacta

13, xy-2iée* +26 -2 =¢

Box+y+xy -3Inxy|=cl7 ¥}’ -tan3x =¢
19. =In|cos x|+ cos x seny =¢

21. y—2x2y—y2—-x4=c

23. x*y - 5x° —xy+y3-c

25. x3+x2y+xy2 -y=

27. 4xy+x -5x+3y2 y 8

29. y*senx-x’y—-x’+ylny-y=0

31. k=10 33.k=

35. M(x,y)=ye” + y* -%+ h(x)

37.3x%2 + y*=c 39 HFcosx=c
41 P+ P =c

EJERCICIOS 2.3

,—oo<x<oo

1y= ce”*
4x

3. y=1l+ce
5.y =z e* + ce™,

7.y =1+ ce”

’—oo<x<oo
-0 < x<00
3—00<x<oo
9.y= Flnx+ex! ,0<x <o0
11. x——‘;yz+cy'”2 0<y<eo

senx ¢
13.y=—COSx+ +;,0<x<oo

4
15. y=——, ~c0o < x < o0
L
™ s
= + —=<x<—
17. y=senx+ccosx, 5 x 2
19. y=2 3—1x+cx“4,()<x<°<=
21y ex+-—-e ,O<x<oo
2
23.y:secx+ccscx,0<x—72I
1 1 1
5. x=-e’—-—e’+—e y+——e Y,0<y<oo
2 2y 4yt y?
27. y=¢ >+ Cex 0<x <o
x

29. x=2y6+cy4,0<y<oo
3l.y=e"In(e* +€") +ce”,

33. x=

-00 < X < 00

l+£e‘yz, 0<y<oo
y y

35. (sec9+tan0)r=6—cos€+c,—§<0<%

37.y=3x+ 2y + c(x+ 24 -2<x <00
39, p=10+ceS™* —0o <x < oo
41 y=4m2e5 oo <x <00

43. i(t)=%+[io—%JeR’/L 00 < 1< oo
47. T(f) = 50 + 150¢¥, —o0 <t < o0
40 x+ 1)y=xlnx—x+21,0<x<eo
51 ve Mi-e®), 0sxs3

Y {g(eé—l)e-z", x>3

45. y=sen x cos x — cOS x, —

%.y = }C% [S() = SO

Y

y(2) = 1.64832

1r [\—
+ + t T X




57. y=e® 1+ g e* [erf(x) - erf(1)]

EJERCICIOS 24

1 xInjx|+y=cx
3 -y)njp-y=y+cx-y)
5 x+ylnjx|=cy 7.In(x*+)%) +2tan™! [§J=c

9. 4x = y(injy|=c)* II. 7+ 32 | = 8¢

13 Injxj=e"-1 15 %=1+

17. y'3:x+5'+ce 19. & =¢x
~3_ o -1, 49,6

21 y _—;x +Tx

23. y=-x-1 +tan(x+c)

25. 2y—-2x+sen2(x+y)=c

27. 4(y=2x+3)=(x+c)

29. —cot(x+y)+esc(x+y)=x+v2 -1

EJERCICIOS DE REPASO

1. homogénea, exacta, lined en y

3. separable, exacta, lined en y 5. separable

7. linedl enx 9. Bernoulli

[l. separable, homogénea, exacta, lineal en x y en y
13. homogénea 15.2x +sen2x=2In(3*+1) +¢
17. (6x+1)ﬁ=-3x3+c19.Q=§+2—’;(51nt—1)
21. 2% Iny—y* =dte' -4’ - 1

23. y=1-320G2 +4)* 25.¢ =2¢¥ - P>

EJERCICIOS 3.1

1.79y; 10y 3.760 5.11h 7.1365h

9. Z( 15) = 0.0009810; aproximadamente 0.1% de I,

1. 15600y 13. T( 1) = 36.67"; aproximadamente
3.06

15. i(r) 3 =2¢7%% i — 2 cuando 1 — oo

17. q( ) = loo _ “l)o —50t l(i) = l —50¢

] 60 —1/10
19. i) = {60(e el)e_mo

21. A(t) = 200=170e™°
23. A(f) = 1000 = 1000e™190 256438 |b

27. a) v(r) = " »( ) Hilm

0<1<20
t>20

Respuestas a los problemas de nimero impar R-3

b)v—)ﬂkgcuandot—no

©) s(f) = —%—;[ o—mkg)e-’“’"'

+ % (’Uo - ﬂkg) + 5o
29. a) P(t) = Pyelti = **
b) ky > ky, l0s nacimientos son mayores que las
muertes y asi aumenta la poblacion.
k1 = k3, una poblacion constante, ya que la
cantidad de nacimientos es igud a la canti-
dad de defunciones.
ky < kp, las muertes son mds numerosas que
los nacimientos, con lo cual disminuye la
poblacion.

3l U= kM + g+t

oM
A= vk,
S &k > 0, nunca se memorizard € material
completo.

33.a) Seat =04 afio de 1790, de modo que
P(O) = 3.929. La constante k de crecimiento
en la solucion P(r) = 3.929¢¥ depende de
cuil censo de poblacion se use; por gemplo,
cuando ¢ =10, P( 10) = 5.308 da como resul-
tado k = 0030. Ad, P(f) = 3.929¢"%%,

EJERCICIOS 3.2

1. 1834 2000 3. 1 000 000; 529 meses
5. a) El resultado en (7) se puede obtener con e
método de separacion de vaiables

b)c=5;—-1nPo

7.293g; X—>60cuandot —>e;0gdedy30g
de B

9. Paraa— (3, =kt+c

1 a-X
_.ln —_—
a-fBp ’



R-4

.
13.

15.

17.

19.

21. b) la curva es y? = 2¢ix + ¢, = 2¢ (:c+fl J

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

1
= gy = e

kt +c

2hM2= - Lt +220; 1=5020 s

Para evauar la integral indefinida del lado iz-
Quierdo de

\ll()%i dy = —dx

Paraa=03,X

se emplea la sudtitucion y = 10 cos ; por con-
squiente,

x=10In [0“ 00 ] V100- 2.

a) u() = 1’ tanh w t+ clJ,
en donde ¢; = tanh™ 1/ U,
mg
b) 1”—”3
c) s(f) = ln cosh w -]-:f t+ ¢ ) + ¢,

en donde ¢ = sp = In cosh ¢
_4Po—1) - (Po~4)e™
VA= o) = Py = D) T
b) Cuando Py >4 0 1 <Py<4,lim P(t) =4.
t = oo

Cuando 0 < Py <1, P(f) — O para un valor
finito del tiempo .
C) P()=0cuando 0 < Py<1
=Ly [Pom4
cuando ¢ = 3 ln(4P0_4j.
y¥=3x+c

7 1

2

EJERCICIOS 3.3

1 X(t) = xpe™™

11,

13.

15,

W= r

XoA1 (M — ¢
A2 et A2
A=At PYEDY!

5, 20, 147 dias. El momento en que y(t) y z(t)
son iguales tiene sentido porque la mayor parte
de Ay lamitad de B desaparecen, de modo que
S debe haber formado la mitad de C.

M

z(t)=xo(l -

dx) 2 1
% 6 a5 Mt 5pn
@ _2 2
at 25717 25%
dx; X3 X1
=3 S, .l S
dt 100-¢ 100 +¢
_dﬂ_z ) x2
dt 100+¢ 100—1
_*..
Y
|' depr edador es
10
[=4
0
B
3
g 5
3 L
presas
25 50 75
tiempo

Al principio, las poblaciones son iguaes apro-
ximadamente cuando ¢ = 5.6. Los periodos
aproximados son  45.

En todos los casos, x(t) — 6 y y(t) 8 cuando
t— oo,

di
L —f * R+ Rp)ia* Ry = E()

Ly _dT + Ryia+ (Ri+ Ra)iz = E(t)

i(0) = ip, 0) = n =i, 1(0) = 0

EJERCICIOS DE REPASO

1. P(45) = 8,990 millones 3. E(f) = Eoe™* = W/RC



T, + BT
5.a) T(t) = i+31+
T, + BTy
1+B
I, + BTy
1+B

7. x(6) k0 - g SN 20+ C, (6) = k sen® 6

-7 gl +B)t
1+B

b)

©)

acje™*

1+ cekt’ y(t) = ea(1+ crehifykh
1

9. x) =

EJERCICIOS 4.1

cy=if-ler 3y = L4 ie"‘
5 y=3x-4xInx 7. y O,y—x
9. a)y=¢€*cosx—e*senx
b) no hay solucién
¢) y=e*cos x + ¢ ™" sen x
d) y = ¢ ¢f n x, donde ¢; es arbitraria

[1. (=e0, 2) 15. dependiente 17. dependiente

19. dependiente 21. independiente

23. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencia
y son linealmente independientes en € inter-
valo porque W(e™, ") =7¢* 2 0y = cre™ +
cre™.

25. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencia
y son linealmente independientes en d inter-
valo porque W(e" cos 2x, ¢ sen 2x) = 2¢* # O;
y=ci€" cos 2x + cp¢" sen 2x.

27. Las funciones satisfacen la ecuacion diferenciad
y son lineahnente independientes en € interva
lo porque W(x3, x*)= 20 # 0,y = ex® + eax®.

29. Las funciones sdtisfacen la ecuacion diferencia
y son linedmente independientes en € interva-
lo porque W(x, x2, x 2 In X) = 9% #0;
y=eox+ e +ex?In g,

33. ¢¥y ¢ forman un conjunto fundamental de
soluciones de la ecuacion homogeénea; 6¢* es
una solucién particular de la ecuacion no homo-
génea

35. ¢*y xe® forman un conjunto fundamenta de
soluciones de la ecuacion homogénea; x*¢® + x
= 2 es una solucion particular de la ecuacion no
homogénea

37. yp=x2+3x+3e2";yp=—2x2—6x—§e2"

Respuestas a los problemas de numero impar R-5

EJERCICIOS 4.2
Ly,=e¢> 3 y=xe® 5 y2=ndx
5.y2=senhx 9 y,= xe*? 1. y, = x* Injx|
13. y=115y,=x*+x+2 17 y,=xcos(Inx)

19. yo=x 2l.y;=xlnx 23, y2=x ¥

5. yy=e¥,yp=-1 2 yy=e", yp =3¢

EJERCICIOS 4.3

Ly=ci+ce™ 3y=ce®+cpe
S5.y=c1cos3x+epsen3x 7.y =
9. y=cre ™+ cxe™

11. y=ci e(—3+‘f_)x/2 +

23 . _
13.y = 1e™ + 6™ 15. y = ¢¥(cy cos x +
€2 Sen X)

ce”* + ce

3 =29 112

3

19. Y=g + C2e_x+ c3e5x

17.y = e""”(cl cos£x+ e sen—-\gzx]

21y = c1e* + ¢ [cz cosgx +c3sen —\/2—3——x]
23.y = cre™ + cpe™ + cyxe™

25.y = ¢1&" + e™(cy cos x + ¢3 SN X)

21.y = €™ + coxe™ + cxte™

29, y=(:1+czx+e"ﬂ2 [03005\/73—x+c4sengx]

3 3
= —x+ —
31 y=cycos 2x ¢y sen 2x .

+c;xcosgx+c4xsen73x -

+c3e2’:+c40082x+053€n2x
—Sx

33. y=¢1+ cpe”
5.y =cre¥+ coxe™ + ¢3¢ + caxe™ + cse
37.y =2 cos dr = lsendr 39.y= =242
41. y=—e"’2cos—+e“’23en— 43.y=0

45. y=g-D_g1 47,4= -3 e + xe'6"
49, y=1—eé"+%e"‘ cos ‘/_x—l[-ge"sen\/—x
51. y=2-2&+ 2xe* ~ ’xze‘ 53.y = e — xe*™*

5%. y=-=2cosx
57, y=o 02705345 + ) 0.658675x + . 5.61186x
-1.74806x +

(0.588965~) + ¢4e®6234%* sen(0.588965x)

Ccos



R-6 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

EJERCICIOS 4.4
1y= c;e' + e+ 3
3.y = e + coxe™ + x+§
—2x 2 7

5.y =cie™+ cpxe idaay+l
7.y = crcos V3 x + ¢y sen V3 x + (Cax? + dx - He*
9, y= c1+cze"‘+3x
Iy = c1e” + cxe”? + 12 + %xze"/2
13. y=01 cos 2x + ¢ sen 2x ~ 3x cos 2x
15. y=c1 cos x + ¢, sen x — 1x* cos x + lx sen x
17.y = c1€" cos 2x + cpe” sen 2x + Jxe” sen 2x
19.y =cie™ +cpxe ™ -lcos x + 12 sen 2x — 2 cos 2x
21.y=c1+czx+C3e6"—‘xz——cosx+——senx
23.y = c1e* + exe® + exe” =X — 3—-x3e"
25.y=01cosx+czsenx+C3xcosx

+egesenx +x%-2x~3
27. y=V2 sen2x -}

29.y =-200 + 200e™ = 3x* + 30x

3L y=-10e% cosx + 9eZF enx + Te™*
F 2

33. x=—2 senwr -1 cos wt
2w 2w

35. Y= 11 ~ 116"+ 9xe* + 2x — 12¢%" + Le™

37. y=6cosx—6(cot 1) senx + x? — 1
cos2x+2sen2x+isenx, 0<x<n/2
39 y_{ 6 3

B %cost+%sen2x, X > 72

EJERCICIOS 4.5

1. 3D -2)3D+2)y =snx

3. D-6)D+2y=x~6 5DD+ 5=

7.0O-1D-2)D+ 5S)y=xe*

9. DD +2)(D?*-2D+4)y=4 15.D* 1T.
D(D -2)

19. D*+4 21.D’(D*+ 16) 23 (D+ 1)(D- 1)}

25. D(D? =2D +5) 27.1, X, x%, %3, x* 29. ¥, ¢35

3L cos V5 x,sen«l' 5x .1 6% xe

Boy=cre X +e®- 6 3y=citee™+3x
3. y=ce >+ czxe'z" + %x +1
4 y= ¢+ cox +ese + It B+ 802

- =3x 4x 4 1. 4x
43. Y =cre™" tcpe t xe

45. y =cre™ + e ~ & + 3

47. y=¢;cos 5x+ cysen Sx +1 ;senx

49,y =cle—3x+ c2xe—3x _715xe4x + 323 P

51 Y=cre™ t cpe* t+ %x3e" -.;cheft *lxe*=5
53. y =¢€*(cy cos 2x + ¢p Sen 2x) + %e“ sen x
55. y=¢j cos 5x + ¢z sen 5x — 2x cos 5x

57.y=e¢ 5

+senx+2cosx—xCcosx

- &, 1 7.3 2 1,4
59.y = e+ 0oy + g ot =
61. y=cle"+czxe"+cycze"+1x3e"+x—l3
63. y_c1+c2x+03e X 4+ cqxe” + 'xze + 14 ‘ 2

_s -8x 1
65 y= + 3
67, y____ 41e5x

(o 3a asm ]
C1COS—x + sen—z—x

I 2 + 9. 9
125 125 10 25
senx—;cos2x+2xcosx

sen2x+ + +ix

69. y=-mcosx -1
= 9,2 3,2
71. y=2e*cos 2x — e

EJERCICIOS 4.6

1L y=cicosx+cysenx+xsenx
+ cos x Injcos x[; (n/2, 7/2)
3. y=cicosx+c; senx+%senx—%x cos X

=¢1 COSX + 3 S€N X ~ 7X €OS X; (~ 0, )
5. y=cicosx+c; senx+§—%cos 2x; (=00, o0)
7.y =cie + cpe™ + %xe" - %xe"‘

=cief + e + %x senh X; (=, o)

9.y =ce¥ + cze_z"
I
r = e [ € ——dt xo > 0; (0, o)
X

1Ly =cie™ + e + (% + ) In(l + &)
(-0, o)
1B.y= Cle_zx + e — ¢ ¥ sn €5 (—o0 , =)
15.y = ¢1¢" + cyxe” = 1" In( 1+ x%) + xe* tan™'x;
(— 00, c0)
17.y = c1e™ + cxe™ + %™ Inx = 2x%e™; (0, o)
19.y = c1€” ¢0s 3x + c2¢* sen x
= ;¢ cos 3y In|sec 3x + tan 3x]; (- 7/6, 7/6)
2.y = ¢+ c2cos X + ¢39N X = Injcos x|
= Sen X Injsec X + tan x|; (- #/2, 7/2)
23.y =c1€" + coe® + c3e™ + 1e%F; (—oo, o0)

25, y-l /2 + 3ex/2+ ‘xze"2-j1xe"/2

27. y._4 —4x+25 2x 1e_2x+le_x

4
29.y=cix?2 cos X +cx 2 sen x + x 12
EJERCICIOS 4.7

Ly=cex'+ex? 3y=gtelnx

5.y=rcicos(2InXx)+ ¢ en(2 In X)
7.0 =¢ x(2—~l_ Y+ 02x(2+«l‘

9. y1=¢ cos(~ Inx) + ¢, sen(- In x)
11y = ex™ 24 czlenx

13. ¥ = x[e; cos(In X) + ¢; sen(In x)]



15. y=x_1/2{c1 cos (%{ 1nx]+ c2 sen (% lnxﬂ

17.y = eix® + ¢ cos (\/_2— Inx)+ ¢ sen(¥21n X)

19.y= c1x‘1 + cox? + cax?

21y =+ cox + e3x + x>

23.y=2=2%2 25y =coginx) + 2 sen(In X)

27.y = 2(=x)""? ~ 5(=x)'"? In(~x)

29.y=c+enx+ 7

3Ly=cx 2+ et + %3:2 -

B.y=¢x+ czx In X + x(In x)2

3B.y= clx— + e ¥+ Ly?

37.y =x*c; cos(3In X) + ¢ sen(3ln x)] + £ + 2x
-3

3.y = et + e 0= Iy

EJERCICIOS 4.8

1 x=cie' + cpte’
y=(c1~c)el + et
3.x=qcost+esent+t+1
y= clsent—czcost+t——1
5. x"-clsent+—czcost 203sen‘/—t—2c4cosrt
y= 01sent+czcost+03sen\/_t+C4COS\f—t
7.x= c1e2‘+c2e +C3SeN 2t + ¢4 08 2t + L¢f

y= cle '+ e — ¢y sen 2t - ¢y cosZt-—e
9.x—cx-C7cost+cment+”f3‘

y=ci+cysent+cycost—-ie

. x=cie + cze"/2 cos —2\j§+ c3e"’2 sen \/73_
= —ic —ﬂc 160, —\/?— )
y 2T % e 'cos 5
i3 V3
+| X3, 3 N3
[202 203 s€n 21‘
13. x~cle4'+ e
y=-1 c1e4’+cz+5e

15. x-"C1+Czt+C3e+c4e t2
~f_ 1,2
y= (01-6‘2+2)+(cz+1)t+c4e It

V3,
17.x = ¢1e' + cze™ sen ot e3¢ cos ‘\g—-f

y=ce+ [ Loy B ) o gen By
2 2 2 _J[
+ Ec —lc e cos Et
2 27 2% 2
1 V3 3
IR B SRR £ I B, B £
z=ce ( 22 2c3]e sen 2t

Respuestas a los problemas de numero impar

V3 1 V3
+ 2 —t2 AL
( > ¢ - r )e CcOoS 2 t
19. x== 6c1e“ =3¢ + ZC3e3'
y =cre” + e + cze
Z=5cie” + cre? + e
21.x——c1e ‘+op+if- 27 + 5t

y=cie? +2£ = 5t+5
23. x= —3t+3+ t—3t+3

—3t +3+ 2te—3t+ 3

3t

r=- 2
d*x
25. m=—5=
a
d“y
m=._.__:_=—m
P e
x=cit+

=_1
y 2gt2+C3t+C4

EJERCICIOS 4.9
= 1n|cos(c1 -t
5. y———lnjcix+ 1| —lx+cz
Cl

% —c(y xY e

9. p=mta\L_%) T 37

yEany = oy X<
Y

P X

n
1
11. y=—c—\l1—c12x2+c2
1
13. y= T+x+k?+ 17
Y

tsolucién del
|programa ODE

| polinomio
Ao Maxrl Aaas 1

+ x4 LS+
6x IOx

R-7



R-8 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

= 12023 1,4, 1.5,
15, y= 1 +x-x"+ X —x"+ %+

Y
sol uci 6n
4 del
o | programa
IODE ™~

~J4 polinomio
| de Tayl or

2 4

17. y =1 -2

EJERCICIOS DE REPASO

1. y=0
3. falso. Las funciones fi(x) = 0y fa(x) = ¢* son
linealmente dependientes en (—oo, ), perof, N0
es multiplo congtante de f;.
5. (o0, 0); (0, ) 7. fds0 9. y,= A+ Bxe®
Iy, = sen2x 13,y = cel+ o g ol -V
15.y = ¢ + c2e™ + eaxe™*

V7
17.y = cle""3 + g3 [c; cos iz—ix + 03 Sen-z—x)

19.y = clx—llfi + c2x1/2

Vi1 N
2Ly = 2| cicos—— x+ ¢y Sen‘ll—x
2 27
4.3 1 36,2 4 46, _ 222
Tt O

23, y=ci+ e+ e’ +isenx —Lcosx +x

25. y=¢""cosx 2T.y=x*+4

29.y =¢(ci cos x + ¢ Sen X) — ¢* ¢os x Injsec x +
tan x|

31. y=<:1x2+czx3+x“—-x2 Inx

33 y=%ex/2_%63x+xe3x_4

35 y= e gt 3
X cie zcie 3
Y= —crel - cpe¥ =3

3. x=cet 0295' + 1€

Y= —cie' +3ce> ~te' + 26

EJERCICIOS 5.1
1, V2 3.x(t)=-1cos 461

8

b) 4 fi/s; hacia abgjo
2n+ D7
16
7. @) la masa de 20 kg
b) la masa de 20 kg; la masa de 50 kg
C)t=nm,n=0,1,2, ... enlaposcion de
equilibrio; la masa de 50 kg se mueve hacia
arriba, mientras que la de 20 kg se mueve
hacia ariba cuando n es par, y hacia abgo
cuando n es impar.

)= n=0,12,..

9. x(t) = 1 cos 2t + 3 sen 2t = Esen&t +
2 4 4
0.05880)
II. @) x(f) = ~% cos 10¢ + ! sen 10¢ = 2 sen(10¢ ~
0.927)

ST
b) § 5

¢) 15 ciclos

d) 0.721 s
2n + Um

T

N x(3) = = 0597 ft

g x'(3)= - 5.814 ft/s

h) x"(3) = 59.702 fi/s?

i) 8: fi/s

+0.0927,n=0,1,2,...

j) 0.1451 + %; 0.3545 + % n=01,2m

k) 0.3545 + % n=01,2,.

13. 120 1b/ft; x(t) = % *en8 V3t

17. a) ariba b) hacia ariba
19. a) abgo b) hacia ariba
21 Is; L5, x()) = e esto es, € contrapeso estd,
aproximaozammte, a 014 ft abgo de la posicion
de equilibrio.
23. a) x(f) = ge'z’ - %e’s‘
— -2t -8t
b) x(f)==2e + e
25. @) X(t) = e¥(—cos 4t ~  sen 4)
b) x(t) = ‘éje—m sen(4¢ + 4.249)

c) t= 129%s



27 . af>;b)B=5¢)0<p<2

29. x(t) = ¢ g cos @t 334— sen Wt]
+ -1—9 (cos 3t + sen 3)
31 x(t) = ‘ o+ g™ < Lcos 4t
33.x(t) = —Ecos 4t + 2sen 4t + %e—m cos 4t
2072 &en 4t
35. a) Z;;-——k(x h) - ﬂj’: 0 sea

Ef+2)\ ‘;x+w x = wPh(t),
endonde 2\ = f/my w? = k/m
b) x(t) = e‘Z’(— 05 2t~ 22 sen 2t) + Bcogt +
sen t
37. x(t) = —C0S 2t—_sen 2t+ 2rsen 2t + -t cos 2t

39. b)—tsenwt

45. 4.568 C; 0.0509 s

47. q(t) =10 - 10e™(cos 3t + sen 3t)
i(t) = 60e™ sen 3t 10.432 C

49. gp="Rsent+ L cost

jp= ﬂcost ”° sen ¢

53.q(t) =-1 '"”(colet + sen 10:)+ yic

57. ()= (QO - 1——’)’2LC) cos W
+ VLC iy sen TLI-C= + 1—~E°C—Lccos o

(t) =iy cos !
VIC

1 EC
Vi %~ T i
EyCy
—T syt
1-~2zc

EJERCICIOS 5.2

%7 = 4Ly’ + x*)

1)y :2;1’ i
0

Respuestas a los problemas de nUmero impar R-9

3. a) y(x) = 48 EI (3L%% w 5Lx’ + 2xa)
(b) x

Y

) ymae = 2L
5. @) Ymax = 8 El

h) Ede laflecha maxima en la parte @)

1
7. y(x)=- wof cosh
p EI” J;
+(W0E e P woL\/ﬁ} senh El”
p EI P cosh ;’ L L
N u\/\_A} 1 ¥ oF] EI
2P P2

9. A=r’n=1,2,3,..;y=sennx
11. )\=M,n=l 2,3, ;y=cos£2L—lm

i ,2,3,. oL
13. )\ﬂnz,n=0,1,2,...;y=cosnx
_rr N
15. A= 25,n 1,2,3,..;y=e " sen 5
nw nmx
A=—_n= pdiied
17 " 1,2,3,..;y=sen 1
19. A= n=1,2,3,.;y=n(nIn X)
21. A=0;y=1
2o
= - v = hn
A= 2 ,0=1,2,3,.;V cos[2 lnx)
noNT nwx
25, wp= n=1,2,3,.;y=sen——
p ’ L

urh — wpa

27. u(r)= Lb a)“rb =

EJERCICIOS 5.3

1 x

x(0) = 3 ¥(Op=-1
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13.

15.

Para € primer problema de vaor inicid, €
periodo T es aproximadamente 6; para e segun-
do problema de valor inicia, e periodo T es

. X

aproximadamente  6.3.
x(0) = %
%(0) =
x(0) =1,
X (0) =1
+ t m% t
R VAV X

Para € primer problema de valor inicid, €
periodo T es aproximadamente 6; la solucién
del segundo problema de vaor inicia no es
peridica.

d2

2 r4x=0
d?

a) Seeyperaque x = 0 cuando t — oo,
(b) x

x(0) = -3,
x'(0) =4

. Cuando k; es muy peguefia, el efecto de no

linedidad se reduce y e sstema se acerca a la

resonancia  pura.

Cuando X =2y w = 1, é movimiento correspon-

de d caso sobreamortiguado. Cuando A = :

w =1, & movimiento corresponde a caso suba-

mortiguado.

Axy = W1+()?.Cuando =0, x=q,y=0,
y dy/dx = 0.

b) Cuando r # 1,

1 1+r 1 I+r
_a L3 X ar
y(x)f2[1+r(a] l—r[a} :l+1_r2'

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

L2+ 1lne

Cuandor=1,y(x)=%[za a™x,

) Las trayectorias se intersecan cuando r < 1.
19. a) 0.666404 b) 3.84411, 7.0218

EJERCICIOS DE REPASO

1. 8ft 3.2m

5. fdso; podria haber una fuerza aplicada que im-
pusra d sSsema

7. sobreamortlguadog 2 Ib/ft

I, x

15. v

17.

19.

C) ¢

(==-2%+ 1 B.0<mg?2
85

3

X(t) = e¥ écos%/fﬁ@scn%ﬁt}*%e"

aqt==Lsenl 001+*$150t

150

)l(t)— —-coleOt+ 5 cos 5t
,n 01,2,

50

EJERCICIOS 6.1

1. (-

1. x
13. x-

15.y

17.y

1,13 [-4 l)5 [2,4] 7. (-5, 15) 9. {0}
+ 2+13_1 5+
3 7
2 + %x +..
x < (-
;y=coz<n}xn

n=0

3 <
=ce*Py=1¢ 2
n=0

SN PN

(5]

4
19. y=T_y=co ) ¥
n=0

21. y=GC cosx+C2 sen x

23.y

2n+]

(2 )' Z (2n+1)'

= C1 Cze

< x” < x"
= = — = . + —_—
y=co C]E ol co—C1 C]E nl

n=1 n=1

y=c—-c1t+ce

EJERCICIOS 6.2

_ A
1 yl(x)_00[1+3.2x +

! 6
653 2"

i 9
+.o..
986532



1 1
= I S S |
yax) = cl[" FRERE Brvey
1
+'10-94-6-4-3"”'”1
_ [ 1, 3.4 215
3.v,(X) =¢ 1—2' et T 1

»(x) = ¢ Lx+lx + =+ =x"+...

T TR T
B 2
-gpd et 1
5. y*(X) =¢p L - 91* 74,
2?4 222, 8 5292
- x4
yim=ei [" FTR TE T 1

7. y1x) = co; ya(x) =1 Y, ¥"

n=0
9. yl(x)—conz o =o 3 2l
n=0
_ 1, 7 4.23:7 15
11. yi(x) 00[1*'4" ‘4..4|.x a6 7 g

— T

»nx)=ci {X--X& 3+ > 51 4‘_7'”414" :l

13.y,(x) = cof 1+ &%+ L + L+ ]

= 2 4
yax) = cifx + 3x +%x3+%x +.1]

1 1 1 1

=8x =2
17. y(x) = 3 = 12x% + 4x*
19, y,(x) = co[1-§x3+

-]
yz(x)—cl[x-—-x +mx +..]
+

3 lx5

-]

_ 3 4 5
ya(x) = erfe = 27 + Lt = 2’ 4]

21. yi(x) = cofl =} x + -

23. yl(x)=co[1 +§’—!;13+-011:__6+—9T7,’49 + ].

R

7 101
1o, 25633 9:6:3
TR I A T R

Respuestas a los problemas de ndmero impar R_ll
EJERCICIOS 6.3
1. x= Quntaingular irregular
3. x = - Jursngular regular; x = 3, punto
sngular  irregular

5 x =0, 2§ -2i, puntos singulares regulares

. x= -3, 2pustosgulares regulares

9. x = Opusiogular irregular; x = .5 5 2,
puntos  singulares  regulares

—~

1 rl——,r2—0|:
: 2
W) = Cid?| 1= 2y 292
y(x) = Crx St

_9-7-5-3!+'J-
t lptage |
G 12x-2x2_—‘§“:'“.)%"23— o

13-7‘1:%,?'220
y) = Cp 1 - 2y + 2,
15 23 152
2’ 3
S E—
31-23-15.31
22, 23
+c2[1 T 1
l5.r1=%,r2:0
PN <1 I § 1 2, 1 3
¥x) = Cix [1+3x+—3§ 2x +33 3!x+ 1

11, ,
+ +ox+ =
Cz[l BN 435+
17. rlzg,rzzo

y(x) = C1x5/2[ +227+x;

23 4 1
AT +.
9. 7"

1 1, 15,
+ B T v UL SR
Cz[l 3x 6x 6x J

J223
72

19. n=gn=1
y() = Cx?’[ 1- P+ ]
+ szm[l o 1x2 ;ox3 +.]

1x+52



R-12

1 1 - 1 3
+oxt+t——x"+ e
y(x)= Clxl:l 5x 5 7x 5'7.9x }

1
PR

-12 1 1 »
+ tox+——x*+
Cox [1 2* 723 "2 46

23. r =

YR =Crx 'Y
o (2n)t

0 rz—-l

-1 N 1 2n+1
O ;0 Gt 11”
= i[c1 cosh X + C, senh x|

5. r1=4,r2=0
- 2 .1, N 4
y(x)—Cl!il+§x+§x }-PCzn% (n+ Dx"*
27. rn=rn=0

y(x) = Ciyi(x) + Cz[}ﬁ(}f) In x

R R
CAETLAE AT N

en donde y(x) = z %x" =g
n=0 .

1
+M@)ﬁﬁ+zf~

29. r=r=0
Wx) = Ciyi(x) = Coly1(x) In x
+yE)Qx+ S+ BP0+ ),

en donde yy(x) = z i—li

1)2"

EJERCICIOS 6.4

Y = adin(x) + cadya(x)

y = aJsp(x) + c2Josp(x)

y = c1Jo(x) + c2¥o(x)

¥ = al2(3x) + c2Y2(3x)

y =C1x~ n Jip 00+ sz—l/z.]_yz()\x)

13. Segin @ problema 10, y = x"2J;;5(x); del pro-
blemall, y = x"2J ().

15. Dd problema 10,y =x"1J_y(x); dd problema I,
y = x'Ji(x). Como J-i(x) =-J(x), no se produ-
ce una solucién nueva.

17. Del roblema 12con A=1yv=1%2

X Jn(®) y ¥ = VxS 3n(x).

21, Jin(x) = \/ =08 x

2 X
29. Japlx)= ‘\/——[—senx . cosX
T X

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

31. Jspx)= \/;7;[% senx+(§2—— ljcosx]
_q2[( 18 6_15
33. Japx)= \E[(l Jenx+(x x3jcosx}

35.y = ¢ily(x) + calfx), V_# entero
43. a) x(t) = —0.809264x"%113(1x*?)

+0.782397x"201 5(3x*?)
45.2) Po(x)= 2(231x°~ 31 5x* +105x* - 5)

Py(x) = —(429x - 693x° +3 15x° = 35x)
b) Pe(x) slisface a (1 - x2)y” =2xy + 42y = 0.
Pq(x) sttisface a (1 = x2)y” = 2xy’ + 56y = 0.

EJERCICIOS DE REPASO

L. Los puntos singulares son x =0, x = -1 + V3j,
x =-1 = V3 todos los demés valores finitos de
x, redes 0 complgos, son puntos ordinarios.

3. x =0, punto singular regular; x = 5, punto
sngular  irregular

5. x =-3, 3, puntos singulares regulares; x = 0,
punto singular irregular

7. |x| < 0o

1 ,, 1V 4
: = +oxt bt
9. y1(x) co[l SR

yx)=c [x*"lx +ﬁx +- 1

1,3 405,44,
jix+§x+]

1. yi(x) = coll + 242
= e+ 1P+ Lt
1 1
2] _24la__1 6.
13.y(x)3{ rHox 3.5x+ J

- [2 x—lx3+—1——x5—- 1 x7]‘r-

2" "2.47 T2.4.6

15. r1=1,r2=—§
(x)=Cxl+lx+ 1 x2
y ! 57 77.5.2
1
_r 3.
975325 " 1

WLROSY.] PP S SN S S
Cox [l x 2x 32.2x
17. r1=3,7=0

5 11
yi(x) = Cs[x +4x+8 O+ 1



yx) = Cyi(x) + C2 [— 515 yi() Inx

11, 11
+y1(x)(—§—3—

19. n=r=0; y(x) = Cie" + C2¢* Inx

EJERCICIOS 7.1

2 o1 1 1 1+ "
1. Se T 3 s? s2e s2+1
e’ e* 1 1 ¢° Py
—t s 9. —— St
7 S 5 ? N s2 s2 1 s—1
13, — ! s-1
(s -4Y 2425+2 1)
48 4 10 2.6 3
19. 21 - = ? .—:+ ==
i R A i

ettt 27—
e A AR e
1 2 1 8 15
. =+ + LA
29 s s-2 s-4 s £2+9
Mo H
33. Use senh Kt :—2-- para demograr que
k
${senh kt} = -
R
1 1
1 1 LG
35 =5, 373 2 41 23/22 =i3i"
2As-2) 2s 5 +16 § 2s
EJERCICIOS 7.2
L i 3e-2 5.1+3t+3+1
7. tml+ g¥ 9.§e""‘ . £ sen7t
13. cos% 15. 1 senh & 17.2 cos 3t-2 sn 3t

1 _1,-3t 3,-3t 1t

19 i-;e 21. ;e +Ze

23. 03111 06670 25, 1% - ¥ * %e("
1ty 8,2t 1,-3 1,21

27, m e+ e - e 29. d-e 2t

31. —le+1cos2r+1sen2s 33.1sent-1sen2s

EJERCICIOS 7.3

6 3

3'(s+ 2)* > (s—-12+9

o L +_2 4 |
(=2 (s =3 (s-4y

1.
110)2
. (s -110)

2
(s[-5)* =

11. 11 —s+1—1

13771_tze—2t
2 s+l (s+1)P%+4 2

15.
19.

23.

29.

33.

37.

43.
51.

53.

55.

57.

R-13

Respuestas a los problemas de ndmero impar

17 ¢ X cost =2¢ % sent
21.5 ~t=-5¢" = 4te™ - ;Fe-’
- ~25
€ 48 -s
> +27— 727, K
W 31. l(t - Z)Ou(t 2)
sen £ (s - ) 35 Ut - L 1) = Doy 1)
’) 6s°+2
s =4 39 12s-24
F+47 T (E-1) [(s = 2)? + 36]

dsnt 45 () 47.(f) 49. (@)
f= 2= 4% (= 3); L) = 5 = 2o

f@O =29 -1
=(t= 12U = 1)+ 2t - 1) UE = 1)+ U¢ - 1)

L S0}
f=t=t U= 2)
=t—(t-2)°u(t—2)-26u(t—2)

—2s ~25

elhsen t
et = te

25.

e
2
6e”

- ~S -5

e e e
=2 3+2 2+____

S S s

—as ~bs
S& = - a) - U(t = b); L)) = eT _e

s

39. f(D

EJERCICIOS 7.4

1.

13.

19.

23.

Como f’(H) = ¢, £(0) = 1, de acuerdo con (1)
${e'} = s L{e'} = 1. Al resolver obtenemos
et =1/(s - 1).

2 - 2S"1
L (5°+3s)Y(s)=s=2 5.Y(s)= (3-1)2
! s+1 i
D=1 Ts[s+12+1] 0 sHswl)
3 +1 6 43

SEH1) 1S '€

s-1 ! —5(t—17
AT j FmeS I dr

1_e—t 25. = —t+1 2t

27. i-t sen 2t
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31 (1= e®?_ 1-¢™ afl _1
Ts(1 - ey g(1+ ) bs ¢
coth(s/2) 37 !

35 .
s+1 s +1

EJERCICIOS 7.5

1. y=—1+e’3y—te‘4’+2e_4’

_4—t 1—4{ —1 2,3t 19,3t
5.Y=le" -ze 7.y=gt+ 27—27e + Ste
9. y=Lfe¥ 1l.y=cost—1lsent- Etcost
13.y=7-+ Let cost+5etsent

15.Y = = e-f/2+ ; e+ lsset + le-t

17.y=cost 19.y=[5- Se‘(’ Dyau(r - 1)
21 y=-lali+ 12— Loy - 1)
- 1= 1)6u(r— 1)
+ l -2(t 1) ou(t 1)
23.y= cos 2t - g sen 2(t - 2m) WUt - 27)
+ L sen(t - 2m) U(r - 27r)
25. y=snt+ [1=cos(t = m)] U = 7)
—[1 = cos(t = 2m)] Ut = 27)

-1

27.y=(e+ e+ (e =1)e” 29.f(t) =
31 f()= ~ le7'+ lef+ el + 12" 33.f(5)= ¢
35. fit)= 2¢* + 1e‘2’+ 1 €08 2t + ¢ sen 2t
37.ysnt=1L $nt
39. i(t) = 20 000[te“°°’ (t=1)e 100Dy —1
- —kt _ -t/IRCy.
41. g(1) = kRC (e e,
q(t) "'t/RC
43, ()—wu(r 3 =LA (r-3)

e 1 10
Qi =L o
45. i) = 101 101 <O+ 707 N

_ 10 _jo¢-3n2) _3r
101°¢ Uli-35

10 3 37
+101005(t 2}%(1—2)
3]

1
+ e
sen [t >

101
b) imsx = 0.1 cuando ¢ = 1.6
imin =— 0.1 cuando t = 4.7

i(t)

0.1p

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

] 47. ) = _tk + %Z(e-m =1

+ 15 Re-niL _ _
RZ,“ 1) Ut = n)

Cuando 0 € t< 2,

t L _
TR D 0<t<1
it =« §t+ # (e—Rt/L 1
~Rit~ DL 1<t<2
- Ly,

49. q(t) = 3¢ + 671" — 2 cos 10¢
i) = ~ 60/¢™% + 6 en10¢
La corriente de estado estable es 6 sen 10t

Ey _kt t
51. q(t) ==———— -
q(t) L(k2+1/LC)[e cos LC]
kEo\/Ef t
k2+1/LC 7e

- —7:/2 ‘/_ T N15 \/_5 -T2 \/_5_
53. X(t) =~ ¢ 2 10 sen ’ -t

wol? 2 wan3 LA
16E] 12E]" + 24El

4
Wo L L
‘24E1("' 2J 6“("' 2

aL? “ o wol
57. 9~ 2851 g1 X

5
wo (5L 4 5 _L _L
+60E1L[2 "+(" 2 Gu(x 2)}

EJERCICIOS 7.6

55. y(x) =

1. y=e"D Y -2)3. y=sens+sent U - 27)

5. y=—cost‘5u[t—%j+cost“u(t—37ﬂ]

7.y=% 1—2t+[1 l°2(' D -1)
2
9.y= e‘2(’ ) sen 4 ‘W = 2m)
I, y=¢ cos3l+2 ;" sen 3t

+ 16727 gen 3(t = m) W(t = 7)

+ 12030 90 3¢ - 3m) Ut - 37)

L
EI( X - —xJ 0_<.x<£

13. y(x)=

2
PL(1 L) Lexcy
4EI | 2 12 )’



EJERCICIOS 7.7

1

S

9.

x=-le+1e' 3. x=—cos 3t~ sen 3t
y= ;e_z”' ge’ y=2cos 3t——sen 3t
x==2e3 T3 g
r T3
=83 32 _1
y 3e 2e 6
_ey 2 1 4
x=8+ 3 t3+4't

_ 245,14
LT

N x=P+1+ 1-¢"

13. xl—lsent+&gsen\/—t+ cost—zcosV_t

1.

17.

19.

21.

y .~._1+fef+ Yot

5 15 5 5
2 V6 1
= - += +
5sent T sen V6 5cost Scos\f_t
b) 12 100 -900¢
iy= soe-900t

9 9
¢) it = 20 = 20~

- w 3
jy==Yg" -2+ 378, 15t Jas] cost+ =sent

30,-2t 4 250 ,~15¢ _ 280 + 810
¢ Tass° 13 COS ! 13 sen f

i = g - ge‘loo' cosh 50V 1 ~52 1001 s 21

3=

loo'cosh 50V2 ¢ = 6\/— 100’senh 50 V2 ¢

2= 5 5
1 2 3
6=~ —t+= 2t
1 4cos 3 4cos
1 2 3
== = 4=
6, 2cos‘j?)_t 2cosZt

EJERCICIOS DE REPASO

1.

17
19.

21.
25.

27.

_I. = ¢ 3. falso 5. cierto 7.

s s

1
s+7

2 :
> if 15 18

13
sS+4 T (P+4?
& cog 2t + 2225' ¢ 2t
cos(t—1)UF-D+senn(t—1DUFE-1)

-523. M9 F(s - a)
a) f(H=t-(-DU¢L-1)-UFr-4)

) 2O} = 5 = e = e
1 !
~ e-1)
=17 (s=1)?

e—4(s = 1)

c) £{ef(O} =

TS-
a) f(N=2+(-2)U{t-2)

=—lt—-\/—sen\/—t
y=—5t+%\/_sen\/_t

R-15

Respuestas a los problemas de nimero impar

0) £ A0} = + e

£y =—27+

29.y = 5te' + ltze
31 y=5U(Ft=7) - 5e%~ ™ cos V2(t — 1) U(t - )
+ 5 V2% §@n‘/—(ta7r)G[L(t -7
= st
B y=-Z-l-lr+Te :
37 12 1oy
-[- 125 stt(f D-5-1)
+12351 (- )] WUt = 1)
35. y= 1+1+%12
37 . r=- '+9'2'+%e2'
y-t+9—2t le2t
39. ift) = 0+ 2t + 9718

1 26-1
s-1)

W | 1s L, 2 3+L3
41 yx) 12E1L[ 55T T 3

5
vt

EJERCICIOS 8.1

. x=3 7 X, en donde X =|*
4 8 y
-3 4 -9 x
3.X=| 6 -1 0|X,endondeX=|y
10 4 3 z
1 -1 1 0 )y (-1
5.X'=12 1 -1 |X+|-321+|0|+]| 0},
1 1 1 £ —t 2
X
en donde X =|y
z
7. 7-4x+2y+dx
Q —x + _of
d x+3y-e
9. F—x y+2z+et' -3
% 3x=dy+z+2e" +t

dz —t
= =-2x+5y+6z+ -
@ y+6z+2e =t

17. Si; WXy, Xp) = =27 20 dgificaqe X, y X,
on lineddmente independientes en (—ee, o).



R-16

19. No; W(X1, X», X3) = 0 para toda ¢, Los vectores
solucion son linelmente dependientes en (oo,
o). Obsarve que X3 = 2X; + X

EJERCICIOS 8.2
L X=¢ ; e5'+cz(_}je”
3. X=¢ f e+ oy z)e‘
5 X=¢ ; et +cy (i]e"o’
1 (2 1
7. X=c;|0|e+ca|3 |e¥+c0 et
-1Y0 1 2
0 1 4 1
11° 3
9. x= Cl Oe_"l'(.‘z 483t+c3 ~1
1 3 3
4 -12
. x=c1| Ole*+ca| 6|eP+ecs| 2
-1 5

13.

15.

17.

19.

21.

23.

-1

j

X=3 1) m o 01~
1 1
0.382175 0405 188
X=c1]0.851161 4587+ ¢|-0.676043 |e
0.359815 0.615458
(-0.923562
+c3|=0.132174 | 00408321
0.35995
1
1 1 I
= + +
<affral)e ()]
1
X =c i 4 e 1(1]t62:+ : 3)e2t]
q 1 0
0 1
X=c¢ 1]+ Le¥+cs\ Ae?
1 0 1
-4 2
X=¢ci|=5[+c| O e
2 -1
2 1
2
+esl} 0| +{-1 e
-1 —],

e

~3¢2

2.25684¢

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

0 0 0
25. X = ¢1|e'+ ¢|}1 1
| 0
-\ e’ + lef
0),2 0 3
+el|1 7e’+ 1|te'+1{g |
1 0 0

_ 2) & 2t+1) a
2,. X——7(lje +13(H_1Je

29. Los vectores propios correspondientes a valor
propio Ay = 2, de multiplicidad cinco, son

cos t 4¢ sen ¢ 4¢
. X= + e
3L X cl(2cost+sent)e CZ(Z sent—cost)

_ cost 4t sen ¢ 4¢
BX=0 oS ! + sen t)e * €| sent+cos tJe
35. X= 5 cos 3t N " 5sen3t

1 4cos3t+3sen3t 2 4sen3t—3cos 3t
1 —cost sent
37. X=c1|0 |+ cy| cost|+c3|-sent
0 sent cost
0 sent cost
39. X=c|2 |ef+cy|cost |e+c3|—sent e
1 cost —sent
28 ‘ 5cos 3t
41 X =|-5 ¥ + ;| 4cos3t-3 sen3t| e
25 0
5sen 3¢
+c3|—4sen3t+3cos3t |
0
25 cos 5t — Ssen 5t
43. X=~|[-T7 |e:— cos 5t
6 cos 5t
5 cos 5t + 5t
+6 sn 5t
sen bt



EJERCICIOS 8.3

_ N 3) (1),
1. X cl[lj+cz[2)e [ll)t
3. X=¢ (‘lz)e’/2+c2[1 Je

5. X=C1

7. X=01 4

11. X=¢
cost -
+ g+ |7Sent Injcos ¢|
sent cos ¢
13. X=¢, cost ¢+ ¢y sent ) . (cos
sent —cos ! sen
15. X= C1

-sent sent
+ -
(sen ttan f) (COS f] hllCOS tl
17.

2cost

Ccos ¢
+i_1
—Esent —sen
1 0

-1 [+e |1 [e¥+ 3|0 [
0 0 1

212t 1,2
46 Zte

¢’ In|sen ¢ +

19. x= ¢

+ _et+ %62t+12te2t

112 e

2 2, (-2), 4, (2
21. X= ()te +[ je + 2)1’6 +[0
23 [0 =2, e S
1,

29

332 7_
276 sent—| v |cost
29

—12t

v-db.)

t), ¢
t
t]e

cost + e sent + cost ¢
-sen ¢ cost —sent

2sent 2cost 3sent
X=c¢ e+ f+
’(cost J cz(—sent)e 2cost

j te

] ¢’ Injcos ¢|

R-17
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EJERCICIOS 8.4
t _ —t 0
1. M= [f) J;eA’=(e0 8_2,)
£
3 M= t+
2t -2t —2t+ 1
5 X=¢ (l))e'+cz (OJezt
t+1
7. X=¢i| ¢t |+ t+1 +c3
-2t -2t —2t+1
9. X=¢3 1 e'+c'4
0

b
I X=¢ [ﬁé’iﬂ?] (zzrslﬁ:) ( j

t+1 t

13. X=| ¢t |-5[t+1|+6 t
=2t -2t -2t+1
3,3 1,5 1,3t 1,5t

19 X= Ee Ze Ze +2e ](CIJ
2% _ 2%: -%e3'+ %es’ )

EJERCICIOS DE REPASO

e feef ey

cos2t ), sen2t) ;
= +
5. X=¢ [—sen 2t] ¢€Te (cos the

-1 -1 1
7.X=c¢| 1|+e!| 0|+es3|l [e*
0 1 1

9. X=C1

1) 4 16
cost J ( sent ) (l)
+c -
cost—sent sent+cost 1

+ Nt
sent+cos tl

11. X= C|

Injcsc ¢ = cot 4|
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EJERCICIOS
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=

1. a)y=1—xtan(x+§)

EJERCICIOS 9.2

]

T 7z 27 71

N NS

\

b) h=0.1



Valor
Xp Vn verdadero

0.00 2.0000 2.0000

0.10 2.1000 2.1230

0.20 2.2440 2.3085

0.30 24525 2.5958

0.40 2.7596 3.0650

0.50 3.2261 3.9082

h = 005

Valor
Xn In verdadero

0.00 2.0000 2.0000

0.05 2.0500 2.0554

0.10 2.1105 21230

0.15 2.1838 2.2061

0.20 22727 2.3085

0.25 23812 24358

0.30 25142 2.5958

0.35 26788 2.7997

0.40 2.8845 3.0650

0.45 3.1455 34189

0.50 3.4823 3.9082

3. h=0.1 h =005
Xn Yn Xn In

1.00 5.0000 1.00 5.5000
1.10 3.8000 1.05 4.4000
1.20 2.9800 1.10 3.8950
1.30 24260 1.15 34707
1.40 2.0582 1.20 3.1151
1.50 1.8207 1.25 2.8179
1.30 2.5702
1.35 2.3647
1.40 21950
1.45 2.0557
1.50 1.9424

Respuestas a los problemas de nimero impar
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5. h=0.1 h = 005
Xn In Xn Yn
0.00 0.0000 0.00 0.0000
0.10 0.1000 0.05 0.0500
0.20 0.2010 0.10 0.1001
0.30 0.3050 0.15 0.1506
0.40 0.4143 0.20 0.2018
0.50 05315 0.25 0.2538
0.30 0.3070
0.35 0.3617
0.40 0.4183
0.45 04770
0.50 05384
7. h=0.1 h =005
*n Jn Xn Yn
0.00 0.0000 0.00 0.0000
0.10 0.1000 0.05 0.0500
0.20 0.1905 0.10 0.0976
0.30 0.273 1 0.15 0.1429
0.40 0.3492 0.20 0.1863
0.50 0.4198 0.25 0.2278
0.30 0.2676
0.35 0.3058
0.40 0.3427
0.45 0.3782
0.50 0.4124
9. h=0.1 h = 005
Xn In Xn In
0.00 0.5000 0.00 0.5000
0.10 0.5250 0.05 0.5125
0.20 0.5431 0.10 0.5232
0.30 0.5548 0.15 05322
0.40 0.5613 0.20 0.5395
0.50 0.5639 0.25 05452
0.30 0.5496
0.35 0.5527
0.40 0.5547
0.45 0.5559
0.50 0.5565
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1. A=0.1 h = 005

Xy In Xn In
1.00 1.0000 1.00 1 .0000
1.10 1.0000 1.05 1 .0000
1.20 1.0191 1.10 1.0049
1.30 1.0588 1.15 1.0147
1.40 1.1231 1.20 1.0298
1.50 12194 1.25 1.0506
1.30 1.0775
1.35 1.1115

1.40 1.1538

1.45 1.2057

1.50 1.2696

13. a)h= 01 h = 005

*n Yn Xn In
1.00 5.0000 1.00 5.0000
1.10 3.9900 1.05 44475
1.20 3.2545 1.10 3.9763
1.30 2.7236 1.15 3.5751
1.40 2.3451 1.20 3.2342
1.50 2.0801 1.25 2.9452
1.30 2.7009
1.35 24952
1.40 2.3226
1.45 2.1786
1.50 2.0592

b) h= 01 h =0.05

Xn Yn Xn Yn
0.00 0.0000 0.00 0.0000
0.10 0.1005 0.05 0.0501
0.20 0.2030 0.10 0.1004
0.30 0.3098 0.15 0.1512
0.40 04234 0.20 0.2028
050 0.5470 0.25 0.2554
0.30 0.3095
0.35 0.3652
0.40 04230
0.45 0.4832
0.50 0.5465

c) h=0.1 h = 0.05
*n Jn Xn In
0.00 0.0000 0.00 0.0000
0.10 0.0952 0.05 0.0488
0.20 0.1822 0.10 0.0953
0.30 0.2622 0.15 0.1397
0.40 0.3363 0.20 0.1823
0.50 0.4053 0.25 02231
0.30 0.2623
0.35 0.3001
0.40 0.3364
0.45 0.3715
0.50 0.4054
d h= 01 h = 0.05
Xn In Xn In
0.00 5.0000 0.00 0.5000
0.10 05215 0.05 0.5116
0.20 05362 0.10 0.5214
0.30 0.5449 0.15 0.5294
0.40 0.5490 0.20 0.5359
0.50 0.5503 0.25 0.5408
0.30 0.5444
0.35 0.5469
0.40 0.5484
0.45 0.5492
0.50 0.5495
e) h=0.1 h = 005
Xn In Xn In
1.00 1 .0000 1.00 1 .0000
1.10 1.0095 1.05 1.0024
1.20 1.0404 1.10 1.0100
1.30 1.0967 1.15 1.0228
1.40 1.1866 1.20 1.0414
1.50 1.3260 1.25 1.0663
1.30 1.0984
1.35 1.1389
1.40 1.1895
1.45 1.2526
1.50 1.3315




15. a) El aspecto de la gréfica dependera del pro-
grama ODE solver que ® ue. La grdica de
abgjo se obtuvo con Mathematica en € inter-
valg [1, 1.35561.

10t

8
6
4t
2

11 1.2 1.3

b) Euler
Xn Euler mejorado
1.0 1.0000 1.0000
11 1.2000 1.2469
1.2 1.4938 1.6668
13 1.9711 2.6427
1.4 2.9060 8.7989
17. a8 y1=1.2
2
b) y" (©) f’;— = 40 LIE _ 0,026 < 0.02¢2 =
0.0244
c) Vaor exacto esy(O.l) = 1.2214. El error es
0.0214.

d) Si A= 0.05,y, = 1.21.
e) Con h=0.1¢ error es 0.02 14y con 4 = 0.05,

es 0.0114.
19.a) y1=038
AP SRy (13 ) P
)y (C) 7 = Se 5 =0.025¢ "~ SO.025
paraOlcl0.1.
¢) El vaor exacto es y(0.1) = 0.8234. El error
es 0.0234.

d) S k= 0.05, y; = 0.8125.
€) Con h =0.1 € error es 0.0234 y con A = 0.05,
es 0.0109.
21. a) El error es19k%™3¢ -1,

b) ¥(c) o< 19(0.1)%(1)=0.19

c) S h=0.1, ys=1.8207. Si h=0.05, yio =
1.9424,

d) Conh=0.1¢€l error es 0.2325 y con h = 0.05,
es 0.1109.

2
23. a) El error es (chl)f ’12_

R-21
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b ‘) y"(c)|§s(1)9'2—lﬁ=o.oos

¢) Si h=0.1, ¥5=0.4198. Si h=0.05, y1o=
0.4124.

d) Con h=101 el error es 00143 y con h = 0.05,
es 0.0069.

EJERCICIOS 9.3
L. Vaor
X n exacto
0.00 2.0000 2.0000
0.10 21230 21230
0.20 2.3085 2.3085
0.30 2.5958 0.5958
0.40 3.0649 3.0650
0.50 3.9078 3.9082
3' __Xn y’l 5 Xpn In
1.00 5.0000 0.00 0.0000
1.10 3.9724 0.10 0.1003
1.20 3.2284 0.20 0.2027
1.30 2.6945 0.30 0.3093
1.40 2.3163 0.40 0.4228
1.50 2.0533 0.50 0.5463
T xa In 9 _x I
0.00 0.0000 0.00 0.0500
0.10 0.0953 0.10 0.5213
0.20 0.1823 0.20 0.5358
0.30 0.2624 0.30 0.5443
0.40 0.3365 0.40 0.5482
0.50 0.4055 0.50 0.5493
11' Xn. Yn
1.00 1 .0000
1.10 1.0101
1.20 1.0417
1.30 1.0989
1.40 1.1905
1.50 1.3333
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13. a) v(5) = 35.7678

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

b) v
40t
30t
20
10t
i X
1 2 3 4 5
2
¢) u(f) = 1’ ﬂk& tanh 1/ f t, uv(5) = 35.7678
15. &) h= 0.1 h= 005
Xn In Xn In
1.00 1.0000 1.00 1 .0000
1.10 1.2511 1.05 1.1112
1.20 1.6934 1.10 1.2511
1.30 2.9425 1.15 1.4348
1.40 903.0282 1.20 1.6934
1.25 2.1047
1.30 2.9560
1.35 7.8981

140 11E+15

b) El aspecto de la grdfica depende del progra
ma ODE solver que se use. La siguiente
gréfica se obtuvo con Mathematica para €l
intervalo [1, 1.35561.

Y
10}

1.1 1.2 1.3 X
17.a) y; = 082341667
5
B ¥ & = d0e2 £ ¢ gg20 I
= 3.333 x 10"

¢) El valor exacto es (0.1)=0.8234134413. El
error es 3.225 x 107 <3333 x 10,

d) S h=0.05 y;=0.82341363.

€) El error con h= 0.1 es 3225 x 10" y con h
= 0.05 es 1.854 x 107",

5
19. a)y<5>(c)f’—— 24—}
51 e+ 1) 8!

D% < 12O3Y _81 0000 x 10-F—
¢) vs = 0.405465 17, calculado con h = 0.1.
yio = 0405465 |l, calculado con h = 0.05

EJERCICIOS 9.4

1. y(x) =—x +¢€*; y(0.2) = 1.0214, y(0.4)=1.0918,
$(0.6) = 1.2221, 3(0.8) = 1.4255

S xn 21

0.00 1.0000

0.20 0.7328

0.40 0.6461

0.60 0.6585

0.80 0.7232

5. x In Xn In

0.00 0.0000 0.00 0.0000

0.20 0.2027 0.10 0.1003

0.40 0.4228 0.20 0.2027

0.60 0.6841 0.30 0.3093

0.80 1.0297 0.40 04228

1.00 1.5569 0.50 0.5463
0.60 0.6842
0.70 0.8423
0.80 1.0297
0.90 1.2603
1.00 1.5576

7 Xn Yn Xn Yn

0.00 0.0000 0.00 0.0000

0.20 0.0026 0.10 0.0003

0.40 0.0201 0.20 0.0026

0.60 0.0630 0.30 0.0087

0.80 0.1360 0.40 0.0200

1.00 0.2385 0.50 0.0379
0.60 0.0629
0.70 0.0956
0.80 0.1360
0.90 0.1837
1.00 0.2384
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EJERCICIOS 95 3. Comparacion de los métodos numéricos con 4 = 0.1
Euler -
L y() = —2¢% + 5xe™; y(0.2) = L4018, Xn Euler  mejorado l?(u:t?:
y2 = -1.6800
3. y1= —1.4928, y, = -1.4919 1.00 2.0000 2.0000 2.0000
5, =1.4640 = 1.4640 1.10 2.1386 2.1549 2.1556
b4 » V2
7. % =8.3055, y; = 3.4199; POz 23 23
X) = 83055, J2 = 3.4199 1.30 25136 2.5672 2.5695
' 1.40 2.7504 2.8246 2.8278
9. x1= -3.9123, y; = 4.2857, 1.50 3.0201 31157 3.1197
X¥; =-3.9123, y; = 4.2857 — . -
Il x = 0.4179, y, = -2.1824; Comparacion de los métodos numéricos con 7 = 0.05
x=0.4173, y, = -2.1821 Euler Runge-
Xn Euler mejorado Kutta
1.00 2.0000 2.0000 2.0000
EJERCICIOS 9.6 1.05 2.0693 20735 20736
1.10 2.1469 2.1554 2.1556
1 y1 = -5.6774y,= -2.5807,y5 6.3226 1.15 2.2329 2.2459 2.2462
3. »1 =-0.2259,y, =-0.3356, y3 =-0.3308, 1.20 23272 2.3450 2.3454
y4=-0.2167 1.25 24299 34527 24532
5. y1=3.3751, y» =3.6306, y; = 3.6448, 1.30 25410 2.5689 2.5695
va = 3.2355,y5 = 21411 1.35 2.6604 2.6937 2.6944
7. V1= 3.8842Y2= 2.9640,¥3% 2.2064, 1.40 2.7883 2.8269 2.8278
ya = 1.5826, ys = 1.0681, ys = 0.6430, 1.45 2.9245 2.9686 2.9696
y7 =0.2913 1.50 3.0690 3.1187 3.1197

o. ¥ = 0.2660,y, = 0.5097,ys - 07357,

§. Comparacion de los métodos numéricos con 4 = 0.1
ya = 09471, ys =1.1403, ys = 1.3353,

y7= 15149, y3 = 1.6855, yo = 1.8474 Euler ~ Runge-
11. y;=0.3492, y, =0.7202, y3 = 1.1363, Xn Euler mejor ado Kutta
y4=1.6233,y5=2.2118, y6 = 2.9386, 0.50 0.5000 0.5000 0.5000
y7 = 3.8490 0.60 0.6000 0.6048 0.6049
13. C) ﬂ—2.2755,/y] = .2.0755, 0.70 0.7095 0.7191 0.7194
¥2=—1.8589, y3 = ~1.6126, y, = —1.3275 080 08283 08427 08431
0.90 0.9559 0.9752 0.9757
1.00 1.0921 1.1163 1.1169
EJERCICIOS DE REPASO Comparacién de los métodos numéricos con & = 0.05
o . Euler Runge-
1. Todas las isoclinas y = ¢x son soluciones de |g Xy Euler mejorado Kutta
ecuacion diferencial 0,50 05000 05000 05000
Y 0.55 0.5500 0.5512 0.5512
c=1 0.60 0.6024 0.6049 0.6049
et 0.65 0.6573 0.6610 0.6610
z 0.70 0.7144 0.7194 0.7194
0.75 0.7739 0.7802 0.7801
X 0.80 0.8356 0.843 1 0.8431

0.85 0.899 0.9083 0.9083
0.90 0.9657 0.9757 0.9757
3 0.95 1.0340 1.0453 1.0452
1.00 1.1044 1.1170 1.1169
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EJERCICIOS 10.1

\/— f 11 1| = cos_x 2
2
EJERCICIOS 10.2
L f(x) = Z LoD ey
3. f(x)= % 2 {%ces nmx — nl—”senmrx}
5. f(x) = %7 + ,2‘1 {2(;3)ncosnx
<( )"*’ #[(—1)"‘ lj)sennx}

1 f(x)y=m+2 i( )Msennx

9 f(x )—-—+%senx+ Egcosnx

Moz

li{——lsen—cosfl—”
Pl B M i T

3 nw nmw
+ ;(1 - cosT)senTx}

13, f(x) == +52{( 1)”—1 cos == x

1L f(x) = —i

5
( 1)n+| nmw
sen> 5 Ty
2senh
18. f(x) = =1 ﬂ[ Z(+ 2(cosmf--nsennx)]
n=l
19. Fjar x = 11/2

EJERCICIOS 10.3

1. impar 3. ninguno 5. par 7. impar

9. ninguno
281 - (1)
11 =2y -7
f(x) ”2:1 ———sennx
_f 25D -
13. f(x) = 2+7T,§1 “—cos nx
1. 4&(=D)
15. f(x) = 3 ?Zl( nz) cos nmx
Z ® . 1\n+l
17. f(x) = L 2( 12 cos nx
3 Y
19. f(x) = 22!_-— (—1)n(1¢n)sennx
& n
cos 5 — 1
3. 4377
21 f(x) = E+F.n2=1 D cos—>-x

2,231+
23.f(x) = - + n,2=2 —{ =7 cosnx
25 f(X) :'2‘+—2 Cosnﬂx
|
1-cos—

f(x) =

2cosnz—" -(-1)-1

2 ]
29. f(x) —'} ;’% ) COoS nx
4 S€N-
flx) = ;2;,1 —sen nx
3487
3L f(x) =3 "5}_; A C0s -y
flo) = 2{ fzs n—;—-%(—l) }sen—x
33. f(x) =35 : 3= 1) Leosnmx
n=1
flx) = 4 "21{( :1):” + (-1')137’,: l} won nmx
% T(x) 22 42[ cosnx—;l-sennx}
37. (%) :% ;2—sen2mrx
_10 G Y
39. X,(t) ,,Znn(lo 2)sen nt

41. x,(t)_—8+ 162 v 48)cosnt
2 L4 haid 1 n+1
@ (1) ) = 5 > e T

T D) -1 (-1 )"+l
51 4+"2,1{—_7n cos nx + sen nx

53. f(x, )’)"-+r22(—1—)—_—1cosm1rx
" m=1

o (=D -1
T cos ny

i( 1)”'-1][( )" ~1)

m*n?

0§ MSX Cos nTy

nMB “tﬂ

:4_
L g

EJERCICIOS 10.4
Ly = cosVAA, X; cotVA = VAX; 0.7402, 11.7349, 41.4388,



90.8082; cos 0.8603x, cos 3.4256x, cas 6.4373x,
cos 9.5293x
5. §(1 +sen 2VA,)

T nw _
7.(@) A= (l 5) y—sen(E—Slnx),n—l,ZJ,...
(b) a[xy’] + -y =0

() J -sen(l 5lnx)sen <l Slnx)dxr-(),m#n

9. (@ fﬂ COS XX €OS X,x dx =0, m # n, donde x,y
X, SN raices postives de X = X
d e 2y = (- [©pr —
Il = [xey') + ey = O; [ e L(x)L,(x) dx =

m#n

13. (@) A=16n% y =sen(dntan-' x), n=1,2,3, . ..

(b) ﬁl_—l -ixz sen (4m tan“x) sen (4n tan"x) dx = 0,

mfn

EJERCICIOS 10.5
1277, 2339, 3301, 4441

100 = 36 v T )

S (21;)
5.f(x) = 42(4)«2+ 11)12(2)t)
_ o AJA(4M)
7.f(x) = 20 Elmjl(A;X)
_ 5LGA) o

9. f®)=5-4 2 AT57GAy o)
i f(x) = %Po(x) + §Py(x)
13, 1) = $Py(x) + $Py(x) + foPy(x) = &Pux) +
18, Usar cos 20 = 2 cos?§ - 1.
19. f(X) = §Py(x) + 3Ps(x) = HP(X) + .

f(x) = |x| sobre (-1, 1)

Jo(Aix)

EJERCICIOS DE REPASO

1. verdadero 3. coseno 5. 7 7. falso

13. f(x) =%+%i {’,1—2; [(=1)" = 1] cos n7x
+;12—(——1)" sen mrx}
15 f() = 1 — e 42 3 L2

“ 1+ n'n?
_— 2 2
17.A=(2"—3;)—",n=1,2,3,...,

<2n—l )
y = €Os 2 winx

COs nTx

Respuestas a las problemas de numero impar ~ R-25

13 Li2a)
19. f(x) _4EA’J2(4A)JO(AEX:)

EJERCICIOS 11.1

1. Los poghbles usos s pueden sumarizar en una forma
u = ¢e"%*, donde ¢, y c; son constantes.
3. u= el N 8w = ¢(xy)
7. no separable
9. u= e'(A, e"“cosh Ax + B, e““’ senh AX)
u = e (Ae 8 cos AX + Be " sen Ax)
u=(cx + c3)coe™
Il. u = {c, cosh AX + ¢; senh AX)
X (¢; cosh Aat + ¢, senh Aat)
u= (CS cas Ax + ¢4 sen Ax)(¢1 cas Aat + cs sen Aat)
u= (cx + co)ent + )
13. u = (c; cosh Ax + ¢; senh Ax)(c; cos Ay + ¢, sen Ay)
= (€5 cos Ax + ¢, sen Ax){(c; cosh Ay + ¢z senh Ay)
u= (cx + co)eny + )
15. For A* > 0 exigen tres poshilidedes

u = (c; cosh AX + ¢, snh Ax)
X{cscosh V1 — A%y + ¢, senh V1 — A%y),

<]

u = (c; cosh Ax + ¢, senh Ax)
X (c3 €08 VA2 = 1y + cisen VA? — 1y),
a>1

u= (Cz' coshx + ¢, senhx)(csy + ¢;),
A=1

Los resultedos para € ceso —a* < 0 son smilares. Para
A2 = 0 tenemos

u=(cx + ¢;)c;, coshy + ¢, senhy).

17. dliptica 19. parabdlica 21. hiperbdlica

23. parabblica 25. hiperbdlica

2. u= en(-lwy)’ u = "t

3L La ecuacion x* + 4y? = 4 define una dipse
La ecuacion diferencid  parcid es  hiper-
bolica al exterior de la dipse parabdlica
sobre la dipse y diptica dentro de la dipse.

EJERCICIOS11.2
’u _ du
1. ks}‘f—at,0<x<L, t>0
_n% _
u(0,1) O’ax N 0,t>0
u(x,0) = f(x),0<x<L
k‘-’—“——o<x<L >0
ax?
ou
u(0, t) = Ioo,a— = —hu(L,1), t >0

u(x,0) =f(x),0<x< L
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d'u
5.025;=F,0<x<L t>0
u(0,6)=0, u(L.)=0,t>0
a
u(x,0) = x(L — x), a_u » =0,0<x<L
3 ou
—— — = e L
7.aax 28 ar”o x< t>0
u(0,t) =0, u(L,t) =sennt,t >0
u(x, 0):f(X), = 00<x<L
2
g, T4, —=0, 0<x<4,0<y<2
ax? 6y
du
=1 =0, ul@y)=f(y), 0<y<2
ox |1=0
dl <o, u(x,2) =0, 0<x<4
ay y=o

EJERCICIOS 11.3

nm
)& —Cos 5 +1 r
== —_— | ok LN g BT
1. u(x, t) 7Tn2=1 " e sin T x
3. u(x, 1) = j () dx

1l
5. u(x, i) = e [% [t fxy ax

n

EJERCICIOS 114

1 u(x, n=— 21 r(’ . L rscn"Z

m=1

3. u(x,f) =6—i§ (cos 4,senT y A
e L L
! Swa Su
_'S—ZCOSTtsenz‘x
1 Tma 71T
72cos T 4 tsenr Tx )
5.u(x, 1) :‘lzsenat sinx
senn—”

h < 2 nwa___ nw
7. u(x,t)=?21 ~— cos ——tsen—-x

* % Z“ ( J f(x) cos na dx) kL) g ELEx .

9 u(x,t)y=¢e# 2 A,{cos gt + gsen g.t}sen nx,
n=l

donde 4, = Jf(x)sennxdxyq,. Vn? - B

14

2 2 2
Coux, 9= A, cos 2 at+B sen—at>
( ;( L2 LZ

x sen" x,
C

donde A, = 2 JLf(x)wn ng dx
B, = 2L J’Lg(x)sen%xdx

nnla
15. u(x,t) =t + sen.x cos at

17w (x, 1= 51; N X s 2at
9. (3

EJERCICIOS 11.5

1. u(x,y) = %i (_—1;;; J;f(x)sen '—Z—rx dx)
a

=} \senh—

nw nw
X senh — ysen—x
a a

= 1 a nm
3. u(x,y) = %2 (7 Iof(x)sen—a-xdx)
senh-a—b

n=1

Xsenhﬂ(b —y)senr—lﬂx

1 2 1

5. u(xy)=5x+ 1-r;S=e(nh-%rsenhmrx cos nmy
21 —( 1)

7. u(x) =;§[—T—

n cosh nx + senhnx
n cosh nw + senhnm

9. u(x,y)= %i (J; f(x)sennx dx) e™”sennx
n=1

sen ny

< nw nw
11 u(x,y) = 2 (A,l coshﬂy + B, senh 7y> sen—-x,

donde A, = -J f(X) sen——x dx



B,= 1 <2J g(x)sen—xdx -A COSh_b)

sen| hﬂb

13. u = U, + U, donde
: ="

w(x, y) = Z———— senhny sennx
p 1_. nsenh nw

[1'-( -7

M

u(x y)=

ll
senh nx + senhn(r — x)

senhnm

X

en ny

EJERCICIOS 11.6

1ou(xt) = 100+2002( 1) Lertn'isen nmy

x—1)+22[m77 knn']

1)e™sen nmx

3. ulx,t)=uy—

X [ 1)"@

S u(x, )= ¢(x) + E A,e'sen nx,
1
donde ¥(x) = sz [—e B+ (ef~T1)x+1]
Y A=2 j [£(X) = ¥(x)] sen nmx dx
- senh\/ﬂx)
700 = uft - SR
9. u(x, t) = A (x-x)

6a 62
+ 2A
3 /_4' COS nmatsen nwx

I u(x,y) = (uo - ul)y +uw
2 (-1

-U .
—Le™™ sennmy
T n

m=1

EJERCICIOS 11.7
sn A, -
Lou(x, )= ZhZ m k't cos A,
donde las A, son las raices postivas consecutivas de
Cot A = A/h
3. u(x,y) = > A, senh A,y sen A,x,
n=1

2h a
dond = : dx
onde 4, senh A,b[ah + cos’A,a] j of (x)sen Anx dxy

las A, son las raices positivas consecttivas de ha =
—Alh

5. u(x,t)= i A,,e"“z"“)z’ﬁ"‘“2 sen <2n - 1) x;
n=1 2L

Respuestas a los problemas de nimero impar R-27

2 (L 2n —
donde A, = Zjo f(x) sen( 5T

7.u(x,y):ﬂ; 1 —
" (2n-l)cosh( "2 )77

-1 2n—1
)ﬂxSCﬂ( ) )ay

1) wx dx

X cosh <2n
9. (b) 1.8751, 4.6941

EJERCICIOS 11.8

©

cu(x,y, 1) ZEA e <+ sen mx senny,
m=1n=1
donde Apy =~ 1 - (=11 = (~1)'

m=1

3. u(x,y,t) = D, D, Apasenmxsenny cosaVm? + n’t,
=1
16
donde A = =

e DT =Y - 1)

5. u(x,y, z) = EZA senhwmzsen—xsen?y,

m=| p=1

donde @, = <M> + <ﬂ>
a b

4 b f(a mm nmw
= a_——bsenh(cw,,.,,) fo Iof(x,y)sen P xsen b ydxdy

EJERCICIOS DE REPASO

1. u= Cle(‘z"*)’"z) 3. lll(x) Uy + ___(ul 0) X

1+7
cos ™ — cos 32T
5 u(x, )= %%%S&lnmt sen nax
_100 K1 (=)
T y) = = ,,21 msenhn S XS TY
1—( 9%

9. u(x,y) =2
n=1
I u(x, ) = ¢’ sen x

13. u(x,f) = e Y A, [Vnt + 1 cos Vi + 1t
n=1
+ 2 Va? + 1t] =X

e“senny

EJERCICIOS DEL APENDICE |

RN

1.a) 24 3

b) 720 «¢)

3.0.297
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EJERCICIOS DEL APENDICE Il
cof 1) wf L)
°)[1§ —fg] |
sa[t g w(2 7)
o1 %) oft
ol %) w3

0 0) . (-4 -5
9o o] d)(s 10)

4 8 10 6
7.2)180 b)| 8 16 20| c)|12
10 20 25 -5

7 38 7 38
% 2 (10 75) b)(10 75)
. [‘1‘;] 13, (‘fﬁ] 15. singular

17. no singuiar; A™'= %(—5 -sj

3 4
1 0 -1 1
19. no singular; A™'= 312 2 -2
-4 -3 5
(2 2 -1
21. nosingular; A™ =9 -13 5

23. A“(t) =_1 [ 3¢% ¢
24 \—48—' 2¢™

8§ -1 -5

2s.

27.

29.

31.
33.
35.
37.

41,

43,

45.

47.

49,

8t
dX _ 5e_‘
—dt =1 2¢
7e™!

2 6t
4
0 (%e '—% (I/'ir)3 wt)

.2 13-

2) [4e" —1r sen m') b) (%e8 -1 0]

x=3,y= |,z=-5
x=2+4,y=-5~-1z=t¢
7

=_1,=3 .=
TEEpYEHIT;

x1= 1xn=0,x= 2,x5 O

A6 A= LK :[3J,K2=(}]

/\1=/\2=‘4,K1=[__i)

’\l=0”\2=49’\3=_49

(9 1 1
Ki=|45 [, K =[1 |, Ks=|9
25 1 1
Al= A=A =-2,
2 0)
K =|-1],K:a=|0
0 1
/\]=3i, A2="3i,

-3 3i
K, =(l 531)’1(2:(145' IJ



iNDICE ° L 11O 11 11 O 11 O 1 11 1 1 1 O L W L

[}
[ )
]
L]
[]
[
[ ]
0
L]
[}
[
A Coeficientes  indeterminados, método  de:
Agnew, Raph Pdmer, 32 con  operadores  anuladores, 154
Amplitud: con  superposicion, 142
amortiguada, 206 Cofactor, AP-8, AP- 10
de ogcilaciones libres, 200 Condiciones
Andliticided en un punto, 249 de extremos libres, 223
Angulo de fase, 200 en la frontera, 114
Aprpximacién(es): inicides, 12
lined local, 406 Conjunto  fundamenta  de  soluciones:
por diferencias centrdes, 43 1 exigencia de, 121,371
_por diferencies finites, 430-43 1 de un ssema de ecuaciones diferencides linedles, 370
Aritmética de las series de potencias, 249-252 de una ecuaddn diferencid lined, 121
Congtante:
B de amortiguamiento, 202
Bara de torsion, 213 de crecimiento, 74
Bessd: de desintegracion, 74
ecuacion  paramérica, 282 de resorte, 196

vaiable, 201
dectiva dd, 215,245-246
Convergencia absoluta de una serie de potencias, 249

funciones esféricas de, 285

((;abl e colgado, 237 Corriente de edado estable, 80,2 12
Cada de cuerpos modelos para, 26, 29, 82-84, 94-96 Cosecha, %
campo: Crecimi ento:
de direcciones, 401 demogrdfico, 20, 72
de pendientes, 401 mode]os de, 86-91, 84-86, 100-103
Capacidad, 86 exponencid,  72-74, 79
Cargas critices, 227 y decam!mto, 21,72 ,
Caenaria, 2383 Cuasfrecuencia, 206
Centro de una serie de potencias, 248 Cuasiperiodo, 206
Ceros de funciones de Bessd, 284 Cuenta dedizante, 7 '
Circuito(9): Cuerda, juego de la, 228
criicamente  amortiguado, 2 I Curva
ecuadiones  diferencides de, 78,2 de Gompertz, 8991
en srie RC, ecuxion diferencid de, 79 de persecucion, 243
sobreamortiguado, 2l de respuesta a la frecuendia, 220
subamortiguado, 2 I dagica 222
Clasficacion de las ecuaciones diferencidles, 2-3 Curvatura, 223

Cocientes de diferencies, 43 1 de una columna verticd eshdta 226
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D
Datacién con radiocarbono, 74
Dependencia  lined:

de funciones, I 8

de vectores solucién, 370
Depredador-presa,  modelo, 101
Desintegracion  radiactiva, 21, 72-74
Desplazamiento  extremo, 198
Determinante de una mariz, AP-8
Diferencid:

exacta, 4546

criterio para, 46

total, 45
Diferencias:

centrales, 43 1

finitas, 43 1

hacia addante, 43 1

hacia atrés, 43 1
Disaminacion de una enfermedad, 23, 89
Disparos, méodo de, 433-434
Division:

entre una serie de potencias, 25 1, 274-277

sintética, 138

E
Ecuacion:

auxiliar, 134,171

caracteristica, 134, 377

del  movimiento, 198

diferencid auténoma, 19 1

diferencid de Airy, 201, 261,291

diferencid  de Bernoulli, 65-66

diferencid de Bessd, 278
paamérica, 282
solucion de, 279

dferencid  de Cauchy-Euler, 169
méodo de solucion para, 170

diferencid de Claraut, 12

diferencid de Duffing, 242

diferencid de Legendre 278
solucién de, 286

diferencid  exacta, 45

diferencid  homogénes, 64, 116

diferencid lined no homogénea, 116

diferencid  logidtica, 86
modificada, 94
solucion de, 87

diferencid no lined, 3

diferencid  ordinaria, definicion de, 2

diferencid  sparable, 37

diferencid, 2. Véae también Ecuaciones dife-

rencides como modeos mateméticos

auténoma, 19 1

lined, 52

no linea, 3

ordinaria, 2

pacid, 2
en deivadas pacides, definicion de, 2
en diferencias finites, 431-432
en diferencias, 43 1-432
equidimensiond, 170
indicial, 270
integrd, 338
integrodiferencia, 339
logisica modificada, 94

Ecuaciones diferencides

como moddos maematicos:
cable colgado, 237-238
cada de cuerpos, 26
circuitos en serie, 27, 78, 211-214
compelencia de especies,  101-102
crecimiento  demogréfico, 21, 84-91
curvas Oe persecucion, 243
curvatura de una columna vertical eshelta 226
datacion con radiocabono, 74
desintegracion  radiactiva, 21, 97-99
disaminecion de una enfermedad, 23, 89
enfriamiento, 23, 75
fisica atémica, 21, 73
flecha de viges, 223-225
interaccion  depredador-presa, 101
interés compuesto  continuamente, 21
juego de la cuerda 228-229
mezdlas, 24, 77,99
péndulo no lined, 235-236
quimica, 22-23,90, 94
redes eléctricas, 102-103, 106, 394
resortes  acoplados, 356
resortes no linedes, 233234
resortes que desgedtables, 201
sstemas de resorte y masa, 1962 Il
vaciado de un tanque 24

de primer orden:
glicaciones de, 72-80
soluciones de, 54

ordinaias linedes, 3
aplicaciones de, 72, 196,222
de orden superior, Il 3
de primer orden, 52
funcion complementaia paa, 124
homogéness, 116
no homogdness, 116,123
principio(s) de superposicién para, 117, 125
solucion general de, 55121, 123
solucion  particular de, 123

Eigenvdores véae Vdores propios



Eigenvectores  véase Vectores  propios
Eje de smetria, 222

Elasica véase Curva eédica
Elementos linedes, 40 1

Eliminacion  sstemdtica, 178
Enfriamiento, ley de Newton dd, 23

Epidemias, 23, 89
Error:
absoluto, 407

de discretizacion, 409
de digtribuciones, 352
de redondeo, 408
formula, 409
globd  datruncamiento, 410
locad de truncamiento, 409
relativo, 407
porcentud, 396
Estabilidad de los méodo numérico, 422
Estado del sisema, 21, 28, 126
Euler, Leonhard, 226
caga de 227
condante de, 283
ecuacion  diferencid  de, 169
formula de 135
méodos de
paa ecuaciones diferencides, 405411
paa Sdemas de ecuaciones diferencides, 428
Exigencia:
de un conjunto fundamentd de soluciones, 121,37 1
y unicidad de una solucion, 15, 113,369
Exponentes de una singularidad, 270

F
Factor:
de amortiguamiento, 202
integrante, 5 1, 54
Familia de soluciones, 6
Fechamiento con cabono véase Datacién con carbono
Fick, ley de, 109
Fecha de una viga, 223
Forma
esdandar o una ecuacion diferencid lined, 52, 13 1,
163, 167, 256
matricid de un sstema lined, 367

normd vése Forma reducida de una ecuacion diferen

cd lined
reducida renglén-escalén de una mariz, AP- 13
renglén-ecddn de una matriz, AP- 13

Frecuencia, 198
Frobenius, método de, 267-269
Funcion:
complementaria, 124,372
de eror, 59

iNDICE I3

de exctacion, 126
de tranderencia, 344
ddta de Dirac, 349
tranformada de Laplace de la, 350
diente de sera 332
entrada, 196
escalén unitario, 3 14
transformada de Laplace de, 3 18
exddn, 323
factorid generdizada, AP- 1
forzeda, 19
forzada, 207
gamma, 280,305, AP-1
generadora, 283
integra seno, 62
interpolante, 420
logistica, 87
meandro, 332
modificada de Besdl de primera dass, 291
peo de un sistema, 344
sdida, 10
Funciones:
continuas por tramos (o por secciones), 298
de Bess:
ceros de, 283
de primera clase, 280
de segunda clase, 28 1
edféricas 285
graficas de, 281-282
modificadas de primera clase, 291
propiededes de, 283
rdacion de recurrencia diferencid  para, 283
vdores numéicos de 283
dementdes, 8
homogéness de grado o, 64
peridicas, transformada de Laplace de, 329
propias de un problema de vdor en la fronterg,
225-226

G
Gauss-Jordan, eiminacion de, AP-12

H

Heun, formula de, 411

Hipotess de dependencia de densided, 86

1

Impedancia, 213

Impulso unitario, 349

Independencia  lined:
de funciones, 118121
de soluciones, 121
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de vectores propios, 377, AP-18 a AP-19 determinante de, AP-8
de vectores solucién, 370 diferencia de, AP-6
Integral: ecuacion caracteristica de, AP- 17
de convolucidn, 326 exponencid, 395
no elementa, 59 fundamentd, 390
Interés compuesto continuamente, 81-82 igualded de, AP-4
modelo para, 2 1-22 identidad  multiplicativa, ~AP-7
Isoclinas, 401 integr, AP- |l
inversa, AP-9, AP- 10
K inversa. multiplicativa de, AP-9 a AP- 10
Kirchhoff, leyes de, 103211 propieded  asociativa de, AP-8
propiedad  digtributiva  de, AP-8
L multiplicaciéon de, AP-6
Laplace, trandormeda de: mlltiplos de, AP-5
de derivadas, 325 no singular, AP-9
de funciones periddicas, 329 producto de, AP-6
de integraes 329 singular,  AP-9
dela funcién delta de Dirac, 35 1 suma de, AP-4 a AP-5
de la funcion escaldn unitaria, 3 18 suma de, AP-4
Oefinicion  de, 297 simetrica, 381
diferenciacion  de, 320 tamafio de, AP-4
exisencia de  298-300 transpuesta de, 381, AP-9
inversa de, 305 vaores propios de, 376-377, AP-16 a AP-17
linedidad de, 296-298 vector, AP-5
tablas de, AP-24 a Al-26 Maricid  véase Matrices
teorema de convolucion para, 326 Menor, AP- 10
teoremas  detradacion  de, 312-314, 316, 319 Método continuo, 42 1
Legendre, polinomios de, 287 Método:
fundion  generadora para, 268 Oe Adams-Bashforth/Adams-Moulton, 421
grificas de, 288 de cubietta, 3 10
propiededes  de, 288 de Euler mejorado, 411-412
rdacion de recurrencia para, 289 de Frobenius, 267-268
Ley: de las tangentes, 405
de accion de masss, 90 de un paso, 421
de Hooke, 196 o en vaios pasos, 421
de Sefen, de la radiecion, 95 numérico inesteble, 422
Libby, Willard, 74 Métodos
Linedizecion, 236405 de diminacion para sistemas:
LR, circuito en szrig, ecuadion diferencid de, 78 de ecuadiones dgebraicas AP-13
LRC, circuito en serig, ecuacion diferencid de, 27,21 1- de ecuadones diferencides 178
212 de predictor y corrector, 4 1l, 42 1
numéricos  adaptativos, 418
M numéricos
Magnitud de paso, 406 adaptativo, 4 18-4 19
Malthus, Thomas R., 21 de  AdamsBashforth/Adams-Moulton, 421
Matrices de diferencias finitas, 432
aumentada, AP- 13 de digparos, 433-434
operaciones elementdes de rengldn en, AP- 13 de Euler, 405
aAP-14 de Euler meorado, 411-412
cero, AP8 de Heun, 411
columna, AP-4 Oe Runge-Kutta, 4 14-4 15
cuadreda, AP-4 edtabilided de, 422

derivada de, AP- || errores en, 408-410, 412, 417



Mezclas, 24, 77, 99-100

Modelo:
de depredador y presa, de Lotka-Volterra, 100
de maremoto, 97
logigtico de crecimiento, 89

matematico, 20. Véase también Ecuaciones diferen

cides como moddos mateméticos
Modelos de competencia, 101
Movimiento:
amortiguado, 202
aménico simple, 197
criticamente  amortiguado, 203
forzado, 206
libre:
amortiguado, 201
no amortiguado, 196- 199
sobreamortiguado, 202
subamortiguado, 203
Multiplicidad de valores propios, 380-385

N
Newton:
ley de enfriamiento, 23, 75
leyes del movimiento, 25, 197
Nivd de resolucion de un moddo mateméico, 20
Nodo, 102

0
Onda
cuadrada, 332
senoidd  rectificada, 332
triangular, 332
Operaciones  dementdes de rengldn,  AP-13
notacién para AP- 14
Operador:
diferencid  anulador, 154
diferencid, 117, 144
lined, 117,154
Orden:
de una ecuadion diferencid, 2
exponencid, 298
Ogcilaciones:
eéctricas amodnicas smples, 212
en gdemes de resorte y mesa, 196-211
no simétricas, 234

P
Péndulo:
fisico, 235
lined, 236
no lined, 235237
dmple, 235
Periodo, 198

iNDICE 1 -5

Peso, 26
Posicion de equilibrio, 197,356
Primer modo de desviacidn, 227
Primer teorema de tradacion, 3 12-3 13
Principio(s):
de Arquimedes, 3 1
de  superposicion:
paa ecuaciones linedes homogéness, Il 7
para ecuaciones linedes no homogéness, 125
paa sSsemas linedes homogéneos, 369
Problema(s):
de la bola de nieve, 32
de veor en la frontera con dos puntos, 114,222
de vdor inicid de orden nm, 12
de vaor inicid, 12
paa un sSdema de ecuaciones diferencides
linedes, 368
paa una ecuacion diferencid lined, 55,113
de vdores en la frontera 114, 222-229
del quitanieves, 32
Programa ODE  solver, Véoe Programa paa resolver
ecuadiones  diferencides  ordinarias

Programa  para resolver  ecuaciones  diferencides  ordina

rias, 16, 189, 412
Propiedad:
cernidora, 353
de linedlidad, 296
Prueba de la razén, 249
Pulsaciones, 219
Pulso rectangular, 323
Punto ordinario, 257
Punto:
sngular de una ecuacion diferencid, 177,257
en oo, 278
irregular, 265
regular, 265
sngular irregular, 265
sngular regular, 265
en e, 277
Puntos interiores de malla, 43 1

R
Radio de convergencia, 248
Raices:
indicatives, 270
raciondes de una ecuacion polinomia, 138
Reacciones
quimicas de primer orden, 22
Reacciones  quimicas.
de primer orden, 22
de segundo orden, 23,91
de tercer orden, %4
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Reactancia, 2 13
Rectificacion:
de media onda de sen ¢, 332
de onda completa de sen ¢, 332
Redes eléctricas, 86-87, 357
Redondeo, eror de, 408
Reduccién de orden, 130
Regla de Cramer, 164
Resonandia
curva de, 220
frecuencia de, 220
pura, 210
Resorte:
de “congantes’ variables, 201
desgastable, 201,282
duro, 234
lined, 233
no lined, 233
ave, 234
acoplados, 356
Respuesta d impulso, 353
Respuesta, 79
de sgema, 126, 196
entrada cero, 34
edado cero, 344
impulso, 353
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