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Carga y un plano conductor

En el siguiente sistema queda en evidencia la movilidad de las cargas
en un conductor.
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Lo que esperamos

¿Qué tipo de campo eléctrico debemos esperar?

Q

Conductor
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Lo que esperamos

¿Qué tipo de distribución de carga eléctrica debemos esperar?

Q

Conductor
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Método de imagen

Consideremos otro sistema, con sólo dos cargas puntuales equidis-
tantes del plano xy.

La carga original Q y una carga “imagen” ≠Q. La carga imagen no
es real es sólo un artilugio matemático.

Carga imagen
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Método de imagen

El potencial para este nuevo sistema

Ï(x, y, z) = Q

(x2 + y2 + (z ≠ h)2)1/2 + ≠Q

(x2 + y2 + (z + h)2)1/2 .

El método de imagen

Este método podŕıa llamarse “ajuste del contorno de la solu-
ción”.

Volvamos al problema original . . .
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Problema original

Consideremos el potencial anterior como la solución del problema
de una carga Q a una altura h sobre un plano conductor, en z = 0, a
potencial nulo, es decir planteamos como solución para z Ø 0,

Ï(x, y, z) = Q

(x2 + y2 + (z ≠ h)2)1/2 + ≠Q

(x2 + y2 + (z + h)2)1/2 .
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Solución del problema original

Claramente el potencial propuesto es solución de la ecuación de
Laplace, es decir, Ò2Ï = 0.

Además, el potencial satisface la condición de borde sobre el plano
xy, es decir para z = 0 el potencial es nulo.

Por lo anterior, es la solución del problema.
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El campo eléctrico

A partir de potencial encontrado podemos derivar el campo eléctrico
para la región z Ø 0,

Ę(x, y, z) = ≠Ǫ̀Ï(x, y, z) =
C

xQ

(x2 + y2 + (z ≠ h)2)3/2 ≠ xQ

(x2 + y2 + (z + h)2)3/2

D

x̂+

+
C

yQ

(x2 + y2 + (z ≠ h)2)3/2 ≠ yQ

(x2 + y2 + (z + h)2)3/2

D

ŷ+

+
C

(z ≠ h)Q
(x2 + y2 + (z ≠ h)2)3/2 ≠ (z + h)Q

(x2 + y2 + (z + h)2)3/2

D

ẑ .
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El campo eléctrico en el plano

Evaluamos el campo sobre el plano, es decir, z = 0,

Ę(x, y, z = 0) = 0 x̂ + 0 ŷ ≠ 2hQ

(x2 + y2 + h2)3/2 ẑ ,

= ≠ 2hQ

(x2 + y2 + h2)3/2 ẑ .

El campo es normal a la superficie, tal como se esperaba.
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La densidad superficial de carga

Para mantener el plano xy a potencial cero se debe inducir una
densidad superficial de carga ‡(x, y) sobre el plano

‡(x, y) = Ez(x, y)
4fi

= ≠Qh

2fi(x2 + y2 + h2)3/2

La carga superficial total qT debe valer ≠Q. Como comprobación
podŕıamos integrar para toda la superficie y ver que ocurre.
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La densidad superficial de carga
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La carga total

Integramos sobre toda la superficie con el cambio de variable, r2 =
x2 + y2.

qT =
⁄

‡ da ,

=
⁄ 2fi

0

⁄ Œ

0
‡(r) rdrd„ = 2fi

⁄ Œ

0

≠Qhr

2fi(r2 + h2)3/2 dr ,

=
⁄ Œ

0

≠Qhr dr

(r2 + h2)3/2 = ≠Qh

C
≠1

(r2 + h2)1/2

DŒ

0
,

= ≠Qh
5≠1

Œ ≠ ≠1
h

6
= ≠Q .
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Ejemplo III.I

Dos esferas conductoras

Encuentre el potencial eléctrico en todo el espacio para la si-
guiente configuración de dos esferas conductoras concéntricas

R1

Q2Q1
R2

127/428 Diplomado Fundamentos de la F́ısica: Electromagnetismo

&



Solución III.I.i Esfera interior

El potencial eléctrico debido a la esfera interior de radio R2 y
carga Q2 es

Ï(r) =

Y
_________]

_________[

Q2
R2

, para 0 < r < R2,

Q2
r

, para R2 < r < R1,

Q2
r

, para R1 < r.
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Solución III.I.ii Esfera exterior

El potencial eléctrico debido a la esfera exterior de radio R1 y
carga Q1 es

Ï(r) =

Y
_________]

_________[

Q1
R1

, para 0 < r < R2,

Q1
R1

, para R2 < r < R1,

Q1
r

, para R1 < r.
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Solución III.I.iii Superponiendo

Superpongamos ambos potenciales

Regiones: 0 < r < R2 R2 < r < R1 R1 < r

Esfera interior Q2
R2

Q2
r

Q2
r

Esfera exterior Q1
R1

Q1
R1

Q1
r

La suma Q1
R1

+ Q2
R2

Q1
R1

+ Q2
r

Q1 + Q2
r
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Solución III.I.iv El resultado

El potencial eléctrico total debido a ambas esferas es

Ï(r) =

Y
_________]

_________[

Q1
R1

+ Q2
R2

, para 0 < r < R2,

Q1
R1

+ Q2
r

, para R2 < r < R1,

Q1 + Q2
r

, para R1 < r.
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Solución III.I.v El campo eléctrico

El campo eléctrico total debido a ambas esferas es

Ę(r) =

Y
________]

________[

0̨ , para 0 < r < R2,

Q2
r2 r̂ , para R2 < r < R1,

Q1 + Q2
r2 r̂ , para R1 < r.
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Solución III.I.vi Sobre las esfera

El potencial sobre la esfera exterior es

Ïe = Q1 + Q2
R1

.

El potencial sobre la esfera interior es

Ïi = Q1
R1

+ Q2
R2

.

Si las dos esferas contienen la misma cantidad de carga pero de
signos contrarios Q1 = ≠Q2. El campo eléctrico es distinto de cero
solamente en el espacio entre ellas.
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Problemas de contorno

Existen algunos métodos generales para tratar los problemas de
contorno, es decir, encontrar el potencial electroestático dada ciertas
condiciones de contorno.

A continuación, ilustraremos tres métodos, de los varios que existen,
para enfrentar este problema.
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Tres métodos a ilustrar

Representación conforme. Un método anaĺıtico en dos
dimensiones.

Métodos de relajación. Un de los método numérico más usados
para resolver este problema.

Método de ḿınima enerǵıa, un método variacional.
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Otros métodos de solución

Los anteriores no son los únicos métodos de solución, existen otros
métodos tanto anaĺıticos como numéricos para enfrentar este proble-
ma.

Como ejemplo de otro método anaĺıtico tenemos la expansión en
funciones ortogonales y como ejemplo de otro método numérico tene-
mos las diferencias finitas.
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Primer método

Es un método basado en la teoŕıa de funciones complejas.

Toda función complejas F (z) = F (x + iy) = F (x, y), se pueden
separar en una función que es la parte real, u(x, y), y otra que es su
parte imaginaria, v(x, y). Tal que F (x, y) = u(x, y) + iv(x, y).

Se puede demostrar que śı la función F (z) es anaĺıtica (diferen-
ciable), cada una de las funciones u(x, y) y v(x, y) satisfacen una
ecuación de Laplace en dos dimensiones.
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Ecuación de Laplace 2D

Como las funciones u(x, y) y v(x, y) satisfacen una ecuación de
Laplace en dos dimensiones ellas son armónicas.

Ecuación de Laplace en dos dimensiones

ˆ2u(x, y)
ˆx2 + ˆ2u(x, y)

ˆy2 = 0 ,
ˆ2v(x, y)

ˆx2 + ˆ2v(x, y)
ˆy2 = 0 .
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Restricciones

Lamentablemente, este método es sólo aplicable a sistemas de dos
dimensiones.

Sin embargo, hay muchos sistemas que pueden ser reducido a dos
dimensiones, por ejemplo: cilindros en los cuales no hay variación sobre
el eje z o problemas rectangulares como planos infinito.
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Representación Conforme

Una aplicación F es conforme si mantiene los ángulos orientados.
Es decir, si dos curvas C1, C2 formaban un ángulo „1 en un punto z
entonces sus respectivas imágenes bajo F , digamos C Õ

1 y C Õ
2 forman

el mismo ángulo en el punto zÕ, que es la imagen de z.

La idea es encontrar una aplicación conforme que nos permita trans-
formar las condiciones de borde del problema original a unas que nos
resulten más fáciles para resolver.
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Un ejemplo de mapeo conforme

Consideremos el siguiente problema: encontrar el potencial eĺectrico
en el plano superior (y > 0) con las condiciones de contorno especifi-
cadas en la figura.

Aislador

x

y
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El mapeo conforme

Representamos cualquier punto del plano (x, y) por un complejo de
la forma z = x + iy o bien en su forma polar z = rei◊.

Planteamos el mapeo conforme w, es decir, una función de los
C æ C que preserva los ángulos orientados,

Ecuación de Laplace en dos dimensiones

w(z) = u(z) + iv(z) = Log z = Log rei◊ = Log r + i◊ .

Entonces el problema se mapea en ...
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El mapeo conforme

Representamos cualquier punto del plano (x, y) por un complejo de
la forma z = x + iy o bien en su forma polar z = rei◊.

Planteamos el mapeo conforme w, es decir, una función de los
C æ C que preserva los ángulos orientados,

Ecuación de Laplace en dos dimensiones

w(z) = u(z) + iv(z) = Log z = Log rei◊ = Log r + i◊ .

Entonces el problema se mapea en ...
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Solución en el plano transformado

Aislador

x

y

u

v
π
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La solución en el plano w

La primera semirrecta ◊ = 0 ≠æ v = 0.

La segunda semi-recta ◊ = fi ≠æ v = fi.

la solución en el plano w es

Ï(u, v) = Vo

fi
v = Vo

fi
◊ , con 0 Æ ◊ Æ fi.
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La solución en cartesianas

En términos de las coordenadas cartesianas

La Solución

Ï(x, y) = Vo

fi
arctan y

x
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Chequando la solución

Ò2Ï = ˆ2Ï(x, y)
ˆx2 + ˆ2Ï(x, y)

ˆy2 ,

= ˆ2

ˆx2
Vo

fi
arctan y

x
+ ˆ2

ˆy2
Vo

fi
arctan y

x
,

= Vo

fi

S

WU
ˆ

ˆx

Q

ca
≠y

x2
1

y

x

22
+ 1

R

db + ˆ

ˆy

Q

ca
1
x1

y

x

22
+ 1

R

db

T

XV ,

= Vo

fi

C
ˆ

ˆx

A
≠y

y2 + x2

B

+ ˆ

ˆy

A
x

y2 + x2

BD

,

= Vo

fi

C
2xy

(y2 + x2)2 + ≠2xy

(y2 + x2)2

D

= 0 .
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Graficando la solución
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Segundo método

Existen métodos numéricos para encontrar, en forma aproximada,
el potencial electrostático con ciertos valores de contorno dados.

Un método simple y casi universalmente aplicable corresponde al
Método de Relajación, que está basado en el hecho de que para una
función armónicas su valor en un punto es igual al valor promedio
sobre una esfera en torno al punto.
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Algoritmo del Método

En este método discretizamos el espacio x̨i y definimos el potencial
sobre ese conjunto discreto de puntos, Ï(x̨i).

Todos los valores (salvo el contorno que está fijo al valor de la
condición dada) se ajustan tal que cumplan con el promedio de los
valores vecinos.

Iteramos este proceso hasta que los cambios sean despreciables (o
tan pequeños como se quiera, teniendo en cuenta la precisión numéri-
ca).
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Ejemplo de Relajación

Consideremos el problema de encontrar numéricamente el potencial
para un sistema unidimensional con las condiciones de borde especifi-
cadas en la figura.
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La solución anaĺıtica

La ecuación de Laplace en una dimensión

d2Ï(x)
dx2 = 0 =∆ dÏ(x)

dx
= a =∆ Ï(x) = ax + b ,

donde a y b son constantes a determinar imponiendo las condiciones
de contorno.

La condiciones de borde

Ï(0) = 0 =∆ b = 0 , Ï(10) = 10 =∆ a = 1 .

La solución anaĺıtica del problema es

Ï(x) = x
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La solución numérica I
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La solución numérica II
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La solución numérica III
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La solución numérica IV
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El código
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Primera iteración
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Segunda iteración
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Iteración 5
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Iteración 10
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Iteración 20
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Iteración 40
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Iteración 60
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Iteración 80
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Iteración 99
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Proceso de relajación
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Otra condición inicial

167/428 Diplomado Fundamentos de la F́ısica: Electromagnetismo



Nuevo proceso de relajación
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Método variacional

Si consideramos la enerǵıa de un sistema electrostático, como un
funcional del potencial eléctrico:

U = 1
8fi

⁄ --- Ǫ̀Ï
---
2

dv

Enunciado como principio variacional: el funcional de la enerǵıa será
ḿınimo cuando Ï, que debe satisfacer las condiciones de borde, sea
la solución al problema f́ısico.
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Método variacional

Entre más se aproximan la función de prueba a la solución del
problema menor será U .

Podemos elegir una familia paramétrica de funciones de prueba
que satisfagan las condiciones de borde y variar los parámetros hasta
encontrar el ḿınimo.

Si la familia de prueba elegida incluye entre sus miembros la solución
del problema f́ısico, cuando minimicemos la encontraremos.
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El problema

Con las siguientes condiciones de borde
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La solución anaĺıtica

La ecuación de Laplace en una dimensión

d2Ï(x)
dx2 = 0 =∆ dÏ(x)

dx
= a =∆ Ï(x) = ax + b ,

donde a y b son constantes a determinar imponiendo las condiciones
de contorno.

La condiciones de borde

Ï(0) = 0 =∆ b = 0 , Ï(d) = V0 =∆ a = V0
d

.

La solución anaĺıtica del problema es

Ï(x) = V0
x

d
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Familia de Funciones

Consideremos la siguiente familia de funciones de prueba

Â–(x) = Vo

x2

d2 + –x(x ≠ d) ,

donde – es un parámetro.

Verificamos que las condiciones de borde son satisfechas Â–(0) = 0
y Â–(d) = Vo.

173/428 Diplomado Fundamentos de la F́ısica: Electromagnetismo

Y(0= 1)

O >
& (0= 2)

↓
el paramatio

G(x= 3)

Votax(x-d Y = Vo
d

Y(h) Y =Vod
I

·

a



El módulo cuadrado del gradiente

Â–(x) = Vo

x2

d2 + –x2 ≠ –dx ,

Ǫ̀Â– = ˆÂ

ˆx
x̂ =

3
2Vo

x

d2 + 2–x ≠ –d
4

x̂ ,

--- Ǫ̀Â–

---
2

= 4
3

Vo

d2 + –
42

x2 ≠ 4
3

Vo

d2 + –
4

–dx + –2d2 .
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En la integral

U = 1
8fi

⁄ --- Ǫ̀Â–

---
2

dv ,

U = 1
8fi

⁄
d

0

C

4
3

Vo

d2 + –
42

x2 ≠ 4
3

Vo

d2 + –
4

–dx + –2d2
D

dx ,

U = 1
8fi

C
4
3

3
Vo

d2 + –
42

d3 ≠ 2
3

Vo

d2 + –
4

–d3 + –2d3
D

,

U = 1
8fi

C
4
3

V 2
o

d
+ 2

3Vod– + 1
3d3–2

D

.
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Minimización

Para buscar el ḿınimo, derivamos el funcional respecto al parámetro
– e igualamos a cero,

ˆU

ˆ–
= 1

8fi

52
3Vod + 2

3d3–
6

= 0 .

Al resolver para –.

Vod + d3– = 0 =∆ – = ≠Vo

d2 .

y. . .
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La solución

Al reemplazar en la solución

Â–ḿın(x) = Vo

x2

d2 + –x(x ≠ d)

= Vo

x2

d2 ≠ Vo

x2

d2 + Vo

xd

d2 .

La Solución

Â–ḿın(x) = Vo
x

d
= Ï(x)
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