69.

10.

n.

a) ¢;Qué tan grande tenemos que hacer x para que
1/x* < 0.0001?
b) Al hacer r = 2 en el teorema 5, tenemos la proposicién

Demuéstrela directamente aplicando la definicién 7.

a) (Qué tan grande debemos tomar a x de
manera que 1/y/x < 0.0001?
b) Tomando 7 = 3 en el teorema 5, tenemos la proposicién

1
lim—=0
x> o /x
Demuéstrela directamente aplicando la definicién 7.

1
Demuestre, mediante la definicion 8, que lim — = 0.
P

Derivadas y razones de cambio

72,

13.
14.

15.
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Demuestre, mediante la definicién 9, que lim x* = o,
oy

Utilice la definicién 9 para demostrar que }glgc et =

Formule una definicién precisa de
lim f(x) = —o0

Después utilice su definicién para demostrar que

rli’ryx (1+x%)=—»
Demuestre que

lim £ () = lim f(1/1)
y im_f(x) = lim £(1/0)

si estos limites existen.
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El problema de encontrar la recta tangente a una curva y el problema de encontrar la
velocidad de un objeto involucran encontrar el mismo tipo de limite, como vimos en la sec-
cion 2.1. Este tipo especial de limite se denomina derivada y en las ciencias e ingenieria
puede ser interpretada como una razén de cambio.

I Tangentes

Si una curva C tiene la ecuacién y = f(x) y quiere usted hallar la recta tangente a C en el
punto P(a, f(a)), entonces considere un punto cercano Q(x, f(x)), donde x # a, y calcule

la pendiente de la recta secante PQ:

)~ fl)

PQ
X —da

Después, acerque Q a P a lo largo de la curva C, haciendo que x tienda a a. Si mp, tiende
un nimero m, entonces definimos la fangente t como la recta que pasa por P con pendien-
* te m. (Esto equivale a decir que la recta tangente es la posicion limite de la recta secante
PQ cuando Q tiene a P. (Véase la figura 1.)

E] Definicion La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la recta
que pasa por P con pendiente

o J) — fla)
m=lim ———

x—a X —a

siempre que este limite exista.

o

FIG

/ X

En nuestro primer ejemplo, se confirma la suposiciéon que hicimos en el ejemplo 1

URA 1 de la seccion 2.1.
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Forma punto-pendiente para una recta que
pasa por el punto (x;, y;) con pendiente m:

y =y =mx = x)

Visual 2.7 muestra una animacién de la
figura 2.

0

u m Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la parabola y = x?, en el
punto P(1,1).

SOLUCION En este caso, a = 1y f(x) = x?, de modo que la pendiente es

- X1
m = lim = lim
x—1 X — 1 x—1 X — 1
o (x—=Dx+1
=lim———
x—1 X — 1

—lmGx+1D)=1+1=2
x—1

Con la forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta, se encuentra que la ecuacién de
la recta tangente en (1, 1) es

y—1=2(x—1) obien y=2x — 1 |

A veces se hace referencia a la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto
como la pendiente de la curva en el punto. La idea es que si se acerca lo suficiente al
punto, la curva parece una linea recta. En la figura 2 se ilustra este procedimiento para la
curva y = x? del ejemplo 1. Cuanto mds se acerque, tanto mds la parabola se parece a una
recta. En otras palabras, la curva casi se vuelve indistinguible de su recta tangente.

1.5 1.1

2 0.5 ' ' ' ' 1.5 0.9 1.1

FIGURA 2 Acercamiento hacia el punto (1, 1) sobre la pardbola y = x>

Ola+h, fla+h)

FIGURA 3

Existe otra expresion para la pendiente de la recta tangente que a veces es mas
facil de usar. Si 2 = x — a, en este caso x = a + h, entonces la pendiente de la recta
secante PQ es

_ fla+h) —f@

mpg h

(Véase la figura 3, donde se ilustra el caso 7 > 0y Q estd a la derecha de P. Sin embargo,
si h < 0, Q estaria a la izquierda de P.)

Note que conforme x se aproxima a a, h se acerca a 0 (puesto que 7 = x — a) y, por
ende, la expresion de la pendiente de la recta tangente, en la definicidn 1 se convierte en

@ m=1imf(a+h)_f(a)

h—0 h

m Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la hipérbola y = 3/x, en el
punto (3, 1).



FIGURA 4

posicién en el
instante 1 = a

posicién en el
instante t=a + h

e

7 Ky
fla+h) — fla)
[e—— fla) —
| fla+h) |
FIGURA 5
K
Ola+h, fla+h))
P(a, f(a))
h
0 a a+h t
_ flath —fla)
Mpo = h
= velocidad promedio
FIGURA 6

Recuerde que en la seccién 2.1 vimos que la
distancia (en metros) que recorre la pelota que
cae una vez que transcurre ¢ segundos es 4.9¢>.
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SOLUCION Sea f(x) = 3/x. Entonces, la pendiente de la tangente en (3, 1) es

3 1 3—3+h)
. fB+h) —f(3) . 3+h . 3+ h
m = lim = lim = lim
h—0 h h—0 h—0 h
" gL 1
Ao hGB A+ h) i 344k 3

En consecuencia, la ecuacion de la tangente en el punto (3, 1) es
y—1=—5(x=3)

la cual se simplifica a x+3y—-6=0

En la figura 4 se muestra la hipérbola y su tangente.

I Velocidades

En la seccién 2.1 investigamos el movimiento de una pelota que se dejo caer desde la Torre
CN, y se defini6 su velocidad como el limite del valor de las velocidades promedio sobre
periodos de tiempo cada vez mas cortos.

En general, suponga que un objeto se mueve a lo largo de una linea recta, de acuerdo
con una ecuacién del movimiento s = f(f), donde s es el desplazamiento (distancia dirigi-
da) del objeto respecto al origen, en el tiempo ¢. La funcién f que describe el movimiento
se conoce como funcién posicién del objeto. En el intervalo de tiempo ¢ = a hasta
t = a + h, el cambio en la posicion es f(a + h) — f(a). (Véase la figura 5.) La velocidad
promedio en este intervalo de tiempo es

desplazamiento  f(a + h) — f(a)
tiempo h

velocidad promedio =

que es lo mismo que la pendiente de la recta secante PQ en la figura 6.

Suponga ahora que calcula las velocidades promedio sobre intervalos de tiempo [a, a + 1]
mds y mds cortos. En otras palabras, haga que /4 tienda a 0. Como en el ejemplo de
la pelota que cae, se definié la velocidad (o velocidad instantanea) v(a) en el instante
t = a como el limite de estas velocidades promedio:

fla+h) — fla)
h

3]

v(a) = lim
h—0

Esto significa que la velocidad en el instante + = a es igual a la pendiente de la recta tan-
gente en P. (Compare las ecuaciones 2 y 3.)
Ahora que sabe calcular limites, vuelva a considerar el problema de la pelota que cae.

m m Suponga que se deja caer una pelota desde la plataforma superior de
observacion de la Torre CN, a 450 m sobre el nivel del suelo.

a) (Cudl es la velocidad de la pelota después de 5 segundos?

b) (Con qué rapidez cae cuando choca contra el suelo?

SOLUCION Necesita usted hallar la velocidad cuando ¢ = 5 y cuando la pelota golpea
el suelo, de tal manera que es conveniente iniciar la bisqueda de la velocidad en
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f'(a) se lee “f prima de a”.

un tiempo general ¢+ = a. Empleando la ecuacion de movimiento s = f(¢) = 4.9¢2,
se tiene
fla+h) = fla) i 49(a + h)* — 494>

h i h

v(a) = lim
h—0

. 49(a* + 2ah + h* — a?) . 4.9Qah + h?)
= lim =lim—

h—0 h h—0 h

= %III(I) 492a + h) = 9.8a

a) La velocidad después de 5s es v(5) = (9.8)(5) = 49m/s.
b) Puesto que la plataforma de observacién estd a 450 m sobre el nivel del suelo, la
pelota chocard contra el suelo en el instante #,, cuando s(#,) = 450; es decir,

4.9t = 450
Esto da
, 450 450

tf = Hh = — =06
F= %o Y D 49 )

Por tanto, la velocidad de la pelota cuando choca contra el suelo es

450
v(t)) = 9.8t; = 9.8y |—— = 94 m/s
4.9 -

I Derivadas

Hemos visto que en la bisqueda de la pendiente de una recta tangente (ecuacién 2) o la
velocidad de un objeto (ecuacién 3) surge la misma clase de limite. De hecho, limites en
la forma

o Slath) ~ f(a)

m————

h—0 h

surgen cuando calculamos una razén de cambio en cualquiera de las ciencias o en ingenie-
ria, tal como la velocidad de reaccion en quimica o un costo marginal en economia. Ya que
esta clase de limite aparece muy a menudo, se da un nombre y notacién especial.

4] Definicion La derivada de una funcién f en un nimero x = a, denotada por

f'(@), es

fla + h) — fla)

[f'(a) = lim P

si este limite existe.

Si se escribe x = a + h, entonces h = x — a 'y h tiende a 0 si y s6lo si x tiende a a. En
consecuencia, una manera equivalente de expresar la definiciéon de la derivada, como
vimos en la bisqueda de rectas tangentes, es

(5] fa@) = tim LS

xX—a X a

W EFETEEE] Encuentre la derivada de la funcién f(x) = x> — 8x + 9 en el nimero

X = d.
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SOLUCION De la definicidn 4 se tiene

fla+h) — fla)

f'(a) = lim h

@+ h)*—8(a+ h) +9] —[a®> — 8a + 9]
= lim

h—0 h

a*+2ah+h*—8a—8h+9—a*+ 8 —9

= lim
h—0 h
2ah + h* — 8h
= lfma— =1im 2a + h — 8)
h—0 h h—0
=2a — 8
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Definimos la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) como la recta que
pasa por Py tiene pendiente m, dada por la ecuacién 1 o 2. Ya que, por la definicion 4, ésta

es la misma que la derivada f'(a), podemos decir lo siguiente.

diente es igual a f'(a), la derivada de fen x = a.

La recta tangente a y = f(x) en (a, f(a)) es la recta que pasa por (a, f(a)) cuya pen-

Si utilizamos la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, podemos escribir la

ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)):

y y — fla) = f'(a)(x — a)

y=x*—8x+9

en el punto (3, —6).

I FEEENE  Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la pardbola y = x> — 8x + 9

0 x
SOLUCION Del ejemplo 4 sabemos que la derivada de f(x) = x> — 8x + 9 en el niimero
(3,-6) x =aes f'(a) = 2a — 8. En consecuencia, la pendiente de la recta tangente en (3, —6)
es f'(3) = 2(3) — 8 = —2. En estos términos, la ecuacién de la recta tangente que se
y="2x muestra en la figura 7, es
y—(—6)=(—2)(x —3) obien y= —2x [
FIGURA 7

I Razones de cambio

Suponga que y es una cantidad que depende de otra cantidad x. Asi, y es una funcién de x
y lo expresamos como y = f(x). Si x cambia de x, a x,, entonces el cambio en x (también

conocido como incremento de x) es

Ax=x, — x
y el cambio correspondiente en y es

Ay :f(xz) - f(xl)

El cociente de diferencias

Ay _ fOx) = )

Ax X2 — X
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Q(XZs f(xz))

razén de cambio promedio = mpq

razén de cambio instantdnea =
pendiente de la recta tangente en P

FIGURA 8

/ x

FIGURA 9

Los valores de y cambian rdpidamente
en Py lentamente en Q.

se llama razon de cambio promedio de y respecto a x sobre el intervalo [x, x,], y puede
interpretarse como la pendiente de la recta secante PQ en la figura 8.

Por analogia con la velocidad, considere la razén de cambio promedio en intervalos
cada vez mds pequeflos haciendo que x, tienda a x, y, por tanto, hacer que Ax tienda a 0.
El limite de estas razones de cambio promedio se llama razén de cambio (instantanea)
de y respecto a x en x = x,, lo cual se interpreta como la pendiente de la recta tan-
gente a la curva y = f(x) en P(x, f(x1)):

.. A x) — f(x
@ Razon de cambio instantdnea = lim 2y lim M
Ax—0 Ax X2 X1 X2 — X

Reconocemos este limite como la derivada f'(x;).
Sabemos que una interpretacién de la derivada f'(a) es como la pendiente de la recta
tangente a la curva y = f(x) cuando x = a. Ahora tenemos una segunda interpretacion:

La derivada f'(a) es la razén de cambio instantdnea de y = f(x) respecto a x cuando
X =a.

El vinculo con la primera interpretacion es que si dibuja la curva y = f(x), entonces la
razon de cambio instantdnea es la pendiente de la recta tangente a esta curva en el punto
donde x = a. Esto significa que cuando la derivada es grande (y, en consecuencia, la curva
es escarpada, como en el punto P de la figura 9), los valores de y cambian rapidamente.
Cuando la derivada es pequeiia, la curva es relativamente plana (como en el punto Q), y el
valor de y cambia lentamente.

En particular, si s = f(7) es la funcién posicién de una particula que se mueve a lo largo
de una linea recta, entonces f'(a) es la razén de cambio del desplazamiento s respecto al
tiempo t. En otras palabras, f'(a) es la velocidad de la particula en el tiempo t = a.
La rapidez de la particula es el valor absoluto de la velocidad, es decir, | f'(a) |.

En el siguiente ejemplo se analiza el significado de la derivada de una funcién que estd
definida verbalmente.

I FEETENN  Un fabricante produce un rollo de un tejido con ancho fijo. El costo de
producir x yardas de este tejido es de C = f(x) ddlares.

a) ¢Cuadl es el significado de la derivada f'(x)? ;Cuales son sus unidades?

b) En términos practicos, ;qué significa decir que f'(1000) = 9?

¢) ¢Cudl piensa que es mds grande f'(50) o f'(500)? ;Qué hay respecto a f'(5000)?

SOLUCION
a) La derivada f’(x) es la razén de cambio instantdnea de C respecto a x, es decir, f'(x)
significa la razén de cambio del costo de produccion respecto al nimero de yardas
producidas. (Los economistas llaman a esta rapidez de cambio cosfo marginal. Esta idea
se analiza en mds detalle en las secciones 3.7 y 4.7.)

Ya que

! 2 C
[0 = Jim —=
las unidades para f’(x) son las mismas que las unidades para el cociente de diferencias

AC/Ax. Puesto que AC se mide en ddlares y Ax en yardas, las unidades para f”(x) son
dolares por cada yarda.



En este caso suponga que la funcién costo se
comporta bien; en otras palabras, C(x) no oscila
rapidamente cerca de x = 1000.

t D(1)
1980 930.2
1985 1945.9
1990 32333
1995 4974.0
2000 5674.2
2005 7932.7

Una nota sobre unidades

Las unidades de la razén de cambio promedio
AD/At son las unidades para AD divididas
entre las unidades de Az, o sea, miles de
millones de délares por cada afio. La razén

de cambio instanténea es el limite de la

razén de cambio promedio, de este modo, se
mide en las mismas unidades: miles de millones
de délares por cada afio.
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b) El enunciado de que f'(1000) = 9 significa que, después de fabricar 1000 yardas de
tejido, la cantidad a la cual se incrementa el costo de produccién es de 9 ddlares/yarda.
(Cuando x = 1000, C se incrementa 9 veces tan rdpido como x.)
Dado que Ax = 1 es pequefio si se le compara con x = 1000, podria usarse la aproximacién
AC AC

(1000) ~ — = — = A
£1(1000) ~ == = = C

y decimos que el costo de fabricacién de las 1000 yardas (o de la 1001) es de casi 9 ddlares.

c) Larazoén a la cual se incrementa el costo de produccién (por cada yarda)
probablemente es inferior cuando x = 500 que cuando x = 50 (el costo de fabricacién
de la yarda 500 es menor que el costo de la yarda 50) debido a la escala econdémica. (El
fabricante hace mas eficiente el uso de los costos de produccién fijos.) De manera que

1'(50) > f"(500)

Pero, conforme se expande la produccion, el resultado de la operacion a gran escala
serd ineficiente y con eso los costos de horas extra de trabajo. En estos términos, es
posible que la razén de incremento de costos empezardn con el tiempo a subir. De este
modo, es posible que suceda que

f'(5000) > £'(500) [

En el ejemplo siguiente estimaremos la razén de cambio de la deuda nacional respecto
al tiempo. En este caso, la funcién no se define mediante una férmula sino mediante una
tabla de valores.

I FZEGE] Sea D(r) la deuda nacional de EU en el tiempo . La tabla en el margen
proporciona valores aproximados de esta funcién siempre que se estime a fin de afio,

en miles de millones de ddlares, desde 1980 hasta 2005. Interprete y estime el valor

de D'(1990).

SOLUCION La derivada D'(1990) significa la razén de cambio de D respecto a ¢ cuando
t = 1990, es decir, la razon de incremento de la deuda nacional en 1990.
De acuerdo con la ecuacion 5,

, D) — D(1990)
D'(1990) = lim ———°-

Asi que calculamos y tabulamos los valores del cociente de diferencias (la razén de
cambio promedio) como sigue.

, D(t) — D(1990)
t — 1990
1980 230.31
1985 257.48
1995 348.14
2000 244.09
2005 313.29

A partir de esta tabla vemos que D'(1990) se localiza en alguna parte entre 257.48 y
348.14 miles de millones de ddlares por cada afio. [En este caso, estd haciendo la
suposicion razonable de que la deuda no fluctuard de manera erratica entre 1980 y el
2000.] Se estima que la razén de incremento de la deuda nacional de EU en 1990 fue
el promedio de estos nimeros, especificamente

D’'(1990) = 303 miles de millones de ddlares por cada afio.

Otro método seria una grafica de la funciéon deuda y estimar la pendiente de la recta
tangente cuando ¢ = 1990. [
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m Ejercicios

En los ejemplos 3, 6 y 7 aparecen tres casos especificos de razones de cambio: la
velocidad de un objeto es la razén de cambio del desplazamiento respecto al tiempo; el costo
marginal es la razén de cambio del costo de produccion respecto al nimero de articulos
producidos; la razén de cambio de la deuda respecto al tiempo es de interés en economia.
Existen otras razones de cambio: en fisica, la razén de cambio de trabajo respecto al tiem-
po se le denomina potencia. Los quimicos que estudian una reaccién quimica estan inte-
resados en la razén de cambio de la concentraciéon de un reactivo respecto al tiempo
(denominada velocidad de reaccion). Un bi6logo se interesa en la relaciéon de cambio de
la poblacién de una colonia de bacterias respecto al tiempo. De hecho, el cdlculo de razo-
nes de cambio es importante en todas las ciencias naturales, en la ingenieria e, incluso, en
las ciencias sociales. En la seccién 3.7 se dardn mas ejemplos.

Todas estas razones de cambio son derivadas y pueden interpretarse como pendientes
de rectas tangentes. Esto le confiere un significado adicional a la solucién del problema de
la tangente. Siempre que resuelve usted problemas en que intervienen rectas tangentes,
no sélo resuelve un problema de geometria, también resuelve implicitamente gran
variedad de problemas de las ciencias y la ingenieria, en que intervienen razones de
cambio.

1. Una curva tiene la ecuacién y = f(x).

b) Determine las ecuaciones de las rectas tangentes en los

a) Escriba una expresién para la pendiente de la recta secante puntos (1, 5) y (2, 3).

que pasa por los puntos P(3, f(3)) y O(x, f(x)). A c) Grafique la curva y ambas rectas tangentes en una misma
b) Escriba una expresion para la pendiente de la recta tangente pantalla.

en P.

4 2. Dibuje la curva y = ¢* en los rectangulos de vista [—1, 1]
por [0, 2], [—0.5, 0.5] por [0.5, 1.5] y [—0.1, 0.1] por

10. a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva
y = 1/4/x en el punto donde x = a.
b) Plantee las ecuaciones de las rectas tangentes en los puntos

[0.9, 1.1]. ;Qué advierte acerca de la curva conforme hace 1,y (4, %)

un acercamiento hacia el punto (0, 1)?

3. a) Halle la pendiente de la recta tangente a la pardbola

y = 4x — x?en el punto (1, 3)

i) usando la definicién 1
b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente del inciso a).

Y
<]

c) Grafique la curva y ambas rectas tangentes en una misma
pantalla.

11. a) Una particula empieza moviéndose a la derecha a lo largo

ii) usando la ecuacién 2 de una recta horizontal; la grafica de su funcién posicion se

muestra enseguida. ;Cudndo se mueve la particula a la derecha?

a5 ¢) Dibuje la pardbola y la recta tangente. Como verificacion de (Cudndo a la izquierda? ;Cudndo permanece inmdvil?
su trabajo, haga un acercamiento hacia el punto (1, 3) hasta b) Dibuje una gréfica de la funcién velocidad.
que la pardbola y la recta tangente sean indistinguibles. s (metros)

4. a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva 4
y=x — x*en el punto (1, 0)
i) usando la definicién 1 ii) usando la ecuacién 2 2 /
b) Halle la ecuacion de la recta tangente del inciso a).
A ¢) Dibuje la curva y la recta tangente en rectangulos de vista 0 7 2 6 1 (segundos)

cada vez mds pequefios centrados en (1, 0) hasta que
parezcan coincidir la curva y la recta.

5-8 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de las

siguientes curvas en el punto dado.

12. Se muestran las gréficas de las funciones posicion de dos
competidoras, A y B, quienes compiten en los 100 m y
terminan en empate.

5 5 s (metros)
5. y=4x — 3x* (2,—4) 6. y=x"—-3x+1, (2,3)
2x + 1
.y=4vx, (1D 8. y=—"-—— (1,1 80 A
x+ 2
40
B
9. a) Determine la pendiente de la recta tangente a la curva [
y =3 + 4x* — 2x? en el punto donde x = a. 0 4 8 12 t (segundos)

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

a) Describa y compare como desarrollaron la carrera las
competidoras.

b) (En qué momento hay la mayor distancia entre las
competidoras?

¢) (En qué momento tienen la misma velocidad?

Si una pelota se lanza al aire verticalmente hacia arriba,

con una velocidad de 40 pies/s, su altura (en pies) una vez que
transcurren ¢ segundos, estd dada por y = 40r — 16¢2.
Encuentre la velocidad cuando 7 = 2.

Si se lanza una roca verticalmente hacia arriba en el planeta
Marte con una velocidad de 10m/s, su altura (en metros)
después de ¢ segundos esta dada por H = 10t — 1.86¢2.

a) Halle la velocidad de la roca después de un segundo.

b) Halle la velocidad de la roca cuando ¢t = a.

¢) (Cudndo caerd la roca a la superficie?

d) (Con qué velocidad la roca chocara contra la superficie?

El desplazamiento (en metros) de una particula que se
mueve en linea recta estd dado por la ecuacion de
movimiento s = 1/¢2, donde 7 se mide en segundos. Halle
la velocidad de la particula en los instantes t = a, t = 1,
t=2yt=23.

El desplazamiento (en metros) de una particula que se mueve
en linea recta esta dado por s = > — 8¢ + 18, donde 7 se
mide en segundos.

a) Encuentre la velocidad promedio en cada intervalo de

tiempo:
i) [3, 4] i) [3.5, 4]
i) [4, 5] iv) [4,4.5]

b) Halle la velocidad instantdnea cuando r = 4.

c¢) Dibuje la grafica de s como funcién de ¢ y trace las rectas
secantes cuyas pendientes son las velocidades promedio
en el inciso a) y la recta tangente cuya pendiente es la
velocidad instantanea en el inciso b).

Para la funcién g cuya grafica estd dada, reordene los nimeros
siguientes en orden creciente y explique su razonamiento.

0 g2 40 g'4)

q'(2)

Halle una ecuacion de la recta tangente a la grafica de
y=gx)enx=>5sig(5) = —3yg'(5) =4

Si la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el
punto donde @ = 2 es y = 4x — 5, encuentre f(2) y f'(2).

Si la recta tangente a y = f(x) en (4, 3) pasa a través del punto
(0, 2), halle f(4) y f'(4).

Dibuje la grafica de una funcién f para la cual £(0) = 0,
fO)=371=0yf(2)=-1

Y
KK
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22. Dibuje la grafica de una funcién g para la cual

g(0) =g(2) =g4) =0,¢'(1) =¢'(3) = 0,¢'(0) = g'(4) = 1,
g'(2) = —1,lim,. g(x) = % y lim,_._.. g(x) = —o°.

23. Si f(x) = 3x*> — X%, encuentre f'(1) y utilicela para encontrar
la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 3x* — x’en el

punto (1, 2).

24. Sig(x) = x* — 2 encuentre g'(1) y utilicela para encontrar la
ecuacion de la recta tangente a la curva y = x* — 2 en el punto
1, —1).

a) Si F(x) = 5x/(1 + x?), encuentre F’(2) y utilicela para
encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = 5x/(1 + x*) en el punto (2, 2).

b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en
la misma pantalla.

25.

26. a) Si G(x) = 4x*> — X%, encuentre G'(a) y utilicela para

encontrar las rectas tangentes a la curva y = 4x*> — x*
en los puntos (2, 8) y (3, 9).

b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y las rectas tangentes
en la misma pantalla.

27-32 Encuentre f'a) en cada una de las siguientes funciones.

21. f(x) = 3x* —4x + 1
2t + 1
t+3

31. f(x) =1 — 2x

28. f(1) =21+t

29. £(r) = 30. f(x) = x 2

4

32. f(x) = ﬁ

33-38 Cada uno de los siguientes limites representa la derivada de
alguna funcién f'en algiin nimero x = a. Establezca una fy una a
en cada caso.

o+ R Y16+ h -2
33 lim——— 3, lim———
—0 h h—0 h
2°— 32 tanx — 1
35. lim ———— 3. lim ————
i x—35 xig}zt x — w/4
+h) +1 th+r—2
37, 1im 07N 38, lim——— =
h—0 h 1—1 t—1

39-40 Una particula se desplaza a lo largo de una linea recta con
ecuacion de movimiento s = f(z), donde s se mide en metros y # en
segundos. Halle la velocidad y la rapidez cuando r = 5.

39. f(r) = 100 + 50¢ — 4.9¢*
0. f()=1t"—1t

41. Una lata de gaseosa tibia se pone a enfriar en un refrigerador.
Grafique la temperatura de la gaseosa como funcion del
tiempo. ;La razén de cambio inicial de la temperatura es mayor
o menor que la relacién de cambio después de una hora?

42. Se saca un pavo asado del horno cuando su temperatura ha
alcanzado 185°F y se coloca sobre la mesa de un cuarto donde
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4.

45,
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la temperatura es de 75°F. En la grafica se muestra cémo
disminuye la temperatura del pavo y, finalmente, tiende

a la temperatura del cuarto. Por medio de la medicién de la
pendiente de la recta tangente, estime la razén de cambio
de la temperatura después de una hora.

T (°F)
200
\.P\
100 S —
0 30 60 90 120 150 ' (min)

. La tabla muestra el nimero N de usuarios de telefonia celular

en EU. (Se proporcionan estimaciones semestrales.)

t 1996 1998 2000 2002 2004 2006

N 44 69 109 141 182 233

a) Halle la razén de crecimiento promedio de celulares
i) de 2002 a 2006 ii) de 2002 a 2004
iii) de 2000 a 2002
En cada caso, incluya las unidades.

b) Estime la razén de crecimiento instantaneo en 2002
tomando dos razones de cambio promedio. ;Cudles son sus
unidades?

c) Estime la razén de crecimiento instantdneo en 2002
midiendo la pendiente de una recta tangente.

En la tabla se proporciona el numero N de establecimientos
de una popular cadena de cafeterias. (Se dan los nimeros de
establecimientos al 1 de octubre.)

Afio 2004 2005 2006 2007 2008

N 8569 | 10241 12440 | 15011 | 16680

a) Determine la tasa promedio de crecimiento
i) desde 2006 hasta 2008 ii) desde 2006 hasta 2007
iii) de 2005 hasta 2006
En cada caso incluya las unidades.

b) Estime la razén de crecimiento instantineo en 2006
considerando dos razones de cambio promedio. ;Cudles
son sus unidades?

¢) Estime la razén de crecimiento instantaneo en 2006
midiendo la pendiente de una recta tangente.

d) Estime la razén de crecimiento instantdneo en 2007 y
compdrela con la razén de crecimiento en 2006. ;Qué concluye?

El costo (en délares) de producir x unidades de cierto articulo
es C(x) = 5000 + 10x + 0.05x%
a) Encuentre la razén de cambio promedio de C respecto a x,
cuando cambia el nivel de produccién:
i) dex=100ax= 105
ii) dex =100ax = 101

46.

47.

48.

49.

50.

51.

b) Halle la razén de cambio instantdneo de C respecto a x,
cuando x = 100. (Esto se conoce como costo marginal. En
la seccion 3.7 se explica su significado.)

Si un tanque cilindrico contiene 100000 galones de agua que
se pueden drenar por el fondo del depésito en 1h, entonces la
ley de Torricelli da el volumen V del agua que queda después
de ¢ minutos como

V(t) = 100000(1 — &1)> 0<1<60

Encuentre la rapidez con que fluye el agua hacia afuera

del tanque (la razén de cambio instantdneo de V respecto

a r) como funcién de 7. ;Cudles son sus unidades? Para los
instantes ¢ = 0, 10, 20, 30, 40, 50 y 60 min, encuentre el
gasto y la cantidad de agua que queda en el tanque. Resuma
sus hallazgos en una frase o dos. ;En qué instante el gasto es
méaximo? ;Cudndo es minimo?

El costo de producir x onzas de oro a partir de una reciente

mina de oro es C = f(x) dblares.

a) (Cual es el significado de la derivada f'(x)? ;Cudles son sus
unidades?

b) (Que significa establecer f'(800) = 17?

¢) Qué piensa usted: ¢los valores de f'(x) se incrementaran
o disminuiran en corto plazo? ;Y a largo plazo?
Explique.

El nimero de bacterias después de ¢ horas en un experimento

controlado de laboratorio es n = f(t).

a) (Cudl es el significado de la derivada f'(5)? ;Cudles son sus
unidades?

b) Considere que existe una cantidad de espacio y nutrientes
para la bacteria. Qué cree usted: (Es mayor f'(5) o f'(10)?
Si se limita el suministro de nutrientes, ;afectaria su
conclusion? Explique.

Sea T(t) la temperatura (en °F) en Phoenix ¢ horas después de
la medianoche del 10 de septiembre de 2008. La tabla muestra
los valores de esta funcién registrada cada dos horas. ;Cudl es
el significado de 7"(8)? Estime su valor.

La cantidad (en libras) de un café que es vendido por una

compaiifa en un precio de p ddlares por cada libra es Q = f(p).

a) (Cuadl es el significado de la derivada f'(8)? ;Cudles son sus
unidades?

b) .f'(8) es positiva o negativa? Explique.

La cantidad de oxigeno que puede disolverse en agua depende
de la temperatura de ésta. (De esa manera la polucién térmica
induce el contenido de oxigeno en el agua.) La grifica muestra
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c6mo varia la solubilidad S de oxigeno como una funcién de la b) Estime los valores de S'(15) y S'(25) e interprételos.

temperatura del agua 7.

a) (Cudl es el significado de la derivada S’(T)? ;Cuales son ( /.§
cmy/s

sus unidades?
b) Estime e interprete el valor de S'(16). 0 ﬁ

S -+
(mg/L)
167 : : : : : .
0 10 20 T(C)
12+
81 53-54 Determine si f'(0) existe en cada una de las siguientes fun-
44 ciones.
0 + + + + + o 1 ]
8 16 24 32 40 T(C) csen—  six#0
53. f(x) = X
Adaptada de Environmental Science: Living Within the System .
of Nature, 2a. ed.; por Charles E. Kupchella, © 1989. Reimpreso 0 six=0
con autorizacion de Prentice-Hall, Inc., Upper Saddle River, N.J.
52. La grafica muestra la influencia de la temperatura 7 en la x2sen 1 six#0
rapidez méxima sostenible de nado del salmén Coho. 54. f(x) =
a) (Cudl es el significado de la derivada S'(7)? {Cuales son 0 six=0

sus unidades?

|
REDACCION DE PROYECTO  PRIMEROS METODOS PARA ENCONTRAR TANGENTES

La primera persona en formular explicitamente las ideas de limites y derivadas fue Isaac Newton
en la década de 1660. Pero Newton reconoci6: “Si he visto mds lejos que otros hombres, es porque
he estado parado sobre los hombros de gigantes”. Dos de esos gigantes fueron Pierre Fermat
(1601-1665) y el maestro de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677). Newton estaba
familiarizado con los métodos que estos hombres habian aplicado para hallar rectas tangentes, y los
métodos de ambos tuvieron que ver con la formulacién final del cdlculo a la que llegé Newton.

Las siguientes referencias contienen explicaciones de estos métodos. Lea una o varias de estas
referencias y escriba un informe en que compare los métodos de Fermat o de Barrow con los méto-
dos modernos. En particular, aplique el método de la seccién 2.7 para hallar la ecuacién de la recta
tangente a la curva y = x* + 2x en el punto (1, 3) y muestre cémo habrian resuelto Fermat o Barrow
el mismo problema. Aunque usted usé derivadas y ellos no, sefiale las semejanzas entre los dos
métodos.

1. Carl Boyer y Uta Merzbach, A History of Mathematics (Nueva York: Wiley, 1989), pp. 389,
432.

2. C. H. Edwards, The Historical Development of the Calculus (Nueva York: Springer-Verlag,
1979), pp. 124, 132.

3. Howard Eves, An Introduction to the History of Mathematics, 6a. ed. (Nueva York: Saunders,
1990), pp. 391, 395.

4. Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Nueva York: Oxford Uni-
versity Press, 1972), pp. 344, 346.
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m La derivada como una funcion

FIGURA 1

En la seccidén anterior consideramos la derivada de una funcién f en un nimero fijo x = a:

0 Fla) = i L £ =1

Ahora cambiaremos el punto de vista y haremos que el niimero x = a varie. Si en la ecua-
cioén 1 reemplaza a con una variable x, obtenemos

7 0 — i LD =1

h—0 h

Dado cualquier numero x para el cual este limite exista, asignamos a x el nimero f(x). De
modo que consideramos a ' como una nueva funcidn, llamada derivada de f y definida
por medio de la ecuacién 2. Sabemos que el valor de f’ en x, f'(x) puede interpretarse
geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la gréafica de f en el punto
(x, f(x)).

La funcién f se conoce como derivada de f porque se ha “derivado” de f por medio de
la operacién de hallar el limite en la ecuacién 2. El dominio de £’ es el conjunto {x | f(x)
existe} y puede ser menor que el dominio de f.

u m En la figura 1 se muestra la grafica de una funcién f. Utilicela para
dibujar la gréfica de la derivada f'.

y=fx)

SOLUCION Puede estimar el valor de la derivada, en cualquier valor de x, trazando la
tangente en el punto (x, f(x)) y estimando su pendiente. Por ejemplo, para x = 5, trace
la recta tangente en P de la figura 2a) y estime su pendiente alrededor de 5, por tanto,
f'(5) = 1.5. Esto nos permite situar el punto P'(5, 1.5) en la grifica de f' directamente
debajo de P. Si repite este procedimiento en varios puntos, se obtiene la grafica que
se muestra en la figura 2b). Advierta que las tangentes en A, B'y C son horizontales, de
modo que la derivada es 0 alli, y la grafica de f’ cruza el eje x en los puntos A’, B y C’,
directamente debajo de A, By C. Entre A y B las tangentes tienen pendiente positiva,
por lo que f'(x) es positiva alli. Pero entre By C las tangentes tienen pendiente
negativa, de modo que f’(x) alli es negativa.



Visual 2.8 muestra una animacion de la
figura 2 para diferentes funciones.

FIGURA 2
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a)

P'(5,1.5)

a) Sif(x) = x* — x, encuentre una férmula para f'(x).
b) Ildstrela comparando las grificas de fy f.

f'(x) = lim

= lim
h—0

fx+h) — fx)
h

b) -

a) Cuando se usa la ecuacion 2 para calcular una derivada, hay que recordar que la
variable es & y que x se considera temporalmente como una constante durante el calculo

[+ h) = (x+h)]—[x —x]
= Jim h

X H+3xm 4+ 3P+ P —x—h—x +x

h

3x°h + 3xh*> + h* — h

= lim
h—0

=1im (Bx*>+3xh + h* —1)=3x>—1
h h—0
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Aqui, racionalice el numerador

=Jx

1
b) £/ ==+
) [ N

y

1<>

o

a) f(x)

y

1<

of

FIGURA 4

a c

b d

e

X

_ad — bc
bd

LIMITES Y DERIVADAS

b) Use un dispositivo de graficacion para trazar las graficas de fy f' de la figura 3.
Note que f'(x) = 0 cuando f tiene tangentes horizontales y que f’(x) es positiva cuando
las tangentes tienen pendientes positivas. De modo que estas graficas sirven como
comprobacién de nuestra solucién del inciso a).

2 2
f f
) 2 -2 2
\/
2 -2 .

m Si f(x) = \/; , encuentre la derivada de f. Establezca el dominio de f'.

SOLUCION

fath) — 0

h h—0

:m«ﬁﬁ_—ﬁj&?7+ﬁ>

N R
h

f'(x) = lim

h—0 h Vx+h +\/;
) (x+h) —x ) 1
= lim = lim ——=
=0 h(yx + B+ Jx) =0+ B+ Jx
1 1

RN

Observe que f'(x) existe si x > 0, de modo que el dominio de f’ es (0, ©) y es menor
que el dominio de f, [0, ). [ |

Compruebe que el resultado del ejemplo 3 es razonable observando las graficas de f'y
f"enla figura 4. Cuando x esta cerca de 0, V/x esté cerca de 0, por tanto, f'(x) = 1/ (2 Vx )
es muy grande, y esto corresponde a rectas tangentes muy empinadas cerca de (0, 0) de la
figura 4a), y a valores grandes de f’(x) justo a la derecha de O en la figura 4b). Cuando x
es grande, f'(x) es muy pequeiia, y esto corresponde a rectas tangentes mas aplanadas en
la extrema derecha de la grafica de f'y a la asintota horizontal de la gréifica de f'.

1 —
Encuentre f' si f(x) = —
2+ x
SOLUCION
l—(+h 1-x
+ h) — 24+ (x+h 2+
F(x) = lim St h) —f) — lim (x ) X
h—0 h h—0 h
Il =-x-hR2+x-101-x2+x+h
= lim
h—0 h2+ x+ h)2 + x)
2= x—-2h—x*—xh)— 2—x+h—x*—xh)
= lim
h—0 h2+x+ h)Q2+ x)
—3h -3 3

— 1 — If S
PR +x+ D2 1) A2 +x+ A2+ ) 2 + x)?



Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz nacié en Leipzig, en
1646, y estudio leyes, teologia, filosofia y
matematicas en la universidad de alli. Obtuvo
el grado de bachiller a los 17 afios. Después de
lograr su doctorado en leyes a la edad de 20,
ingreso6 al servicio diploméatico y pasé la mayor
parte de su vida viajando por las capitales de
Europa, en misiones diplomaticas. En particular,
trabajé para conjurar una amenaza militar
francesa contra Alemania e intentd reconciliar
las Iglesias catélica y protestante.

Su estudio formal de las matematicas no se
inici6 sino hasta 1672, cuando se encontraba
en una misién diplomatica en Parfs. Allf construyd
una maquina para realizar calculos y se encon-
tré con cientificos, como Huygens, quienes diri-
gieron su atencién hacia los desarrollos mas
recientes en las matematicas y las ciencias.
Leibniz se empefi6 en desarrollar una Idgica
simbélica y un sistema de notacion que
simplificara el razonamiento l6gico. En su
version del Célculo, que publicé en 1684,
establecid la notacion y las reglas para hallar
derivadas que aln se usan en la actualidad.

Por desgracia, en la década de 1690 surgia
una terrible disputa entre los seguidores de
Newton y los de Leibniz acerca de quién habia
inventado el Célculo. Leibniz incluso fue
acusado de plagio por los miembros de la Real
Academia de Inglaterra. La verdad es que cada
uno lo inventd por separado. Newton llegé
primero a su version del Calculo; pero, debido a
su temor a la controversia, no la publicé de
inmediato. Por tanto, el informe de Leibniz del
Célculo en 1684 fue el primero en publicarse.
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I Otras notaciones

Si usamos la notacién tradicional y = f(x) para indicar que la variable independiente es x
y la dependiente es y, entonces algunas otras notaciones comunes para la derivada son:

709 =y ==L~ ) = Dy = D)

Los simbolos D y d/dx se llaman operadores de derivacién porque indican la operacién
de derivacion, que es el proceso de calcular una derivada.

El simbolo dy/dx, introducido por Leibniz, no debe considerarse como una razén (por
ahora); es sencillamente un sinénimo de f'(x). No obstante, es una notacién util y sugeren-
te, en especial cuando se usa en la notacién de incrementos. Con base en la ecuacion 2.7.6,
puede volver a escribir la definicién de derivada en la notacién de Leibniz en la forma

Yo A
dx M0 Ax

Si desea indicar el valor de una derivada dy/dx en la notacién de Leibniz en un nimero
especifico x = a, use la notacion

dy obien 2
- ien —
dx x=a dX x=a

que es un sinénimo para f’(a).

@ Definicion Una funcién f es derivable en x = a si f'(a) existe. Es derivable
sobre un intervalo abierto (a, b) [0 (a, ®°) 0 (=<, a) o (—, ®)] si es derivable en
todo niimero del intervalo.

I EFETENE (Dénde es derivable la funcién f(x) = | x |?

SOLUCION Si x > 0, entonces | x | = x y podemos elegir & lo suficientemente pequefio de
modo que x + & > 0, de aqui que | x + i | = x + h. Por tanto, para x > 0 tenemos

|[x + K| — |x] o (x+h) —x
- =lim—

f (x) - }Lmo h—0 h

y, por consiguiente, f es derivable para cualquier x > 0.

De manera andloga, para x < 0 se tiene que | x | = —x y se puede elegir
lo suficientemente pequefia para que x + 7 < 0y, asf, | x + | = —(x + h). Por tanto,
para x < 0,
(o — e AT ] —Oet R) — ()
%) = lim h = Jim h

—h
lim—— =lim (—1) = —1
=0 h h—0

asf que f'es derivable para cualquier x < 0.
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y
0 X
a)y=f(x)=|x|
y
1
0 X
-1
b)y=f'(x)

FIGURA 5

Un aspecto importante de la solucién de
problemas es intentar encontrar una conexién
entre lo dado y lo desconocido. Consulte el
paso 2 (Piense en un plan) en Principios para
la resolucién de problemas, en la pagina 75.

Para x = 0 debemos investigar

SO+ h) — f(0)

£'(0) = lim P

0O+h|—10
o 10+ = 0]

{ existe).
lim h (si existe)

Calcule por separado los limites por la izquierda y por la derecha:

0+h|—]0 h
PN LS ] e L1 P 2

h—0+ h h—0t h h—0t h h—0+

0+hn|—10 h —h
11’m| [~ | |=h’m| |=lim—=h’m(—l)=—1

h—0— h h—0- h h—0- h h—0—

Puesto que estos limites son diferentes, f'(0) no existe. Asi, f es derivable en toda x,
excepto en x = 0.
La férmula para f' esta dada por

f’(x)Z{l six>0

-1 six<O

y su gréfica aparece en la figura 5b). La inexistencia de f'(0) se refleja geométricamente
en el hecho de que la curva y = | x | no tiene una recta tangente en (0, 0). [Véase la
figura 5a).] [

Tanto la continuidad como la derivabilidad son propiedades deseables para una funcién.
El teorema siguiente muestra como se relacionan estas propiedades.

(4] Teorema Si fes derivable en x = a, entonces f es continua en x = a.

DEMOSTRACION Para demostrar que f es continua en x = a, debemos demostrar que
lim,—, f(x) = f(a). Para esto empezamos por probar que la diferencia f(x) — f(a) tien-
de a 0.

La informacién dada es que f es derivable en x = a; es decir,

f(x) — f(a)

X —a

f'(a) = lim

existe (véase la ecuacion 2.7.5). Para relacionar lo dado con lo desconocido, divida y
multiplique f(x) — f(a) por x — a (lo cual es posible cuando x # a):

) — flay = LD =L@
X a

De este modo, si usamos la ley del producto y la ecuacién (2.7.5), podemos escribir

lim [£(x) — f(a)] = lim S —f@) __f @~ g
x—a x—a X a
— Iim f();)_—af(a) i (+ — @)

=f@-0=0



recta tangente
vertical

~d_

FIGURA 6

FIGURA 7
Tres maneras para que f no
sea derivable en x = a

SECCION 2.8 LA DERIVADA COMO UNA FUNCION 159

Para utilizar lo que acabamos de demostrar, comenzamos con f(x) y sumamos y res-
tamos f(a):

lim flx) = lim [f(a) + (f(x) — f(a))]
= lllr[llf(a) + lim [f(x) — fla)]
= f(a) + 0 = f(a)

En consecuencia, f es continua en x = a. [ |

NOTA El inverso del teorema 4 es falso; es decir, hay funciones que son continuas, pero
que no son derivables. Por ejemplo, la funcién f(x) = | x | es continua en x = 0 porque

h'mof(x) = 11'm0 |x| =0=£(0)

(Véase el ejemplo 7 de la seccion 2.3.) Pero en el ejemplo 5 demostramos que f no es
derivable en x = 0.

I ;Como deja de ser derivable una funcion?

En el ejemplo 5 vimos que la funcién y = | x | no es derivable en x = 0 y en la figura 5a)
se muestra que su grafica cambia de direccion repentinamente cuando x = 0. En general,
si la grafica de una funcién ftiene “esquinas” o “picos”, la grafica de f no tiene recta tan-
gente en esos puntos y f no es derivable alli. [Al intentar calcular f’(a), encontramos que
los limites por la izquierda y por la derecha son diferentes.]

El teorema 4 sefiala otra forma en que una funcién no tiene derivada. En él se afirma
que si fno es continua en a, entonces f no es derivable en x = a. Por ende, en cualquier
discontinuidad (p. ej., una discontinuidad de salto), f no es derivable.

Una tercera posibilidad es que la curva tenga una recta tangente vertical cuando
x = a; es decir, fes continuaenx =ay

lim | f'(x)| = o

Esto significa que las rectas tangentes se vuelven mas y mas empinadas cuando x — a. En
la figura 6 se muestra una forma en que esto puede suceder; la figura 7c) ilustra otra. Las
tres posibilidades recién analizadas se ilustran en la figura 7.

Y y y
0 a X 0 a X 0 a x
a) Una esquina o pico b) Una discontinuidad ¢) Una tangente vertical

Una calculadora graficadora o una computadora ofrecen otra manera de ver la derivabili-
dad. Si fes derivable en x = a, entonces, con un acercamiento al punto (a, f(a)), la grafica
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FIGURA 10

En Module 2.8 puede usted ver cémo
cambian los coeficientes de un polinomio f
y como afectan el aspecto de la gréfica de

VAR

se alinea y adquiere mds y mds la apariencia de un recta. (Véase la figura 8. Un ejemplo
especifico es la figura 2 de la seccién 2.7.) Pero no importa cudnto se acerque a puntos

como los de las figuras 6 y 7a): no puede eliminar el punto agudo o esquina. (Véase la
figura 9.)

0 a X 0 a X
FIGURA 8 FIGURA 9
f es derivable en x = a. f no es derivable en x = a.

I Derivadas superiores

Si f es una funcion derivable, entonces su derivada f’ también es una funcion, asi que f’
puede tener una derivada de si misma, sefialada por (f')" = f”. Esta nueva funcién f” se
denomina segunda derivada de f porque es la derivada de la derivada de f. Utilizando la
notacién de Leibniz, la segunda derivada de y = f(x) se escribe como

d (dy) _dy
dx \ dx dx*
m Si f(x) = x* — x, halle e interprete f"(x).

SOLUCION En el ejemplo 2 encontramos que la primera derivada es f'(x) = 3x> — 1. Asi
que la segunda derivada es

£ = (7)) = tim LIS

o [Blx+ h)*—1]—[3x*— 1]
= lim

h—0 h

o 3x*+6xh+ 302 —1—-3x2+1
= lim
h—0 h

= }ll’l% (6x + 3h) = 6x

Las gréficas de f, f' y f” se exhiben en la figura 10.

Puede interpretarse f”(x) como la pendiente de la curva y = f’(x) en el punto
(x, f'(x)). En otras palabras, es la razén de cambio de la pendiente de la curva original
y =f).

Observe de la figura 10 que f"(x) es negativa cuando y = f'(x) tiene pendiente
negativa y es positiva cuando y = f’(x) tiene pendiente positiva. De esta manera, las
gréficas sirven como una comprobacién de sus calculos. [

En general, puede interpretarse una segunda derivada como una razén de cambio de una
razén de cambio. El ejemplo mds conocido es la aceleracion, que se define como sigue.
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Si s = s(t) es la funcién posicion de un objeto que se desplaza en linea recta, su prime-
ra derivada representa la velocidad () del objeto como una funcién del tiempo:
ds
v() =5'(t) = —
( ) 0
A la razén de cambio de la velocidad instantdnea respecto al tiempo se le llama acelera-
cion a(r) del objeto. En estos términos, la funcion aceleracion es la derivada de la funcién
velocidad y, en consecuencia, es la segunda derivada de la funcién posicion:

a(®) =v'(t) = s"(1)
o en la notacion de Leibniz
dv  d%
4= —=-"
dt  dt*

"

La tercera derivada " es la derivada de la segunda derivada: f” = (f")". De este
modo, f"(x) puede interpretarse como la pendiente de la curva y = f”(x) o como la razén
de cambio de f"(x). Si y = f(x), entonces, las notaciones alternativas para la tercera deri-

vada son
n " d dzy d3y
L=t (x)_dx (dxz)_dx3

"

El proceso puede continuar. La cuarta derivada /" usualmente se denota mediante . En
general, la n-é€sima derivada de f se denota mediante f™ y se obtiene derivando n veces
af. Siy = f(x), escribimos

dlly

(n) — £(n) - 7
y f7(x) o

FEETIOER Sif(x) = x* — x, halle f"(x) y f“(x).

SOLUCION En el ejemplo 6 encontramos que f”(x) = 6x. La grafica de la segunda
derivada tiene ecuacién y = 6x y, de este modo, es una linea recta con pendiente 6. Ya
que la derivada f"(x) es la pendiente de f"(x), se tiene

"0 =6

para todos los valores de x. Asi, f es una funcién constante y su grifica es una recta
horizontal. En consecuencia, para todos los valores de x,

f(4)(x) =0 .

"

Puede interpretarse fisicamente la tercera derivada en el caso donde la funcién es la
funcién posicioén s = s(¢) de un objeto que se desplaza a lo largo de una linea recta. Como
s" = (") = a’, la tercera derivada de la funcién posicién es la derivada de la funcién
aceleracion y se le denomina jerk (tirén):

da _d's
dt dr?

Asi, el jerk, j, es la razén de cambio de la aceleraciéon. Nombre apropiado porque un jerk
considerable significa un cambio repentino de aceleracién, que ocasiona un movimiento
repentino en un vehiculo.

Se ha visto que una aplicaciéon de la segunda y tercera derivada sucede al analizar el
movimiento de objetos empleando aceleracion y jerk. Se investigard otra aplicacion de
la segunda derivada en la seccién 4.3, donde se muestra cémo el conocer f” proporciona
informacién acerca de la forma de la grafica de f. En el capitulo 11 veremos cémo la segunda
derivada y las derivadas superiores nos permiten representar funciones como sumas de
series infinitas.

j:
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m Ejercicios

1-2 Utilice la gréfica que se proporciona para estimar el valor de 4-11 Trace o copie la gréfica de la funcién dada f. (Suponga que los

cada derivada. Luego dibuje f".

ejes tienen escalas iguales.) Luego aplique el método del ejemplo 1
para trazar la grafica de f" debajo de ella.

1. a) f(-3) y
, 4. y
b) f'(=2)
c) fI(=1) 1 ~
d) f(0)
e) f'(1) 1
) f'(2) — 0 X
g) f'3)
5 y 6. ,
2. ) f(0) ’
b) f'(1) y
o) f2)
d) f'3) /
e) /') ! / 0 *
£) f5) 0] 1 0 X
2 f16) S~ 7 8
] y
h) f'(7) Y
3. Relacione la grifica de cada funcién dada en las figuras a)-d) /0 \
con las gréficas de sus derivadas en las figuras I a IV. Dé€ las * 0 X
razones para sus selecciones.
a) \ y b) y 9. y 10. Y
0 X 0 X
0 X 0 X
c) y d) y 1. y
N / X 0 X
0 X
1 y 11 y
0 /0 \ 12. Se muestra la grifica de la funcién poblacién P(f) para células
. . de levadura en un cultivo de laboratorio. Utilice el método
P4 (células de levadura)
111 y v y T
500+
0 X 0 X :
0 ; lb 1§5 t (horas)

Se requiere calculadora graficadora o computadora

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



13.

14.

15.

del ejemplo 1 para dibujar la derivada P’ (7). ;{Qué indica la
grafica de P’ acerca de la poblacién de levadura?
Una bateria recargable se conecta con un cargador. La grafica

muestra C(7), el porcentaje de capacidad que la bateria alcanza
como una funcién del tiempo ¢ transcurrido (en horas).

a) (Cudl es el significado de la derivada C'(r)?
b) Trace la grifica de C'(¢). {Qué le indica la grafica?

C
100 +

80

porcentaje
de carga

601
40+
204

4 4
1 1

0 2 4 6 38

4

10 12

t (horas)

La gréfica (proporcionada por el Departamento de Energia de
EU) muestra como afecta la rapidez de manejo el consumo

de combustible. La economia F' se mide en millas por galén, y
la rapidez v se mide en millas por hora.

a) (Cudl es el significado de la derivada F'(v)?

b) Trace la grifica de la derivada de F'(v).

¢) (A qué rapidez deberia manejar si quiere ahorrar
combustible?

F 4 (mi/gal)
30 +
20 +
10 +
0] 10 20 30 40 50 60 70 v(mi/h)

La gréfica ilustra como ha variado la edad promedio en que
contrafan matrimonio por primera vez los hombres japoneses
en la segunda mitad del siglo xx. Trace la gréfica de la
funcién derivada M’(z). ;Durante cudles afnos fue negativa
la derivada?

M

27+

25+

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

1960 1970 1980 1990 2000

16-18 Trace una gréfica cuidadosa de f'y debajo de ella la grafica de
f' de la misma manera que en los ejercicios 4-11. ;Puede intuir una

férmula para f'(x) a partir de su grafica?

16. f(x) = sen x

17. f(x) = ¢

A 19.

[AM
1]

Y
I
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18. f(x) =Inx
Sea f(x) = x°.

20.

a) Estime los valores de f’(O),f’(%),f’(l), y f'(2) usando un
dispositivo graficador para hacer un acercamiento sobre la
grafica de f.

b) Utilice la simetria para deducir los valores de
F(=3) F=Dy =2,

¢) Con los resultados de los incisos a) y b), proponga una
foérmula para f”(x).

d) Aplique la definicion de derivada para probar que su pro-
puesta del inciso ¢) es correcta.

Sea f(x) = x°.

a) Estime los valores de £'(0), f'(3), 7/(1), £'(2) y f'(3) usando
un dispositivo graficador para hacer un acercamiento sobre
la grafica de f.

b) Aplique la simetria para deducir los valores de
F(S3)f Dy Dy ().

¢) Utilice los valores de los incisos a) y b) para trazar la
grafica de f'.

d) Proponga una férmula para f’(x).

e) Aplique la definicién de derivada para probar que su
propuesta del inciso d) es correcta.

21-31 Encuentre la derivada de cada una de las siguientes funciones
aplicando la definicién de derivada. Establezca los dominios de la
funcién y de su derivada.

21 f(x) = 3x — 3

23. f(1) = 5t — 9¢*

22. f(x) =mx + b

2. f(x) =15x>—x+37

1
B, f(x) = x> — 2x° 2. g() = —
flx) =x x g9(1) N
x* -1
27. g(x) = V9 —x 28. f(x) =
2x —3
1 —2¢
29, = ) =x
9. G(1) 311 30. f(x) =x
3N f(x) =x*
32. a) Dibuje la gréfica de f(x) = /6 — x a partir de la

33.

34.

grificay = Vx y aplicando las transformaciones de
la seccién 1.3.
b) Use la grafica del inciso a) para trazar la gréfica de f”.
¢) Aplique la definicién de derivada para hallar f”(x).
¢ Cudles son los dominios de f'y de f'?
d) Utilice un dispositivo graficador para trazar la grafica
de f" y compdrela con su trazo del inciso b).

a) Sif(x) = x* + 2x, encuentre f'(x).

b) Vea si su respuesta al inciso a) es razonable comparando las
graficas de fy de f'.

a) Sif(x) = x + 1/x, encuentre f'(x).

b) Vea si su respuesta al inciso a) es razonable comparando las
graficas de fy de f'.
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35. La tasa de desempleo U(¢) varia con el tiempo. La tabla del
Bureau of Labor Statistics (Oficina de Estadisticas de Empleo)
proporciona el porcentaje de desempleados en la fuerza laboral
de EU de 1999 a 2008.

t U(r) t U(r)

1999 42 2004 55
2000 40 2005 5.1
2001 47 2006 4.6
2002 58 2007 4.6
2003 6.0 2008 58

a) (Cudl es el significado de U'(r)? ;Cudles son sus unidades?
b) Elabore una tabla de valores estimados para U'(¢).

36. Sea P(t) el porcentaje de estadounidenses por debajo de 18
afios de edad en el instante 7. La tabla proporciona valores
de esta funcién en los afios en que se levanté un censo de 1950
a 2000.

t P(1) t P(1)

1950 31.1 1980 28.0
1960 357 1990 25.7
1970 340 2000 25.7

a) (Cudl es el significado de P'(¢)? ;Cudles son sus unidades?

b) Elabore una tabla de valores para P'(f).

c) Dibuje Py P'.

d) ;Cdémo seria posible obtener valores mds precisos para
P'(1)?

37-40 Se proporciona la gréfica de f. Establezca con argumentos,
los niimeros en los cuales f no es derivable.

/¢\¢ TR L W \0 —
2 0 2 \x / 2 4\ *

39. y 40. y

Y M. Grafique la funcién f(x) = x + +/| x| . Haga acercamientos

sucesivos primero hacia el punto (—1, 0) y luego en direccién
al origen. ;Qué diferencia existe en cuanto al comportamiento
de fen las cercanias de estos dos puntos? ;Qué conclusiones
infiere acerca de la derivabilidad de f?

42. Haga un acercamiento hacia los puntos (1, 0), (0, 1) y (—1, 0)

sobre la gréfica de la funcién g(x) = (x> — 1)*2. {Que observa?
Registre 1o que observa en términos de la derivabilidad de g.

43. La figura muestra las graficas de f, f' y f”. Indique cada curva y
explique el porqué de su eleccion.

y

44. La figura muestra gréficas de f, f', f” y f". Identifique cada
curva y explique las razones de su eleccion.

ab c d

45, La figura exhibe las graficas de tres funciones. Una es la
funcién posiciéon de un automdvil, otra es la velocidad del
mismo, y la de su aceleracion. Identifique cada curva y
explique las razones de su eleccion.

46. La figura muestra las grificas de cuatro funciones relacionadas
con el movimiento de un automdvil: la de posicioén, la de
velocidad, la de aceleracién y la del jerk. Identifique cada
curva y explique los motivos de su eleccion.
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47-48 Utilice la definicion de derivada para hallar f'(x) y f"(x). 55. a) Dibuje la grdfica de la funcién f(x) = x | x |.
p Yy jelag
Después, grafique f, /' y f” en una misma pantalla y verifique para b) (Para qué valores de x es f derivable?
ver si sus respuestas son razonables. ¢) Encuentre una férmula para f'.
_ 2 _ 3
41. f(x) = 3x" + 2x + 1 8. flx) =x 3x 56. Las derivadas por la izquierda y por la derecha de fen
x = a estdn definidas por
A4 9. Sif(x) = 2x* — ¥, encuentre f'(x), f"(x) y (%) y f¥(x). Grafique @) = 1t fla + h) — f(a)
£ f"y f" en una misma pantalla. ;Las graficas son frla) = s h
consistentes con la interpretaciéon geométrica de estas derivadas?
50. a) Se muestra la grafica de una funcién posicién de un , . fla+h) —fl
automovil, donde s se mide en pies y 7 en segundos. Utilice y fila) = hlggL I
la grafica de la velocidad y la aceleracion del automévil.
g - _ o
¢Cudl es la aceleracién en # = 10 segundos? si estos limites existen. En tal caso, f'(a) existe si y s6lo si
s estas derivadas laterales existen y son iguales.
1 a) Halle f2(4) y fi(4) para la funcién
1 0 sixs<0
S5—x si0<x<4
T fl) =
100 + six=4
‘ ‘ 5—x *
0 10 20 !
b) Dibuje la grafica de f
b) Utilice la curva de aceleracion del inciso a) para estimar el ©) LD(:)nde es dlscontl.nuaf ?
jerk en r = 10 segundos. ;Cuales son las unidades del jerk? d) ¢Dénde fno es derivable?
51. Sea f(x) = \z/; ) 57. Recuerde que a una funcién f se le denomina par si f(—x) = f(x)
a) Sia # 0, utilice la ecuacién 2.7.5 para hallar f'(a). para toda x en su dominio, e impar si f(—x) = —f(x) para
b) Demuestre que /'(0) no existe. toda x. Demuestre cada uno de los siguientes enunciados
¢) Demuestre que y = ¢/x tiene una recta tangente vertical a) La derivada de una funcién par es una funcién impar.
en (0, 0). (Recuerde: la forma de la funcién de f. Véase la b) La derivada de una funcién impar es una funcién par.
figura 13 de la seccion 1.2.) 58. Cuando abre el grifo del agua caliente, la temperatura 7' del
52. a) Si g(x) = x*, demuestre que g'(0) no existe. agua depende del tiempo que el agua ha estado corriendo.
b) Si a # 0, encuentre g'(a). a) Trace una posible grifica de T como funcién del tiempo
¢) Demuestre que y = x*° tiene una recta tangente vertical transcurrido desde que abri6 el grifo.
en (0, 0). b) Describa cémo varia la razén de cambio de T respecto a t,
3] d) Tlustre el inciso ¢) graficando y = x>, cqnf(?rme éstz'l aumenta.
¢) Dibuje la derivada de T.
53. ¢Demuestre que la funcién f(x) = | x — 6 | no es derivable en )
x = 6. Encuentre una férmula para f' y trace su grifica. 59. Sea ¢ la recta tangente a la pardbola y = x? en el punto (1, 1).
) ] El dngulo de inclinacion de € es el angulo ¢ que € forma con
54. ;Dénde no es derivable la funcién entero mayor f{x) = [ x [? la direccién positiva del eje x. Calcule ¢ con una aproximacién
Encuentre una férmula para f' y trace su grafica. al grado més cercano.
n Repaso
Verificacion de conceptos
1. Explique qué significa cada una de las siguientes afirmaciones 2. Describa varias formas en que un limite puede no existir.
e ilustre mediante un esbozo. Ilustre con graficas.
3. Enuncie las siguientes leyes de los limites.

a) lim f(x) = L b) lim f(x) =L

c) lim f(x) =L

x—a

d) lim f(x) =

e) lim f(x) = L

a) Ley de la suma b) Ley de la diferencia
d) Ley del producto

f) Ley de la potencia

¢) Ley del multiplo constante
e) Ley del cociente
g) Ley de la raiz
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4. ;Qué establece el teorema de la compresion?

5. a) (Qué quiere darse a entender al decir que la recta x = a es
una asintota vertical de la curva y = f(x)? Dibuje curvas

velocidad instantdnea de un objeto en el instante 1 = a.
(Cdémo puede interpretar esta velocidad en términos de
la grafica de f?

para ilustrar las diversas posibilidades. 11. Siy = f(x) y x cambia de x, a x,, escriba expresiones para lo
b) (Qué significa decir que la recta y = L es una asintota siguiente.
horizontal de la curva y = f(x)? Dibuje curvas para ilustrar a) La razén promedio de cambio de y respecto a x a lo largo
las diversas posibilidades. del intervalo [x,, x»].
6. ;Cudl de las curvas siguientes tiene asintotas verticales? ;Cudl b) Larazén de cambio instantdneo de y respecto a x en
tiene asfntotas horizontales? X=X
(@) y=x* (b) y= senjcl 12. Defina la derivada f'(a). Analice dos maneras de interpretar
() y = tanx (d) y=tan x este nimero.
(e)y=-e" (f) y=1Inx
(g y=1/x () y= \/; 13. Defina la segunda derivada de f. Si f(#) es la funcién de
posicion de una particula, ;cémo puede interpretar la segunda
1. a) ;Qué significa que f sea continua en x = a? derivada?
b) (Qué significa que f sea continua sobre el intervalo (—o, ©)? . )
(Qué puede decir acerca de la gréfica de tal funcion? 14. a) (Qué significa que f sea derivable en x = a?
b) ;Cudl es la relacion entre la derivabilidad y la continuidad
8. (Qué establece el teorema del valor intermedio? de una funcién?
9. Escriba una expresion para la pendiente de la recta tangente a ¢) Trace la grdfica de una funci6n que sea continua, pero no
la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)). derivable en a = 2.
10. Suponga que un objeto se mueve a lo largo de una linea recta 15. Describa varias maneras en que una funcién puede no ser
con posicién f(7) en el instante ¢. Escriba una expresién para la derivable. Ilustre con gréficas.
Examen rapido Verdadero-Falso
Determine si la proposicién es verdadera o falsa. Si es verdadera 12. Si f tiene dominio [0, ©©) y no tiene asintota horizontal entonces
explique por qué. Si es falsa, explique por qué o dé un ejemplo que 1im, o f(x) = % 0 lim, o f(x) = —os.
refute la proposicion.
13. Silarecta x = 1 es una asintota vertical de y = f(x), entonces f
j 2x 8 . 2x . 8 no estd definida en 1.
1.11rr3 R :hn} _4—1111‘11 2
' * * e e 14. Sif(1) > 0y f(3) < 0, entonces existe un nimero ¢ entre 1 y 3
467 mG+6x—7) tal que f(c) = 0.
2. li ==
i sc—6 1111} (x*+ 5x — 6) 15. Sifes continuaen 5y f(5) = 2 y f(4) = 3, entonces
! lim, ., f(4x> — 11) = 2.
-3 lim (x — 3) . .
3. lim— * = 'le 16. Sifes continuaen[—1, 1]y f(—1) = 4y f(1) = 3, entonces
=l xt 4 2x — 4 llf} (x* +2x — 4) existe un ndmero r tal que | r | < 1y f(r) = 7.
4. Si lim,—s f(x) = 2 y lim,—s g(x) = 0, entonces 17. Sea funa funcién tal que lim,_., f(x) = 6. Entonces existe un
lim, 5 [ £(x)/g(x)] no existe. nimero & tal que si 0 < | x | < 8, entonces | f(x) — 6| < 1.
5. Silim,—s f(x) = 0 y lim,_s g(x) = 0, entonces 18. Si f(x) > 1 para toda x y 1im,_.¢ f(x) existe, entonces
lim,—s [ f(x)/g(x)] no existe. lim,—o f(x) > 1.
6. Si lim,_,f(x)y lim,_, g(x) no existen, entonces 19. Si fes continua en x = a, entonces f es derivable en x = a.
lim, . [ f(x) + g(x)] no existe. ] ) )
20. Si f'(r) existe, entonces lim, ., f(x) = f(r).
7. Silim,_., f(x) existe, pero lim,_., g(x) no existe, entonces )
lim,—, [ f(x) + g(x)] no existe. 7 d’y _ (dy)
. . . ©dx? d
8. Silim,_ [ f(x) g(x)] existe, entonces el limite debe ser f(6) g(6). . .
. . . . . 22. La ecuacion x' — 10x* + 5 = 0 tiene una raiz en el intervalo
9. Sip es un polinomio, entonces lim,_., p(x) = p(b). ©.2)
10. Silim,_.o f(x) = % y lim,_( g(x) = %, entonces
lim, o [ £(x) — g(x)] = 0. 23. Sifes continua en x = a, también lo es | .
11. Una funcién puede tener dos asintotas horizontales distintas. 24. Si|f| es continua en x = a, también lo es | .
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Ejercicios

1. Se da la gréfica de f.
a) Encuentre cada uno de los siguientes limites o explique por
qué no existen.

Dolm f) i) lm f()
i) Im () i) lim ()
v lim f() vi) lim f()

vii) 1im f(x)
b) Establezca las ecuaciones de las asintotas horizontales.

¢) Establezca las ecuaciones de las asintotas verticales.
d) (En qué ndmeros fes discontinua? Explique.

viii)  lim f(x)

.yl
I
/

\
\

o[ 1]
\

|

I

2. Trace la grifica de un ejemplo de una funcién f que satisfaga
todas las condiciones siguientes
lim f(x) = =2, limf(x) =0, h’rg f(x) = oo,

lim f(x) = =, lim f(x) =2,
fes continua por la derecha en x = 3

3-20 Encuentre cada uno de los siguientes limites

3 xz - 9
3. lime* ™" 4. lim ————
xlf}e xlf% x2+2x—3
5 1 x>=9 6 i x2=9
. lim ——— . lim ——
-3 x24+2x—3 =1+ x2 + 2x — 3
h—1P+1 2 —4
7 lim AL 8. lim———
h—0 h —2 7 — 8
9. tim—Y" . 0. lim 270
=9 (r —9) ey
f-1 Vx+6 —
M. lim ———————— 12, lim Y~
u—1 1> + Su” — 6u =3 x7 = 3x
2 9 2 — 9
13. lim - 1. lim L——
r—e 2x — 6 x—-% 2x — 6
1 —2x*—x*
15. lim1 16. lim ——
Im n(sen x) i, T

ﬁ Se requiere calculadora graficadora o computadora

17. Iim (VX2 + 4x + 1 — x) 18. lim "

x—>% x—>®

19. h'ron+ tan~'(1/x)

1 1
20. Ii +
xlf}<x1 x23x+2>

21-22 Utilice las gréficas para evidenciar las asintotas de la curva.

Después, pruebe que realmente son evidencias.

2. y=x2+x+1—x2—x

23. Si2x — 1 < f(x) < x? para 0 < x < 3, encuentre lim,—; f(x)

24. Demuestre que 1fm, .o x? cos(1/x*) = 0.

25-28 Demuestre cada uno de los siguientes resultados, utilizando
la definicién precisa de limite.

25. lim (14 — 5x) = 4 2. lim Jx=0

2
21. ll'n% (x2=3x)= -2 28. lim —— =

N

29. Sea
VX six <0
f(x) =<3 —x si0=s=x<3
(x—3)?% six>3
a) Evalde cada limite, si éste existe
D lim f()
i) lim f(x)

b) (Dénde es discontinua f?
¢) Trace la gréfica de f

i) lim f(x) i) lim f(x)

v lim fO) v lim f(x)

30. Sea

2x —x* si0=s=x<2
2 —x si2<x=<3
x—4 si 3<x<4
T six=4

glx) =

a) Para cada uno de los nimeros 2, 3 y 4, descubra si g es
continua por la izquierda, por la derecha o continua en el
ndmero.

b) Bosqueje la gréfica de g.
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31-32 Demuestre que cada una de las siguientes funciones es
continua en su dominio. Establézcalo.

Vxr—=9

3. h(x) = xe
(x) = xe e

32. g(x) =

33-34 Utilice el teorema del valor intermedio para demostrar que

existe una raiz de la ecuacion en el intervalo dado.
B —x+3x-5=0, (1,2

34 cos/x =e* — 2, (0,1)

35. a) Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva
y =9 — 2x%en el punto (2, 1).

b) Determine la ecuacién de esta tangente.

36. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva

y los puntos de abscisas 0y —1.

37. El desplazamiento en metros de un objeto que se mueve en
linea recta estd dado por s = 1 + 2¢ + 32 donde 7 se mide en
segundos.

a) Encuentre la velocidad promedio en los siguientes periodos

de tiempo:

i) [1,3] i) [1,2]
i) [1,1.5] iv) [1,1.1]

b) Halle la velocidad instantanea cuando ¢ = 1.

38. Segtin la ley de Boyle, si la temperatura de un gas confinado

se mantiene fija, entonces el producto de la presién Py el

volumen V es constante. Suponga que, para cierto gas,

PV = 800, donde P se mide en libras por pulgada cuadrada

y V en pulgadas ctbicas.

a) Encuentre la razén de cambio promedio de P cuando V se
incrementa de 200 a 250 pulg?.

b) Exprese V como funcién de P y demuestre que la razén
de cambio instantdneo de V respecto a P es inversamente
proporcional al cuadrado de ésta.

39. a) Utilice la definicion de derivada para hallar f(2), donde f(x)
=x — 2x

b) Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva
y=x*— 2xen el punto (2, 4).

¢) Ilustre el inciso b) dibujando la curva y la recta tangente en
la misma pantalla.

40. Encuentre una funcién f'y un nimero x = a tales que

(2 + h)° — 64

=1

Iim
h—0

41. El costo total de pagar un préstamo para estudiante a una tasa

de interés de r% por aio es C = f(r).

a) (Cuadl es el significado de la derivada f'(r)? ;Cuéles son sus
unidades?

b) (Que significa la afirmacion f'(10) = 1200?

¢) (f'(r) siempre es positiva o cambia de signo?

A

Y
<]

42-44 Trace o copie la grifica de la funcién dada. Luego dibuje
directamente debajo su derivada.

4. y 43. Y
0 X
/ 0 X
4. y

ol
\/

45. a) Si f(x) = +/3 — 5x, utilice la definicion de derivada para
hallar f'(x).
b) Encuentre los dominios de fy f".
c¢) Grafique fy f' en una pantalla comtn. Compare las grificas
para ver si su respuesta al inciso a) es razonable.

—Xx
46. a) Encuentre las asintotas de la grafica de f(x) =
o o p 3+ x
y utilicelas para dibujar la grafica.
b) Utilice la grafica del inciso a) para graficar f'.
c) Aplique la definicion de derivada para hallar f”(x).
d) Utilice un dispositivo graficador para trazar la grafica de f”
y compdrela con su dibujo del inciso b).
47. Se muestra la grafica de f. Enuncie, con razones, los nimeros x

en que f'no es derivable.

//_10

48. La figura muestra la grafica de f, ' y f”. Identifique cada curva
y explique su eleccidn.

y
a
b
— \ [T~
0 x
¢




49.

50.

Sea C(¢) el valor total de certificados bancarios en circulacién
en el instante 7. La tabla de valores de esta funcion de 1980 a
2000, en miles de millones de ddlares. Estime e interprete el
valor de C'(1990).

t 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000

187.3 | 2719 | 409.3 | 568.6

c( | 1299

La tasa de fertilidad total, en el tiempo ¢, denotada con F(z),
es una estimacién del nimero promedio de nifios nacidos de
cada mujer (suponiendo que las tasas de natalidad actuales
permanezcan constantes). En la grifica de la tasa de fertilidad
total en EU, se muestran las fluctuaciones desde 1940

hasta 1990.

a) Estime los valores de F'(1950), F'(1965) y F'(1987).

b) (Cuadles son los significados de estas derivadas?

c¢) (Puede sugerir razones para los valores de estas derivadas?

51.

52.
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y
explosion de
3.5+ la natalidad
3.0 caida de la

natalidad
moderado
de la

natalidad

2.51

2.01

1.5+

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

1950 1960 1970 1980 1990 !

1940
Suponga que | f(x) | < g(x) donde 1im, ., g(x) = 0. Encuentre
lim, . f(x).

Sea f(x) = [x] + [—x].

a) (Para qué valores de a existe 1im,_., f(x)?
b) (En qué nimeros es discontinua la funcién f?
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Problemas adicionales

En el andlisis de los principios para la resolucién de problemas, se considero la estrategia
para resolver problemas llamada Introduzca algo extra (véase la pagina 75). En el ejemplo
siguiente se muestra como este principio resulta ttil a veces cuando evalda limites. La idea
es cambiar la variable —introducir una nueva variable relacionada con la original— de tal
manera que el problema se haga mds sencillo. Mds adelante, en la seccién 5.5, utilizard
mas esta idea general.

TFer—1

W Evalie im ——, donde ¢ # 0 es una constante.
x—0 X

SOLUCION Segun se ve, este limite parece desafiante. En la seccién 2.3 evaluamos varios
limites en los que tanto el numerador como el denominador tendieron a 0. All{,
la estrategia fue realizar cierto tipo de manipulacién algebraica que condujo a una
cancelacién simplificadora, pero en este caso no estd claro qué clase de dlgebra se
necesita.

Por tanto, se introduce una nueva variable ¢t mediante la ecuacién

t=+31+ cx

También necesitamos expresar x en términos de 7, de modo que resuelva esta ecuacion

=1

P=1+cx x = (sic # 0)

Observe que x — 0 equivalente a t — 1. Esto permite convertir el limite dado en uno que
involucra la variable #:

J1 +cex —1 t—1

e T e
c et = 1)

:1111'13—

=1 7 =1

El cambio de variable permiti6 reemplazar un limite relativamente complicado con uno
mas sencillo de un tipo que ya ha visto. Si factoriza el denominador como un diferencia
de cubos, obtiene

e =1 c(t—1)
Iim = lim

-1 13— 1—1 (t . l)(t2 +r+1)

m———
=1 -+t + 1 3

Mediante el cambio de variable tuvimos que excluir el caso en que ¢ = 0: pero si ¢ = 5,
la funcién es 0 para toda x # 0, asi, el limite es 0. En consecuencia, en todos los casos,
el limite es ¢/3. [ |

Los problemas siguientes sirven para poner a prueba y desafiar sus habilidades para
resolver problemas. Algunos requieren una cantidad considerable de tiempo para pensar,
de modo que no se desaliente si no los puede resolver de inmediato. Si tiene alguna difi-
cultad, quiza le sirva consultar en la pagina 75 el andlisis de los principios para la resolucién
de problemas.

A1
1. Evalte lim .
1 x — 1

Vax +b — 2
2. Encuentre nimeros a y b tales que lim ———— =
x—0 X

1.



3.
y 4.
y=x’
0 P 5,
0 X
6.
FIGURA PARA EL PROBLEMA 4
7.
8.
9.
A 10
P
B o C
M
1.
FIGURA PARA EL PROBLEMA 10
12.
13.
14,

oL J2x— 1] = ]2x + 1]
Evalte lim .
x—0 X
En la figura se muestra un punto P sobre la pardbola y = x? y el punto Q donde la bisectriz
de OP interseca al eje y. Conforme P se aproxima al origen, a lo largo de la pardbola, ;qué
sucede con Q? ;Tiene una posicién limite? Si es asi, encuéntrela.

Evalte los siguientes limites, si éstos existen, donde [x] denota la funcién entero mayor.

[x]

a) im—— b)) limx[1/x]
x—0 X x—0

Dibuje la region en el plano definida por cada una de las ecuaciones siguientes:
) P+ DIP=1 b M -DIFP=3 o x+yP=1 & KN+DI=1

Encuentre todos los valores de a tales que f sea continua en R.

f(x):{x-i-l six<a

x? six>a

Un punto fijo de una funcién f es un nimero ¢ en su dominio tal que f(c) = c. (La funcién no

mueve a c; éste permanece fijo.)

a) Dibuje la grafica de una funcién continua con dominio [0, 1] cuyo rango también se
encuentre en [0, 1]. Localice un punto fijo de f.

b) Intente graficar una funcién continua con dominio [0, 1] y rango en [0, 1] que no tenga un
punto fijo. ;Cudl es el obstdculo?

¢) Utilice el teorema de valor intermedio para comprobar que cualquier funcién continua con
dominio [0, 1] y rango en [0, 1] debe tener un punto fijo.

Si lim,—, [ f(x) + g(x)] = 2y lim,, [ f(x) — g(x)] = 1, encuentre lim,_., [ f(x) g(x)].

. a) En la figura se muestra un tridngulo isésceles ABC con ZB = £ C. La bisectriz del

angulo B interseca el lado AC en el punto P. Suponga que la base BC permanece fija,
pero que la altura | AM | del tridngulo tiende a 0, de modo que A se aproxima al punto
medio M de BC. ;Qué sucede con P durante este proceso? ;Tiene una posicion limite?
Si es asi, encuéntrela.

b) Intente trazar la trayectoria recorrida por P durante este proceso. A continuacion, halle la
ecuacion de esta curva y tsela para dibujarla.

a) Si parte de 0° de latitud y avanza en direccion Oeste, puede denotar con 7(x) la temperatura
en el punto x en cualquier tiempo dado. Suponga que 7 es una funcién continua de x, y
demuestre que, en cualquier tiempo fijo, existen por lo menos dos puntos opuestos sobre el
ecuador que tienen exactamente la misma temperatura.

b) (E1 resultado del inciso a) se cumple para puntos que estén sobre cualquier circunferencia
sobre la superficie de la Tierra?

c) (El resultado del inciso a) se cumple para la presién barométrica y para la altitud arriba del
nivel del mar?

Si fes una funcion derivable y g(x) = xf(x), utilice la definicién de derivada para demostrar
que g'(x) = xf'(x) + f(x).

Suponga que f'es una funcién que satisface
flx+ ) =f0) + () + x%y + xy?

para todos los nimeros reales x y y. Suponga también que

& _

lim 1
x—0 X
a) Encuentre f(0). b) Encuentre f'(0). c) Encuentre f'(x).

Suponga que f es una funcién con la propiedad de que | f(x)| < x> para toda x. Muestre que
f(0) = 0. Enseguida, muestre que f'(0) = 0.

m






Reglas de derivacion

Para que un paseo en montafia rusa sea
suave, los tramos rectos de la pista
deben estar conectados a los segmentos
curvos de manera que no se produzcan
cambios bruscos de direccién. En el
proyecto de la pagina 184, veremos

la forma de disefiar el primer ascenso y
caida de una nueva montafia rusa para
lograr esta suavidad en el paseo.

© Brett Mulcahy / Shutterstock

Hasta aqui hemos visto cémo interpretar las derivadas en términos de pendientes y razones
de cambio, y hemos estudiado como estimar las derivadas de funciones dadas por medio de
tablas de valores. También hemos aprendido la manera de graficar las derivadas de funciones
que se definen graficamente y utilizado la definicién de derivada para calcular las derivadas
de funciones definidas mediante férmulas. Pero seria tedioso si siempre tuviera que aplicar

la definicién, de modo que en este capitulo se desarrollan reglas para hallar derivadas sin
tener que usar directamente esa definicion. Estas reglas de derivacion permiten calcular con
relativa facilidad derivadas de funciones polinomiales, racionales, algebraicas, exponenciales,
logaritmicas, trigonométricas y trigonométricas inversas. A continuacion usaremos estas
reglas para resolver problemas en que intervienen razones de cambio y la aproximacién de
funciones.

173



174 CAPITULO 3 REGLAS DE DERIVACION

m Derivadas de funciones polinomiales y exponenciales

y
c y=c
pendiente =0
0 X
FIGURA 1

La grificade f(x)=cesla
recta y = ¢; por tanto, f'(x) = 0.

y
y=x
pendiente = 1
0
X
FIGURA 2

La grafica de f(x) = x es la recta
y = x; por tanto, f'(x) = 1.

En esta seccién aprenderd la manera de derivar funciones constantes, potencia, polinomia-
les y exponenciales.

Empezamos por la mds sencilla de todas las funciones: la funcién constante f(x) = c.
La gréfica de esta funcién es la recta horizontal y = ¢, la cual tiene pendiente 0, de modo
que debe tener f'(x) = 0. (Véase la figura 1.) Una demostracion formal, a partir de la defi-
nicion de derivada, también es facil:

SEAD =D €7 im0 —o0

f (x) - %li% h h—0 h h—0

En la notacién de Leibniz, esta regla se expresa como sigue.

Derivada de una funcion constante

dx

B Funcion potencia

Enseguida, se consideran las funciones f(x) = x", donde n es un entero positivo. Sin = 1, la
gréfica de f(x) = x es larecta y = x, la cual tiene pendiente 1 (véase la figura 2). De modo que

1] W=

(También puede demostrar la ecuacion 1 a partir de la definicién de derivada.) Ya hemos
investigado los casos n = 2 y n = 3. En efecto, en la seccion 2.8 (ejercicios 19 y 20)
encontramos que

d d
[2] o (x*) = 2x o (x%) = 3x?
Para n = 4, encontramos la derivada de f(x) = x* como sigue:

fx+h) —fx) @+ -
= lim
h h—0 h

J'(x) = lim

x* + 4x3h + 6x%h% + 4xh + Kt — x*

= lim

h—0 h

_ 4x%h + 6x°h* + 4xhd + bt
= lim

h—0 h

= %l’l’l’(l) (4x® + 6x°h + 4xh*> + h®) = 4x°

(3] diic (x*) = 4x3



El teorema del binomio se da en la pagina de
referencia 1.
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Si compara las ecuaciones [1], [2] y [3], se observa un patrén. Parece razonable presuponer
que, cuando 7 es un entero positivo, (d/dx)(x") = nx"~'. Esto resulta cierto.

Regla de la potencia Si n es un entero positivo, entonces

E (xn) — nxn*l

PRIMERA DEMOSTRACION La férmula
X"—a"=x—-—a" "+ x"a+ - +xa" >+ a"")

puede verificarse simplemente multiplicando el lado derecho (o mediante la suma del
segundo factor como una serie geométrica). Si f(x) = x", podemos utilizar la ecuacién 2.7.5
para f'(a) y la ecuacion anterior para escribir

f&) = fla . x"—a"
m -

) = 1i lim
x—a xX—a r—a X — d
=1lim " "+ x"2a+ - +xa" >+ a"")
xX—a
=a""'"+a"Pa+ - +aa"? + a"!
= ng""!

SEGUNDA DEMOSTRACION

o (x+h)r—x"
lim ———
h—0 h

fOet ) = f() _
h

f'(x) = lim

Al hallar la derivada de x*, tuvimos que desarrollar (x + /)*. En este caso, necesitamos
desarrollar (x + h)"y, para hacerlo, utilizamos el teorema del binomio:

-1
[x” + nx"'h + —n(n2 )x"fzh2 + -+ nxh" + h":| —x"
f'(x) = lim -
-1
nx""'h + —n(n2 )x"’zh2 + -+ nxh"+ B"
= Jim h

-1
= Iim |:nx"1 + an 1) )x"’zh + -+ nxh"? + h”l]

porque todos los términos, excepto el primero, tienen 7 como factor, y, por tanto, tien-
den a 0. [ |

En el ejemplo 1 se ilustra la regla de la potencia usando varias notaciones.

a) Si f(x) = x° entonces f'(x) = 6x°. b) Si y = x'" entonces y’ = 1000x°*.

d d
c) Siy = t*, entonces D _ 4, d) Si — (r*) = 3r? [ ]
dt dr
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En la figura 3 se muestra la funcién y el ejemplo
2b) y su derivada y’. Advierta que y no es
derivable en 0 (y’ no esté definida alli). Observe
que y’ es positiva cuando y crece, y negativa
cuando y decrece.

FIGURA 3

y=x

(,Qué puede decirse acerca de las funciones potencia con exponentes enteros negati-
vos? En el ejercicio 61 se pide al lector que verifique, a partir de la definicién de

derivada, que
4 (y__L
dx \ x x?

Por lo que podemos escribir de nuevo esta ecuacién como
d
-1 -2
— (x =(—1)x
) =D

y, por consiguiente, la regla de la potencia se cumple cuando n = —1. De hecho, en la
seccidn siguiente [ejercicio 62¢)] se demuestra que se cumple para todos los enteros nega-
tivos.

(Qué sucede si el exponente es una fracciéon? En el ejemplo 3 de la seccién 2.8 encon-
tramos que

1

2Vx

d
et

lo cual puede escribirse como

4

y (xl/z) — %x—l/z
X

. . 1
Esto hace ver que la regla de la potencia es verdadera incluso cuando n = 3. De hecho, en
la seccion 3.6 se demuestra que es verdadera para todos los nimeros reales 7.

Regla de la potencia (version general) Si n es cualquier nimero real, entonces

d ny n—1
T (x") = nx
EEIE Derive:
1
a)f(X)=7 b) y = Vx?
SOLUCION En cada caso, reescriba la funcién como una potencia de x.
a) Dado que f(x) = x7?, utilizamos la regla de la potencia con n = —2:
d 2
f)=—@G?)=-2x""=-20x"=-——
dx X
dy d d
b A (30 = 2,23y — 2 ..2/3)-1 — 2 —1/3
) dx dx(x) dx(x )=5x 34 .

La regla de la potencia permite hallar las rectas tangentes sin hacer uso de la definicién
de derivada. Ademads, permite encontrar rectas normales. La recta normal a una curva C
en un punto P es la recta a través de P que es perpendicular a la recta tangente en P. (En
el estudio de la dptica, necesita considerar el dngulo entre un rayo de luz y la recta normal
a un lente.)

u 22 F0 R Halle la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la curva
¥y = x+/x en el punto (1, 1). Tlustre dibujando la curva y estas rectas.



tangente

normal

-1

FIGURA 4

y=xx

INTERPRETACION GEpMETRICA
DE LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE

ﬁ y=2f(x)
y=f(x)

—

y

La multiplicacién por ¢ = 2 estira la gréfica
verticalmente en un factor de 2. Todas las
elevaciones se han duplicado, pero los avances
permanecen iguales. Las pendientes también
se duplican.

Si se utiliza la notacion con apdstrofos, puede
escribir la regla de la suma como

+9 =f +9¢

SECCION 3.1  DERIVADAS DE FUNCIONES POLINOMIALES Y EXPONENCIALES 1717

SOLUCION La derivada de f(x) = x+/x = xx'/? = x*?¢s

F0) =220 = R =
De este modo, la pendiente de la recta tangente en (1, 1) es £'(1) = 3. Por consiguiente,
la ecuacién de la recta tangente es
y—1=3(x—1) obien y=3x—1
La recta normal es perpendicular a la recta tangente de tal manera que su pendiente es

el reciproco negativo de %, es decir, —%. En estos términos, una ecuacion de la recta
normal es

y—lz—%(x—l) o bien y=—%x+§

En la figura 4 se traza la grafica de la curva y las rectas tangente y normal. [

I Nuevas derivadas a partir de anteriores

Cuando se forman nuevas funciones a partir de funciones anteriores por adicion, sustrac-
cién o multiplicacién por una constante, sus derivadas pueden calcularse en términos de la
derivada de sus funciones anteriores. En particular, en la formula siguiente se afirma
que la derivada de una constante multiplicada por una funcion es la constante multiplica-
da por la derivada de la funcion.

Regla del miltiplo constante Si ¢ es una constante y f es una funcién derivable,
entonces

d d
“lef] = e o)

DEMOSTRACION  Sea g(x) = cf(x). Entonces

. glx+h) — gx)

g'(x) = lim i L) = ef)

h h—0 h

o [f(x+h)—f(x)]
=lmmc|\——

h—0 h
+h) -
= ¢ lim M (por la ley 3 de los limites)
h—0 h
= cf'(x) —

d d
a) — (Bx*) =3 — (x*) = 3(4x®) = 12x°
dx dx

b) %(—x>=%[<—1>x]=(—l>%(x):‘“”z_1 -

La siguiente regla sefala que la derivada de una suma de funciones es la suma de las
derivadas.

Regla de lasuma Sify g son derivables, entonces

L1 + ] = - ) + g
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DEMOSTRACION ~ Sea F(x) = f(x) + g(x). Entonces
F(x + h) — F(x)

P

F'(x) = lim
h—0

h
i L)+ g+ )] — [F() + (0]
o hlgtl) h
. [ faet ) = f0) gl +h) = g) ]
e h i h

= lim

h—0

f(x + };l) _f(x) + 1im g(x +h - g(x) (por laley 1)

h—0 h
=f'(x) +g'(x) _—

La regla de la suma puede extenderse a la suma de cualquier nimero de funciones. Por
ejemplo, si se aplica este teorema dos veces, se obtiene

(frg+h' =[f+tg +hl'=(+g9" +h=f+g +H

Al escribir f — g como f + (—1)g y aplicando la regla de la suma y la del multiplo
constante, se obtiene la siguiente férmula.

Regla de la diferencia Si tanto f como g son derivables, entonces

d d d
T [f(x) — g(x)] = Ef(x) e g(x)

Las reglas de multiplo constante, la suma y la diferencia pueden combinarse con la
regla de la potencia para derivar cualquier funcién polinomial, como se muestra en los
ejemplos que siguen.

d
o (x® 4+ 12x° — 4x* + 10x* — 6x + 5)
X

T B N I I}
=E(x)+125(x) 4dx(x)+10dx(x) 6dx(x)+dx(5)
=8x7 + 12(5x*) — 4(4x*) + 10(3x*) — 6(1) + 0

=8x’ + 60x* — 16x* + 30x> — 6 ]

n 213 [JN0 Encuentre los puntos sobre la curva y = x* — 6x* + 4 donde la recta
tangente es horizontal.

SOLUCION Se tienen tangentes horizontales donde la derivada es cero. Observe que,

y_4d

o_ed 2y, 4
dx dx(x) 6dx(x)+dx(4)

=4x° — 12x + 0 = 4x(x> — 3)



(0,4)

ve

A

(—3.-5)

FIGURA 5

(V3,-5)

Lacurvay=x*—6x*+4y sus
rectas tangentes horizontales

I 2" -1 3 -1

h h
0.1 0.7177 1.1612
0.01 0.6956 1.1047
0.001 0.6934 1.0992
0.0001 0.6932 1.0987
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Asi, dy/dx = 0six=00x>— 3 =0, es decir, x = iﬁ. Por tanto, la curva dada tiene
rectas tangentes horizontales cuando /3 y —V3. Los puntos correspondientes son (0, 4),

(\/3_, —5) y (—\/g, —5). (Véase la figura 5.) [ |

23 [JNFA La ecuacion de movimiento de una particula es s = 27 — 5¢2 + 3¢ + 4,
donde s se mide en centimetros y 7 en segundos. Hallar la aceleracién como una funcién
del tiempo. ;Cual es la aceleracién después de 2 segundos?

SOLUCION La velocidad y la aceleracién son
ds
)=—==6"—10r + 3
o(t) = —
dv
H=—=12t - 10
at) = —

La aceleracion después de 2s es a(2) = 14cm/s2 [

I Funciones exponenciales

Intente calcular la derivada de la funcién exponencial f(x) = a*, aplicando la definicién de
derivada:

o St h) - flx) et —a
f(x) = lim h L E—
o a‘a"—a* o a'@"—1)
= lim = lim
h—0 h h—0

El factor a* no depende de i, de modo que puede llevarlo delante del limite:

a" — 1
h

f'(x) = a" lim

Observe que el limite es el valor de la derivada de fen 0; esto es,

h
a"—1
lim =f'(0
Jim = 1'0)
En consecuencia, ha demostrado que, si la funcién exponencial f(x) = a* es derivable
en 0, entonces es derivable para cualquier x; asi que

[4] () = £(0)a*

En esta ecuacién se afirma que la razon de cambio de cualquier funcion exponencial es
proporcional a la funcion misma. (La pendiente es proporcional a la altura.)

En la tabla que aparece a la izquierda, se da una evidencia numérica de la existencia de
f'(0) en los casos @ = 2y a = 3. (Los valores tienen una aproximacién correcta a cuatro
posiciones decimales.) Parece que los limites existen y

h

1
~ 0.69

paraa =2, f'(0)= %nr(l)

ho_

1
~ 1.10

para a =3, f'(0)= %m})
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En el ejercicio 1 vera que e se encuentra entre
2.7y 2.8. Mas adelante podremos demostrar que
e con cinco digitos (o posiciones) decimales es

e~2.71828

Visual 3.1 utiliza el comportamiento de
una pendiente para ilustrar esta formula.

1
/ y=e'

De hecho, puede demostrarse que estos limites existen y que son correctos hasta seis cifras
decimales, los valores son

d d
—— (29 =~ (0.693147 — (39 =~ 1.098612
dx x=| dx x=

0 0

Por esto, de la ecuacién 4
@ 4 (2%) = (0.69)2* 4 (3%) = (1.10)3"
dx ' dx '

De todas las elecciones posibles para la base a de la ecuacién 4, se tiene la formula més
sencilla de derivacion cuando f'(0) = 1. En vista de las estimaciones de f'(0) para a = 2
y a = 3, parece razonable que exista un nimero a entre 2 y 3 para el que f'(0) = 1. Es
costumbre denotar este valor con la letra e. (De hecho, asi se presento e en la seccién 1.5.)
Apoyado en esto, se tiene la siguiente definicién

Definicion del nimero ¢

’ z. e
e es el nimero tal que lim T =1
h—0

Geométricamente, esto significa que, de todas las funciones exponenciales posibles
y = a*, la funcidn f(x) = e* es aquella cuya recta tangente en (0, 1) tiene pendiente f'(0)
que es exactamente 1. (Véanse las figuras 6y 7.)

pendiente = ¢*

pendiente = 1

0 X 0 X

FIGURA 6 FIGURA 7

Si hacemos a = ey, por tanto, f'(0) = 1 en la ecuacion 4, se convierte en la importan-
te formula de derivacion que se proporciona a continuacion.

Derivada de la funcién exponencial natural

d
I (e*) =e*

De aqui se ve que la funcién exponencial f(x) = e* tiene la propiedad de que es su
propia derivada. El significado geométrico de esto es que la pendiente de una recta tangen-
te a la curva y = e* es igual a la coordenada y del punto (véase la figura 7).
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u SAHOER Sif(x) = e* — x, encuentre f' y f”. Compare las gréficas de fy f'.

SOLUCION Si se aplica la regla de la diferencia, se tiene

f'x) = —(e —x) = %(e‘)—d%(x)=e"—1

En la seccién 2.8 se define la segunda derivada como la derivada de f', asi que

181

1 d d d
') = E(E’“ -1 ZE(EX) - E(l) =e’
FIGURA 8
La funcién fy su derivada f’ se grafican en la figura 8. Observe que f tiene una recta
tangente horizontal cuando x = 0; esto corresponde al hecho de que f'(0) = 0. Asimismo,
observe que para x > 0, f'(x) es positiva y fes creciente. Cuando x < 0, f'(x) es negativa
y f es decreciente. [ |
m (En qué punto de la curva y = e* la recta tangente es paralela a la recta
y = 2x?
SOLUCION Puesto que y = e*, tenemos y' = e*. Sea a la coordenada x del punto en
cuestion. Entonces, la pendiente de la recta tangente en ese punto es e“. Esta recta
y=e* tangente serd paralela a la recta y = 2x si tiene la misma pendiente; es decir, 2. Si se
‘ ‘ igualan las pendientes, se tiene
| 0 1 "
e =2 a=1n2
FIGURA 9
Por tanto, el punto requerido es (a, ¢*) = (In 2, 2). (Véase la figura 9.) [
m Ejercicios
. a) (Cdémo se define el niimero e? 9. g(x) = x*(1 — 2x) 10. A(x) = (x — 2)(2x + 3)
b) Use una calculadora para estimar los valores de los limites
M. g(r) = 2:734 12. B(y) =c¢y ®
i 271 i 28" 1
e T
h—0 h h—0 h 13. A(s) = 18, y =333 — x
S
correctos hasta dos digitos decimales. ;Qué puede concluir
acerca del valor de e? 15. R(a) = (3a + 1)* 16. h(t) = Y1 — 4e'
2. a) Dibuje a mano la funcién f(x) = e*, poniendo particular B _
atencion a la forma en que la grafica cruza el eje y. 1. S(p)=Vp —p 18 y=rx—1
(Qué hecho le permite hacer esto? 4 ,
b) ¢(Qué tipos de funciones son f(x) = e*y g(x) = x? 19. y = 3e* + I 20. S(R) = 4mwR
Compare las formulas de derivacién para fy g. JF
. ) . . . ) +
c) ()/Cl.lal de las dos funciones en el inciso b) crece mas 21. h(u) = Au® + Bu® + Cu 2 y= x* : X
rapidamente cuando x es muy grande? X
P+4x + 3
3-32 Derive cada una de las siguientes funciones. 23 y= % 24, g(u) = V2u + /3u
X
3. f(x) =2% 4 f(x)=¢°
5. j(x) = x> + 6. k(r) ="+ r¢
5. f(f) =2 — %t 6. F(x) = x* J) =2 e () =e+r
—1\3 v b ¢
7. f()=x—4x+6 8 f() =14 — 251>+ 6.7 2]. Hx) = (x + x ) 28. y =ae' + PR

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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29. u= 3t +4Jr

A ,
3. z=—; + Be’
y

30. u=<ﬁ+

2. y=e¢""+ 1

&)

33-34 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de las
siguientes curvas en el punto dado.

3B.y=x, (1,1 3oy =x'+2x2—x (1,2

35-36 Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
cada una de las siguientes curvas en el punto dado.

35y =x'+ 2¢%, (0,2) 3. y=x>—x* (1,0)

37-38 Encuentre la ecuacion de la recta tangente en el punto dado,
a cada una de las siguientes curvas. Ilustre graficando la curva y la
recta tangente, en la misma pantalla.

3. y=3x>—x%, (1,2) 38 y=x—+x, (1,0

39-40 Encuentre f'(x). Compare las gréficas de fy f' y utilicelas
para explicar por qué su respuesta es razonable.

39 f(x) = x* — 2x° + x? 0. fx) =x"—2x"+x—1

i 41. a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora

para graficar la funcién f(x) = x* — 3x* — 6x*> + 7x + 30
y g(x) = x¢ en el rectangulo de vista [—3, 5] por [—10, 50].

b) Con la misma grafica del inciso a) estime las pendientes
y elabore un esbozo a mano de la grafica de f'. (Véase el
ejemplo 1 de la seccion 2.8.)

¢) Calcule f'(x) y utilice esta expresion para graficar f’ con
una calculadora graficadora. Compare con su esbozo del
inciso b).

42. a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora para
graficar la funcién g(x) = e* — 3x? en el rectangulo de vista
[—1, 4] por [—8, 8].

b) Utilizando la grifica del inciso a) para estimar pendientes,
haga a mano un boceto aproximado de la grafica de ¢g'.
(Véase el ejemplo 1 de la seccién 2.8.)

¢) Calcule g'(x) y utilice esta expresion, con un dispositivo
graficador, para dibujar g’. Compare con su boceto del

inciso b).

43-44 Encuentre la primera y segunda derivada de cada una de las

siguientes funciones.
83. f(x) = 10x"° + 5x° — x M. G(r)=r+Jr

45-46 Encuentre la primera y segunda derivadas de cada una de
las siguientes funciones. Verifique para ver si sus respuestas son
razonables, comparando la grificas de f, /" y f".

45. f(x) = 2x — 5x** 8. f(x) = e* — x°

47. La ecuacién de movimiento de una particula es s = £ — 3¢,
donde s estd en metros y ¢ en segundos. Encuentre
a) la velocidad y la aceleracion como funciones de ¢,
b) la aceleracién después de 2s 'y
c¢) la aceleracion cuando la velocidad es cero.

48. La ecuaciéon de movimiento de una particula es

s=1*—2t>+ t* — t, donde s estd en metros y z en

segundos.

a) Encuentre la velocidad y la aceleracién como funciones
de 1.

b) Encuentre la aceleracién después de 1s.

a3 c) Grafique las funciones posicién, velocidad y aceleracion, en

la misma pantalla.

49. La ley de Boyle establece que cuando una muestra de

gas se comprime a temperatura constante, la presiéon P

del gas es inversamente proporcional al volumen del gas.

a) Suponga que la presién de una muestra de aire que ocupa
0.106m* a 25 °C es 50kPa. Exprese V como una funcién
de P.

b) Calcule dV/dP cuando P = 50kPa. ;Cudl es el significado
de la derivada? ;Cudles son sus unidades?

@ 50. Los neumaticos de automévil deban ser inflados correctamente
porque un alto inflado o un bajo inflado puede causar desgaste
prematuro. Los datos de la tabla muestran la vida L (en miles
de millas) para un determinado tipo de neumatico a diversas

presiones P (en 1b/pulg?).

P 26 28 31 35 38 42 45

L 50 66 78 81 74 70 59

a) Utilice una calculadora graficadora o una computadora para
modelar la vida del neumdtico con una funcién cuadritica
de la presion.

b) Utilice el modelo para estimar dL/dP cuando P = 30y
cuando P = 40. ;Cuadl es el significado de la derivada?
(Cudles son sus unidades? ;Cudl es el significado de los
signos de las derivadas?

51. Encuentre los puntos sobre la curva y = 2x* + 3x* — 12x + 1
donde la recta tangente es horizontal.

52. ;Para qué valores de x la grifica de f(x) = e* — 2x tiene una
recta tangente horizontal?

53. Demuestre que la curva y = 2¢* + 3x + 5x° no tiene una recta
tangente cuya pendiente es 2.

54. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x\/;
que es paralela alarectay = 1 + 3x.

55. Encuentre las ecuaciones de ambas rectas tangentes a la curva
y=1+ x*y paralela alarecta 12x — y = 1.

56. (En qué punto sobre la curvay = 1 + 2¢* — 3x es la recta
tangente paralela a la recta 3x — y = 57 Ilustre graficando la

curva de ambas rectas.

57. Encuentre la ecuacién de la recta normal a la pardbola
y = x> — 5x + 4 que es paralela a la rectax — 3y = 5.



58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

SECCION 3.1

(Dénde la recta normal a la pardbola y = x — x? en el punto
(1, 0) interseca la pardbola por segunda vez? Ilustre con un
esbozo la gréfica.

Dibuje un diagrama que muestre que hay dos rectas tangentes
a la pardbola y = x? que pasan por el punto (0, —4). Encuentre
las coordenadas de los puntos donde estas rectas tangentes
intersectan la pardbola.

a) Encuentre ecuaciones de ambas rectas que pasan por el
punto (2, —3) que son tangentes a la pardbola y = x> + x.
b) Demuestre que no hay una recta que pasa por el punto
(2, 7) que es tangente a la parabola. A continuacion, dibuje
un diagrama para ver por qué.

Utilice la definicién de derivada para demostrar que si
f(x) = 1/x, entonces f'(x) = —1/x% (Esto demuestra la
regla de la potencia para el cason = —1.)

Encuentre la n-é€sima derivada de cada una de las siguientes
funciones calculando algunas derivadas y observando el patrén
de recurrencia.

a) f(x) = x" b) f(x) =1/x

Encuentre una polinomial P de segundo grado tal que P(2) = 5,
P'2)=3yP"(2)=2.

La ecuacién y” + y" — 2y = x? es una ecuacién diferencial
porque involucra una funcién desconocida y y sus derivadas
representadas por y" y y". Encuentre constantes A, By C tales
que la funcién y = Ax* + Bx + C satisface esta ecuacion
diferencial. (Las ecuaciones diferenciales serdn estudiadas en
detalle en el capitulo 9.)

Encuentre una ecuacion ctibica y = ax® + bx*> + ¢x + d cuya
gréfica tiene rectas tangentes horizontales en los puntos (—2, 6)
y (2,0).

Encuentre una parabola con ecuacién y = ax* + bx + ¢

que tiene pendiente 4 en x = 1, pendiente —8 enx = —1
y que pasa por el punto (2, 15).
Sea )
£ x4+ 1 six<l1
x) =
x+1 six=1

(Es fderivable en x = 1? Trace las graficas de fy f".

(En qué nimeros es derivable la siguiente funcién g?

2x six=<0
glx) =42x —x? si0<x<2
2 —x six=2

Proporcione una férmula para g' y trace las graficas de gy ¢g'.

69.

70.

n.

72.

13.

14.

15.

76.

1.

18.

19.
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a) ¢Para qué valores de x la funcién f(x) = | x> — 9 | es
derivable? Encuentre una férmula para f”.
b) Esboce las graficas de fy f.

(Dénde es derivable la funcién h(x) = |x — 1| + |x + 2]?
Proporcione la funcién para h' y trace las graficasde hy h'.

Encuentre la pardbola con ecuacién y = ax* + bx cuya
recta tangente en (1, 1) tiene por ecuacién y = 3x — 2.

Supongamos que la curvay = x* + ax’ + bx* + cx + d tiene
una recta tangente cuando x = 0 con ecuacién y = 2x + 1

y una recta tangente cuando x = 1 con ecuaciéon y = 2 — 3x.
Encuentre los valores de a, b, c y d.

(Para qué valores de a y b la recta 2x + y = b es tangente a la
pardbola y = ax’ cuando x = 2?

Encuentre el valor de c tal que la recta y = %x + 6 es tangente
alacurvay = cy/x

Sea

six <2

mx+b six>2

fx) = {"

Encuentre los valores de m y b que hacen que f sea derivable
para toda x.

Se dibuja una recta tangente a la hipérbola xy = ¢ en un

punto p.

a) Demuestre que el punto medio del segmento de recta
cortado de esta recta tangente por los ejes de coordenadas
es P.

b) Demuestre que el tridngulo formado por la recta tangente
y los ejes de coordenadas siempre tiene la misma drea, no
importa dénde se encuentre P sobre la hipérbola.

1000 _ 1
Evalde lim

—lox — 1
Dibuje un diagrama que muestre dos rectas perpendiculares
que se intersecan en el eje y y que son ambas tangentes a la
pardbola y = x*. ; Donde se intersecan estas rectas?

. 1 <
Si ¢ > 3, jcudntas rectas que pasan por el punto (0, ¢) son
4 , . 1
rectas normales a la pardbola y = x*? ;Qué pasa si ¢ < 3?

Trace las pardbolas y = x>y y = x> — 2x + 2. ;Piensa que
existe una recta que es tangente a ambas curvas? Si es asi,
encuentre su ecuacion. Si no es asi, ;jpor qué no?
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)
PROYECTO DE APLICACION CONSTRUCCION DE UNA MONTANA RUSA

Suponga que se le solicita que disefie el primer ascenso y descenso de una nueva montafia rusa.
Después de estudiar fotograffas de sus montafias rusas predilectas, decide hacer la pendiente

de ascenso 0.8 y la de descenso —1.6. Opta por conectar estos dos tramos rectos y = Li(x) y

y = Ly(x) mediante parte de una parabola y = f(x) = ax* + bx + ¢, donde x y f(x) se miden

en pies. Para que el trayecto sea uniforme, no pueden existir cambios abruptos de direccion,

por lo que desea que los segmentos de recta L, y L, sean tangentes a la pardbola en los puntos de
transicién Py Q. (Véase la figura.) Para simplificar las ecuaciones, decide situar el origen en P.

1. a) Suponga que la distancia horizontal entre P y Q es 100 pies. Escriba ecuaciones en a, b y
¢ que aseguren que el trayecto sea suave en los puntos de transicion.
b) Resuelva las ecuaciones del inciso a) para a, b y ¢ para hallar una férmula para f(x).
c) Dibuje L, f'y L, para verificar graficamente que las transiciones sean suaves.
d) Encuentre la diferencia en elevacion entre Py Q.

]
LI<]

2. La solucién del problema 1 puede parecer suave, pero es posible que no sienta lo suave
debido a que la pieza definida como funcién [consistente en L,(x) para x < 0, f(x) para
0 = x = 100; y Ly(x) para x > 100] no tiene una segunda derivada continua. Por consiguiente,
usted decide mejorar su disefio utilizando una funcién cuadrética g(x) = ax* + bx + ¢ Unica-
mente en el intervalo 10 < x < 90 y conectarlo con las funciones lineales por medio de dos
funciones cubicas:

g(x) = kx* + Ix* + mx + n 0<x<10

Wx) =px* + g +rx+s 90 <x< 100

a) Escriba un sistema de ecuaciones con 11 incégnitas que aseguren que las funciones y sus
dos primeras derivadas coincidan en los puntos de transicion.

SAC|  b) Resuelva las ecuaciones del inciso a) con un sistema algebraico computarizado para en-
contrar las férmulas para g(x), g(x) y h(x).

c) Dibuje L,, g, g, h'y L, y compdrelos con las grificas del problema 1 inciso c).

© Flashon Studio / Shutterstock
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Se requiere calculadora graficadora o computadora

Se requiere un sistema algebraico computarizado

m Reglas del producto y el cociente

Las férmulas de esta seccidn permiten derivar nuevas funciones formadas a partir de ante-
riores, por multiplicacion o division.

N Regla del producto

@ por analogia con las reglas de la suma y la diferencia, podria tener la tentacién de
suponer —como Leibniz lo hizo hace tres siglos— que la derivada de un producto es
el producto de las derivadas. Sin embargo, puede ver que esta suposicion es errénea al
considerar un ejemplo particular. Sea f(x) = x y g(x) = x2. Por tanto, la regla de la poten-
ciadaf'(x) = 1y g'(x) = 2x. Pero (fg)(x) = x°, de modo que (fg)'(x) = 3x°. Asi que,
(fg)" # f'g'. La formula correcta fue descubierta por Leibniz (poco tiempo después de
su falso inicio) y se llama regla del producto.



Av u Av Au Av
v uv v Au
u Au
FIGURA 1

Geometria de la regla del producto

Recuerde que en la notacion de Leibniz la
definicion de derivada puede escribirse como

b A
dx  ax—0 Ax

En notacién con apéstrofos:

(f9)' =1fg' + gf’
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Antes de enunciar la regla del producto, vea como podria descubrirla. Empezamos
suponiendo que u = f(x) y v = g(x) son funciones positivas derivables. Entonces puede
interpretarse el producto uv como el drea de un rectangulo (véase la figura 1). Si x cambia
una cantidad Ax, entonces los cambios correspondientes en u y v son

Au = f(x + Ax) — f(x) Av = g(x + Ax) — g(x)

y el nuevo valor del producto, (u + Au)(v + Av), puede interpretarse como el drea del

rectdngulo grande en la figura 1 (siempre que Au y Av sean positivos).
El cambio en el drea del rectdngulo es

m Alwv) = (u + Au)(v + Av) —uv = uAv + v Au + Au Av

= ]a suma de las tres areas sombreadas
Si dividimos entre Ax, se obtiene

Aw) _ Av - Bu oy, B
Ax qu vAx qu

Si ahora hacemos que Ax — 0, obtenemos la derivada de uv:

— (uv) = lim

dx Ax—0  Ax Ax—0

— i & + i & + i A 111 ﬁ
— A)}TO Ax UA,:TO Ax AAI‘TO “ AiTo Ax

— ﬂ+ ﬂ'ﬁ‘oﬂ

udx de dx
@ d( ) dv+ du
— ) =u—+0v—
dx dx dx

(Observe que Au — 0 cuando Ax — 0 puesto que f es derivable y, por tanto, continua.)

Aun cuando se parti6é de la hipétesis (para la interpretacion geométrica) que todas las
cantidades son positivas, observe que la ecuacion 1 siempre es verdadera. (El dlgebra es
vdlida si u, v, Au 'y Av son positivas o negativas.) De modo que ha probado la ecuacién 2,
conocida como regla del producto, para todas las funciones derivables u y v.

Regla del producto  Si f'y g son derivables, entonces

d d d
. [f()g(x)] = f(x) . [9(0)] + g(x) I [f(0)]

En palabras, la regla del producto expresa que la derivada de un producto de dos fun-
ciones es la primera funcion multiplicada por la derivada de la segunda funcion, mds la

segunda funcion multiplicada por la derivada de la primera funcion.
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a) Sif(x) = xe*, encuentre f'(x).
b) Halle la n-ésima derivada, f"(x).

SOLUCION
En la figura 2 se muestran las gréficas de la a) Por la regla del producto se tiene que
funcién f del ejemplo 1y su derivada f'. Advierta
que f'(x) es positiva cuando f es creciente y d
negativa cuando f es decreciente. flx) = I (xe™)
x
3 d d
=x— (") +te"—(x
I (") I (%)
=xe*+e'-1=(x+ 1)
ﬂ f : .
3 ‘ L5 b) Aplicando a regla del producto una segunda vez, se obtiene
4 d X
= ') = —=[(x + De’]
dx

FIGURA 2 d 4
=@x+1D)—()+e'—@x+1
(6t Do () + et (x4 1)

=(x+De*+e*-1=(x+2e"
Las siguientes aplicaciones de la regla del producto dan
f"(x) = (x+ 3" fO%) = (x + 4)e"
De hecho, cada derivada sucesiva agrega otro término e*, asi que
fP0) = (x + ne" -

En el ejemplo 2, @'y b son constantes. Es habitual m Derive la funcién f(r) = Vi (a + bi)

en mateméticas el uso de las primeras letras

del alfabeto, para representar las constantesy ~ SOLUCION 1 Utilizando la regla del producto, tenemos que
las (ltimas para representar variables.

iy A d
F10 =i —(a+ b0+ (a+b)— (Vi)

=Vt b+ (a+ bt

a+ bt a+ 3bt

NN

SOLUCION 2 Si primero utilizamos las leyes de los exponentes para reescribir f(f),
entonces podemos proceder directamente sin utilizar la regla del producto.

= byt +

f(t) = a\/? + bt\/? = at'? + ps3?

f'(0) = 3ar™'? + 3b1'?
lo cual es equivalente a la respuesta dada en la solucién 1. [

El ejemplo 2 muestra que a veces es mds fécil simplificar un producto de funciones
antes de derivar que utilizar directamente la regla del producto. En el ejemplo 1, sin embargo,
la regla del producto es sélo un posible método.



En notacion con apéstrofos:

(i)’ ' —fd
g g’
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Sif(x) = v/x g(x), donde g(4) =2 y ¢'(4) = 3, encuentre f'(4).

SOLUCION Aplicando la regla del producto, tenemos que
, d d d
@) =—=[Vx ] =Vx ——[g0] + g(x) - [Vx]
dx dx dx
= Va g'x) + g(x)

_ , g(x)
- \/;g(x) + 2\/;

@ = vEga + I8 53 2 _
f@=Vag@ +5 7m=23+7-=65 o

Asf que

I Regla del cociente

Encontramos una regla para derivar el cociente de dos funciones derivables u = f(x) y
v = g(x) en gran parte de la misma manera que hemos encontrado la regla del producto.
Si x, u y v se incrementan por cantidades Ax, Au 'y Av, entonces el cambio correspondien-
te en el cociente u/v es

A<£) u+Au_1:(u+Au)v—u(v+Av)

v v+ Av v v(v + Av)
_ vAu — ulv
v(v + Av)
por tanto,
Au Av
i(1> — im A(u/v) - 1 “ax  “Ax
dx \ v =0 Ax am—o0  p(v + Av)

Cuando Ax — 0, también Av — 0, porque v = g(x) es derivable y, por consiguiente, con-
tinua. Asi, al aplicar las leyes de los limites, se obtiene

. Au AV du dv
vlim — — u lim — vV— —u—
dfu) a0 Ax a—0 Ax  dx dx
dx \ v v lim (v + Av) v?
Ax—0

Regla del cociente Si f'y g son derivables, entonces

d d
d [ f(x)] 90 W] =70 o)
dx

g9(x) [g(x)]*

En palabras: en la regla del cociente se expresa que la derivada de un cociente es
el denominador multiplicado por la derivada del numerador, menos el numerador
multiplicado por la derivada del denominador, todo dividido entre el cuadrado del
denominador.

La regla del cociente y las otras formulas de derivacién permiten calcular la derivada
de cualquier funcién racional, como se ilustra en el ejemplo siguiente.
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2
x“+x—2
Podemos utilizar un dispositivo de graficacion u SAOEE Sea y = ————. Entonces

3
para verificar que la respuesta al ejemplo 4 es x+6
verosimil. En la figura 3 se muestran las gréficas d d
de la funcion del ejemplo 4 y su derivada. Note P+ —x*+x—2)—(x*+x—2)—(x*+6)
que cuando y crece con rapidez (cerca de —2), , dx dx
y' es grande. Y cuando y crece con lentitud, y = (x3 + 6)2

y' esta cercana a 0.

x*+6)2x + 1) — (x> + x — 2)(3x?)

L3 - (x> + 6)
yl
C(@2x*+ x4 12x + 6) — (Bx* + 3x7 — 6x7)
—4 4 (.X3 + 6)2
F —x* = 2x' + 6x*+ 12x + 6
= |
(x* + 6)?
-1.5

FIGURA 3 ..

u 2300 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = e¢*/(1 + x?) en

el punto (1, %e).

SOLUCION De acuerdo con la regla del cociente

d d
1 + 2\ x\ . x 1 + 2
o UG e )
dx (1 + x*)?
(1 +xP)et — e (2x)
(1 + x?)?
el —x)p
(1 + x?)*
2.5 I
o De modo que la pendiente de la recta tangente en (1, 56’) es
YT+
b _
y:%e dx x=1

-2 ‘ 0 ‘ ‘ 3.5 Esto significa que la recta tangente en (1, %e) es horizontal, y su ecuacién es y = Je. [Véase

la figura 4. Advierta que la funcién es creciente y cruza su recta tangente en (1, %e).]
FIGURA 4 p—

NOTA No use la regla del cociente cada vez que vea un cociente. A veces es mas facil
reescribir un cociente en una forma que sea mas sencilla para los fines de derivacién. Por
ejemplo, aun cuando es posible derivar la funcién

aplicando la regla del cociente, es mds facil dividir primero y escribir la funcién como

F(x) = 3x + 2x~'?

antes de derivar.
A continuacién se resumen las férmulas de derivacion que ha aprendido hasta el
momento.
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, - d . d
Tabla de formulas de derivacion —()=0 — (x") = nx" —(e) = ¢*
dx dx dx
(cf) =cf (f+9 =f+yg (f-9'=f~—¢
Dy f\ _9f' =19
(f9) =fq' + af <— = 2
9 9
m Ejercicios
1. Encuentre la derivada de f(x) = (1 + 2x*)(x — x?) de dos X _ax+b
maneras: aplicando la regla del producto y efectuando primero 5. f(x) = %. fx) = cx +d
la multiplicacién. ;Sus respuestas son equivalentes? X+ T

2. Encuentre la derivada de la funcion

en dos maneras diferentes: utilizando la regla del cociente
y simplificando primero. Demuestre que sus respuestas son
equivalentes. ;Cudl método prefiere?

3-26 Derive cada una de las siguientes funciones.

3. f(x) = (x* + 2x)e* 4 g(x) = Jx e
X e’
5. y=— 6. y= -
e 1 —e
1+ 2x x*=2
1. = 8. =
90 =37, O =5
9. Hu) = (u — vu )(u + u)
10. J(v) = (0° — 20)(v™* + v7?)
1 3
1. Fy) = <2 - 4>(y +5y°%)
y y
12. f(z) = (1 — e)(z + &)
} + 1 A
13, y=—— uy=—
1 —x x’+tx—2
EEPTI E Y (t — 1)
1 M
17.y=e"(p+p\/;) 18. y =
s + ke’
P2
19. y = M 20. z = w*(w + ce®)
v
2t t— At
21. f(l) = W 22. g(l) = l‘l/3
A 1 — xe* ra
23. =— 24, = Al
f) B + Ce* f) x+e"

@ Se requiere calculadora graficadora o computadora

K

27-30 Halle f'(x) y f"(x) de cada una de las siguientes funciones.
21. f(x) = x%e* 28. f(x) = x*%*

29. f(x) = i

X X
1+ 2x S0 =7

xZ

31-32 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva dada en
el punto especificado.

x271 x

e
Ny=——"—" (1,0 32. y=—,
Y e a1 (1,0) YT

(1 e)

33-34 Halle las ecuaciones de las rectas tangentes y de las rectas
normales a cada una de las curvas dadas en el punto que se especifica.

2x
33. y=2xe*, (0,0 34 y= 1,1
y=2eet (0.0) y=—o (L

35. a) Lacurvay = 1/(1 + x?) se llama bruja de Maria Agnesi.
Encuentre la ecuacion de la recta tangente a esta curva en el
punto (— 1, %)

b) Ilustre el inciso a) trazando las gréficas de la curva y la recta
tangente en la misma pantalla.

36. a) Lacurvay = x/(1 + x?) se llama serpentina. Encuentre
la ecuacion de la recta tangente a esta curva en el punto
(3,0.3).
b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente, en
la misma pantalla.

37. a) Sif(x) = (x* — x)e*, encuentre f'(x).

b) Compruebe que su respuesta al inciso a) es razonable
comparando las grdficas de fy f.

38. a) Sif(x) =e'/(2x> + x + 1), halle f'(x).
b) Compruebe que su respuesta al inciso a) es razonable
comparando las graficas de fy f'.

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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39.

40.

a.
42.
43.

44.

45.
46.

47.

48.
49.

50.

CAPITULO 3 REGLAS DE DERIVACION

a) Sif(x) = (> — 1)/(x* + 1), halle f'(x) y f"(x).
b) Verifique si sus respuestas en el inciso a) son razonables al
comparar las grificas de f, f' y f".

a) Sif(x) = (x> — e~ halle f'(x) y f"(x).
b) Verifique para comprobar que sus respuestas en el inciso a)
son admisibles al comparar las graficas de f, f" y f”.

Si f(x) = x2/(1 + x), halle "(1).
Si g(x) = x/e*, halle g"(x).
Suponga que f(5) = 1, f'(5) = 6, 9(5) = =3y g'(5) = 2.

Encuentre los valores siguientes
) (') b (/') ) @/hH6)

Suponga que f(2) = —=3,9(2) =4,f'2) = -2y g' ) =7,
encuentre h'(2).

a) h(x) = 5f(x) — 44(x)

W)
9) hlx) = g(x)

b) h(x) = f(x)g(x)
d) h(x) = l‘gi‘(ijc)(x)

Si f(x) = e*g(x), donde g(0) = 2 y ¢g'(0) = 5, halle f'(0).
Si h(2) = 4y h'(2) = —3, encuentre

d (hw)
dx X
Si g(x) = xf(x), donde f(3) = 4y f'(3) = —2, encuentre la

ecuacion de la recta tangente a la grafica de g(x) en el punto
donde x = 3.

Sif(2) = 10y f'(x) = x*f(x) para toda x, encuentre f"(2).

x=2

Si fy g son las funciones cuyas graficas se ilustran, sean

u(x) = f(0)g(x) y v(x) = f(x)/g(x).

a) Encuentre u'(1). b) Encuentre v'(5).

~]

Sea P(x) = F(x)G(x) y Q(x) = F(x)/G(x), donde F'y G son las
funciones cuyas graficas se muestran
a) Encuentre P'(2). b) Encuentre Q'(7).

A

51

52,

53.

54

55.

56.

57.

58.

. Si g es una funcion derivable, encuentre una expresion para la
derivada de cada una de las funciones siguientes.

X
b = —
)y (0 c)y

a) y = xg(x) o)

Si fes una funcién derivable, encuentre una expresion para la
derivada de cada una de las funciones siguientes.

a) y = x’f(x) b) y = fx(f)
_ x? 1+ xf(x)
c)y= ) d)y y= \/;

(Cudntas rectas tangentes a la curva y = x/(x + 1) pasan por
el punto (1, 2)? ;En qué puntos toca la curva estas rectas
tangentes?

Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva

x—1

y=x+]

que sean paralelas a la recta x — 2y = 2.

Encuentre R'(0), donde

x — 3x% + 5x°
1+ 3x3 + 6x° + 9x°

R(x) =

Sugerencia: en vez de encontrar primero R'(x), sea f(x) el
numerador y g(x) el denominador de R(x) y calcule R'(0) de

f(0).£°(0), 9(0) y ¢'(0).

Utilice el método del ejercicio 55 para calcular Q'(0), donde

1+ x+ x*+ xe*
oW =T—

—x+x? — xe*

En este ejercicio, estime la proporcién a la que se estd
creciendo el ingreso personal total en el drea metropolitana
de Richmond-Petersburg, Virginia. En 1999, la poblacién de
esta area era 961400 y la poblacién aumentaba en alrededor
de 9200 personas al afio. El ingreso anual promedio era
$30593 per cdpita, y este promedio se incrementaba en
cerca de $1400 al afo (ligeramente por arriba del promedio
nacional de alrededor de $1225 al afio). Use la regla del
producto y estas cifras para estimar la proporcién en la que
estaba aumentando el ingreso personal total en el drea de
Richmond-Petersburg en 1999. Explique el significado

de cada término en la regla del producto.

Un fabricante produce rollos de una tela con un ancho fijo.
La cantidad ¢ de esta tela (medida en yardas) que se vende es
funcidn del precio de venta p (en délares por yarda), de modo
que g = f(p). Entonces, el ingreso total que se percibe con el
precio de venta p es R(p) = pf(p).
a) ¢Qué significa afirmar que f(20) = 10000 y
f'(20) = —350?
b) Suponiendo los valores del inciso a), encuentre R'(20) e
interprete su respuesta.



59. a) Utilice la regla del producto dos veces para probar que si f,

gy h son derivables, entonces (fgh)' = f'gh + fg'h + fgh'.

b) Tomando f = g = h en el inciso a), demuestre que

WP = AP

c¢) Utilice el resultado del inciso b) para derivar y = e*.

60. a) Si F(x) = f(x)g(x), donde f'y g son derivables en todos los
ordenes, demuestre que F" = f"g + 2f'g" + fy".
b) Halle férmulas similares para F" y F®.
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62. a) Si g es derivable la regla del reciproco indica que

d [1} _ W
dx | g(x) [9(x)]°
Utilice la regla del cociente para demostrar la regla del
reciproco.
b) Utilice la regla del reciproco para derivar la funcién
del ejercicio 18.
¢) Utilice la regla del reciproco para comprobar que la regla

de la potencia es vdlida para nimeros enteros negativos;
es decir,

¢) Intente una férmula para F™.

61. Halle expresiones para las primeras cinco derivadas de
f(x) = x’¢*. ;Observa algiin patrén en estas expresiones?

d
E (xfn) — _nxfnfl

Intente una férmula para f™(x) y demuéstrela por medio de

induccion matematica.

para todos los nimeros enteros positivos n.

m Derivadas de funciones trigonomeétricas

En el apéndice D se da un repaso de las

funciones trigonométricas.

Visual 3.3 muestra una animacion de la

figura 1.

FIGURA 1

Antes de iniciar esta seccidn, quizd necesite repasar las funciones trigonométricas. En
particular, es importante que recuerde que cuando habla de la funcién f definida para todos
los nimeros reales x, mediante

f(x) = senx

se entiende que sen x significa el seno del dngulo cuya medida en radianes es x. Para las
demas funciones trigonométricas: cos, tan, csc, sec y cot se cumple con una convencién
similar. Recuerde de la seccién 2.5 que todas las funciones trigonométricas son continuas
en cada nimero en sus dominios.

Si traza la grafica de la funcién f(x) = sen x y utiliza la interpretacion de f'(x) como
la pendiente de la recta tangente a la curva seno para trazar la grafica de f’ (véase el ejer-
cicio 14 de la seccién 2.8), parece que la grafica de esta ultima es la misma que la curva
coseno (véase la figura 1).
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Intente confirmar la conjetura de que si f(x) = sen x, entonces f'(x) = cos x. A partir
de la definicion de derivada, tenemos

Iim

h—0 h

F(x) = lim

h—0

fx + h) — f(x) _ sen(x + h) — senx
h

senx cosh + cos x senh — senx

Hemos utilizado la férmula de adicién para = lim Y
el seno. Véase el apéndice D. h=0

= lim

senx cos h — senx n cos x senh
h—0

h h

_ i cosh — 1 N sen h
= lim | senx — cos x W

) . cosh—1 ) 3
(1] = lim sen x * lim —————— + 1im cos x - lim
h—0 h—0 h h—0 h—0

senh

Dos de estos cuatro limites son faciles de evaluar. Puesto que se considera a x como
constante al calcular un limite cuando & — 0, se tiene

lim sen x = sen x y Iim cos x = cos x
h—0 h—0

El limite de (sen /)/h no es tan obvio. Con base en la evidencia numérica y gréfica, en el
ejemplo 3 de la seccién 2.2 se infiere que

0—0

@ lim sen 6 — 1
0

Ahora utilizaremos un argumento geométrico para demostrar la ecuacién 2. Suponga pri-
D mero que 0 se encuentra entre 0 'y 77/2. En la figura 2a) se muestra un sector de circun-

ferencia con centro en 0, dngulo central 6 y radio 1. BC se traza perpendicular a OA. Por
la definicién de radin, tenemos que arco AB = 6. Asimismo, | BC | = | OB | sen # = sen 6.
B Con base en el diagrama, se observa que
. . |BC| < |AB| < arc AB
. sen 6
En consecuencia sen 0 < 6 de manera que <1
o o ’
C A Suponga que las tangentes en A y B se intersecan en E. Puede verse, con base en la figura
a) 2b), que la circunferencia es menor que la longitud del poligono circunscrito, de modo que
arc AB < | AE | + | EB |. Asi,
/~ \\3

0 = arc AB < |AE| + | EB|
< |AE| + |ED]|
= |AD| = |OA| tan 6

= tan 0

/

YRR\
\‘
\J
> M

(En el apéndice F se demuestra directamente la desigualdad 6 < tan 0 a partir de la
FIGURA 2 definicién de la longitud de arco, sin recurrir a la intuicién geométrica, como se hizo aqui.)



Multiplique el numerador y el denominador por
cos 6 + 1 para poner la funcién de manera que
pueda usar los limites que conoce.
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Por tanto, tenemos que

sen 0
0 <

cos 0

n o

de modo que cos 6 < SCT <1

Sabemos que limyo 1 = 1 y limy—ocos § = 1, asi que, por el teorema de la com-
presion

’ senf |
0l>r})l+ 0

Pero la funcién (sen 0)/6 es una funcién par, de modo que sus limites por la derecha y por
la izquierda deben ser iguales y, por tanto,

sen 0

Iim 1

-0 @

asi que se ha demostrado la ecuacion 2.
Podemos deducir el valor del limite restante en | 1 | como sigue:

cos’f — 1
m——m
0—0 O(cos @ + 1)

cosf — 1 cos® —1 cosO +1
6 cosf + 1

) —sen’f _ [sen® sen 0
=lim——— = —lim .
0—0 6 (cos 6 + 1) -0\ 0 cosfh + 1

sen 6 sen 0

P

im
9—0 cos O + 1

—lim
—0 @

0
=—1- ( 1+ 1 > =0 (por la ecuacién 2)

3]

Si ahora ponemos los limites [2]y [3] en [1], obtenemos

cosh —1 , . senh
—— + lim cos x * lim
h—0

f'(x) = lim sen x * lim
h—0 h—0 h—0

= (senx) + 0 + (cosx) + 1 = cosx

Asi que hemos demostrado la férmula para la derivada de la funcién seno:

(4] 4 (senx) = cos x
dx
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La figura 3 muestra las gréficas de la funcién
del ejemplo 1y su derivada. Advierta que

y' = 0 siempre que y tenga una recta tangente
horizontal.

FIGURA 3

Cuando memorice esta tabla, resulta Gtil notar
que los signos menos van con las derivadas de
las “cofunciones”; es decir, coseno, cosecante y
cotangente.

[ [EEIEER Derive y = sen x.

SOLUCION Con la regla del producto y la férmula 4, tenemos

d d
% = xza (senx) + senx; (x?)

= x%cos x + 2xsen x —

Si se aplican los mismos métodos que en la demostracién de la férmula 4, puede
demostrarse (véase el ejercicio 20) que

@ 4 (cos x) = —senx
dx

También puede derivar la funcion tangente utilizando la definicién de derivada, pero es
mads facil usar la regla del cociente con las formulas 4 y 5:

d (t ) d [ senx
— (tan x) = —
dx dx \ cos x

d d
cos x — (senx) — senx — (cos x)
dx dx

cos’x

cos x * cos x — senx (—sen x)

cos’x
cos’x + sen’x
cos’x
1

= —— = sec’x
cos’x

d
[6] o (tan x) = sec’x

También es facil hallar las derivadas de las funciones trigonométricas restantes, csc, sec
y cot, aplicando la regla del cociente (véanse los ejercicios 17-19). En la tabla siguiente
aparecen todas las formulas de derivacién de las funciones trigonométricas. Recuerde que
son vdlidas sélo cuando x se mide en radianes.

Derivadas de las funciones trigonométricas

L (sen ) = L fese ) = —ese x cot
o (senx) = cos x - (escx csc x cot x
d d

— (cos x) = —senx — (sec x) = sec x tan x
dx dx

d d
— (tan x) = sec’x — (cot x) = —csc’x
dx dx
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. sec x . . .
EEETIER Derive f(x) = T+ tnx (Para cudles valores de x la gréfica de ftiene
an x

una recta tangente horizontal?

SOLUCION Por la regla del cociente se tiene que

d d
(1 + tanx) — (sec x) — secx — (1 + tan x)
dx dx

f'lx) =

(1 + tanx)’

(1 + tan x) sec x tan x — sec x - sec’x
(1 + tan x)?

sec x (tan x + tan’x — sec’x)
(1 + tan x)*

sec x (tan x — 1)
(1 + tan x)*

En la simplificacién de la respuesta hemos utilizado la identidad tan’x + 1 = sec’x.
Ya que sec x nunca es 0, f'(x) = 0 cuando tan x = 1, y esto sucede cuando
x = nw + /4, donde n es un entero (véase la figura 4). .

Las funciones trigonométricas se usan con frecuencia en el modelado de fendmenos del
mundo real. En particular, las vibraciones, ondas, movimientos eldsticos y otras cantidades
que varian de manera periddica, pueden describirse por medio de las funciones trigonomé-
tricas. En el ejemplo siguiente se analiza un caso de movimiento arménico simple.

I IZEIEGER Un objeto que se encuentra en el extremo de un resorte vertical se
desplaza hacia abajo 4cm mas alld de su posicidn en reposo, para estirar el resorte,

y se deja en libertad en el instante t = (. (Véase la figura 5 y observe que la direccién
hacia abajo es positiva.) Su posicidn en el instante ¢ es

s =f(t) =4cost

Encuentre la velocidad y la aceleracién en el instante ¢ y tselas para analizar el
movimiento del objeto.

SOLUCION La velocidad y la aceleracién son

d d d
v =7j =Z(4cost) = 45(00“) = —4sent
d. d d
a= 71; = E(_4 sent) = —4E(sent) = —4cost
El objeto oscila desde el punto mds bajo (s = 4cm) hasta el punto mas alto (s = —4.cm).

El periodo de la oscilacién es 27, el periodo de cos t.

La rapidez es | v | = 4 | sen ¢ |, la cual es mdxima cuando | sen ¢ | = 1; es decir,
cuando cos t = 0. De modo que el objeto se mueve con la mayor rapidez cuando pasa
por su posicién de equilibrio (s = 0). Su rapidez es 0 cuando sen ¢ = 0; esto es, en los
puntos alto y bajo.

La aceleraciéon a = —4 cos t = 0 cuando s = 0. Alcanza la magnitud maxima en los
puntos alto y bajo. Observe la grafica en la figura 6. [
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[iZ] Busque un patron

Observe que sen 7x # 7 sen x

22 F0EE Hallar la vigésima séptima derivada de cos x.

SOLUCION Las primeras derivadas de f(x) = cos x son como sigue:

f'(x) = —senx
f"(x) = —cos x
f"(x) = senx
F¥(x) = cos x
fOx) = —senx

Observamos que las derivadas sucesivas ocurren en un ciclo de longitud 4 y, en particular,
f™(x) = cos x cada vez que n es un multiplo de 4. En consecuencia,

% = cos x
y, derivando tres veces mas, se tiene
S =senx [ |

La principal aplicacién del limite en la ecuacién 2 ha sido comprobar la férmula de
derivacién de la funcién seno. Pero este limite también se aplica en la busqueda de otros
limites trigonométricos, como en los dos ejemplos siguientes.

. . sen 7x
m Determine lim .
x—0 4

X

SOLUCION Con objeto de aplicar la ecuacién 2, primero vuelva a escribir la funcién para
multiplicarla por 7 y dividirla entre 7:

sen7x l sen 7x
4x 4 Tx

Si considera 6 = 7x, entonces 0 — 0, conforme x — 0, de este modo, mediante la

ecuacion 2
. sen7x 7 . (senT7x
lim = —lim
x—0  4dx 4 x—0 Tx

— Ly 20Ty T
4 9—0 6 4 4

M BEELNE Calcule lim x cot x.

SOLUCION En este caso se divide tanto el numerador como el denominador entre x:

) . XCOS X
lim xcot x = lim ——
x—0 x—0  Sen x
 cosx )lflgé COS X
= lim =
x—0 senx . sen x
lim
X x—0 X
cos 0
= 1 (segun la continuidad del coseno y la ecuacion 2)
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1-16 Encuentre la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1. f(x) = 3x*> — 2 cos x 2. f(x) = x senx

3. f(x) = senx + 3 cot x 4. y=2secx — cscx
5. y = sec6 tan 0 6. g(0) = e’(tan 6 — 0)

cott

7. y=ccost + t*sent

8. f(1) =

el

9. y= ol 10. y = sen 6 cos 6
2 — tanx
. £(0) = sec 0 12, v — coS X
1 + sec 6 Y 1 —senx
13 tsent 19 v — 1 — secx
* Y 1+t * Y tan x

15. f(x) = xe*cscx 16. y = x*senx tan x

d
17. Demuestre que o (csc x) = —csc x cot x
by

d
18. Demuestre que I (sec x) = sec x tan x
X

d
19. Demuestre que o (cot x) = —cscx.
x

20. Aplique la definicion de derivada y demuestre que
si f(x) = cos x, entonces f'(x) = —sen x.

21-24 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a cada una de las
siguientes curvas, en el punto especificado.

21. y=secx, (7/3,2) 22. y=-e"cosx, (0,1)

23. y=cosx —senx, (m —1) 24 y=x-+tanx, (m, m

25. a) Halle la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = 2x sen x en el punto (77/2, 7).
b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en
la misma pantalla.

26. a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = 3x + 6 cos x en el punto (77/3, m + 3).
b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente en
la misma pantalla.

2]. a) Sif(x) = sec x — x, encuentre f’(x).
b) Compruebe para ver que su respuesta al inciso a) es
razonable trazando las graficas de fy f' para |x| < /2.
28. a) Sif(x) = e*cos x, obtenga f'(x) y f"(x).
b) Verifique que su respuesta del inciso a) sea razonable
graficando f, f" y f".

Se requiere calculadora graficadora o computadora

29. Si H(A) = 0 sen 6, halle H'(6)y H"(0).
30. Sif(f) = csc t, halle f"(/6).
31. a) Utilice la regla del cociente para derivar la funcién
fanx = 1
sec x
b) Simplifique la expresion para f(x) expresdndola en términos
de sen x y cos x, y enseguida halle f’(x).
¢) Demuestre que sus respuestas a los incisos a) y b) son
equivalentes.
32. Suponga f(w/3) =4y f'(w/3) = =2,y sea
g(x) = f(x) sen x y h(x) = (cos x)/f(x). Halle
a)g'(m/3) b) h'(m/3)
33-34 ;Para qué valores de x la grifica de cada una de las siguientes
funciones tiene una recta tangente horizontal?
33. f(x) = x + 2senx 34. f(x) = e*cos x

35. Una masa en un resorte vibra horizontalmente sobre una
superficie lisa y nivelada, en un movimiento arménico simple.
(Véase la figura.) Su ecuacién de movimiento es x(f) = 8 sen ¢,
donde ¢ estd en segundos y x en centimetros.

a) Encuentre la velocidad y la aceleracion en el instante .

b) Encuentre la posicidn, la velocidad y la aceleracién de la
masa en el instante = 277/3. (En qué direccion se desplaza
en ese instante?

posicion

de equilibrio

_—t
0 X X

36. Una banda elastica cuelga de un gancho, con una masa

sujeta en su extremo inferior. Cuando se tira de la masa hacia

abajo y, luego, se deja en libertad, vibra verticalmente en un

movimiento arménico simple. La ecuacién del movimiento es

s=2cost+ 3sent, t=0,donde s se mide en centimetros

y t en segundos. (Tome la direccién positiva correspondiente

hacia abajo.)

a) Encuentre la velocidad y la aceleracion en el instante 7.

b) Dibuje las funciones velocidad y aceleracion.

¢) (Cudndo pasa la masa por la posicién de equilibrio por
primera vez?

d) ;Cuan lejos de su posicion de equilibrio viaja la masa?

e) ¢(Cudndo es maxima la magnitud de la velocidad?

37. Una escalera de 10 pies de largo estd apoyada sobre una pared
vertical. Sea 6 el dngulo entre la parte superior de la escalera
y la pared, y x la distancia del extremo inferior de aquélla
hasta la pared. Si el extremo inferior de la escalera se desliza
alejdndose de la pared, ;con qué rapidez cambia x respecto
a 0 cuando 0 = 7/3?

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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38. Un objeto con peso W es arrastrado a lo largo de un plano 53. Derive cada una de las siguientes identidades trigonométricas
horizontal, por una fuerza que actda a lo largo de una cuerda para obtener una identidad nueva (o conocida) .
sujeta al objeto. Si la cuerda forma un dngulo 6 con el plano, sen x
entonces la magnitud de la fuerza es a) tan x = COS X b) sec x = COS X
uw 1+ cotx
F=——"7-—"—"— c)senx + cosx =———
wsen 6 + cos 6 csc x
donde 4 es una Conftame llama.lda coeficiente de friccion. 54. Un semicirculo con didmetro PQ descansa sobre un tridangulo
a) Encqentre la. razon de camblo/de F respef:to af. isdsceles POR para configurar una regién en forma de cono
- b) [JCuando esigual a0 esta razon de /camb10? y para helados como el que se ilustra en la figura. Si A(6) es el
an ¢) SiW=50Iby p = 0.6, dibuje la grifica de F como funcién drea del semicfrculo y B(0) es el drea del triangulo, halle
de 0 y usela para localizar el valor de 6 para el cual dF/df = 0.
(Resulta coherente el valor con su respuesta al inciso b)? lim M
6—0F B(6
39-48 Determine cada uno de los siguientes limites. ©
. sen3x . sendx
39. 113(1) B 40. 113(1) son 61 A(9)
. tan 6¢ . cosfh—1 F 0
41. lim 42. lim ——— B(6)
=0 sen 2t 0—0  senf
. sen3x _sen3xsen5x 10cm 10cm
4. lim ——— M. lim ————
x—0 5x° — 4x x—0 Y
0
sen 6 sen(x?
85. 1im — 6. 1im 0 R
0—0 6 + tan 6 x>0 X
55. En la figura se muestra un arco circular de longitud s y una
. 1 — tanx . sen(x — 1) cuerda de longitud d, los dos estdn subtendidos por un dngulo
4. lim ——— 48. lim————
x—7/4 SEN X — COS X =l x2+x—2 central 6. Encuentre
. S
Iim =
6—0F d

49-50 Encuentre la derivada que se muestra, mediante la bisqueda
de las primeras derivadas y observando el patrén que aparece.

d99 d 35
49, (senx) 50. (x senx) u

dx%’ dx 35

51. Encuentre constantes A y B tales que la funcién y = A sen x +
B cos x satisface la ecuacion diferencial y” + y" — 2y = sen x.

o 1 x
52. a) Evalde lim x sen—.

56. S =
x> X % ea f(x) 1 — cos2x

L 1 a) Grafique f. ;Qué tipo de discontinuidad parece tener en x = 0?
b) Evalie lim x sen —.
=0 X b) Calcule los limites por la izquierda y por la derecha en x = 0.
@ ¢) Ilustre los incisos a) y b) graficando y = x sen(1/x). (Confirman estos valores su respuesta al inciso a)?

m Regla de la cadena

Suponga que se le pide derivar la funcién

Fx)=+/x*+1

Las férmulas de derivacién que usted aprendi6 en las secciones anteriores de este capitulo
no le permiten calcular F'(x).



Véase la seccion 1.3 para un repaso de funciones
compuestas.

James Gregory

El primero en formular la regla de la cadena
fue el matematico escocés James Gregory
(1638-1675), quien también disefid el primer
telescopio practico. Gregory descubrid las ideas
bésicas del Calculo en la misma época que
Newton. Se convirti6 en el primer profesor de
Matematicas en la Universidad de St. Andrews
y més tarde realizd la misma actividad en la
Universidad de Edimburgo. Pero un afio después
de aceptar ese cargo, fallecié a la edad de

36 anos.
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Observe que F es una funcién compuesta. De hecho, si hacemos y = f(u) = \/; yu=
g(x) = x* + 1, entonces podemos escribir y = F(x) = f(g(x)); es decir, F = fo g. Sabemos
cémo derivar tanto f como g, de modo que serfa util contar con una regla que nos indi-
que cémo hallar la derivada de F = fo g en términos de las derivadas de f'y g.

Resulta que la derivada de la funcién compuesta fo g es el producto de las derivadas de
fy g. Este hecho es uno de los mds importantes de las reglas de derivacion y se llama regla
de la cadena. Esto parece verosimil si interpretamos las derivadas como razones de cam-
bio. Consideremos du/dx como la raz6n de cambio de u respecto a x, dy/du como la razén
de cambio de y respecto a u, y dy/dx como la razén de cambio de y respecto a x. Si u
cambia al doble de rapidez de x y y varia tres veces mds rapido que u, entonces parece
razonable que y se modifique seis veces mds rapido que x, y, por tanto, esperamos que

dy _dydu
dx du dx

Regla de la cadena Si g es derivable en x y fes derivable en g(x), entonces la funcién
compuesta F = fo g definida mediante F(x) = f(g(x)) es derivable en x, y F’ esta dada
por el producto

F'(x) = f(g(x)) - g'(x)
En la notacién de Leibniz, si y = f(u) y u = g(x) son funciones derivables, entonces

dy _dy du
dx du dx

COMENTARIOS SOBRE LA DEMOSTRACION DE LA REGLA DE LA CADENA  Sea Au el cambio en u
correspondiente a un cambio de Ax en x; es decir,

Au = g(x + Ax) — g(x)
Entonces el cambio correspondiente en y es

Ay = f(u + Au) — f(u)

Resulta tentador escribir

Y _ i A
— = |im —
dx A0 Ax
7] im -
= lim — - —
av—0 Au Ax
im 2. g
= lim — - lim —
Ax—0 Ay ax—0 Ax
o . Au (Advierta que Au — 0 conforme Ax — 0
- A—0 Au : Aiglo Ax porque g es continua.)
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El tnico defecto de este razonamiento es que en | 1 | podria suceder que Au = 0 (aun cuan-
do Ax # 0) y, por supuesto, no podemos dividir entre 0. No obstante, este razonamiento
sugiere por lo menos que la regla de la cadena es verdadera. Al final de esta seccién se
da una demostracion completa de la regla de la cadena. |

La regla de la cadena puede escribirse con apéstrofos
[2] (fo9)(x) =f'(g(x) - g'(x)
o bien, si y = f(u) y u = g(x), en la notacién de Leibniz:

5 dy _dydu
dx du dx

La ecuacién 3 es facil de recordar porque si dy/du y du/dx fueran cocientes, entonces
podria cancelar du. Sin embargo, recuerde que du no se ha definido y no debe concebir
du/dx realmente como un cociente.

20 J0EN Encuentre F'(x) si F(x) = +/x2 + 1.

SOLUCION 1 (Utilizando la ecuacién 2): Al principio de esta seccion, expresamos F
como F(x) = (f° g)(x) = f(g9(x)) donde f(u) = Ju y g(x) = x> + 1. Dado que

1 —1/2 1 !
f'(u) = 3u /=—2\/; y g'(x) = 2x

tenemos F'(x) = f'(g(x)) * g'(x)

1 X

D=
NS N

SOLUCION 2 (Utilizando la ecuacién 3): Si hacemos u = x2 + 1y y = /u, entonces

Flg=29_ 1 oy —

du dx  2Ju

1 X
2 —_—
N A e —

Al utilizar la férmula 3, debemos tener presente que dy/dx se refiere a la derivada de y
cuando ésta se considera como funcién de x (llamada derivada de y respecto a x), en tanto
que dy/du se refiere a la derivada de y cuando se considera como funcién de u (la deriva-
da de y respecto a u). Por tanto, en el ejemplo 1, y puede considerarse como funcién de

X (y = x2+ 1 ) y también como una funcién de u (y = \/;) Observe que

d d 1
% =F'(x) = —x2x+ ; mientras que ﬁ = f'(u) = Wi NG

NOTA En la aplicacion de la regla de la cadena, trabajamos del exterior hacia el inte-
rior. La férmula 2 expresa que derivamos la funcion exterior f [en la funcion interior g(x)]
y, a continuacion, multiplicamos por la derivada de la funcion interior.

d
- (g = f (gx) - g
X — — — — —
funcién evaluada en derivada de evaluada en derivada de

exterior la funcién la funcién la funcién la funcién
interior exterior interior interior



Véase la pagina de referencia 2 o el apéndice D.
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u m Derive a) y = sen(x?) y b) y = sen’x.

SOLUCION
a) Siy = sen(x?), entonces la funcidn exterior es la funcion seno, y la interior es la
funcién elevar al cuadrado, de modo que la regla de la cadena da

d d
D2 sen (x?) = cos (x?) . 2x
d-x dx [—) —— —— — [ —)
funcién evaluada en derivada de evaluada en derivada de
exterior la funcién la funcién la funcién la funcién
interior exterior interior interior
= 2x cos(x?)

b) Observe que sen’x = (sen x)>. En este caso, la funcién exterior es la de elevar al
cuadrado, y la interior es la funcién seno. Por tanto,

dy d ) _

I dx (sen x) = 2 + (senx) - cosx
funcién derivada de evaluada en derivada de
interior la funcién la funcién la funcién

exterior interior interior

La respuesta puede dejarse como 2 sen x cos x, o bien, escribirse como sen 2x (por una
identidad trigonométrica conocida como férmula del dngulo doble). [

En el ejemplo 2a), combinamos la regla de la cadena con la regla para derivar la funcién
seno. En general, si y = sen u, donde u es una funcién derivable de x, entonces, por la regla
de la cadena,

dx du dx ) dx
d d
Asf que e (sen u) = cos u d_z

De modo semejante, todas las férmulas para derivar funciones trigonométricas pueden
combinarse con la regla de la cadena.

Hagamos explicito el caso especial de la regla de la cadena donde la funcién exterior
fes una funcién potencia. Si y = [g(x)]", entonces podemos escribir y = f(u) = u", donde
u = g(x). Si aplicamos la regla de la cadena y, a continuacion, la regla de la potencia,
entonces

dy _d_yﬂ_ n—lﬂ_ n—1 1
ik i L L) S 4G

@ Regla de la potencia combinada con la regla de la cadena Si n es cualquier nimero
real y u = g(x) es derivable, entonces

. (un) — nun*l _

dx dx

d
De modo alternativo, T [g(x)]" = n[g(x)]""" - g'(x)
X

Observe que la derivada en el ejemplo 1 pudimos calcularla tomando n = Jenla regla 4.
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A2 F0ER Derive y = (x* — 1)'%.

SOLUCION Si, en , se toman u = g(x) = x* — 1 y n = 100, tenemos que

dy _ d
dx dx

= 100(x* — 1) - 3x* = 300x*(x* — 1)*

(¢ = ' = 100" — 1)® 4 (2 = 1)
dx

1

V| Encuentre f'(x) si f(x) = w=—r-

Jx*+x + 1

SOLUCION En primer lugar, reescribimos f como: f(x) = (x> + x + 1)7'2

d
De este modo flx) = —3(x>+x+ 1) . xX2+x+1

x

=i+ x+ D)2x+ 1)
24 [JNRE Encuentre la derivada de la funcion
r—21\°
t =
900 <2t + 1)

SOLUCION Si se combinan la regla de la potencia, la regla de la cadena y la regla del
cociente, obtenemos

wn _of t-2 Y d -2
g(t)_9<2t+l> dt<2t+1>
(=2 VD1 —20-2) 450 - 2)°
O\ 2t + 1 (2t + 1) Q@+ 1)

AAGOEE Derive y = (2x + 1)°(F* — x + 1)

En la figura 1 se muestran las graficas de las SOLUCION En este ejemplo debemos aplicar la regla del producto antes de aplicar la

funciones y y y" del ejemplo 6. Observe que y’ regla de la cadena:
es grande cuando y crece con rapidez, y y' = 0
cuando y tiene una recta tangente horizontal.

De modo que la respuesta parece ser razonable. d_y: (2x + 1)51()63 -+ 1)4 + (x3 — x4+ 1)4i(2x + 1)5
dx dx dx

10

N/

d
=(2x+1)5'4(x3—x+1)3d—(x3—x+1)
x

d
-2 1 +(x3—x+1)4°5(2x+1)4d—(2x+ 1)
x
y
=402x + 1P —x+ 1D’Cx2 =1 + 563 —x+ D*Cx + 1)*-2
-10
FIGURA 1 Observe que cada término tiene el factor comun 2(2x + 1)*(x* — x + 1)% asi que

podemos factorizarlo y escribir la respuesta como

d
d—y = 202x + Dx® — x + 1°(17%° + 6x° — 9x + 3)
X



Mas generalmente, la regla de la cadena da:

d
dx

No confunda la férmula 5 (donde x es el
exponente) con la regla de la potencia

du
A

(donde x es la base):
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ECIEEE Derive y = e

SOLUCION En este caso la funcién interior es g(x) = sen x, y la exterior es la funcién
exponencial f(x) = e*. Por tanto, por la regla de la cadena,

sen x

d
— (sen x) = e*"*cos x [ |

dy d senx) — ,senx
= @) = e

dx dx

Podemos aplicar la regla de la cadena para derivar una funcién exponencial con cual-
quier base a > 0. Recuerde, por lo visto en la seccién 1.6, que a = e™“. De este modo,

a’ = (e In u)x — e(ln a)x

y la regla de la cadena da

d d d
E (ax) — E (e(lna)x) — e(lna)xE (111 a)x

(Ina)x ,

=e¢ Ina=a"Ilna

porque In a es una constante. En consecuencia, tenemos la férmula

d
@ In (@) =a"Ina

En particular, si a = 2, obtenemos
d
—(2*) =2"In2
6] In (2) n
En la seccion 3.1, dimos la estimacion
d
— (2%) = (0.69)2"
dx

Esto resulta coherente con la férmula exacta [6] porque In 2 =~ 0.693147.

La razén para el nombre “regla de la cadena” queda clara cuando se ve como analogia
de agregar eslabones para alargar una cadena. Supongamos que y = f(u), u = g(x) y
x = h(t), donde f, g y h son funciones derivables. Entonces, para calcular la derivada de
y respecto a f, utilizamos dos veces la regla de la cadena:

dy dy dx dy du dx

dt  dx dt  du dx dt

u HEHOEE Si f(x) = sen(cos(tan x)), entonces

d
cos(cos(tan x)) — cos(tan x)
dx

f'x)

= cos(cos(tan x))[ —sen(tan x)] d%c (tan x)

= —cos(cos(tan x)) sen(tan x) sec’x

Observe que se ha aplicado dos veces la regla de la cadena. |
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EEIEEE Derive y = e~*,

SOLUCION La funcién exterior es la funcién exponencial, la funcién media es la funcién
secante y la funcién interna es el triple de la funcién. De modo que

4y _

d
7 emw% (sec 36)

d
= ¢%¥ gec 36 tan 30 — (36
e sec an d0( )
= 3¢*3 sec 36 tan 36 [ ]

B Cémo demostrar la regla de la cadena

Recuerde que si y = f(x) y x cambia de a a a + Ax, se define el incremento de y como
Ay = fla + Ax) — f(a)
Segtin la definicién de derivada, tenemos que
Ay
e =@

Por consiguiente, si denotamos por medio de € el cociente de diferencias y la derivada,
obtenemos

lim & = AIET()(% _f’(a)> :f’((l) _f’(a) =0

Ax—0

A
pero g = —Ay - f(a) => Ay = f'(a) Ax + & Ax
X

Si definimos & como 0 cuando Ax = 0, entonces € se convierte en funcién continua de Ax.
De esta manera, para una funcién f derivable, podemos escribir

Ay = f'(a) Ax + & Ax donde e — 0 cuando Ax—0

y € es una funcién continua de Ax. Esta propiedad de las funciones derivables es lo que
permite demostrar la regla de la cadena.

DEMOSTRACION DE LA REGLA DE LA CADENA  Suponga que u = g(x) es derivable en x = a y

y = f(u) es derivable en b = g(a). Si Ax es un incremento en x, y Au y Ay son los incre-
mentos correspondientes en u y y, entonces podemos aplicar la ecuacién 7 para escribir

Au=g'(a) Ax + & Ax = [g'(a) + &] Ax
donde &, — 0 conforme Ax — 0. De manera andloga,
@ Ay = f'(b) Au + &, Au = [f'(b) + &,] Au

donde &, — 0 conforme Au — 0. Si ahora sustituimos la expresion para Au de la ecuacion 8
en la ecuacion 9, obtenemos

Ay =[f'(b) + &][g'(a) + &] Ax
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% =[f'(b) + e:]1lg'(a) + &]
X

A medida que Ax — 0, la ecuacién 8 muestra que Au — 0. De modo que tanto &, — 0y
& — 0 conforme Ax — 0. Debido a eso

ay
dx

oAy , ,
= lim —=- = lim Lf'(b) + e]lg'(a) + &

=f'(b)g'(a) = f'(g9(a)) g'(a)

1. y=<1 +4x
3. y=tan mx

b y= eV

Esto demuestra la regla de la cadena. [
Ejercicios
1-6 Escriba la funciéon compuesta en la forma f(g(x)). [Identifique la 33,y =2 34, y =2
funcidn interior # = g(x) y la exterior y = f(u)]. Luego, encuentre ”
la derivada dy/dx de cada una de las siguientes funciones. 3. y= cos( L ez ) 36. y=+1+xe>
I+ e
2. y=(2x*+5)* ¢
— 2 — ktanx
4. y = sen(cot x) 37. y = cot*(sen ) 38. y=e"
6. y=+2— ¢ 39. f(r) = tan(e’) + ™' 40. y = sen(sen(sen x))
M. £(1) = sen’(e*"") 2. y=+x+ Jx+ x
7-46 Obtenga la derivada de cada una de las siguientes funciones. 8. g(x) = 2ra”™ + n)’ M. y= 23~*2
7. F(x) = (x* + 3x? = 2)° 8. F(x) = (4x — x»)'? 45. y = cos+/sen(tan 77x) 46. y = [x + (x + sen’x)*]*

1

9. F(x) =1 — 2x 0. fx) =—7"—""
(1 + secx)
1n. f(z) = ﬁ 12. f(¢) = sen(e') + &'

13. y = cos(a® + x?) 14. y = a’ + cos’x

15. y = xe ™ 16. y = ¢ *cos 4t
17. f(x) = Qx = 3)*(x* +x + 1)
18. g(x) = (x* + 1°(x* + 2)°
19. A(r) = (+ + 1)¥?@21> — 1)}
2. F(r) = 3t — D*Qt+ 1)
2+1Y s+ 1
2. y= 22. =
M <x2—1> f(s) S+ 4
B.y=y1+2e 24 y=10""
- (y—-1n?
25 y=5"'~ 2. G(y) =
y ) (y* + 2y
r e —e"
2]. y = —F—— 28 y=——
M N7 y o'+ ot
v 6
29. F(t) = e 30. F(v) =
()= © (m - 1)

31. y = sen(tan 2x) 32. y = sec*(m0)

47-50 Encuentre la primera y segunda derivadas de cada una de las
siguientes funciones:

48. y = cos’x

50, y = e

41. y = cos(x?)
49. y = ¢“*sen Bx

51-54 Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva en el
punto dado.

5. y= (1 +20° (0,1 52. y =1+, (2,3)

53. y = sen(senx), (m,0) 54. y = sen x + sen’x, (0, 0)

55. a) Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva
y=2/(1 + e enel punto (0, 1).
b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente,
en la misma pantalla.

56. a) Lacurvay = |x|/A/2 — x2 se llama curva nariz de bala.
Encuentre la ecuacién de la recta tangente a esta curva en el
punto (1, 1).
i b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente,
en la misma pantalla.

57. a) Si f(x) = x+/2 — x2, encuentre f'(x).
b) Verifique que su respuesta al inciso a) es razonable
comparando las graficas de fy f'.

Y
4

[AM
1]

@ Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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59.

60.
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62.
63.

64.

65.

66.
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La funcién f(x) = sen(x + sen 2x), 0 < x < 7, surge en

aplicaciones a la sintonia de frecuencia modulada (FM).

a) Utilice una gréfica de f producida por un dispositivo de
graficacion para trazar un boceto aproximado de la gréfica
def".

b) Calcule f'(x) y utilice esta expresion, junto con un
dispositivo graficador, para graficar f'. Compare con
su boceto del inciso a).

Encuentre todos los puntos sobre la gréfica de la funcién
f(x) = 2 sen x + sen’x en los cuales la recta tangente es
horizontal.

Determine las coordenadas x de todos los puntos de la curva
y =sen 2x — 2 sen x en los cuales la recta tangente es
horizontal.

Si F(x) = f(g(x)), donde f(—=2) = 8, f(=2) = 4,f'(5) = 3,
g(5) = =2,y ¢'(5) = 6, halle F'(5).

Si h(x) = /4 + 3f(x), donde f(1) = 7y f'(1) = 4, halle h'(1).
Se da una tabla de valores de f, g, f' y ¢’
x| f g | ] gk
1 3 2 4 6
1 8 5 7
3 7 2 7 9

a) Si h(x) = f(g(x)), encuentre A'(1).
b) Si H(x) = g(f(x)), halle H'(1).

Sean f'y g las funciones del ejercicio 63.
a) Si F(x) = f(f(x)), encuentre F'(2).
b) Si G(x) = g(g(x)), encuentre G'(3).

Sean fy g las funciones cuyas graficas se muestran; sea

u(x) = f(g(), v(x) = g(f(x)) y w(x) = g(9(x)). Encuentre,
si existe, cada derivada. Si no existe, explique por qué.

a) u'(1) b) v'(1) c) w'(l)
v
\| s
AV/ANED
0 1 X

Si f'es la funcién cuya grafica se muestra, sea h(x) = f(f(x))
y g(x) = f(x*). Utilice la grafica de f para estimar el valor de
cada derivada.

a) h'(2) b) ¢'(2)
T
y=f|/
N
—1
0 ! X

67.

68.

69.

10.

n.

72,

13.

14.

5.

76.

1.
18.
19.

81.

Si g(x) = V/f(x), donde fes la grfica que se muestra,
evalie g'(3).

Suponga que f es derivable sobre R y « es un niimero real.
Sea F(x) = f(x*) y G(x) = [ f(x)]*. Encuentre expresiones
para a) F'(x) y b) G'(x).

Suponga que f es derivable sobre R. Sea F(x) = f(e*)
y G(x) = ¢/®. Encuentre expresiones para a) F'(x) y
b) G'(x).

Sea g(x) = e + f(x) y h(x) = €~f(x), donde f(0) = 3,

f10) =5,y f(0) = —2.

a) Encuentre ¢'(0)y g”(0) en términos de c.

b) En términos de k, encuentre la ecuacion de la recta tangente
a la gréfica de & en el punto donde x = 0.

Si r(x) = f(g(h(x))), donde h(1) = 2, g(2) = 3, h'(1) = 4,
g'(2) = 5y f'(3) = 6, encuentre r'(1).

Si g es una funcién dos veces derivable y f(x) = xg(x?),
halle f” en términos de g, 9" y g".

Si F(x) = f(3f(4f(x))), donde f(0) = 0y f'(0) = 2, encuentre
F'(0).

Si F(x) = fxf(xf(x))), donde f(1) = 2, f(2) = 3, f'(1) = 4,
f(2) =5y f(3) = 6, halle F'(1).

Demuestre que la funcién y = e¢*(A cos 3x + B sen 3x)
satisface la ecuacion diferencial y” — 4y’ + 13y = 0.

(Para qué valores de r la funcién y = e™ satisface la ecuacién
diferencial y” — 4y’ + y = 0?

Encuentre la 50a. derivada de y = cos 2x.
Encuentre la 1000a. derivada de f(x) = xe™.

El desplazamiento de una particula sobre una cuerda vibrante
estd dada por la ecuacién s(f) = 10 + § sen(107r#), donde s se
mide en centimetros y 7 en segundos. Encuentre la velocidad
de la particula después de ¢ segundos.

. Si la ecuacién del movimiento de una particula esta

dada por s = A cos(wt + 8), se dice que la particula describe
un movimiento armonico simple.

a) Encuentre la velocidad de la particula en el instante 7.

b) (Cuédndo es 0 la velocidad?

Cefeida, una estrella variable, tiene una brillantez que
aumenta y disminuye de manera alternada. La estrella de ese
tipo mds visible es Delta Cefeida, para la cual el intervalo
entre los momentos de maxima brillantez es de 5.4 dias.

La brillantez promedio de esta estrella es de 4.0, y cambia
en +0.35. En vista de estos datos, la brillantez de Delta



82.

84.

85.

86.

A 81

Cephei en el tiempo ¢, medido en dias, se ha modelado
mediante la funcion

2mt
B(H) = 4.0 + 0.35 sen| =
5.4

a) Halle la razén de cambio de la brillantez después de ¢ dias.
b) Encuentre, con una aproximacién de dos cifras decimales, la
razén de aumento después de un dia.

En el ejemplo 4 de la seccién 1.3, obtuvimos un modelo para la
duracién de la luz diurna (en horas) en Filadelfia en el 7-ésimo
dia del afio

27T
=12 +2. —( -
Lty =12+ 28 sen[ 365 (t 80)]

Utilice este modelo para comparar cémo aumentan las horas de
luz diurna en Filadelfia el 21 de marzo y el 21 de mayo.

. El movimiento de un resorte que se somete a una fuerza

de friccién o una fuerza de amortiguamiento (como un
amortiguador en un automdvil) se modela a menudo mediante
el producto de una funcién exponencial y una funcién seno o
coseno. Suponga que la ecuaciéon del movimiento de un punto
sobre tal resorte es

s(t) = 2e~"" sen 277t

donde s se mide en centimetros y 7 en segundos. Encuentre
la velocidad después que transcurren ¢ segundos y grafique las
funciones de posicién y de velocidad para 0 < ¢ < 2.

En ciertas circunstancias, un rumor se esparce segtn la
ecuacion

1

e —
P 1+ ae ™™

donde p(?) es la proporcién de la poblacién que lo conoce en

el tiempo 7, y a y k son constantes positivas. [En la seccién 9.4

veremos que €sta es una ecuacion razonable para p().]

a) Encuentre lim,_... p(f).

b) Halle la rapidez de esparcimiento del rumor.

¢) Grafique p para el caso en que a = 10, k = 0.5, con ¢
medido en horas. Utilice la grifica para estimar cudnto
tiempo transcurrird para que 80% de la poblacién
escuche el rumor.

Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con
desplazamiento s(f), velocidad v(¢) y aceleracién a(r).
Demuestre que

a(t) = v(1) %

Explique la diferencia entre los significados de las derivadas
dv/dty dv/ds.

Se bombea aire dentro de un globo esférico para el clima.

En cualquier tiempo z, el volumen del globo es V(¢), y su radio
es r(1).

a) ¢Qué representan las derivadas dV/dry dV/dt?

b) Exprese dV/dr en términos de dr/dt.

El flash (unidad de destello) de una camara funciona mediante
el almacenamiento de carga en un capacitor y su liberaciéon

88.

SAC| 89,

SAC| 90,
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repentina cuando se activa el obturador. Los datos
siguientes describen la carga que queda en el capacitor
(en microcoulombs, nC) en el instante ¢ (en segundos).

t 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

81.87 | 67.03 | 54.88 | 4493 | 36.76

0 | 100.00

a) Halle, usando una calculadora graficadora o una computadora,
un modelo exponencial para la carga.

b) La derivada Q’(r) representa la corriente eléctrica (en
microamperes, nA) que fluye del capacitor hacia el bulbo
de la lampara de destello. Con el resultado del inciso a),
estime la corriente cuando # = 0.04s. Compare la respuesta
con el resultado del ejemplo 2 de la seccién 2.1.

En la tabla se da la poblacién de estadounidenses, desde 1790
hasta 1860.

Afio Poblacién Afo Poblacién
1790 3929000 1830 12861000
1800 5308000 1840 17063 000
1810 7240000 1850 23192000
1820 9639000 1860 31443000

a) Use una calculadora graficadora o una computadora para
ubicar los datos con una funcién exponencial. Dibuje los
puntos correspondientes a los datos y el modelo exponencial.
(Qué tan bien ajustan?

b) Estime las tasas de crecimiento de la poblacién en 1800 y
1850 promediando las pendientes de las rectas secantes.

c) Use el modelo exponencial del inciso a) para estimar las
tasas de crecimiento en 1800 y 1850. Compare estas
estimaciones con las del inciso b).

d) Utilice el modelo exponencial para predecir la poblacién en
1870. Compare con la poblacién real de 38 558 000. ;Puede
explicar la discrepancia?

Los sistemas algebraicos computarizados (SAC) tienen
comandos que derivan funciones, pero la forma de la respuesta
quizd no convenga; en consecuencia, pueden ser necesarios
otros comandos para simplificarla.
a) Use un SAC para hallar la derivada del ejemplo 5 y
compdrela con la respuesta en ese ejemplo. Después,
use el comando de simplificacién y vuelva a comparar.
b) Utilice un SAC para derivar la funcién del ejemplo 6. ;Qué
sucede si usa el comando de simplificacién? ;Qué ocurre
si emplea el comando de factorizacién? ;Cudl forma de la
respuesta seria la mejor para localizar las rectas tangentes
horizontales?

a) Use un SAC para derivar la funcién

xt—x+1
X+ x+1

y simplificar el resultado.
b) (En doénde tiene la gréfica de frectas tangentes horizontales?
¢) Trace las gréficas de fy f" en la misma pantalla. ;Son
coherentes las graficas con su respuesta al inciso b)?

fx) =
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91. Mediante la regla de la cadena demuestre lo siguiente. (Esto da un argumento para justificar la convencién de que
a) La derivada de una funcién par es una funcién impar. siempre se use el radidn cuando se manejen funciones
b) La derivada de una funcién impar es una funcién par. trigonométricas en Célculo: las férmulas de derivaciéon no

92. Utilice la regla de la cadena y la regla del producto para serfan tan sencillas si usara el grado como medida.)

obtener una demostracion alternativa de la regla del cociente. 96. a) Escriba|x| = y/x? y utilice la regla de la cadena para
[Sugerencia: escriba f(x)/g(x) = f(x)[g(x)]".] demostrar que
93. a) Si n es un entero positivo, demuestre que d X
dx Ix1= | x|

d _
— (sen"x cos nx) = nsen" 'x cos(n + 1)x
dx b) Si f(x) = | sen x |, encuentre f'(x) y trace las gréficas de f
b) Plantee una férmula para la derivada de y = cos"x cos nx y f'. ¢En dénde f no es derivable?
que es similar a la del inciso a). ¢) Sig(x) =sen|x

!

, halle g'(x) y dibuje las graficasde gy g'.
(En dénde g no es derivable?

94. Suponga que y = f(x) es una curva que siempre queda arriba

del eje x y nunca tiene una recta tangente horizontal, donde f 97. Siy =f(u) y u = g(x), donde f'y g son funciones dos veces
es derivable para toda x. ;Para qué valor de y la razén de derivables, demuestre que
cambio de y° respecto a x es 80 veces la razén de cambio
de y respecto a x? d*y  d* < du )2 dy d*u
= — | + =
95. Use la regla de la cadena para demostrar que si 6 se mide en dx* du’ \ dx du dx*

grados, entonces
98. Siy=f(u)yu = g(x), donde f'y g tienen tercera derivada,

d o obtenga una férmula para dy/dx’ parecida a la que se
a6 (sen 6) = 180 8 0 proporciona en el ejercicio 97.

PROYECTO DE APLICACION ;DONDE DEBERIA UN PILOTO INICIAR EL ATERRIZAJE?

y En la figura se muestra una trayectoria de aproximacion para el aterrizaje de un avidn, que satisface
P . .
e las condiciones siguientes:

i) La altura de crucero es i cuando se inicia el descenso a una distancia € del punto de
contacto con la pista en el origen.

h ii) El piloto debe mantener una rapidez horizontal constante v a todo lo largo del descenso.

iii) El valor absoluto de la aceleracién vertical no debe sobrepasar una constante k (la
cual es mucho menor que la aceleracién debida a la gravedad).

1. Encuentre un polinomio ciibico P(x) = ax® + bx*> + cx + d que satisfaga la condicion i),
imponiendo condiciones adecuadas sobre P(x) y P’(x) en el inicio del descenso y el contacto
con la pista.

2. Use las condiciones ii) y iii) para demostrar que

6hv?
€ 2
3. Suponga que una aerolinea comercial decide no permitir que la aceleracion vertical de un
avion sea mayor que kK = 860mi/h?. Si la altitud de crucero de un avién es de 35000 pies y
la rapidez de 300mi/h, ¢a qué distancia del aeropuerto debe el piloto iniciar el descenso?

<k

. Trace la grafica de la trayectoria de aproximacién si se satisfacen las condiciones que se
enuncian en el problema 3.

o .
Se requiere calculadora graficadora o computadora
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FIGURA 1

x*+y3=6xy

FIGURA 2 Folium de Descartes

La mayor parte de las funciones que hemos visto hasta ahora pueden describirse expresan-
do una variable explicitamente en términos de otra variable; por ejemplo,

y=+x3+1 o bien y=2xsenx

o, en general, y = f(x). Sin embargo, algunas funciones se definen implicitamente por
medio de una relacién entre x y y como

[1] X2+ y*=25
o bien
@ X3+ y3 = 6xy

En algunos casos, es posible resolver una ecuacioén de ese tipo para y como una funcién
explicita (o varias funciones) de x. Por ejemplo, si resolvemos la ecuacion 1 para y, obtenemos

y = *£4/25 — x2, de modo que dos de las funciones determinadas por la ecuacién impli-
cita 1 son f(x) = /25 — x2 y g(x) = —+/25 — x2. Las gréficas de f'y ¢ son las semicir-

cunferencias superior e inferior de la circunferencia x* + y? = 25. (Véase la figura 1.)

a) x> +y*=25 b) f(x)=v25—x? ) glx)=—+25—x2

No es fécil resolver explicitamente la ecuacién 2 para y como funcién x. (Con un siste-
ma algebraico para computadora no hay dificultad, pero las expresiones que se obtienen
son muy complicadas). Sin embargo, |2] es la ecuacién de una curva llamada folium de
Descartes, ilustrada en la figura 2 y, que de manera implicita define a y como varias fun-
ciones de x. En la figura 3 se muestran las grificas de esas tres funciones. Cuando se dice
que f es una funcién definida implicitamente por la ecuacién 2, se da a entender que la
ecuacion

x+ [f] = 6xf(x)

es verdadera para todos los valores de x en el dominio de f.

y y y

AN

FIGURA 3 Grificas de tres funciones definidas por el folium de Descartes
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Por fortuna, no es necesario resolver una ecuacién para y en términos de x a fin de hallar
la derivada de y. En lugar de ello, aplicaremos el método de derivacién implicita. Este
método consiste en derivar ambos miembros de la ecuacion respecto a x y después resolver
la ecuacion resultante para y'. En los ejemplos y ejercicios de esta seccion, siempre se
supone que la ecuacién dada determina y implicitamente como una funcién derivable de x,
de modo que puede aplicarse el método de derivacién implicita.

d
a) Six?+ y?= 25, encuentre _y.
dx

b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x> + y* = 25, en el
punto (3, 4).

SOLUCION 1
a) Derive ambos miembros de la ecuacion x? + y? = 25:

d, , o, d
(2 +yY) =—(25
o &) =25

d , d
() +— () =0
o @)+ =07

Recuerde que y es una funcidén de x, asi que hay que utilizar la regla de la cadena para
obtener

d , d . dy dy
R [ — = 2 —_—
7 ) dy(y)dx Yy
dy
Por tanto, 2x+2y—=0
dx
Ahora resolvemos esta ecuacion para dy/dx:
b __x
dx y

b) En el punto (3, 4) se tiene que x = 3y y = 4, de modo que

dy 3

dx 4

Por tanto, la ecuacion de la tangente a la circunferencia, en (3, 4), es

y—4=-3(x—3) obien 3x+4y=25

SOLUCION 2
b) Al resolver x> + y? = 25, obtenemos y = £4/25 — x2. El punto (3, 4) se encuentra

en la semicircunferencia superior y = /25 — x? y, por consiguiente, considere la
funcién f(x) = /25 — x2. Al aplicar la regla de la cadena a la funcion f, se tiene

£ =105 — )L s — )
dx

X

=305 —x)V(-2x) = ———
2 x%) T H(—2x) =



En el ejemplo 1 se ilustra que aun cuando es
posible resolver una ecuacion explicita para y
en términos de x puede ser mas facil aplicar la

derivacion implicita.

(3,3)

FIGURA 4

0

FIGURA 5
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3 3

D d B = —— = =

e modo que f'3) TRED 1
y, como en la solucién 1, la ecuacién de la recta tangente es 3x + 4y = 25. |
NOTA 1 La expresion dy/dx = —x/y en la solucién 1 da la derivada en términos tanto

de x como de y. Esto es correcto sin importar cudl funcién y queda determinada por la
ecuacién dada. Por ejemplo, para y = f(x) = /25 — x? tenemos

o __x___x
dx y V25 — x?
en tanto que para y = g(x) = —+/25 — x? tenemos
 __x_ _ X ___ 7
dx y —J25 —x2 /25 — &2

a) Encuentre y’ si x* + y* = 6xy.
b) Halle la recta tangente al folium de Descartes x* + y* = 6xy, en el punto (3, 3).
¢) (En cudl punto en el primer cuadrante es horizontal la recta tangente?

SOLUCION

a) Si se derivan ambos miembros de x* + y* = 6xy respecto a x, considerando a y
como funcién de x, y usando la regla de la cadena en el término y?, y la regla del
producto en el término 6xy, obtenemos

3x% + 3y%y' = 6xy’ + 6y
o bien x>+ y%y = 2xy + 2y
Ahora resolvemos para y': y2y' — 2xy' =2y — x?

(y* = 2x)y" =2y — x?

, 2y —x’
Y vy — 2x
b) Cuando x =y = 3,
,_23-3
YT 3o

un vistazo a la figura 4 confirma que éste es un valor razonable para la pendiente en (3, 3). De
este modo, la ecuacion de la recta tangente al folium en (3, 3) es

y—3=—1(x—3) obien x+y==6

c¢) La recta tangente es horizontal si y’ = 0. Si utilizamos la expresién para y’ del inciso
a), vemos que y' = 0 cuando 2y — x*> = 0 (siempre que y*> — 2x # 0). Al sustituir
y = 2x%n la ecuacién de la curva, obtenemos

x*+ (%x2)3 = 6x(%x2)

lo cual se simplifica para quedar x* = 16x°. Ya que x # 0 en el primer cuadrante,
tenemos x* = 16. Si x = 16'? = 2%3, entonces y = %(28/3) = 2%3 Por tanto, la recta
tangente es horizontal en (23, 2%?) lo cual es aproximadamente (2.5198, 3.1748). Al
estudiar la figura 5, es claro que la respuesta es razonable. [
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Abel y Galois

En 1824, el matemético noruego Niels Abel
demostré que no puede darse una férmula
general para la obtencién de las raices de una
ecuacion de quinto grado. Tiempo después, el
matematico francés Evariste Galois demostro
que es imposible hallar una férmula general
para las raices de una ecuacién de n-ésimo
grado (en términos de operaciones algebraicas
sobre los coeficientes), si n es cualquier entero
mayor que 4.

FIGURA 6

NOTA 2 Existe una formula para obtener las tres raices de una ecuacion cubica, que
es semejante a la férmula cuadrdtica, pero mucho mas complicada. Si utilizamos esta
férmula (o un sistema algebraico computarizado) para resolver la ecuacion x* + y* = 6xy
para y en términos de x, obtenemos tres funciones determinadas por la ecuacién:

y=f@) = V=12 + Vix® — 87 + V-t — Vix® — 8y

y=3l-f00 = V30 1 Vi g — Vol — Ve s )]

(Estas son las tres funciones cuyas graficas se muestran en la figura 3.) Usted puede ver
que el método de la derivacién implicita ahorra una cantidad enorme de trabajo en casos
como éste. Mds atn, la derivacién implicita funciona con igual facilidad para funcio-
nes como

y3 4+ 3x?y? + Sx*t =12

en las cuales es imposible resolver para y en términos de x.

FFETI0EN Encuentre y' si sen(x + y) = y? cos x.

SOLUCION Si derivamos implicitamente respecto a x y consideramos que y es una funcién
de x, obtenemos

cos(x +y) + (1 +y') = y*(—senx) + (cos x)(2yy’)

(Note que en el lado izquierdo hemos aplicado la regla de la cadena y, en el derecho, la
regla de la cadena y la regla del producto). Si agrupamos los términos que contienen
ay’, obtenemos

cos(x + y) + y*senx = (2ycos x)y’ — cos(x + y) * ¥’

y?senx + cos(x + y)

!

Por lo que y =

2y cos x — cos(x + )

En la figura 6, trazada con el comando de construccién de graficas en forma
implicita de un sistema algebraico computarizado, se muestra parte de la curva
sen(x + y) = y* cos x. Como comprobacién de nuestro cdlculo, observe que y' = —1,
cuando x = y = 0y, al parecer de la grifica, la pendiente es aproximadamente —1 en
el origen. [

Las figuras 7, 8 y 9 muestran tres curvas mas, producidas por computadora. En los ejerci-
cios 41-42 tendra usted oportunidad de crear y analizar curvas atipicas de esta naturaleza.

b Y &

=

P NI/
- \\\\\g//// @ _9
FIGURA 7 FIGURA 8 FIGURA 9

=Dy =4 =x(>—4)

(y*—1) sen(xy) = x> — 4 ysen 3x = x cos 3y



La figura 10 muestra la gréafica de la curva

x* + y* = 16 del ejemplo 4. Observe que

es una version extendida y achatada de la
circunferencia x> + y> = 4, por esta razon
algunas veces se le llama circunferencia gruesa.
Empieza muy escarpada a la izquierda, pero
rapidamente se hace muy plana. Esto puede

verse en la expresion

x3 X 3
77= :

Y
xtyt=

FIGURA 10

<
B

16
5 X
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En el siguiente ejemplo se muestra como encontrar la segunda derivada de una funcién
que estd definida implicitamente.

EEGE Hallar y” six* + y* = 16.
SOLUCION Derivando la ecuacién de manera implicita respecto a x, obtenemos
4x* + 4y°y' =0

Resolviendo para y’

, X
[3] y=-=5

Para hallar y” derivamos esta expresion para y’ aplicando la regla del cociente, considerando
que y es una funcién de x:

4 (‘i) _ Y@/ — 7 (d/a)y)
y 3] 3\2

dx \ 'y ()

3 y3 . 3x2 _ x3(3y2y/)

y6

Si ahora sustituimos la ecuacion 3 en esta expresion, obtenemos

3
3x%y? — 3x3y2(——3
" _ Y
y = y6
30yt 4 3yt + Y
y’ y’

Pero los valores de x y y deben satisfacer la ecuacion original x* + y* = 16, por lo que
la respuesta se simplifica a

3x%(16 ’
—L7)=—48x—7 -
y y

[/

I Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas inversas se repasan en la seccién 1.6. En la seccién 2.5
analizamos su continuidad, y en la seccién 2.6, sus asintotas. Aqui usamos la derivacién
implicita para hallar las derivadas de las funciones trigonométricas inversas, suponiendo
que estas funciones son derivables. [En efecto, si f es una funcién uno a uno derivable,
puede demostrarse que su funcién inversa f también es derivable, excepto donde sus rectas
tangentes son verticales. Esto es posible porque la grafica de una funcion derivable no
tiene vértices ni bucles y, por esta razon, si la reflejamos respecto a y = x, la grafica de su
funcién inversa tampoco tiene vértices ni bucles.]

Recuerde la definicién de la funcién arco seno:

77 77'
y=sen 'x significa seny=x vy Sy Sy=o

Al derivar implicitamente sen y = x respecto a x, obtenemos

cosyd—y=1 o bien — =
dx dx cos y
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El mismo método puede utilizarse para hallar una

férmula para la derivada de cualquier funcién
inversa. Véase el ejercicio 77.

En la figura 11 se muestra la grafica de

f(x) = tan~'x y su derivada f(x) = 1/(1 + x?).
Observe que fes creciente y f'(x) es siempre
positiva. El hecho de que tan™'x — *=7/2
conforme x — oo se refleja en el hecho de que
f'(x) — 0 a medida que x — *oo.

1.5

y=tan'x

= 1+x2

-1.5

FIGURA 11

Recuerde que arctan x es una notacion
alternativa para tan'x.

Las férmulas para las derivadas de csc™'x
y sec”'x dependen de las definiciones que
se apliguen para estas funciones. Véase
el ejercicio 64.

CAPITULO 3 REGLAS DE DERIVACION

Ahora cos y = 0, debido a que —7/2 < y < 71/2, de modo que

cosy =+/1 — sen?y = /1 — x2
y=+ y
dy 1 1

De manera que — = =
V1= x?

dx cos y

1

d —1
— (sen 'x) = —/——
dx( ) 1 — x?

La férmula para la derivada de la funcién arco tangente se obtiene de manera semejan-
te. Si y = tan™' x, entonces tan y = x. Si derivamos esta tltima ecuacién implicitamente
respecto a x, tenemos

b ay
sec’y — =1
Y dx
R
dx sec’y 1+tan’y 1+ x?
d 1
2 tanly) = ———
dx (tan”'x) 1+ x2

WM PELENE Derive a) y = e b) f(x) = xarctan+/x.

SOLUCION
d d d
a) ﬁ = (sen 'x) "' = —(sen 'x) 2 . (sen 'x)
. 1
(sen 'x)*y/1 — x2
1
b) fl(x) = XW (%x‘l/z) + arctan\/;
\/—
+ t:
2(1 T arc an\/_ |

Las funciones trigonométricas inversas que se presentan con mayor frecuencia son las
que acabamos de analizar. Las derivadas de las cuatro restantes se presentan en la tabla
siguiente. Las demostraciones de las férmulas se dejan como ejercicios.

Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

d (sen'x) ! d (csc1x) !
-« ¥ = — “ ¥ = -
dx 1 — x? dx x+/x2—1
d 1 d 1
— (cos'x) = ——F———= — (sec™x) = ————=
dx V1= x? dx x+/x2—1

1 d 1
— (t -1 - _ (=1 -

(tan”x) 1+ x2 dx (cot™'x) 1 + x?
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1-4 a) Encuentre y’ por derivacién implicita.
b) Resuelva la ecuacién explicita para y y derive para obtener
y" en términos de x.
¢) Compruebe la coherencia de sus soluciones en los incisos
a) y b) sustituyendo la expresién para y en su solucion del

inciso a).
1. 9x? —y? =1 2 2x7+x+xy=1
1 1
3. —+—=1 4. cosx ++y =5
X y

5-20 Encuentre dy/dx por derivacién implicita.

5. x* +y =1 6. 2Vx +y =3

1. x2+xy—y*=4 8 2x° +x%y —xyP=2
9. x*(x+y) =y*(3x—y) 10. xe’ =x—y

1. ycosx = x? + y? 12. cos(xy) =1 + seny

13. 4cosx seny = 1 14. ¢’senx = x + xy

15. e =x—y 16. Vx +y =1+ x%?

17. tan '(x%y) = x + xy? 18. xseny + ysenx = 1
19. e’cos x = 1 + sen(xy) 20. tan(x — y) = I +yxz

21. Sif(x) + x2[f(x)]* = 10y f(1) = 2, encuentre f'(1).
22. Sig(x) + x sen g(x) = x?, determine g’ (0).
23-24 Considere a y como la variable independiente y a x como

la variable dependiente y utilice la derivacién implicita para
calcular dx/dy.

23 1y — Xy + 2xp° =0 24. ysecx =xtany

25-32 Utilice la derivacién implicita para encontrar la ecuacién de
la recta tangente a la curva en el punto dado.

(m/2, m/4)
(r, )
(1,1) (elipse)
28. x>+ 2xy —y*+ x=2, (1,2) (hipérbola)
29. X +y' =2 +2y" —x) 3. x4yl =4

(0.5) (=3v3.1)

25. y sen 2x = x cos 2y,
26. sen(x + y) = 2x — 2y,
21. x* + xy + y? =3,

(cardioide) (astroide)
y y
X 0 8 X

31 2(x% + y2)? = 25(x% — y?)

32. y¥(y* — 4) = x*(x* — 5)
0, =2)
(curva del diablo)

G, D
(lemniscata)

\4\/}6

33.

34.

a) La curva con ecuacion y* = 5x* — x? se llama kampila de
Eudoxo. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a esta
curva en el punto (1, 2).

b) Ilustre el inciso a) graficando la curva y la recta tangente,
en una pantalla comun. (Si su dispositivo graficador puede
trazar gréficas de curvas definidas implicitamente, entonces
utilice esa capacidad. Si no es asi, puede dibujar esta curva
trazando sus mitades superior e inferior por separado.)

a) La curva con ecuacion y> = x* + 3x? se llama cibica de
Tschirnhausen. Encuentre la ecuacién de la recta tangente
a esta curva, en el punto (1, —2).

b) (En cudles puntos esta curva tiene rectas tangentes
horizontales?

c) Ilustre los incisos a) y b) graficando la curva y las rectas
tangentes, en una pantalla comun.

35-38 Halle y” por derivacién implicita.

35. 9x* +y*=9

37. X*+yP =1

3. JVx + 4y =1

38 1+ oy =4

39.

40.

SAC| 41,

Si xy + e* = e, encuentre el valor de y” en el punto donde
x=0.

Six? + xy + y* =1, encuentre el valor de y” en el punto
donde x = 1.

Es posible crear formas caprichosas con las capacidades de los
sistemas algebraicos computarizados, a fin de construir graficas
en forma implicita.

a) Trace la grafica de la curva con ecuacién

Y= DOy —2)=xx — Dx —2)

(En cudntos puntos esta curva tiene rectas tangentes
horizontales? Estime las coordenadas x de estos puntos.

b) Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes en los
puntos (0, 1) y (0, 2).

c) Halle las coordenadas x exactas de los puntos mencionados
en el inciso a).

d) Disefie curvas incluso mds caprichosas modificando la
ecuacion del inciso a).

Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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42,

43.

4,

45.

46.

47.

48.

CAPITULO 3 REGLAS DE DERIVACION

a) La curva con ecuacion
2y3 + y? — yd=x* — 2x3 + x?

se ha relacionado a un carretén que rebota. Utilice un
sistema algebraico computarizado para la curva y descubra
por qué.

b) ¢(En cudntos puntos esta curva tiene rectas tangentes
horizontales? Encuentre las coordenadas x de estos puntos.

Halle los puntos de la lemniscata del ejercicio 31 donde la recta
tangente sea horizontal.

Demuestre por derivacion implicita que la recta tangente a la
elipse

2 2
X Y
— + =1
a’ b?
en el punto (xo, yo) €s
XoX Yoy -1
a’ b?

Formule una ecuacion para la recta tangente a la hipérbola

X

a

o
2 bz_

1

en el punto (xo, yo).

Demuestre que la suma de las intersecciones en x y y de cualquier
recta tangente a la curva \/x + /y = /¢ esigual a c.

Mediante la derivacion implicita demuestre que cualquier recta
tangente en un punto P a una circunferencia con centro O es
perpendicular al radio OP.

La regla de la potencia puede demostrarse por medio de la
derivacion implicita para el caso donde n es un niimero
racional, n = p/q, y y = f(x) = x" es una funcién derivable.
Siy = x?/%, entonces y¢ = x”. Mediante la derivacién implicita
demuestre que

P

y'=x
q

(plg)—1

49-60 Halle la derivada de cada una de las siguientes funciones.
Simplifique donde sea posible.

49.
51.
53.
54
55.
57.

59.

60.

50. y = tan !(x?)

52. g(x) = /x> — lsec 'x

y = (tan"'x)?

y=sen '(2x + 1)

G(x) = /1 — x? arccos x
y=tan"'(x — /1 + x?)
h(t) = cot™(¢) + cot™'(1/1)

y==xsen 'x + /1 — x?

56. F(6) = arcsen+/sen 0

58. y = cos '(sen"'¢)

b + acosx
y=arccos| —— |, O0sx=m a>b>0
a + bcosx
. 1 —x
= arctan
Y 1 +x

/A4 61-62 Encuentre f'(x). Compruebe si su respuesta es razonable
comparando las graficas de f'y f.

61. f(x) = +/1 — x? arcsen x 62. f(x) = arctan(x* — x)

63. Demuestre la formula para (d/dx) (cos™'x) por el mismo
método utilizado para demostrar (d/dx)(sen"'x).

64. a) Una manera de definir sec™'x es decir que y = sec™'x <=
secy =xy0<y</2, 0bien, 7 <y < 37/2. Demuestre
que, con esta definicién

1

xy/x2—1

d
o (sec™'x) =

b) Otro modo de definir sec™'x que se utiliza a veces es
decirquey =sec 'x <> secy=xy0sysm,y#0.
Demuestre que, con esta definicion

1

|x|vx2 =1

d
E(sec’ y) =

65-68 Dos curvas son ortogonales si sus rectas tangentes son
perpendiculares en cada punto de interseccién. Demuestre que las
familias dadas de curvas son trayectorias ortogonales entre si; es
decir, cualquier curva en una familia es ortogonal a cualquier curva
en la otra familia. Dibuje ambas familias de curvas usando los
mismos ejes de coordenadas.

65. x>+ y>*=7r% ax+by=0

66. x>+ y*=ax, x>+ y>=bhy

67. y=cx? x*+2y°=k

68. y=ax®, x*+3y*=0b

69. Demuestre que la elipse x2/a*> + y2/b* = 1y la hipérbola
x*/A* — y*/B* = 1 son trayectorias ortogonales si A? < a?
y a®> — b* = A* + B? (la elipse y la hipérbola tienen los

mismos focos).

70. Encuentre el valor del nimero a tal que las familias de curvas

y=(x+c¢)'yy=al(x + k)" son trayectorias ortogonales.

N. a) La ecuacion de van der Waals para n moles de un gas es

n’a
P + V2

donde P es la presion, V es el volumen y T es la

temperatura del gas. La constante R es la constante

universal de los gases, y a y b son constantes positivas

que son caracteristicas de un gas particular. Si 7 permanece

constante, utilice derivacion implicita para obtener dV/dP.
b) Encuentre la razén de cambio del volumen respecto

a la presion de 1 mol de diéxido de carbono a un volumen

)(V — nb) = nRT
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de V= 10L y una presién de P = 2.5atm. Utilice a = 3.592 implicita para demostrar que
L2-atm/mol® y b = 0.04267L/mol. 1
(7)) = D)
72. a) Utilice derivacién implicita para encontrar y' si )
X+ xy+y>+1=0. siempre que el denomiznador no sea 0.
b) Sif(4) =5y f'(4) =3, encuentre (f1)'(5).

SAC b) Grafique la curva del inciso a). {Qué observa? Demuestre
que lo que ve es correcto. 78. a) Demuestre que f(x) = x + e* es uno a uno.
¢) Tomando en cuenta el inciso b), ;qué puede decir acerca de b) (Cudl es el valor de f~'(1)?
la expresién para y’ que encontré en el inciso a)? ¢) Utilice la férmula del ejercicio 77a) para hallar (f~')"(1).

79. La funcién de Bessel de orden 0, y = J(x), satisface la ecuacién

se g 2 _ ol g
73. Laecuacién x> — xy +y 3 representa una “elipse girada”; diferencial xy” + y' + xy = 0 para todos los valores de x, y su

es de:jc1r, 1(11na e;;lpse cuyols ejes no son paralelos al.105 ejes de | valor en 0 es J(0) = 1.
coordenadas. ncuentre los puntos en que esta elipse cruza e a) Encuentre J'(0).
eje x y demuestre que las rectas tangentes en estos puntos son

b) Utilice la derivacién implicita para encontrar J"(0).
paralelas. )
80. En la figura se muestra una ldmpara colocada tres unidades

74. a) ;Dénde la recta normal a la elipse x> — xy + y* = 3, hacia la derecha del eje y y una sombra creada por la regién

en el punto (—1, 1), interseca la elipse por segunda vez? eliptica x> + 4y* < 5. Si el punto (—5, 0) estd en el borde de la
A b) Tlustre el inciso a) graficando la elipse y la recta normal. sombra, ;qué tan arriba del eje x estd colocada la limpara?
y

75. Encuentre todos los puntos de la curva x?y? + xy = 2 donde la
pendiente de la recta tangente es —1.

o —

76. Halle las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la elipse - ’/

T
/
\ /
x? + 4y* = 36 que pasan por el punto (12, 3). —— Q‘/ f x
=5 7 3
x*+4y*=5 /
/

71. a) Suponga que f es una funcién uno a uno derivable y que su
funcién inversa f también es derivable. Utilice la derivacién

PROYECTO DE LABORATORIO FAMILIA DE CURVAS IMPLICITAS

En este proyecto exploraremos las formas cambiantes de curvas implicitamente definidas cuando
varian las constantes en una familia y determinaremos las funciones comunes a todos los miembros
de la familia.

1. Consideremos la familia de curvas
¥ = 26 + 8) = + Py + 9) — 7]

a) Graficando las curvas con ¢ = 0 y ¢ = 2, determine cudntos puntos de interseccién hay.
(Puede usted hacer acercamientos con el zoom para encontrarlos.)

b) Ahora agregue las curvas con ¢ = 5y ¢ = 10 a sus gréficas del inciso a). ;Qué observa?
(Qué pasa con otros valores de ¢?

2. a) Grafique varios miembros de la familia de curvas
x2+y?+ex?y’=1

Describa como cambia la gréafica cuando cambia el valor de c.

b) (Qué sucede con la curva cuando ¢ = —1? Describa lo que aparece en la pantalla. ;Puede
probarlo algebraicamente?
¢) Encuentre y’ por derivacién implicita. Para el caso ¢ = —1, ;es coherente la expresion y’

con lo que descubrié en el inciso b)?

Se requiere sistema algebraico computarizado
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m Derivadas de funciones logaritmicas

La férmula 3.4.5 establece que

d
I (@) =a*Ina

En esta seccion utilizaremos la derivacién implicita para hallar las derivadas de las funcio-
nes logaritmicas y = log, x y, en particular, de la funcién logaritmo natural y = In x. [A
partir de sus graficas, es posible probar que las funciones logaritmicas son derivables
(véase la figura 12 de la seccién 1.6).]

d
— 10 p =
m dx (loga x) x1Ina
DEMOSTRACION Sea y = log, x. Entonces
a =x

Si mediante la férmula (3.4.5) derivamos esta ecuacién de manera implicita respecto a x,
obtenemos

! dy
*(1 — =1
@(n a) dx

iguient d—y = —1 = ! |
y, por consiguiente, o oha xlha

Si en la formula 1 ponemos a = e, entonces el factor In a en el lado derecho se convier-
te en In e = 1 y se obtiene la férmula para la derivada de la funcién logaritmica natural
log. x =1In x:

@ di;(lnx)=%

Si se comparan las férmulas 1 y 2, se evidencia una de las razones principales por la
que se usan los logaritmos naturales (logaritmos con base e) en el Cdlculo. La férmula de
derivacién es mds sencilla cuando a = e, porque In e = 1.

Derive y = In(x* + 1).
v ] EJEMPLO1 |

SOLUCION Para utilizar la regla de la cadena, hacemos u = x* + 1. Entonces y = In u,
de modo que

dy _dydu _1du

dx  du dx u dx

1 3x?
= —— (3x%) =
x3+1(x) 3+ 1

En general, si combinamos la férmula 2 con la regla de la cadena como en el ejem-
plo 1, obtenemos

d _idu

@ T (In u) r o bien di; [Ing(x)] =

9
g(x)




En la figura 1 se muestra la gréfica de la
funcion f del ejemplo 5, junto con la gréfica de
su derivada. Proporciona una comprobacion
visual de nuestro célculo. Note que f'(x) es
grande negativa cuando f estd decreciendo
con rapidez.

||

FIGURA 1
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d
m Encuentre — In(sen x).
dx

SOLUCION Utilizando [3], se tiene que

d 1 d 1
—In(senx) = ———(senx) = cos x = cot x [ |
dx se sen

X dx

EEETENEN Derive f(x) = vIn x.

SOLUCION En esta ocasién el logaritmo es la funcién interior, de modo que la regla de la
cadena da

1 1 1
) 2 = L -
f'(x) = 3(In x) dx (In x) 2/Inx  x 2x+/In x

FEETENEN Derive f(x) = logio(2 + sen x).

SOLUCION Si usamos la férmula 1 con a = 10, obtenemos

d
f'(x) = —1logo(2 + sen x)
dx
1 d 0+ )
= sen x
(2 +senx)In 10 dx

B cos x
(2 4+ senx)In 10

EERTHE Encuentre - In ———L
U — .
dx Vx—2
SOLUCION 1
d x+1 1 d x+1

— In =

dx Vx =2 x+1 E«/x—2
VX =2

R R e R el s D(3)(x — 2717

x+1 x—2
_x—2—%(x+l)
x+ Dx—2)
x—=5

2(x + 1)(x — 2)

SOLUCION 2 Si primero simplificamos la funcién dada aplicando las leyes de los logarit-
mos, entonces la derivacion se vuelve mas facil:

d x + 1

_1—
dx n\/x—2

-4 [In(x + 1) — 3 In(x — 2)]
dx

1 _l 1
x+1 2\x—2

(Esta respuesta puede dejarse como estd, pero si usara un denominador comtin, veria que
da la misma respuesta en la solucién 1). [ |
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En la figura 2 se muestra la grafica de

la funcién f(x) = In | x| del ejemplo 6 y la

de su derivada f’(x) = 1/x. Note que cuando
x es pequefio, la grafica de y = In | x| esta
inclinada y, por consiguiente, f”(x) es grande
(positiva o negativa).

FIGURA 2

Si no hubiéramos utilizado la derivacion
logaritmica en el ejemplo 7, habriamos tenido
que aplicar tanto la regla del cociente como la
regla del producto. EI proceso de célculo habria
sido harrendo.

W FZEENE Encuentre f/(x) sif(x) = In | x|:
SOLUCION Puesto que

In x si x>0
f) = {ln(—x) six<0

se sigue que

— si x>0
f'(x) =

X
| 1
— () =— six<0
—X X

Asi, f'(x) = 1/x para todo x # 0. [ |

Vale la pena recordar el resultado del ejemplo 6:

d

1
_1 [ —
[4] o nlxl =

N Derivacion logaritmica

Con frecuencia, el cdlculo de derivadas de funciones complicadas que comprenden pro-
ductos, cocientes o potencias puede simplificarse tomando logaritmos. El método que se
aplica en el ejemplo siguiente se llama derivaciéon logaritmica.

xx2 + 1
(A[LSOFE Derive y = W
X

SOLUCION Tome logaritmos de ambos miembros de la ecuacién y aplique las leyes
de los logaritmos, para simplificar:

Iny=3Inx+ jIn(x*>+ 1) — 5In(3x + 2)
Al derivar implicitamente respecto a x, resulta que

1 2x 3
— = 5.
2 x +1 3x +2

3 1

—_— . — 4+
4 x
Al resolver para dy/dx, obtenemos

dy 3 X 15
dx 4x x+1 3x +2

Puesto que tenemos una expresién explicita para y, podemos sustituir y escribir

ﬂ_x3/4\/x2+1<3 L 15 )

dx  (3x +2) 4x 2+ 1 3x+2
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Pasos en la derivacion logaritmica

1. Tomar logaritmos naturales de ambos lados de una ecuacién y = f(x) y utilizar
las leyes de los logaritmos para simplificar.

2. Derivar implicitamente respecto a x.

3. Resolver la ecuacion resultante para y'.

Si f(x) < 0 para algunos valores de x, entonces In f(x) no estd definida, pero podemos
escribir | y | = | f(x) | y utilizar la ecuacién 4. Este procedimiento se ilustra demostrando
la version general de la regla de la potencia, como se prometié en la seccién 3.1.

Regla de la potencia Si n es cualquier nimero real y f(x) = x", entonces

f'(x) = nx"!

DEMOSTRACION ~ Sea y = x". Utilizando la derivacién logaritmica:

Six = 0, podemos demostrar directamente que In | y | =1In | X |” =nln | X | x#0
f'(0) = 0 paran > 1 a partir de la definicién
de derivada. 4
n
Por tanto, Yy _n
y X
s [ l — x_'l — n—1
asi que, y =n—=mn = nx |
X X

@) Debe distinguir con cuidado la regla de la potencia [(x")’ = nx""'], donde la base es
variable y el exponente constante, de la regla para derivar funciones exponenciales
[(@")" = a*In a], donde la base es constante y el exponente es variable.

En general, se tienen cuatro casos para exponentes y bases:

d
Base constante, exponente constante 1 1. T (@) =0 (a'y b son constantes)
x
d
Base variable, exponente constante 2 2. d_ ()] =b[f(X)]" ' f(x)
X
d (x) (x) ’
Base constante, exponente variable 3 3. d_ [a®Y] = a?“(In a)g'(x)
x
Base variable, exponente variable 4 4. Para hallar (d/dx)[ f(x)]*®, podemos aplicar la derivacién logaritmica, como en el

ejemplo que sigue.

u Derive y = XV

SOLUCION 1 Dado que la base y el exponente son variables, utilizamos la derivacién
logaritmica:

Iny=Inx""=xInx

y' 1 1
-— = -—+ (1
y \/; X (nx)2\/;

, 1 . In x w2+ Inx
(X ) (2 nx
VTNV T2 2%
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La figura 3 ilustra el ejemplo 8 mostrando las

gréficas de f(x) = xV*y su derivada.

y
f
f/
14
"Il
FIGURA 3
y
03 )
o) y=(1+x)"
10
0 X
FIGURA 4
X (1 + )™
0.1 2.59374246
0.01 2.70481383
0.001 2.71692393
0.0001 2.71814593
0.00001 2.71826824
0.000001 2.71828047
0.0000001 2.71828169
0.00000001 2.71828181

SOLUCION 2 Otro método es escribir x¥* = (em*)¥*:

d d d
(V) = 2 (,Vamx) — Vi nx
Ix (x ) Ix (e ) e _dx (\/; In x)

5 2+ Inx
=X (como en la solucién 1) [ ]

2V/x

I El namero ¢ como un limite

Hemos demostrado que si f(x) = In x, entonces f'(x) = 1/x. Debido a esto, f'(1) = 1.
Utilizaremos este hecho para expresar el nimero e como un limite.
A partir de la definicion de derivada como un limite, tenemos que

fOm g
h B

In(1 +x) — In1 1
PPN U . L RTINS PR
x—0 X x—0 X

= lim In(1 + x)'*

Ya que f'(1) = 1, tenemos

lim In(1 + x)'* =1

Luego, por el teorema 2.5.8 y la continuidad de la funcién exponencial, tenemos que

e=¢ = elim‘q‘)ln(l+x)'/* = lim eln(l+x)"* = lim (1 + x)l/x
x—0 x—0
[5] e=1im (1 + x)'*
x—0

En la figura 4 se ilustra la férmula 5 mediante la grafica de la funcién y = (1 + x)"*y
una tabla para valores pequefios de x. Con esto se ilustra una aproximacién correcta hasta
siete digitos decimales

e =~ 27182818

Si hacemos n = 1/x en la férmula 5, entonces n — % cuando x — 0"y, por consi-
guiente, una expresion alternativa para e es

(6] e=1fm(1+i>
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m Ejercicios

1. Explique por qué en Célculo se usa con mucha mds frecuencia 33-34 Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva en el
la funcién logaritmica natural y = In x, que las otras funciones punto dado.
logaritmicas, y = log, x.

3B.y=Inx*—3x+1),(3,0) 4. y=+xInx, (1,0)

2-22 Derive cada una de las siguientes funciones.

() =xInx — x /11 35. S1f(x) = senx + In x, encuentre f'(x). Compruebe si su
2. f(x) = x1 A 35. Sif(x) 1 f'@).C be si
3. f(x) = sen(In x) 4. f(x) = In(sen’x) respuesta es razonable comparando las gréficas de fy f'.
1 1 /4 36. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
5 f(x) =1In . 6. y= nx y = (In x)/x, en los puntos (1, 0) y (e, 1/e). Ilustre lo anterior
dibujando la curva y sus rectas tangentes.

1. f(x) = logio(x* + 1) 8. f(x) = logs(xe”)

37. Sea f(x) = cx + In(cos x). ;Para qué valores de ¢ se cumple
9. f(x) = sen x In(5x) 10. f(u) = # que f'(/4) = 6?

nu
38. Sea f(x) = log,(3x> — 2). ;Para qué valor de a se cumple que

1. g(x) = ln()c\/)c2 - 1) 12. h(x) = ln(x + Vx?2—= 1) f()=3?

13. G(y) =In M 14. g(r) = r*In2r + 1) 39-50 Utilice la derivacién logaritmica para hallar la derivada de
Myt 4+l cada una de las siguientes funciones.
. = Ly = +t—1 ~ cos?
15. F(s) =Inlns 16. y=In|1 +7— 7| 3y = (2 + 22xt + 4)f 1. y— f+ +xl
x*+x
17. y = tan[In(ax + b)] 18. y = In|cos(Inx) |
-1 .
a? — 72 MNy= i1 42, y = Jxe" (x + 1)
19. y = In(e™ + xe™) 2. Hz)=Iny|—5—
a” +z
43. = yX 44, — 4-COSX
21. y = 2xlogiov/x 22. y = log,(e *cos mx) y=2 y=x
45 y:xsenx 46 y — \/;x
- L ) 47. y = (cos x)* 48. y = (senx)™~
23-26 Encuentre y’ y y” en cada una de las siguientes funciones.
In x 49. y = (tan x)'/* 50. y = (In x)**
23. y = x?In(2x) 24 y=—;
X
2. y= ln(x + .1+ xz) 26. y = In(sec x + tan x) 51. Encuentre y’ si y = In(x* + y?).

52. Halle y’ si x¥ = y~.

4 (n), 1 — —
27-30 Derive f'y encuentre el dominio de cada una de las siguientes 53. Encuentre una formula para f(x) si f(x) = In(x = 1).
9

funciones. 54. Encuentre o (x%1In x).
X
X
21. f(x) = m 28 f(x) =v2 + Inx 55. Use la definicion de derivada para demostrar que
29. f(x) = In(x* — 2x) 30. f(x) =Inlnlnx In(1 + x)
lin}) — =1
x— X

I
31. Si f(x) = —= determine f/(1).
X

x n
56. Demuestre que lim | 1 + — ) = e* para cualquier x > 0.
32. Sif(x) = In(1 + e*), determine £'(0). due ( n) P d

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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m Razones de cambio en las ciencias naturales y sociales

y
0
mpg = razon de cambio promedio
m = f'(x,;) =razén
de cambio instantdnea
FIGURA 1

Sabemos que si y = f(x), entonces la derivada dy/dx puede interpretarse como la razén de
cambio de y respecto a x. En esta seccidn se analizan algunas de las aplicaciones de esta
idea a la fisica, la quimica, la biologia, la economia y otras ciencias.

Con base en la seccién 2.7, recuerde la idea bdsica que se encuentra detrds de las razo-
nes de cambio. Si x varia de x; a x,, entonces el cambio en x es

Ax =x, — x;

y el cambio correspondiente en y es

Ay = flx) — f(x)

El cociente de diferencias

Ay flr) — fx)

Ax X2 — Xy

es la razén de cambio promedio de y respecto a x en el intervalo [x;, x,] y puede inter-
pretarse como la pendiente de la recta secante PQ en la figura 1. Su limite, cuando
Ax — 0 es la derivada f'(x)), la cual puede interpretarse como la razén de cambio instan-
tanea de y respecto a x, o sea, la pendiente de la recta tangente en P(x;, f(x;)). Si se usa
la notacién de Leibniz, escribimos el proceso en la forma

dy_l, Ay

= lim
dx  M—0 Ax

Siempre que la funcién y = f(x) tenga una interpretacion especifica en una de las cien-
cias, su derivada tendrd una interpretacién especifica como razén de cambio. (Como se
analiz6 en la seccién 2.7, las unidades de dy/dx son las unidades correspondientes a y
divididas por las de x.) Veamos ahora algunas de estas interpretaciones en las ciencias
naturales y en las sociales.

BN Fisica

Si s = (#) es la funcidn posicién de una particula que se mueve en una linea recta, enton-
ces As/Ar representa el promedio de la velocidad en un periodo At, y v = ds/drt repre-
senta la velocidad instantanea (la razén de cambio del desplazamiento respecto al
tiempo). La razén de cambio instantdneo de la velocidad respecto al tiempo es la acelera-
cion: a(t) = v'(r) = s"(r). Esto se discutié en las secciones 2.7 y 2.8, pero ahora que
conocemos las formulas de derivacién, podemos resolver con mas facilidad problemas
que involucran el movimiento de objetos.

I FZEIIEER La posicion de una particula estd dada por la siguiente funcién
s=ft)y=¢r — 61>+ 9t

donde 7 se mide en segundos y s en metros.

a) Encuentre la velocidad en el instante 7.

b) (Cudl es la velocidad después de 2 y 4s?

¢) ¢(Cudando estd en reposo la particula?

d) (Cudndo se mueve la particula hacia adelante (es decir, en direccidn positiva)?

e) Dibuje un diagrama que represente el movimiento de la particula.

f) Encuentre la distancia total recorrida por la particula durante los primeros cinco
segundos.

g) Halle la aceleracién en el tiempo ¢ y después de 4s.
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h) Grafique las funciones posicion, velocidad y aceleracion para 0 < ¢ < 5.
1) ¢(Cudndo aumenta su rapidez la particula? ;Cudndo la disminuye?

SOLUCION
a) La funcién velocidad es la derivada de la funcién posicién.

s=f)=1"— 61>+ 9t

ds
=—=3"—12t +9
o) = —

b) La velocidad después de 2 significa la velocidad instantanea cuando ¢ = 2; es decir,

v(2) = % =3(2)?—-12(2) + 9= =3 m/s

=2
La velocidad después de 4s es

v(4) = 3(4)> — 12(4) + 9 =9 m/s
¢) La particula estd en reposo cuando v(f) = 0; esto es,

32— 12t +9=3*—4t+3)=3c— Dt —3)=0

y esto se cumple cuando r = 1 o t = 3. Por tanto, la particula estd en reposo después de
1s 'y después de 3s.

d) La particula se mueve en direccién positiva cuando v(f) > 0; es decir,
32— 12t +9=3¢— 1)t —3)>0

Esta desigualdad se cumple cuando ambos factores son positivos (¢t > 3) o cuando los
dos son negativos (¢ < 1). Asi, la particula se mueve en direccion positiva en los
intervalos de tiempo # < 1 y # > 3. Se mueve hacia atras (en la direccién negativa)
cuando 1 < <3.

e) En la figura 2 se esquematiza el movimiento de la particula hacia atrds y hacia
adelante a lo largo de una recta (el eje s), aplicando la informacién del inciso d).

=3 f) A partir de los incisos d) y e), necesitamos calcular las distancias recorridas durante
5=0 los intervalos de tiempo [0, 1], [1, 3]y [3, 5], por separado.
‘> La distancia recorrida en el primer segundo es
. . |f(1) = f(O)] = [4 — 0] = 4m
1=0 =1 s
s=0 s=4 De t = 1at = 3, la distancia recorrida es
FIGURA 2

|f3) = f)[=]0—4|=4m
Det= 3 at =5, la distancia recorrida es

|£(5) = f3)| =20 = 0| =20m

La distancia total es 4 + 4 + 20 = 28 m.
g) La aceleracion es la derivada de la funcién velocidad:

d’s dv
=—F=—=06t—12
alt) dr*  dt
—12 Cl(4) = 6(4) - 12 = 12m/52

FIGURA 3 h) La figura 3 muestra las graficas de s, v y a.
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En Module 3.7 puede ver una animacion
de la figura 4 con una expresion para s que

puede elegir usted mismo.

FIGURA 4

FIGURA 5

i) La rapidez de la particula aumenta cuando la velocidad es positiva y creciente (v y a
son positivas) y también cuando la velocidad es negativa y decreciente (v y a son
negativas). En otras palabras, la rapidez de la particula aumenta cuando la velocidad y la
aceleracion tienen el mismo signo. (La particula es empujada en la misma direccion en
que se estd moviendo.) De la figura 3 se ve que esto sucede cuando 1 < ¢ < 2y cuando
t > 3. La particula disminuye su rapidez cuando » y a tienen signos opuestos; es decir,
cuando 0 < 7 < | y cuando 2 < t < 3. La figura 4 resume el movimiento de la particula.

54 N
0 - 1
— 5 +
adelante atras adelante

. . . .
- e
disminuye aumenta disminuye aumenta

larapidez larapidez larapidez la rapidez _—

m Si una varilla o un trozo de alambre son homogéneos, entonces su densidad
lineal es uniforme y se define como la masa por unidad de longitud (p = m/[) y se mide
en kilogramos por metro. Pero suponga que la varilla no es homogénea, sino que su
masa medida desde su extremo izquierdo hasta un punto x es m = f(x), como se muestra
en la figura 5.

Esta parte de la varilla tiene masa f(x).

La masa de la parte de la varilla que se encuentra entre x = x; y x = x, estd dada por
Am = f(x,) — f(x), de modo que la densidad promedio de esa seccion de la varilla es

Am _ fn) = fx)

X X2 — X

densidad promedio =

Si ahora hacemos que Ax — 0 (es decir, x, — x;), calculamos la densidad promedio
sobre un intervalo cada vez mds pequefio. La densidad lineal p en x; es el limite de
estas densidades promedio cuando Ax — 0; es decir, la densidad lineal es la razon
de cambio de masa respecto a la longitud. En forma simbdlica,

i Am  dm
= lim — = —
e Ax dx

De este modo, la densidad lineal de la varilla es la derivada de la masa respecto
a la longitud.
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Por ejemplo, si m = f(x) = \/; , donde x se mide en metros y m en kilogramos,
entonces la densidad promedio de la parte de la varilla dada por 1 < x < 1.2 es

A 1.2) — f(1 V12 —1
Ax 12 -1 0.2
en tanto que la densidad en x = 1 es
dm 1
=— = = 0.50kg/m [
P ax e 2V e B

u Siempre que las cargas eléctricas se mueven, hay corriente. En la figura 6
se muestra parte de un alambre con electrones que se mueven a través de una superficie
plana, sombreada en rojo. Si AQ es la carga neta que pasa por esta superficie durante un
periodo At, entonces la corriente promedio durante este intervalo de tiempo se define
como

. . AQ 0, — O
corriente promedio = — = ———
At h—h

Si tomamos el limite de esta corriente promedio sobre lapsos de tiempo mas y mas
pequeiios, obtenemos lo que se llama corriente / en un instante dado #;:

= lim AQ  dQ
= lim —= =2£
ar—o At dt

Asi, la corriente es la rapidez con que la carga fluye por una superficie; se mide en
unidades de carga por unidad de tiempo (a menudo coulombs por segundo, llamados
amperes). |

La velocidad, la densidad y la corriente no son las tinicas razones de cambio de impor-
tancia para la fisica. Otras incluyen la potencia (la rapidez a la cual se realiza trabajo), la
relacién de flujo de calor, el gradiente de temperatura (la razén de cambio de la tempera-
tura respecto a la posicién) y la razén de decaimiento de una sustancia radiactiva en la
fisica nuclear.

I Quimica

m El resultado de una reaccién quimica en la formacién de una o més sustan-
cias (11amadas productos) a partir de uno o mas materiales (reactivos). Por ejemplo, la
“ecuacion”

2H, + O, — 2H,0

indica que dos moléculas de hidrégeno y una de oxigeno forman dos moléculas de agua.
Consideremos la reaccién

A+B—C

donde A y B son los reactivos y C es el producto. La concentracion de un reactivo A es
el nimero de moles (I mol = 6.022 X 10? moléculas) por litro y se denota con [A]. La
concentracion varia durante una reaccién, de modo que [A], [B] y [C] son funciones del
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tiempo (). La rapidez promedio de reaccién del producto C en un intervalo de tiempo

Hh=t=1nes

ALC] _ [Cl() — [Cl(n)

At L— 4

Pero los quimicos tienen mads interés en la rapidez de reaccion instantanea, la cual se
obtiene tomando el limite de la rapidez promedio de reaccién cuando el intervalo Az
tiende a 0:

rapidez de reacciéon = lim M = M
P Aar—0 At dt

Dado que la concentracién del producto aumenta a medida que la reaccién avanza,
la derivada d[C]/dt serd positiva, y asi la rapidez de reaccién de C es positiva. Sin
embargo, las concentraciones de los reactivos disminuyen durante la reaccion; por eso,
para que la rapidez de reaccion de A y B sean nimeros positivos, ponemos signos
negativos delante de las derivadas d[A]/dt y d[B]/dt. Dado que [A]y [B] disminuyen
con la misma rapidez que [C] crece, tenemos que

diCl  dlA] _ d[B]
dat  dt  dt

rapidez de reaccién =

De modo mads general, resulta que para una reaccién de la forma
aA + bB — cC + dD
tenemos que

_ld[A]__ld[B]_ld[C]_ld[D]
a dt b dt c dt d dt

La rapidez de reaccién puede determinarse a partir de datos y con métodos graficos. En
algunos casos existen férmulas explicitas para las concentraciones como funciones del
tiempo, que permiten calcular la rapidez de reaccion (véase el ejercicio 22). |

FFETI0EN Una de las cantidades de interés en termodindmica es la compresibilidad.
Si una sustancia dada se mantiene a una temperatura constante, entonces su volumen V
depende de su presiéon P. Podemos considerar la razén de cambio del volumen respecto
a la presion: a saber, la derivada dV/dP. Conforme P crece, V decrece, de modo que
dV/dP < 0. La compresibilidad se define al introducir un signo menos y dividir esta
derivada entre el volumen V:

e VI 1 dv
compresibilidad isotérmica = 3 = VP

En estos términos, 8 mide qué tan rapido, por unidad de volumen, decrece el volumen de
una sustancia a medida que la presién aumenta, a temperatura constante.

Por ejemplo, se encontré que el volumen V (en metros ctibicos) de una muestra de aire
a 25 °C estd relacionado con la presion P (en kilopascales) mediante la ecuacién

53

V="
P



FIGURA 7

Una curva suave que se aproxima
a una funcion de crecimiento
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La razén de cambio de V respecto a P cuando P = 50kPa, es

av| 53
dP |p=s0 P? |p=so
53
= ———— = —0.00212m’/kP.
2500 m’/kPa
La compresibilidad a esa presion es
1 adv 0.00212
=-——— = ————=0.02(m%*kP }
BV P 33 (m’/kPa)/m
50 [

I Biologia

FEETENNY Sea n = £(7) el nimero de individuos de una poblacién de animales o
plantas en el tiempo . El cambio del tamafio de la poblacidén entre los tiempos ¢ = f,
yt=tes An = f(t,) — f(t), asi que la razén de crecimiento promedio durante el
periodo fy St <t es

. o . An — f() — f(n)
razén de crecimiento promedio = — = ————
At h— t
La razén de crecimiento instantinea se obtiene a partir de esta razén de crecimiento
promedio al hacer que el periodo Ar tienda a 0:

. . ) . An  dn
razén de crecimiento promedio = lim — = —
a—o0 At dt

En términos estrictos, esto no es muy exacto porque la grifica real de una funcién de
poblacion n = f() seria una funcién escalén que es discontinua siempre que ocurre un
nacimiento o una muerte y, por tanto, no es derivable. Sin embargo, para una poblacién
grande de animales o plantas, es posible reemplazar la grafica con una curva de
aproximacién uniforme como en la figura 7.
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Las bacterias E.coli tienen aproximadamente
dos micrémetros (um) de longitud y 0.75 um
de ancho. La imagen fue obtenida con un
microscopio electrénico de barrido.

FIGURA 8

Flujo de sangre dentro
de una arteria

Para informacién méas detallada, véase W.
Nichols y M. 0'Rourke (eds.), McDonald's Blood
Flow in Arteries: Theoretic, Experimental, and
Clinical Principles, 5a. ed. (Nueva York, 2005).

Para ser mds especificos, considere una poblacién de bacterias en un medio nutritivo
homogéneo. Suponga que, por medio de la toma de muestras de la poblacién a ciertos interva-
los, se determina que esa poblacion se duplica cada hora. Si la poblacién inicial es n, y el tiem-
po t se mide en horas, entonces

(1) = 2£(0) = 2no
@) =2f(1) = 2’no
fB3) =2f(2) = 2°no
y, en general,
F) = 2mg

La funcién de poblacion es n = ng2'".
En la seccién 3.4 se demostré que

d
. (@)=a'lna

Asi que la razén de crecimiento de la poblacién de bacterias en el tiempo ¢, es

dn d
— =—(2") = ny2'In2
dt dt (”o ) no< 1n

Por ejemplo, suponga que inicia con una poblacién inicial de n, = 100 bacterias. Enton-
ces, la razén de crecimiento después de 4 horas es

d
o =100-2*In2 = 16001n2 =~ 1109
dt =4

Esto significa que, después de 4 horas, la poblacién de bacterias crece en una cantidad de
casi 1109 bacterias por hora. [

FAETINEA Cuando consideramos el flujo de sangre por un vaso sanguineo, como una
vena o una arteria, este vaso puede tomar la forma de un tubo cilindrico con radio R y
longitud / como se ilustra en la figura 8.

_\L__jf_}___ _é,_ ________
/ =

Debido a la friccién en las paredes del tubo, la velocidad v de la sangre es maxima a lo
largo del eje central del propio tubo y decrece conforme aumenta la distancia r al eje,
hasta que v se vuelve 0 en la pared. La relacion entre v y r estd dada por la ley del flujo
laminar descubierta por el fisico francés Jean-Louis-Marie Poiseuille en 1840. En ésta
se afirma que

P
|I| v=—-R*—1r?)
4nl
donde 7 es la viscosidad de la sangre y P es la diferencia en la presion entre los extre-
mos del tubo. Si Py [ son constantes, entonces v es funcién de r, con dominio [0, R].
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La razén de cambio promedio de la velocidad, al moverse desde » = r, hacia afuera
hasta r = r,, estd dada por

Ao olr) = o)

Ar =

y si hacemos que Ar — 0, obtenemos el gradiente de velocidad; es decir, la razén
de cambio instantdnea de la velocidad respecto a r:

. . . Av dv
gradiente de velocidad = lim — = —
ar—0 Ar dr
Utilizando la ecuacion 1, obtenemos
d P P
b _ P oy
dr  4nl 2nl

Para una de las arterias humanas mas pequefias, puede tomar n = 0.027, R = 0.008 cm,
[ =2cmy P = 4000dinas/cm? lo cual da

4000
4(0.027)2

~ 1.85 X 10%6.4 X 107° — r?)

v (0.000064 — r?)

En r = 0.002cm la sangre fluye a una rapidez de

U

(0.002) =~ 1.85 X 10%(64 X 107 — 4 X 107°)

= 1.11cm/s

y el gradiente de velocidad en ese punto es

dv 4000(0.002)
dr =, = 74
dr |=0.002 2(0'027)2 (cm/s)/cm

Para tener una idea de lo que esto significa, cambie las unidades de centimetros a
micrémetros (1 cm = 10000 wm). Entonces el radio de la arteria es de 80 um. La
velocidad en el eje central es de 11850 wm/s, la cual disminuye hasta 11110 wm/s
a una distancia de r = 20 um. El hecho de que dv/dr = —74 (um/s)/um significa
que cuando r = 20 wm, la velocidad disminuye en una cantidad de casi 74 um/s
por cada micrometro que se aleja del centro. |

I Economia

u Suponga que C(x) es el costo total en que una compaiiia incurre al
producir x unidades de cierto articulo. La funcion C se llama funcion de costo. Si el
nimero de articulos producidos se incrementa desde x; hasta x,, entonces el costo
adicional es AC = C(x,) — C(x,), y la raz6n de cambio promedio del costo es

£ _ C(.Xz) - C(xl) _ C(xl + Ax) - C(xl)
Ax X2 — X Ax
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El limite de esta cantidad conforme Ax — 0, es decir, la razén de cambio instantinea del
costo los economistas le llaman costo marginal respecto al nimero de articulos producidos:

costo marginal =

[Dado que x suele tomar solo valores enteros, quiza no tenga sentido hacer que Ax tienda
a 0, pero siempre podrd remplazar C(x) con una funcién suave de aproximacion uniforme,
como en el ejemplo 6.]

Si tomamos Ax = 1 y n grande (de modo que Ax sea pequefio en comparacién con n),
tenemos que

C'ny=Cmn+ 1) — Cn)

Asi, el costo marginal de producir n unidades es aproximadamente igual al costo de
elaborar una unidad mas [la (n + 1)-&sima unidad].
A menudo resulta apropiado representar con un polinomio una funcién de costo total

Clx) =a + bx + cx* + dx’

donde a representa el costo de los gastos generales (alquiler, calefaccién, mantenimiento)
y los demds términos representan el costo de las materias primas, la mano de obra y
deméds. (El costo de las materias primas puede ser proporcional a x, pero los costos de
la mano de obra podrian depender en parte de potencias mayores de x, debido a los
costos del tiempo extra y a las faltas de eficiencia relacionadas con las operaciones a
gran escala.)

Por ejemplo, suponga que una compaiiia ha estimado que el costo (en ddlares) de
producir x articulos es

C(x) = 10000 + 5x + 0.01x*
Entonces, la funcién de costo marginal es
C'(x)=5+ 0.02x
El costo marginal en el nivel de produccién de 500 articulos es
C'(500) = 5 + 0.02(500) = $15/articulo

Esto da la cantidad a la cual se incrementan los costos respecto al nivel de produccién
cuando x = 500 y predice el costo del articulo 501.
El costo real de producir el articulo 501 es
C(501) — C(500) = [10000 + 5(501) + 0.01(501)*]
—[10000 + 5(500) + 0.01(500)*]
= $15.01

Note que C'(500) = C(501) — C(500). [

Los economistas también estudian la demanda, el ingreso y la utilidad marginales, que
son las derivadas de las funciones de demanda, ingreso y utilidad. Estas se consideran en
el capitulo 4, después de desarrollar las técnicas para hallar los valores mdximos y mini-
mos de funciones.

I Otras ciencias

Las razones de cambio se presentan en todas las ciencias. Un gedlogo se interesa en cono-
cer la razén a la cual una masa incrustada de roca fundida se enfria por conduccién del
calor hacia las rocas que la rodean. Un ingeniero desea conocer la proporcion a la cual el
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agua fluye hacia dentro o hacia fuera de una represa. Un gedgrafo urbano se interesa en la
razén de cambio de la densidad de poblacién en una ciudad, al aumentar la distancia
al centro de la propia ciudad. Un meteordlogo tiene interés por la razén de cambio de
la presién atmosférica respecto a la altura. (Véase el ejercicio 17 de la seccion 3.8.)

En psicologia, quienes se interesan en la teoria del aprendizaje estudian la curva del
aprendizaje, la cual presenta en forma de grafica el rendimiento P(¢) de alguien que apren-
de una habilidad, como funcién del tiempo de capacitacion ¢. Tiene un interés particular la
razén a la cual mejora el rendimiento a medida que pasa el tiempo; es decir, dP/dr.

En sociologia, el calculo diferencial se aplica al andlisis de la divulgacién de rumores
(o de innovaciones, novedades o moda). Si p(#) denota la proporcién de una poblacién que
conoce un rumor en el momento 7, entonces la derivada dp/dt denota la razén de divulga-
cion de ese rumor. (Véase el ejercicio 84 de la seccion 3.4.)

I Una sola idea, varias interpretaciones

La velocidad, la densidad, la corriente, la potencia y el gradiente de temperatura, en
fisica; la velocidad de reaccion y la compresibilidad, en quimica; la rapidez de crecimiento
y el gradiente de velocidad de la sangre, en biologia; el costo marginal y la utilidad mar-
ginal, en economia; la rapidez de flujo del calor, en geologia; la rapidez de mejora del
rendimiento, en psicologia, y la rapidez de divulgacién de un rumor, en sociologia, son casos
especiales de un concepto matemadtico: la derivada.

Esta es una ilustracion del hecho de que parte del poder de las matemadticas descansa en
su abstraccion. Un solo concepto matemadtico abstracto (como la derivada) puede tener
interpretaciones diferentes en cada ciencia. Cuando desarrollemos las propiedades del
concepto matemadtico, de una vez y por todas, podra dar la vuelta y aplicar estos resultados a
todas las ciencias. Esto es mucho mas eficiente que desarrollar propiedades de conceptos
especiales en cada una por separado. El matematico francés Joseph Fourier (1768-1830)
lo expresé de manera sucinta: “Las matemadticas comparan los fendmenos mds diversos y
descubren las analogias secretas que los vinculan”.

m Ejercicios

1-4 Una particula se mueve segin una ley del movimiento s = f(¢), 5. Se muestran las graficas de los funciones velocidad de dos

t = 0, donde ¢ se mide en segundos y s en pies. particulas, donde 7 se mide en segundos. ;Cudndo incrementa
a) Encuentre la velocidad en el instante 7. su rapidez cada particula? ;Cudndo disminuyen su rapidez?
b) (Cudl es la velocidad después de 3s? Explique:
c¢) ¢(Cuando esta la particula en reposo? a) v b) *

d) (Cudndo se mueve hacia la direccién positiva?
e) Encuentre la distancia total recorrida durante los primeros 8s.

f) Dibuje un diagrama, como el de la figura 2, a fin de ilustrar 0 1‘ \ > 0 1‘ - \ -

el movimiento de la particula.

g) Halle la aceleracion en el tiempo ¢ y después de 3s.

h) Grafique las funciones posicion, velocidad y aceleracién
para0 < 1 < 8.

i) (Cudndo la particula aumenta su rapidez? ;Cudndo dismi-
nuye?

6. Se muestran las funciones posicion de dos particulas, donde ¢
se mide en segundos. ;Cudndo incrementa su rapidez cada una

de las particulas? ;Cuando la disminuyen? Explique.
1. f(t) =t> — 12¢* + 36¢ a) s b) s

2. (1) = 0.01¢* — 0.04¢°

3. f(r) = cos(mt/4), t<10 ——— ! —

0 1 t 0 1 ' t
4 (1) =te

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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La altura (en metros) de un proyectil disparado verticalmente
hacia arriba, desde un punto 2m por encima del nivel del suelo
con una velocidad inicial de 24.5m/s es h = 2 + 24.5¢t — 4.9¢*
después de ¢ segundos.
a) Encuentre la velocidad después de 2 segundos y después

de 4 segundos.
b) (Cudndo alcanza el proyectil su altura méxima?
¢) (Cudl es su altura maxima?
d) ¢(En qué momento cae al suelo?
e) (Con qué velocidad cae al suelo?

. Si un baldén es lanzado verticalmente hacia arriba con una

velocidad de 80 pies/s, entonces su altura después de  segundos

es s = 80r — 16t~

a) (Cudl es la altura maxima alcanzada por el balén?

b) (Cudl es la velocidad del balén cuando estd 96 pies por
encima del suelo en su camino ascendente? ;En su camino
en descenso?

. Si se lanza una roca verticalmente hacia arriba desde la

superficie de Marte, con una velocidad de 15m/s, su altura

después de ¢ segundos es i = 15¢ — 1.867%.

a) (Cudl es la velocidad de la roca después de que transcurren 2s?

b) (Cual es la velocidad de la roca una vez que ha alcanzado
25m durante el ascenso? /Y en su descenso?

Una particula se mueve de acuerdo con la funcién posicién
S =1 — 413 — 20¢* + 20t 1=0

a) ¢(En qué momento la particula tiene una velocidad de 20m/s?
b) (En qué momento su aceleracién es 0? ;Cudl es el
significado de este valor de ¢?

a) Una compafiia fabrica chips para computadora a partir de
placas cuadradas de silicio. Se desea conservar la longitud
del lado de esas placas muy proxima a 15 mm y, asimismo,
saber como cambia el drea A(x) de ellas cuando varia la
longitud x del lado. Encuentre A'(15) y explique su
significado en esta situacion.

Demuestre que la rapidez de cambio del 4rea de uno de los
cuadrados respecto a la longitud de su lado es la mitad de
su perimetro. Trate de explicar geométricamente por qué
esto es cierto, dibujando un cuadrado cuya longitud x del
lado se incrementa en una cantidad Ax. ;Cémo puede
obtener una aproximacién del cambio resultante en el drea,
AA, si Ax es pequeiio?

b

~

a) Es fécil hacer crecer cristales de clorato de sodio en forma
de cubos dejando que una solucion de esta sal en agua se
evapore con lentitud. Si V es el volumen de uno de esos
cubos, con longitud x por lado, calcule dV/dx cuando

x = 3 mm y explique su significado.

Demuestre que la razén de cambio del volumen de un cubo
respecto a la longitud de su arista es igual a la mitad del
area superficial de ese cubo. Explique geométricamente por
qué este resultado es cierto; basese en el ejercicio 11b)
para establecer una analogia.

b

=~

a) Encuentre la razén de cambio promedio del drea de un
circulo respecto a su radio r cuando éste cambia de
i) 2a3 ii) 2a2.5 iii) 2a2.1

b) Encuentre la razon de cambio instantdnea cuando r = 2.

¢) Demuestre que la razén de cambio del drea de un circulo
respecto a su radio (a cualquier r) es igual a la
circunferencia del circulo. Intente explicar

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

geométricamente por qué esto es cierto dibujando un
circulo cuyo radio se incrementa en una cantidad Ar.
(Coémo puede obtener una aproximacién del cambio
resultante en el drea AA si Ar es pequefio?

Se deja caer una piedra en un lago, lo que crea una onda circular
que viaja hacia afuera con una rapidez de 60cm/s. Encuentre la
razén a la cual aumenta el drea dentro del circulo después de
a) 1s,b)3syc)Ss. ;Qué puede concluir?

Se estd inflando un globo esférico. Encuentre la razén de
aumento del drea superficial (S = 47?) respecto al radio r,
cuando éste es de a) 1 pie, b) 2 pies y ¢) 3 pies. (A qué
conclusiones llega?

a) El volumen de una célula esférica en crecimiento es
V = %71, donde el radio r se mide en micrémetros
(1 pm = 107°m). Encuentre la razén de cambio promedio
de V respecto a r, cuando éste cambia de
i) S5a8um i) 5a6um iii) S5as5.1um

b) Halle la razén de cambio instantdnea de V respecto a r,
cuando r = 5Sum.

¢) Demuestre que la razén de cambio del volumen de una
esfera respecto a su radio es igual a su drea superficial.
Explique geométricamente por qué esto es cierto. Argumente
por analogia con el ejercicio 13c).

La masa de parte de una varilla metdlica que se encuentra entre
su extremo izquierdo y un punto x metros a la derecha es 3x?kg.
Encuentre la densidad lineal (véase el ejemplo 2) cuando x es
a) 1m, b) 2m y c¢) 3m. ;En dénde es mas alta la densidad

y dénde es mds baja?

Si un tanque contiene 5000 galones de agua, la cual se
drena desde el fondo del tanque en 40 min, entonces la ley
de Torricelli da el volumen V de agua que queda en el
tanque después de ¢ minutos como

V=5000(1 — 51" 0=<r=<40

Encuentre la rapidez de drenado de agua después de a) 5min,
b) 10min, ¢) 20min y d) 40min. ;En qué momento fluye el
agua mas rdpido hacia afuera? ;Con mayor lentitud? Resuma
sus hallazgos.

La cantidad de carga, Q, en coulombs c) que ha pasado por un
punto de un alambre hasta el tiempo ¢ (medido en segundos)

se expresa con Q(f) = £ — 2+ + 6¢ + 2. Encuentre la corriente
cuando a) t = 0.5s y b) r = 1s. [Véase el ejemplo 3. La unidad
de corriente es el ampere (1A = 1C/s).] (En qué momento la
corriente es la mas baja?

La ley de Newton de la gravitacion afirma que la magnitud F
de la fuerza ejercida por un cuerpo de masa m sobre otro de
masa M es

_ GmM

r2

F

donde G es la constante gravitacional y r es la distancia entre

los cuerpos.

a) Encuentre dF/dr y explique su significado. ;Qué indica el
signo menos?

b) Suponga que se sabe que la Tierra atrae un objeto con
una fuerza que disminuye a razén de 2 N/km, cuando
r = 20000 km. ;Con qué rapidez cambia esta fuerza
cuando r = 10000 km?
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La fuerza F que actda sobre un cuerpo con masa m y velocidad
v es igual a la razén de cambio del momentum o cantidad

de movimiento: F = (d/dt)(mv). Si m es constante, esto se
convierte en F = ma, donde a = dv/dt es la aceleracién. Pero
en la teoria de la relatividad, la masa de una particula varia con
v como sigue: m = my/+/1 — v¥/c?, donde m, es la masa de la
particula en reposo y c es la velocidad de la luz. Demuestre que

F= moa
(1 _ v2/C2)3/2
Algunas de las mareas mds altas en el mundo se producen en
la Bahia de Fundy en la costa atldntica de Canada. En el cabo
de Hopewell, la profundidad del agua durante la marea baja es
aproximadamente dos metros y durante la marea alta es cerca
de doce metros. El periodo natural de oscilacién es un poco
mas de doce horas, y el 30 de junio de 2009, la marea alta se
produjo a las 6:45. Esto ayuda a explicar el siguiente modelo
para la profundidad del agua D (en metros) en funcion del
tiempo 7 (en horas después de la medianoche) ese dia:

D(t) =7 + = cos[0.503(t — 6.75)]

(Con qué rapidez fue subiendo la marea (o cayendo) en los
siguientes momentos?
a) 15:00

¢) 9:00

b) 6:00
d) mediodia

La ley de Boyle establece que, cuando se comprime una
muestra de gas a una temperatura constante, el producto de
la presion y el volumen se mantiene constante: PV = C.

a) Encuentre la razén de cambio del volumen respecto a la
presion.

b) Una muestra de gas estd en un recipiente a baja presion y
se le comprime paulatinamente a temperatura constante
durante 10 minutos. ;El volumen disminuye con mayor
rapidez al principio o al final de los 10 minutos? Explique.

¢) Demuestre que la compresibilidad isotérmica (véase el
ejemplo 5) se expresa mediante 8 = 1/P.

Si en el ejemplo 4 una molécula del producto C estd formada
por una molécula del reactivo A y una molécula del reactivo B
y la concentracién inicial de A y B tienen un valor comtin

[A] = [B] = a moles/L, entonces

[C] = a?kt/(akt + 1)

donde k es una constante.
a) Encuentre la rapidez de reaccién en el tiempo 7.
b) Demuestre que si x = [C], entonces

d
Tj: k(a — x)*

¢) (Qué pasa con la concentracién conforme ¢ — %?

d) (Qué sucede con la velocidad de reaccién conforme ¢ — %?

e) (Qué significan los resultados de los incisos ¢) y d) en
términos practicos?

En el ejemplo 6 consideramos una poblacién de bacterias

que se duplica cada hora. Supongamos que otra poblacion de
bacterias se triplica cada hora y comienza con 400 bacterias.
Encuentre una expresion para el nimero n de bacterias después
de t horas y utilicela para estimar la tasa de crecimiento de la
poblacién de bacterias después de 2.5 horas.
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El nlimero de células de levadura en un cultivo de laboratorio
aumenta rapidamente al principio, pero finalmente se nivela. La
poblacién es modelada por la funcién

a

n=fn)= 1 + be "

donde ¢ es medido en horas. En el tiempo ¢ = 0 la poblacién es
de 20 celdas y estd aumentando a un ritmo de 12 células/hora.
Encuentre los valores de a y b. De acuerdo con este modelo,
(,qué sucede con la poblacién de levadura a largo plazo?

La tabla da la poblacién del mundo en el siglo XX.

Poblacion Poblacion

Ano (en millones) Ano (en millones)
1900 1650 1960 3040
1910 1750 1970 3710
1920 1860 1980 4450
1930 2070 1990 5280
1940 2300 2000 6080
1950 2560

a) Estime la tasa de crecimiento poblacional en 1920 y en
1980 mediante el promedio de las pendientes de dos rectas
secantes.

b) Utilice una calculadora graficadora o computadora para
encontrar una funcién ctbica (una polinomial de tercer
grado) que modele los datos.

¢) Utilice el modelo del inciso b) para encontrar un modelo
para la tasa de crecimiento de la poblacién en el siglo xx.

d) Utilice el inciso ¢) para estimar las tasas de crecimiento en
1920 y 1980. Compare con sus estimaciones del inciso a).

e) Estime la tasa de crecimiento en 1985.

La tabla muestra cémo varfa la edad promedio del primer
matrimonio de la mujer japonesa en la dltima mitad del siglo xx.

t A(r) t A(r)
1950 23.0 1980 25.2
1955 23.8 1985 25.5
1960 24.4 1990 259
1965 24.5 1995 26.3
1970 24.2 2000 27.0
1975 24.7

a) Ultilice una calculadora graficadora o una computadora para
modelar estos datos con una funcién polinomial de cuarto
grado.

b) Utilice el inciso a) para encontrar un modelo para A’ (7).

¢) Estime la tasa de cambio de la edad de matrimonio de la
mujer en 1990.

d) Grafique los puntos de datos y los modelos para Ay A’.

Considere la ley de flujo laminar del ejemplo 7. Considere

también un vaso sanguineo con radio 0.01 cm, longitud 3 cm,

diferencia de presién de 3000 Dinas/cm? y una viscosidad de

n = 0.027.

a) Encuentre la velocidad de la sangre a lo largo de la linea
central » = 0, en un radio » = 0.005cm y en la pared
r=R=0.0lcm.
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b) Encuentre el gradiente de velocidad en » = 0, r = 0.005 y
r=0.01.

¢) (Donde es mds mayor la velocidad? ;Dénde estd el mayor
cambio de velocidad?

La frecuencia de vibracion de una cuerda de violin esta dada
por

1 T

=2\,

donde L es la longitud de la cuerda, T es su tensién y p es su

densidad lineal. [Véase el capitulo 11 en D. E. Hall, Musical

Acoustic, 3a. ed. (Pacific Grove, California, 2002).]

a) Encuentre la rapidez de cambio de la frecuencia respecto a

i) la longitud (cuando 7'y p son constantes),
ii) la tension (cuando Ly p son constantes) y
iii) la densidad lineal (cuando Ly T son constantes).

b) El tono de una nota (qué tan altas o bajas son las notas)
estd determinado por la frecuencia f. (Cuanto mayor sea la
frecuencia, mayor serd el tono.) Utilice los signos de los
derivadas en el inciso a) para determinar lo que sucede con
el tono de una nota

i) cuando se reduce la longitud efectiva colocando un
dedo sobre la cuerda, haciendo que vibre s6lo
una porcién menor que la cuerda,
ii) cuando se incrementa la tensién girando la llave de
ajuste,
iii) cuando aumenta la densidad lineal por cambiar la
cuerda.

Y
<]

El costo en ddlares de producir x yardas de un determinado
tejido es

C(x) = 1200 + 12x — 0.1x* + 0.0005x*

a) Encuentre la funcién de costo marginal.
b) Obtenga C’'(200) y explique su significado. ;Qué predice?
¢) Compare C’(200) con el costo de fabricar la yarda 201

de tela.

La funcién de costo de produccion de una mercancia es

C(x) = 339 + 25x — 0.09x2 + 0.0004x°

a) Obtenga e interprete C'(100).
b) Compare C'(100) con el costo de producir el articulo 101.

Si p(x) es el valor total de la produccién cuando hay x trabaja-
dores en una planta, entonces la productividad promedio de la
fuerza de trabajo en la planta es

a) Obtenga A'(x). ;Por qué quiere la empresa contratar
a mds trabajadores si A'(x) > 0?

b) Demuestre que A’(x) > 0 si p’(x) es mayor que la
productividad promedio.

Si R denota la reaccién del cuerpo a cierto estimulo de esfuerzo
x, la sensibilidad S se define como la rapidez de cambio de la

reaccion respecto a x. Un ejemplo concreto es que cuando el
brillo x de una fuente de luz aumenta, el ojo reacciona
disminuyendo la zona R de la pupila. La férmula experimental

40 + 24x0
1 + 4x%

ha sido utilizada para modelar la dependencia de R sobre x

cuando R se mide en milimetros cuadrados y x se mide en

unidades apropiadas de brillo.

a) Encuentre la sensibilidad.

b) Ilustre el inciso a) graficando R y S como funciones de x.
Haga comentarios relacionados con los valores de Ry S en
bajos niveles de brillo. ;Esto es lo que esperaria?

. La ley de los gases para un gas ideal a la temperatura absoluta

T (en kelvin), la presion P (en atmésferas) y el volumen V
(en litros) es PV = nRT, donde n es el nimero de moles del
gasy R = 0.0821 es la constante del gas. Suponga que, en
cierto instante, P = 8.0 atm y estd aumentando a razén de
0.10atm/miny V = 10 L y estd disminuyendo

a razén de 0.15L/min. Encuentre la razén de cambio

de T respecto al tiempo en ese instante si # = 10 mol.

. En una granja piscicola se introduce una poblacién de peces en

un estanque y se cosechan con regularidad. Un modelo para la
razén de cambio de la poblacién se expresa con la ecuacién

dP . P(1)
dt

— =7
P('

)P(t) — BP()

donde ry es la tasa de nacimientos de peces, P. es la poblacién

maxima que el estanque puede contener (llamada capacidad

de contencion) y 3 es el porcentaje de la poblacién que se
cosecha.

a) (Cudl valor de dP/dt correspondiente a una poblacion
estable?

b) Si el estanque puede sostener 10000 peces, la tasa de
nacimiento es del 5% y la cantidad de cosecha es de 4%,
encuentre el nivel estable de la poblacién.

c) Si B se eleva hasta 5%, ;qué sucede?

. En el estudio de los ecosistemas, a menudo se usan los

modelos depredador-presa para estudiar la interaccion entre las
especies. Considere una poblacion de lobos de la tundra, dada
por W(z), y de caribtes, dada por C(#), en el norte de Canad4.
La interaccion se ha modelado mediante las ecuaciones

€ _ .0~ bew aw W+ dCW
— = a - — = —C
di Y

a) (Cudles valores de dC/dt y dW/dr corresponden a
poblaciones estables?

b) (Como se representaria matemdticamente la afirmacién
“Los caribtes van hacia la extincién”?

c) Suponga que a = 0.05, b = 0.001, ¢ = 0.05 y d = 0.0001.
Encuentre todas las parejas de poblaciones (C, W) que
conducen a poblaciones estables. De acuerdo con este
modelo, ;es posible que las especies vivan en armonia
o una de ellas, o ambas, se extinguiran?
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m Crecimiento y decaimiento exponenciales

En muchos fendmenos naturales, las cantidades crecen o decrecen en una cantidad
proporcional a su tamafio. Por ejemplo, si y = f(#) es el nimero de individuos en una
poblacién de animales o bacterias en el tiempo ¢, entonces parece razonable esperar que
la raz6n de crecimiento f'(f) sea proporcional a la poblacién f(7); es decir, f'(f) = kf(¢) para
alguna constante k. A propdsito, bajo condiciones ideales (ambientes sin limites, nutricién
adecuada, inmunidad a las enfermedades) el modelo matematico conocido por la ecua-
cion f'(t) = kf(¢) predice, sin duda, con precision lo que realmente sucede. Otro ejemplo
sucede en fisica nuclear donde la masa de una sustancia radiactiva decae en una cantidad
proporcional a su masa. En quimica la velocidad de una reaccion de primer orden unimo-
lecular es proporcional a la concentracién de la sustancia. En finanzas, el valor de una
cuenta de ahorros con interés compuesto se incrementa de manera continua en una canti-
dad proporcional a ese valor.

En general, si y(7) es el valor de una cantidad y en el tiempo ¢ y si la razén de cambio
de y respecto a ¢ es proporcional a su tamafo y(f) en cualquier tiempo, entonces

dy

[1] o

donde k es una constante. Algunas veces la ecuacion 1 se llama ley de crecimiento natu-
ral (si k > 0) o ley de decaimiento natural (si k < 0). También, a la expresién 1 se le
denomina ecuacion diferencial porque involucra una funcién desconocida, y y su deriva-
da dy/dt.

No es dificil intuir una solucién de la ecuacion 1. Esta ecuacidn pide hallar una funcién
cuya derivada es un multiplo constante de si misma. En este capitulo encontraremos tales
funciones. Cualquier funcién exponencial en la forma y(f) = Ce*, donde C es una constan-
te, satisface

y'(1) = C(ke") = k(Ce") = ky(1)

Veremos en la seccién 9.4 que cualquier funcion que satisface dy/dr = ky debe ser en la
forma y = Ce". Para ver el significado de la constante C, observe que

y(0) = Ce** = C

En consecuencia, C es el valor inicial de la funcion:

@ Teorema Las unicas soluciones de la ecuacién diferencial dy/dr = ky son las
funciones exponenciales

y(@) = y(0)e"

I Crecimiento de poblacion

(Cudl es el significado de la constante de proporcionalidad k? En el panorama del crecimiento
de la poblacién, cuando P(¢) es el tamafio de una poblacidén en el tiempo ¢, escribimos

@ d_P = kP o i d_P —
dt P dt
La cantidad
1ar
P dt

es la rapidez de crecimiento dividida entre el tamafio de la poblacién; a aquélla se le deno-
mina la rapidez o tasa de crecimiento relativa. De acuerdo con [3], en lugar de decir “la
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FIGURA 1

Un modelo para el crecimiento
de la poblacién mundial

en la segunda mitad del siglo xx

rapidez o tasa de crecimiento es proporcional al tamafio de la poblacién™ podriamos decir
“la razén o tasa de crecimiento relativo es constante”. Por tanto, |2 |indica que una pobla-
cion con crecimiento relativo constante debe crecer en forma exponencial. Note que la tasa
de crecimiento relativa k aparece como el coeficiente de ¢ en la funcién exponencial Ce".
Por ejemplo, si

dP
— = 0.02P
dt

donde 7 se mide en afios, entonces la rapidez de crecimiento relativo es k = 0.02 y el cre-
cimiento de poblacién a una rapidez relativa es de 2% por cada afio. Si la poblacién en el
tiempo 0 es Py, entonces la expresion para la poblacién es

P(t) = P, 002

I ZEIENER Utilice el hecho de que la poblacién mundial fue 2 560 millones en
1950 y 3040 millones en 1960, para modelar la poblacién del mundo en la segunda
mitad del siglo xx. (Suponga que la tasa de crecimiento es proporcional al tamafio de la
poblacion). ;Cudl es la rapidez de crecimiento relativa? Utilice el modelo para estimar
la poblacién mundial en 1993 y, del mismo modo, predecir la poblacién en el afio 2020.

SOLUCION Mida el tiempo ¢ en afios y haga t = 0 en el afio 1950. Medimos la poblacién
P(#) en millones de personas. Entonces, P(0) = 2560 y P(10) = 3040. Ya que estamos
suponiendo que dP/dt = kP, el teorema 2 proporciona

P(t) = P(0)e" = 2560e*

P(10) = 2560e'* = 3040

1 3040
k=—1In
10 2560

~ 0.017185

La rapidez de crecimiento relativo es casi 1.7% por cada afio, y el modelo es
P(r) = 2560e"017185
Se estima que en 1993 la poblacién mundial fue
P(43) = 25601718543 = 5360 millones
El modelo predice que en 2020 la poblacién sera
P(70) = 256001718500 = 8 524 millones

La gréfica en la figura 1 muestra que el modelo ya es bastante exacto para finales del
siglo xx (los puntos representan la poblacién actual); de esta manera, la estimacién para
1993 es completamente confiable, pero la prediccidn para el 2020 es aventurada.

P
60001

_ 0.017185¢
Poblacion P=2560e

en millones

0 20 40 t
Anos desde 1950 |
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I Decaimiento radiactivo

Una sustancia radiactiva decae emitiendo radiacién de manera espontanea. Si m(f) es la
masa que queda a partir de una masa inicial m, de la sustancia después del tiempo ¢, enton-
ces la rapidez de decaimiento relativo

1 dm

m dt

es constante. (Ya que dm/dr es negativa, la rapidez de desintegracion relativa es positiva.)
Se sigue que

dm
— =k
dt m

donde k es una constante negativa. En otras palabras, las sustancias radiactivas decaen en
una cantidad proporcional a la masa restante. Esto significa que podemos utilizar |4 | para
demostrar que la masa decae de manera exponencial:

m(t) = mee™

Los fisicos expresan la rapidez de decaimiento en términos del tiempo de vida media:
el tiempo que se requiere para que la mitad de cualquier cantidad conocida se desintegre.

2 IZEIEGFR El tiempo de vida media del radio-226 es 1590 afios.

a) Una muestra de radio-226 tiene una masa de 100mg. Halle una férmula para la masa
de la muestra que permanece después de 7 afios.

b) Halle la masa exacta en miligramos, después de 1000 afios.

¢) (Cudndo se reducird la masa a 30mg?

SOLUCION

a) Sea m(f) la masa de radio-226 (en miligramos) que permanece después de ¢ afios.
Entonces dm/dt = km 'y y(0) = 100, asi que [2] da

m(t) = m(0)e = 100e"

A fin de determinar el valor de &, utilizamos el hecho de que y(1590) = 3(100). Asi,

100 139%% = 50 o 1590k — %
y 1590k = Iny = —In 2
= In2
1590
En consecuencia m(f) = 100en21/15%

Podemos utilizar el hecho de que ¢™? = 2 para escribir la expresion para m(f) en la
forma alternativa

m(f) = 100 X 277150
b) La masa después de 1000 afios es
m(1000) = 100e (" 2100/15%0 ~ 65mg

¢) Queremos encontrar el valor de ¢ tal que m(¢) = 30, es decir,

1006_“" 2)1/1590 — 30 0 bien e—(ln 2)t/1590 — 03
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150

= 100~ 2)1/15%

0 : : : 4000

FIGURA 2

Resolviendo esta ecuacidn para f tomando el logaritmo natural de ambos lados:

_ In2
1590

t=1In0.3

In0.3

Por tanto, t = —1590 =~ 2762 afios [ |

Para una verificacién del ejemplo 2, utilice un dispositivo de graficacién para dibujar la
gréfica de m(t) de la figura 2 junto con la recta horizontal m = 30. Estas curvas se inter-
secan cuando 7 = 2800, y ello estd de acuerdo con la respuesta del inciso c).

N Ley de enfriamiento de Newton

La ley de enfriamiento de Newton establece que la rapidez de enfriamiento de un objeto

es proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto y su ambiente, siempre que

esta diferencia no sea muy grande. (Esta ley también se aplica al calentamiento.) Si se hace

T(r) 1a temperatura del objeto en el tiempo ¢ y 7, la temperatura del ambiente, entonces

podemos formular la ley de enfriamiento de Newton como una ecuacién diferencial:
aT

— =k(T - T,
il )

donde k es una constante. Esta ecuacidn no es completamente la misma que la ecuacioén 1,
asi que hacemos el cambio de variable y(f) = T(f) — T.. Ya que T, es constante, tenemos
que y'(r) = T'(¢), asi que la ecuacion se convierte en

dy

=k
dt Y

Por tanto, podemos utilizar |2 | para hallar una expresién para y en la que podemos encon-
trar 7.

FFETINEN Una botella con una bebida gasificada a temperatura ambiente (72 °F) se
coloca dentro de un refrigerador donde la temperatura es 44 °F. Después de media hora
la bebida se ha enfriado hasta 61 °F.

a) (Cudl es la temperatura de la bebida después de otra media hora?

b) (Cudnto tardard la bebida en enfriarse a 50 °F?

SOLUCION
a) Sea 7(r) la temperatura de la bebida después de ¢ minutos. La temperatura ambiente
es T, = 44 °F, por consiguiente, la ley de enfriamiento de Newton establece que

dT
S = k(T — 44
oK )

Si hacemos y = T — 44, entonces y(0) = T(0) — 44 = 72 — 44 = 28, asi que y satisface

dy _

k 0) = 28
o y(0)

y mediante |2 | tenemos que

y(@) = y(0)e" = 28e"

Tenemos que 7(30) = 61, asi que y(30) =61 —44 =17y

30k 30k — 17
28 =17 et =35
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Tomando logaritmos, tenemos que

_ () _
k=25 = ~0.01663

Asi que
y(t) — D8 0016631

T(f) = 44 + 28¢ 001663

T(60) = 44 + 2800100 = 543

Por tanto, después de la otra mitad de la hora, la bebida se ha enfriado a casi 54 °F.
b) Tenemos 7(¢) = 50 cuando

44 + 28¢ 00163 — 5()

o 0016631 2%
In(3)
t=——"""-=926
—0.01663
La bebida se enfria a 50 °F después de casi 1 hora 33 minutos. |

Observe que en el ejemplo 3, tenemos que
lim T(¢) = 1im (44 + 28¢ °0'%%") =44 4 28 - 0 = 44
lo cual se esperaba. La gréfica de la funcidon temperatura se muestra en la figura 3.

I Interés compuesto continuamente

FEEIINNR Si se invierten 1000 délares a 6% de interés compuesto anualmente,
entonces, después de 1 afio la inversion es valorada en 1000(1.06) = 1060 délares,
después de 2 afios su valor es [1000(1.06)]1.06 = 1123.60 ddlares y después de ¢ afios
su valor es 1000(1.06)" ddlares. En general, si se invierte una cantidad A, a una tasa

de interés r(r = 0.06, en este ejemplo), entonces, después de 7 afios su valor es de
Ao(1 + r)". No obstante, por lo general el interés es compuesto con mds frecuencia;

es decir, n veces al afo. Por tanto, en cada periodo de capitalizacion, la tasa

de interés es r/n y hay nt periodos en ¢ afios, asi que el valor de la inversion es

7\
af1+7)
n

Por ejemplo, una inversién de 1000 délares después de 3 afios a 6% de interés estaran
valorados en

$1000(1.06)° = $1191.02
$1000(1.03)° = $1194.05
$1000(1.015)" = $1195.62
$1000(1.005)* = $1196.68

0.06 \¥5°3
$1000<1 + %> = $1197.20

compuesto al afio
compuesto cada seis meses
compuesto cada tres meses

compuesto cada mes

compuesto diario
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Podemos ver que el pago del interés se incrementa cuando el nimero de periodos
compuesto (n) se incrementa. Si hacemos que n — %, entonces estard componiendo el
interés continuamente, y el valor de la inversion serd

n—®

r nfr |rt
r nfr |rt
=A0[11’m <1 +—> :|
n—o n
3 l m rt
=Ap| lim | 1 + — (donde m = n/r)
m—> m

Pero el limite en esta expresién es igual al nimero e (véase la ecuacién 3.6.6). As{
que, componiendo en forma continua con una tasa de interés r, la cantidad después de
¢ afios es

A(D) = lim A0<1 + 1)
n

S

A(f) = Ape”
Si derivamos esta funcién, obtenemos

A e = rAG)
dr rape 1y

la cual dice que, componiendo continuamente el interés, la tasa de incremento de una
inversion es proporcional a su tamafio.

Regresando al ejemplo de 1000 délares invertidos por 3 afios a 6% de interés anual, el
valor de la inversion serd

A(3) = $1000e"%3 = $1197.22

Observe como se acerca esto a la cantidad calculada por componer diariamente
1197.20 délares, pero es mas facil calcular la cantidad si aplicamos la composicién

continua. |
m Ejercicios
1. Una poblacién de protozoarios se desarrolla con una tasa de c¢) Calcule el nimero de células después de 8 horas.
crecimiento relativo constante de 0.7944 por miembro por cada d) Establezca la tasa de crecimiento después de 8 horas.
dia. En el dia cero la poblacién consiste de dos miembros. e) (Cudndo alcanzard la poblacién 20000 células?

Encuentre el tamafio de la poblacién después de 6 dias.

3. Un cultivo de bacterias al inicio contiene 100 células y crece en

2. Un habitante comun del intestino humano es la bacteria una cantidad proporcional a su tamafio. Después de 1 hora la
Escherichia coli. Una célula de esta bacteria en un caldo poblacién se ha incrementado a 420.
nutriente se divide en dos c€lulas cada 20 minutos. La a) Establezca una expresion para el nimero de bacterias des-
poblacién inicial de un cultivo es de 60 células pués de ¢ horas.
a) Halle la tasa de crecimiento relativo. b) Calcule el nimero de bacterias después de 3 horas.
b) Encuentre una expresion para el nimero de células después c) Encuentre la tasa de crecimiento después de 3 horas.
de t horas. d) ¢(Cudndo alcanza la poblacién 10000?

@ Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



4. Un cultivo de bacterias crece con una tasa de crecimiento
relativo constante. Después de 2 horas existen 400 bacterias y
después de 6 horas la cuenta es de 25 600.

a) ¢(Cudl es la tasa de crecimiento relativo? Exprese su
respuesta en porcentaje.

b) (Cudl fue el tamaifio inicial del cultivo?

¢) Encuentre una expresion para el nimero de bacterias
después de ¢ horas.

d) Encuentre el niimero de células después de 4.5 horas.

e) Encuentre la tasa de crecimiento después de 4.5 horas.

f) (Cudndo alcanzard la poblacién 500007

5. La tabla proporciona estimados de la poblacién mundial, en

millones, desde 1750 hasta el 2000.

a) Aplique el modelo exponencial y las cifras de poblacién
para 1750 y 1800 para predecir la poblaciéon mundial en
1900 y en 1950. Compare con las cifras actuales.

b) Utilice el modelo exponencial y las cifras de poblacién para
1850 y 1900 para predecir la poblacién mundial en 1950.
Compare con la poblacién actual.

¢) Emplee el modelo exponencial y las cifras de poblacién en
1900 y 1950 para predecir la poblacién mundial en el 2000.
Compare con la poblacién actual e intente explicar la

discrepancia.
Ao Poblacién Ano Poblacién
1750 790 1900 1650
1800 980 1950 2560
1850 1260 2000 6080

6. La tabla proporciona la poblacion de India, en millones, para la
segunda mitad del siglo xx.

Afo Poblacion
1951 361
1961 439
1971 548
1981 683
1991 846
2001 1029

a) Aplique el modelo exponencial y las cifras de censo para
1951 y 1961 para predecir la poblacién en el 2001.
Compare con las cifras actuales.

b) Utilice el modelo exponencial y las cifras del censo para
1961 y 1981 para predecir la poblacién en el 2001.
Compare con la poblacién actual. Después utilice este
modelo para predecir la poblacién en los afios 2010 y 2020.

c) Grafique ambas funciones exponenciales de los incisos a) y
b) junto con una gréfica de la poblacién actual. ;Alguno de
estos modelos es razonable?

1. Los experimentos muestran que si la reaccién quimica
1
N205 — 2N02 + 502

se realiza a 45 °C, la velocidad de reaccion del pent6xido de
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dinitrégeno es proporcional a su concentracién como sigue:

d[N,O
—% = 0.0005[N,Os]

(Véase el ejemplo 4 en la seccién 3.7.)

a) Halle una expresion para la concentracion [N,Os] después
de ¢ segundos si la concentracion inicial es C.

b) (Cudnto tiempo le toma a la reaccion para reducir la
concentracion de N>Os a 90% de su valor original?

. El estroncio-90 tiene un tiempo de vida media de 28 dias.

a) Una muestra tiene originalmente una masa de 50 mg.
Establezca una férmula para la masa que queda después
de ¢ dfas.

b) Calcule la masa restante después de 40 dias.

¢) (Cudnto tiempo le toma a la muestra reducir su masa a
2mg?

d) Bosqueje la gréfica de la funcién masa.

. El tiempo de vida media del cesio-137 es de 30 afios. Suponga

que tenemos una muestra de 100 mg.

a) Establezca la masa que permanece después de ¢ afios.

b) ;Cudnto de la muestra permanece después de 100 afios?
¢) (Después de cudnto tiempo permanece Unicamente 1 mg?

Una muestra de tritio-3 se desintegré a 94.5% de su cantidad
original después de 1 afio.

a) (Cudl es el tiempo de vida media del tritio-3?

b) ¢Cuanto tardaria en decaer a 20% de su cantidad original?

Los cientificos pueden establecer la edad de objetos antiguos
mediante el método de datacion por radiocarbono. El
bombardeo de la atmdsfera superior por los rayos césmicos
convierte al nitrégeno en un isétopo radioactivo de carbono,
“C, con un tiempo de vida media aproximado de 5730 afios.
La vegetacién absorbe diéxido de carbono a través de la
atmosfera, y la vida animal asimila *C a través de la cadena
alimenticia. Cuando una planta o un animal mueren, se
detiene la sustitucion de su carbono, y la cantidad de “C

inicia su disminucion a través de la desintegracion radiactiva.
En consecuencia el nivel de radiactividad también decae de
manera exponencial.

En un fragmento de pergamino se descubrié que habia
aproximadamente setenta y cuatro por ciento tanta radioacti-
vidad “C como en el material con el que se hace el pergamino
que hay sobre la Tierra hoy en dia. Estime la edad del pergamino.

Una curva pasa a través del punto (0, 5) y tiene la propiedad de
que la pendiente de la curva en cualquier punto P es dos veces
la coordenada y de P. ;Cudl es la ecuacion de la curva?

De un horno se toma un pavo rostizado cuando su temperatura

ha alcanzado 185 °F y se coloca sobre una mesa en un espacio

donde la temperatura es 75 °F.

a) Si la temperatura del pavo es 150 °F después de media hora,
(cudl es la temperatura 45 minutos después?

b) (Cuéndo se enfriard el pavo a 100 °F?

En una investigacién de asesinato, la temperatura del cadaver
fue de 32.5 °C alas 13:30 y de 30.3 °C una hora mds tarde.
La temperatura corporal normal es 37.0 °C y la temperatura
del ambiente era de 20.0 °C. ;Cudndo tuvo lugar el asesinato?
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15. Cuando se saca una bebida fria del refrigerador, su temperatura compuesto: i) anual, ii) trimestral, iii) mensual, iv) semanal,
es 5 °C. Después de 25 minutos dentro de una habitacion a v) diario, vi) por hora y vii) de manera continua.
20 °C su temperatura se incrementa a 10 °C. A b) Suponga que se prestan 1000 délares y el interés es
a) (Cudl es la temperatura de la bebida 50 minutos después? compuesto de manera continua. Si A() es la cantidad que
b) (Cudndo estard su temperatura a 15 °C? se debe después de ¢ afios, donde 0 < ¢ < 3, grafique A(?)
16. Una taza de café recién preparado tiene 95°C de temperatura cn una p antall% comiin, para cada una de las tasas de interés
en una habitacién a 20 °C. Cuando la temperatura es de 70 °C, 6,8y 10 por ciento.
se enfrfa con una rapidez de 1 °C por cada minuto. ;Cudndo 19. a) Si invierten 3000 ddlares a 5% de interés, calcule el valor
sucede esto? de la inversidn al final de 5 afios si el interés es compuesto
17. La rapidez de cambio de la presién atmosférica P respecto a la ) apual, ii) semestral., iii) mensual, iv) semanal, v) por dia
altitud & es proporcional a P, siempre que la temperatura sea y vi) de manera continua.
constante. A 15 °C la presién es 101.3kPa al nivel del mar y b) Si A(1) es la cantidad de la inversion al tiempo ¢ para el
87.14kPaen h = 1000m. caso de composicidn continua, establezca una ecuacién
a) (Cudl es la presién a una altitud de 3000 m? diferencial y una condicién inicial que satisfaga A(r).

b) (Cuadl es la presion en la cima del monte McKinly, a una

altitud de 6187 m?

20. a) ;Cudnto transcurrird para que una inversion se duplique
en valor si la tasa de interés anual es de 6% compuesto de

18. a) Si se prestan 1000 ddlares a 8% de interés, calcule la manera continua?
cantidad que se debe al final de 3 afios si el interés es b) (Cudl es la tasa de interés anual equivalente?

m Razones relacionadas

De acuerdo con los principios de la
resolucion de problemas estudiados en
la pagina 75, el primer paso es entender
el problema. Ahf esté incluida la lectura
cuidadosa del problema, la identificacién de
los datos con que se conoce y lo que se
desconoce y la introduccién de una notacion
conveniente.

Si estamos inflando un globo, tanto su volumen como su radio se incrementan, y sus razo-
nes de incremento estdn relacionadas entre si. Pero es mucho mas facil medir de modo
directo la rapidez de aumento de volumen que la rapidez de crecimiento del radio.

En un problema de razones de cambio relacionadas, la idea es calcular la razén de
cambio de una cantidad en términos de la razén de cambio de otra cantidad (la cual podria
medirse con mas facilidad). El procedimiento es determinar una ecuacion que relacione las
dos cantidades y aplicar la regla de la cadena para derivar ambos miembros respecto al
tiempo.

I IZEIEER Se infla un globo esférico y su volumen crece a razén de 100cm?/s.
(Qué tan rapido aumenta el radio del globo cuando el didmetro es de 50cm?
SOLUCION Empezamos por identificar dos aspectos:

la informacion dada:

la raz6n de incremento del volumen del globo es 100cm?/s

y lo que se desconoce:

la rapidez de incremento del radio cuando el didmetro es 50cm

Con objeto de expresar estas cantidades en forma matemadtica, introduzca una
notacion sugerente:

sea V el volumen del globo y 7 su radio.

La clave que se debe tener presente es que las razones de cambio son derivadas. En
este problema, tanto el volumen como el radio son funciones del tiempo ¢. La rapidez
de incremento del volumen respecto al tiempo es la derivada dV/dr, y la rapidez del
incremento del radio es dr/dt. Por tanto, replantee lo que conoce y lo que desconoce
de la manera siguiente:

dav
Conocido: — = 100cm?/s
dt
. dr
Desconocido: —— cuando r = 25cm

dt



La segunda etapa de la resolucion de
problemas es concebir un plan para relacionar
la informacién conocida con la desconocida.

Observe que, aunque dV/dt es constante, dr/dt
no lo es.

muro
10
y
a
A piso
FIGURA 1
o _,
dt ’
y
T X
ax
dt
FIGURA 2
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Con objeto de relacionar dV/dt y dr/dt, primero relacionamos V y r mediante la
férmula del volumen de una esfera:

4
V= §7T)’3

A fin de utilizar la informacién dada, derive respecto a t a ambos miembros de la ecuacion.
Para derivar el lado derecho necesita aplicar la regla de la cadena:

dv _ dv dr , dr
v _dvdr_ , odr

dr — dr dt dr
Ahora resuelva para la cantidad desconocida:

dr 1 dV

d_t 4 d_t

Si sustituimos r = 25 y dV/dt = 100 en esta ecuacién, obtenemos

LA T g
dt 41(25)° 25
El radio del globo se incrementa a razén de 1/(257) = 0.0127cm/s. [ |

FFETI0FN Una escalera de 10 pies de largo estd apoyada contra un muro vertical. Si la
parte inferior de la escalera se desliza alejdndose de la pared a razén de 1 pie/s, ;qué tan
répido la parte superior de la escalera resbala hacia abajo por la pared cuando la parte
inferior de la escalera estd a 6 pies del muro?

SOLUCION Primero dibuje un esquema y ponga los datos como se muestra en la figura 1.
Sea x pies la distancia desde la parte inferior de la escalera al muro y y pies la distancia
desde la parte superior de la escalera al piso. Observe que x y y son funciones del tiempo
t (medido en segundos).

Sabemos que dx/dt = 1 pie/s, y se pide determinar dy/dt cuando x = 6 pies (véase
figura 2). En este problema, la relacion entre x y y la define el teorema de pitdgoras:

x2+y2=100
Al derivar con respecto a t ambos miembros aplicando la regla de la cadena tenemos

dx dy
2x—+2y—=0
dt dt

y al resolver esta ecuacion para determinar la rapidez deseada, obtenemos

d_y_ x dx

dt y dt

Cuando x = 6, el teorema de Pitdgoras da y = 8 y al sustituir estos valores y dx/dr = 1,
llegamos a
d 6 3
d_)t) = _E(l) =-7 pies/s
El hecho de que dy/dr sea negativa quiere decir que la distancia desde la parte superior
de la escalera al suelo estd decreciendo a razén de ; pies/s. En otras palabras, la parte
superior de la escalera se resbala hacia abajo de la pared a razén de ; pies/s. [

FFETI0ER Un depésito para agua tiene la forma de un cono circular invertido; el radio
de la base es de 2m, y la altura es de 4 m. Si el agua se bombea hacia el depdsito a
razén de 2m*/min, determine la rapidez a la cual el nivel del agua sube cuando el agua
tiene 3 m de profundidad.
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\A

FIGURA 3

> ——
~

[iZ] Reflexione: jqué ha aprendido de los
ejemplos 1 a 3 que lo ayude a resolver
problemas futuros?

@ ADVERTENCIA: un error comdn es

la sustitucion de la informacién numérica
conocida (por cantidades que varfan con el
tiempo) muy pronto. La sustitucién se efectta
solo después de la derivacion. (El paso 7 va
después del paso 6.) Es decir, en el ejemplo 3
se tratan valores generales de 4 hasta que
finalmente sustituye # # 3 en la Gltima etapa.
(Si hubiera sustituido 2 # 3 desde antes, habria
obtenido dV/dt = 0, lo cual es evidentemente
erroneo.)

SOLUCION Primero elabore un diagrama del cono y denote la informacién como en la
figura 3. Sean V, r y h el volumen del agua, el radio de la superficie circular y la altura
en el tiempo ¢, respectivamente, donde ¢ se mide en minutos.

Sabemos que dV/dr = 2m?/min, y se nos pide determinar dh/dt cuando h es 3m. Las
cantidades V'y £ se relacionan mediante la ecuacién

pero es muy ttil expresar V s6lo en funcién de 4. Con objeto de eliminar r, recurra a los
tridngulos semejantes en la figura 3 para escribir

r_2 h
Ko 4 "7
y la expresion para V se vuelve
1 h\?
V=—ua|l=|h="2n
3 2 12
Ahora podemos derivar cada miembro respecto a t:
v _m o dn
dt 4 dt
dh 4 dv
de modo que — = T
dt mh* dt

Al sustituir z = 3m y dV/dt = 2m3/min tenemos que

dh 4 8

O

El nivel del agua estd subiendo a razén de 8/(97) =~ 0.28 m/min. [ |

S Gl e R T T DR Es dtil recordar algunos de los principios para

resolver problemas que se encuentran en la pagina 75 y adaptarlos a las razones de
cambio relacionadas, luego de lo que aprendi6 en los ejemplos 1 a 3:

1. Lea con cuidado el problema.

2. Si es posible, dibuje un diagrama.

3. Introduzca la notacidn. Asigne simbolos a todas las cantidades que estdn en funcién del
tiempo.

4. Exprese la informacion dada y la razén requerida en términos de derivadas.

5. Escriba una ecuacién que relacione las diferentes cantidades del problema. Si es
necesario, utilice las propiedades geométricas de la situacion para eliminar una de
las variables por sustitucion, como en el ejemplo 3.

6. Utilice la regla de la cadena para derivar respecto a  ambos miembros de la ecuacién.

7. Sustituya la informacién dada en la ecuacion resultante y resuelva para la razén de
cambio desconocida.

Los ejemplos siguientes son ilustraciones adicionales de la estrategia.
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u W El automévil A se dirige hacia el oeste a 50 millas/h y el automévil B
viaja hacia el norte a 60 millas/h. Ambos se dirigen hacia la interseccién de los dos
caminos. ;Con qué rapidez se aproximan los vehiculos entre si cuando el automévil A
estd a 0.3 millas y el automdvil B estd a 0.4 millas de la interseccién?

! A SOLUCION Dibuje la figura 4, donde C es la interseccion de los caminos. En un tiempo
¢ ! dado ¢, sea x la distancia entre el automdvil A y C, sea y la distancia del automévil B a
C'y sea z la distancia entre los vehiculos, donde x, y y z se miden en millas.
y Sabemos que dx/dt = —50millas/h y dy/dr = —60millas/h. Las derivadas son
: negativas porque x y y son decrecientes. Se pide calcular dz/dr. La ecuacién que
B relaciona x, y y z la proporciona el teorema de Pitdgoras:
22 = x2 + yz
FIGURA 4
Al derivar ambos lados respecto a r obtenemos
dz dx dy
22— =2x—+ 2y —
“dr Y dr Y dr
dz 1 dx dy
dt  z dt dt
Cuando x = 0.3 millas y y = 0.4 millas, el teorema de Pitdgoras da z = 0.5 millas, de
modo que
dz 1
— =—[0.3(—50) + 0.4(—60
= 55 [03(=50) + 04(-60)]
= —78mi/h
Los vehiculos se aproximan entre si a razén de 78 millas/h. [
u m Un hombre camina a lo largo de una trayectoria recta a una rapidez
de 4 pies/s. Un faro estd situado sobre el nivel de la tierra a 20 pies de la trayectoria y
se mantiene enfocado hacia el hombre. ;Con qué rapidez el faro gira cuando el hombre
estd a 15 pies del punto sobre la trayectoria mds cercana a la fuente de luz?
SOLUCION Trace la figura 5 y haga que x sea la distancia desde el hombre hasta el punto
sobre la trayectoria que esté mds cercana al faro. Sea 6 el angulo entre el rayo desde
~ el faro y la perpendicular a la trayectoria.
P Sabemos que dx/dt = 4 pies/s, y se pide calcular df/dt cuando x = 15. La ecuacién
[t que relaciona x y 6 puede escribirse a partir de la figura 5:
X i\
20 = — tan g 20 tan 0
— = tan x= an
20
0
\/L Al derivar respecto a t ambos miembros, obtenemos
FIGURA 5 dx do
— = 20 sec’d —,
dt dt
de 1 dx
1 — = — 08’0 —
por lo que 7 20 S0,

1 1
=50 cos’0(4) = 5 cos’6
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Cuando x = 15, la longitud del rayo es 25, asi que cos 6 =

d9 _1(4\_ 16
dr 5\5) 125

El faro gira con una rapidez de 0.128rad/s.

m Ejercicios

. Si Ves el volumen de un cubo con arista x, y el cubo se

10.

. Six2+y* +22=9,dx/dt =5ydy/dt =

4
5

y

=0.128

expande a medida que transcurre €l tiempo, exprese dV/dt en
términos de dx/dt.

. a) SiA es el drea de un circulo cuyo radio es r, y el circulo

se expande a medida que pasa el tiempo, exprese dA/dt en
términos de dr/dt.

b) Suponga que se derrama aceite de un depdsito agrietado
y que se extiende siguiendo una circular. Si el radio del
derrame de aceite se incrementa con una rapidez
constante de 1 m/s, ;qué tan rdpido se incrementa el drea
del derrame cuando el radio es de 30m?

. Cada lado de un cuadrado se incrementa a razén de 6¢m/s.

(Con qué rapidez se incrementa el drea del cuadrado cuando su
drea es de 16cm??

. El largo de un rectdngulo se incrementa a razén de 8cm/s

y el ancho a razén de 3 cm/s. Cuando el largo es 20cm y el
ancho es 10cm, ;qué tan rdpido se incrementa el drea del
rectangulo?

. Un tanque cilindrico con 5 m de radio se estd llenando con

agua a razon de 3 cm?’/min. ;Qué tan rdpido se incrementa la
altura de agua?

. El radio de una esfera se incrementa a razén de 4mm/s. ;Qué

tan rdpido se incrementa el volumen cuando el didmetro es de
80mm?

. Suponga que y = +/2x + 1, donde x y y son funciones de z.

a) Sidx/dt = 3, encuentre dy/dt cuando x = 4.
b) Si dy/dt = 5, encuentre dx/dt cuando x = 12.

. Suponga que 4x? + 9y*> = 36, donde x y y son funciones de .

a) Sidy/dt =
b) Si dx/dt =

%, encuentre dx/dt cuandox =2y y = %\E
3, encuentre dy/dt cuando x = =2y y = %ﬁ

4, encuentre dz/dt
2,2, 1).

Una particula se desplaza a lo largo de la hipérbola xy = 8.
Cuando alcanza el punto (4, 2), la coordenada y se incrementa
con una rapidez de 3cm/s. ;Qué tan rdpido cambia la
coordenada x del punto en movimiento en ese instante?

cuando (x, y, z) =

11-14

a)
b)
c)
d)
€)
1.

Se requiere calculadora graficadora o computadora

(Qué cantidades se conocen en el problema?

(Qué cantidades se desconocen?

Trace un diagrama de la situacion para cualquier tiempo .
Plantee una ecuacién que relacione las cantidades.
Termine de resolver el problema.

Un avién que vuela horizontalmente a una altitud de 1 milla y
a una rapidez de 500 millas/h pasa directamente sobre una
estacion de radar. Calcule la rapidez con la que se incrementa

12.

14.

la distancia desde el avidn a la estacion cuando éste se
encuentra a 2 millas de la estacion.

Si una bola de nieve se derrite de tal modo que el drea superficial
disminuye a raz6n de 1cm?/min, calcule la rapidez con la
que disminuye el didmetro cuando éste es 10cm.

. Una ldmpara estd instalada en lo alto de un poste de 15 pies de

altura. Un hombre de 6 pies de estatura se aleja caminando
desde el poste con una rapidez de 5 pies/s a lo largo de una
trayectoria rectilinea. ;Qué tan rdpido se desplaza la punta de
su sombra cuando el hombre estd a 40 pies del poste?

A mediodia, un barco A estd a 150km al oeste del barco B. El
barco A navega hacia el este a 35km/h y el barco B navega
hacia el norte a 25km/h. ;Qué tan rdpido cambia la distancia
entre los barcos a las 16:00?

19.

Dos automoviles parten desde el mismo punto. Uno se dirige
hacia el sur a 60 millas/h y el otro hacia el oeste a 25 millas/h.
(Con qué rapidez se incrementa la distancia entre los
automéviles dos horas después?

. Una foco sobre el piso ilumina una pared a 12m de distancia. Si un

hombre de 2m de estatura camina desde el foco hacia el edificio a
una rapidez de 1.6m/s, ;qué tan rdpido disminuye la longitud de
su sombra sobre la pared cuando estd a 4m del edificio?

. Un hombre empieza a caminar hacia el norte a 4 pies/s desde

un punto P. Cinco minutos mds tarde, una mujer empieza a
caminar hacia el sur a 5 pies/s desde un punto a 500 pies
directo al este de P. ;Con qué rapidez se estan separando las
personas 15 min después de que la mujer empez6 a caminar?

Un diamante de béisbol es un cuadrado de 90 pies por lado. Un

bateador golpea la pelota y corre hacia la primera base con una

rapidez de 24 pies/s.

a) (Con qué rapidez decrece su distancia desde la segunda
base cuando estd a medio camino de la primera base?

b) (Con qué rapidez se incrementa su distancia desde la
tercera base en el mismo momento?

<

< o >

j? 90 pies
V)
La altura de un tridngulo se incrementa a razén de 1cm/min,
mientras que el drea del tridngulo aumenta a razén de

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

2]1.

2 cm?/min. ;Con qué rapidez cambia la base del tridngulo
cuando la altura es de 10cm y el drea es de 100cm??

Un bote se jala hacia un muelle mediante una soga unida a la
proa y que pasa por una polea que se encuentra instalada en el
muelle a 1 m mds arriba que la proa del bote. Si la soga se jala
a una rapidez de 1 m/s, ;qué tan rdpido se aproxima el bote al
muelle cuando éste se encuentra a 8 m de éste?

T

A mediodia, el barco A estd a 100km al oeste del barco B. El
barco A se dirige hacia el sur a 35km/h, y el barco B va hacia
el norte a 25km/h. ;Qué tan rdpido cambia la distancia entre
los barcos a las 16:00?

Una particula se desplaza a lo largo de la curvay = 2
sen(7rx/2). Cuando la particula pasa por el punto (%, 1), su
coordenada x se incrementa a razén de /10 cm/s. (Qué tan
rapido cambia la distancia desde la particula al origen en este
instante?

El agua sale de un depdsito en forma de cono invertido a razén
de 10000 cm?/min al mismo tiempo que se bombea agua

al depdsito a razén constante. El depdsito mide 6 m de altura, y
el didmetro en la parte superior es de 4m. Si el nivel del agua
se eleva a razén de 20cm/min cuando la altura del agua es de
2m, calcule la razén a la cual el agua estd siendo bombeada
hacia el tanque.

Se tiene un canal de 10 pies de largo con extremos en forma
de tridngulos is6sceles con 3 pies de ancho en la parte superior
y con una altura de 1 pie. Si el canal se estd llenando de agua
a razén de 12 pies’/min, ;qué tan rdpido estd aumentando el
nivel del agua cuando ésta se encuentra a 6 pulgadas de
profundidad?

Un canal de agua tiene 10 m de longitud y una seccién
transversal en forma de un trapecio isdsceles con 30 cm

de ancho en la parte inferior, 80 cm de ancho en la parte
superior, y una altura de 50 cm. Si el canal se llena con

agua a razén de 0.2 m?/min, ;qué tan rdpido estd aumentando
el nivel del agua cuando ésta se encuentra a 30 cm de
profundidad?

Una piscina mide 20 pies de ancho, 40 pies de largo, 3 pies

de profundidad en el extremo de poco fondo y 9 pies de
profundidad en la parte mds honda. En la figura se muestra
una seccion transversal de la piscina. Si ésta se estd llenando a
razén de 0.8 pies’/min, ;qué tan rapido sube el nivel del agua
cuando tiene 5 pies en el punto méds hondo?

16 6

Se descarga grava por medio de una banda transportadora a
razén de 30 pies®/min, y el grosor de granos es tal que forma
una pila en forma de cono cuyo didmetro y altura son siempre

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
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iguales. ;Qué tan rdpido se incrementa la altura de la pila
cuando ésta mide 10 pies de alto?

Un papalote que estd a 100 pies por arriba de la superficie de la
tierra se desplaza en forma horizontal a una rapidez de

8 pies/s. ;Con qué rapidez disminuye el angulo entre la cuerda
y la horizontal cuando se han soltado 200 pies de cuerda?

Dos lados de un tridngulo miden 4m y 5m, y el dngulo entre
ellos se incrementa a razén de 0.06rad/s. Calcule la razén a la
cual el drea del tridngulo se incrementa cuando el dngulo entre
los lados de longitud constante es /3.

(Con qué rapidez cambia el dngulo entre el muro y la escalera
en el ejemplo 2, cuando la parte inferior de la escalera estd a
6 pies del muro?

La parte superior de una escalera se desliza por una pared a
una rapidez vertical de 0.15m/s. En el momento en que la
parte inferior de la escalera estd a 3m de la pared, se desliza
alejdndose de ésta con una rapidez de 0.2m/s. ;Cudl es la
longitud de la escalera?

Un grifo esta llenando un recipiente hemisférico de 60 cm de
didmetro, con agua a razén de 2 L/min. Encuentre la rapidez
a la que estd aumentando el agua en el recipiente cuando estad
medio lleno. [Utilice los siguientes hechos: 1L = 1000cm®.
El volumen de la parte de una esfera con radio r desde la
parte inferior a una altura h es V = 7 (rh®> — 31°), como lo
demostraremos en el capitulo 6].

La ley de Boyle establece que, cuando una muestra de gas se
comprime a temperatura constante, la presién P y el volumen V
satisfacen la ecuacién PV = C, donde C es una constante.
Suponga que en un cierto instante el volumen es de 600cm’, la
presion es de 150kPa y que la presion se incrementa a razén

de 20kPa/min ;Con qué rapidez disminuye el volumen en ese
instante?

Cuando el aire se expande en forma adiabdtica, (no gana

ni pierde calor), su presién Py su volumen V se relacionan
mediante la ecuacion PV'# = C, donde C es una constante.
Suponga que en un cierto instante el volumen es 400 cm®

y que la presion es 80kPa y estd disminuyendo a razén de
10kPa/min. ;Con qué rapidez se incrementa el volumen en
este instante?

Si se conectan dos resistencias R; y R, en paralelo, como se
muestra en la figura, entonces la resistencia total R, medida en
ohms ()) estd dada por

1 1 1
_— =4 —
R R, R,

Si R, y R, se incrementan a razén de 0.3Q /sy 0.2Q/s,
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36.

37.

38.

39.
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respectivamente, ;qué tan rdpido cambia R cuando R, = 80()
y R, =100Q?

El peso B del cerebro en funcién del peso del cuerpo W en
los peces ha sido modelado mediante la funcién potencia

B = 0.007 W23, donde By W se dan en gramos. Un modelo
para el peso corporal en funcién de la longitud del cuerpo L
(medido en centimetros), es W = 0.12 L>%3. Si en 10 millones
de afios la longitud promedio de ciertas especies de peces
evolucionaron de 15 a 20cm a rapidez constante, ;qué tan
rapido creci6 el cerebro de estas especies cuando la longitud
promedio era de 18cm?

Los lados de un tridngulo tienen longitudes de 12 y 15m. El
angulo entre ellos se incrementa a razén de 2°/min. ;Qué
tan rdpido se incrementa la longitud del tercer lado cuando el
dngulo entre los lados de longitud fija es de 60°?

Dos carros A y B estdn conectados por medio de una soga de
39 pies de longitud que pasa por una polea P (véase la figura).
El punto Q estd en el suelo a 12 pies directamente abajo de Py
entre los carros. El carro A es jalado a partir de Q a una rapidez
de 2 pies/s. {Qué tan rapido se mueve el carro B hacia Q en el
instante en que el carro A estd a 5 pies de Q?

T

P
\
\
|

12 pies

\de'

\

\

l
D Q

-

Una cdmara de television se instala a 4000 pies de la base de
una plataforma de lanzamiento de cohetes. El dngulo de
elevacion de la cdmara tiene que cambiar con la rapidez
correcta con el objeto de tener siempre a la vista al cohete.

m Aproximaciones lineales y diferenciales

40.

a.

42.

44,

45.

46.

Asimismo, el mecanismo de enfoque de la cimara tiene que

tomar en cuenta la distancia creciente de la cdmara al cohete

que se eleva. Suponga que el cohete se eleva verticalmente y que

su rapidez es 600 pies/s cuando se ha elevado 3000 pies.

a) (Qué tan rapido cambia la distancia de la cdmara de
television al cohete en ese momento?

b) Si la cdmara de televisién se mantiene dirigida hacia el
cohete, ;qué tan rdpido cambia el dngulo de elevacién de la
cédmara en ese momento?

Un faro se localiza en una pequefia isla a 3km de distancia
del punto P mds cercano que se encuentra en una playa recta,
y su luz da cuatro revoluciones por minuto. ;Qué tan rapido
se mueve el haz de luz a lo largo de la playa cuando estd a
1km de P?

Un avién vuela horizontalmente a una altitud de Skm y pasa
directamente sobre un telescopio de seguimiento en la
superficie de la Tierra. Cuando el angulo de elevacion es 7/3,
este angulo estd disminuyendo a razén de 7/6rad/min.

(Con qué rapidez estd viajando el avidn en ese instante?

Una rueda de la fortuna de 10m de radio estd girando a
razén de una revolucion cada 2 min. (Qué tan rdpido se estd
elevando un pasajero cuando su silla estd a 16 m del nivel del
suelo?

. Un avion que vuela con rapidez constante de 300km/h pasa

sobre una estacion terrestre de radar a una altitud de 1km y se
eleva con un dngulo de 30°. ;Con qué rapidez se incrementa la
distancia del avién a la estacion de radar un minuto mds tarde?

Dos personas parten del mismo punto. Una camina hacia el
este a 3mi/h, y la otra camina hacia el noreste a 2mi/h. ;Qué
tan rapido cambia la distancia entre las personas después de 15
minutos?

Un individuo corre por una pista circular de 100 m de radio
a una rapidez constante de 7m/s. Un amigo del corredor
estd parado a una distancia de 200 m del centro de la pista.
(Qué tan rdpido cambia la distancia entre los amigos cuando
la distancia entre ellos es de 200m?

La manecilla de los minutos de un reloj mide 8 mm

de largo y la manecilla de las horas mide 4 mm de largo.
(Qué tan rapido cambia la distancia entre las puntas de las
manecillas cuando es 13:00?

Hemos visto que una curva se encuentra muy cerca de su recta tangente cerca del punto de

FIGURA 1

tangencia. De hecho, al realizar un acercamiento hacia el punto en la gréifica de una fun-
cioén derivable, observamos que la grafica se parece cada vez mds a su recta tangente.
(Véase la figura 2 en la seccidn 2.7.) Esta observacion es la base de un método para hallar
valores aproximados de funciones.

La idea es que puede resultar facil calcular un valor f(a) de una funcién, pero dificil (si
no es que imposible) calcular valores cercanos de f. Por tanto, recurrimos a los valores
calculados facilmente de la funcién lineal L cuya gréifica es la recta tangente de f en (g,
f(a)). (Véase la figura 1.)

En otras palabras, utilizamos la recta tangente en (a, f(a)) como una aproximacion a la
curva y = f(x) cuando x esté cerca de a. Una ecuacion para la recta tangente es

y=f@) + f'(a)x — a)



(1,2)

;z\=\/x+3

FIGURA 2
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y la aproximacién

[1] @) = f@) + f'@)x — a)

se conoce con el nombre de aproximacion lineal o aproximacion de la recta tangente
de fen a. A la funcién lineal cuya grifica es esta recta tangente, es decir,

2] L(x) = f(@) + f'(@)(x — )
se le llama linealizacién de fen a.

u m Encuentre la linealizacion de la funcion f(x) = +/x + 3 ena = 1y tsela

para obtener una aproximacion de los nimeros /3.98 y /4.05. ;Estas aproximaciones
son sobreestimaciones o subestimaciones?

SOLUCION La derivada de f(x) = (x + 3)'? es

i) =3(x +3)712 =

2/x+3

y tenemos que f(1) = 2y f'(1) = }. Si ponemos estos valores en la ecuacién 2, la
linealizacién es

L) =f1) + f(Dx— 1) =2+ —1) = % + %

La aproximacién lineal correspondiente |1 |es

7
x+3 = 7 + (cuando x esta cerca de 1)

X
4
En particular, tenemos que

V398 =7 + %% = 1995 y V405 =1+ =20125

En la figura 2 se ilustra la aproximacién lineal. En efecto, la recta tangente es una
buena aproximacién a la funcién dada cuando x esta cerca de 1. También vemos que las
aproximaciones son sobreestimaciones porque la recta tangente se encuentra por arriba
de la curva.

Por supuesto, una calculadora podria dar aproximaciones para /3.98 y 1/4.05, pero
la aproximacion lineal da una aproximacién sobre todo un intervalo. [

En la tabla siguiente se comparan las estimaciones de la aproximacion lineal del ejemplo 1
con los valores reales. Observe en esta tabla, y también en la figura 2, que la aproxima-
cién con la recta tangente da buenas estimaciones cuando x estd cerca de 1, pero la
precision de la aproximacion disminuye cuando x estd mds lejos de 1.

X De L(x) Valor real
V39 0.9 1.975 1.97484176 . . .
V3.98 0.98 1.995 1.99499373 . . .
N 1 2 2.00000000 . . .
J4.05 1.05 2.0125 2.01246117 . ..
NZSY 1.1 2.025 2.02484567 . ..
NG 2 2.25 223606797 . . .
NG 3 2.5 244948974 . ..
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FIGURA 3
3
y=x+3+0.1

-2

FIGURA 4

(Qué tan buena es la aproximacion obtenida en el ejemplo 1? El ejemplo siguiente
muestra que usando una calculadora graficadora o una computadora es posible determinar un
intervalo a lo largo del cual una aproximacion lineal proporciona una precision especifica.

m (Para cudles valores de x la aproximacién lineal
7 X

Vx+3 =—+—

* 4 4

es exacta con una diferencia menor que 0.5? ;Qué puede decir de una exactitud con una
diferencia menor que 0.1?

SOLUCION Una exactitud con una diferencia menor que 0.5 significa que las funciones
deben diferir en menos de 0.5:

< 0.5

=i (3)

De modo equivalente, podriamos escribir

7
\/x+3—0.5<z+%<«/x+3 +05

Esto expresa que la aproximacion lineal debe encontrarse entre las curvas que se
obtienen al desplazar la curva y = 4/x + 3 hacia arriba y hacia abajo en una cantidad
de 0.5. En la figura 3 se muestra la recta tangente y = (7 + x)/4 que interseca la curva
superior y = 4/x + 3 + 0.5 en Py en Q. Al hacer un acercamiento y usar el cursor,
en la computadora estimamos que la coordenada x de P se aproxima a —2.66, y la
coordenada x de Q es mds o menos 8.66. Asi, con base en la gréfica, la aproximacion

X

3~
* 4 4

es exacta con una diferencia menor que 0.5 cuando —2.6 < x < 8.6. (Se ha redondeado
para quedar dentro del margen de seguridad).

De manera andloga, en la figura 4 vemos que la aproximacion es exacta con una
diferencia menor que 0.1 cuando —1.1 < x < 3.9. [

B Aplicaciones en la fisica

Las aproximaciones lineales se usan con frecuencia en la fisica. Al analizar las consecuen-
cias de una ecuacidn, a veces un fisico necesita simplificar una funcién sustituyéndola con
una aproximacion lineal. Por ejemplo, al derivar una férmula para el periodo de un péndu-
lo, los libros de texto de fisica obtienen la expresion ar = —g sen 6 para la aceleracién
tangencial, y luego sustituyen sen 6 por 6 haciendo la observacion de que sen 6 estd muy
cerca de 0 si éste no es demasiado grande. [Véase, por ejemplo, Physics: Calculus, 2a.
edicion, por Eugene Hecht (Pacific Grove, CA: Brooks/Cole, 2000), p. 431.] Podemos
comprobar que la linealizacién de la funcién f(x) = sen x en @ = 0 es L(x) = x, de mane-
ra que la aproximacién lineal en O es

sén x = X

(véase el ejercicio 42). Asi que, en efecto, la derivacion de la férmula para el periodo de
un péndulo utiliza la aproximacién a la recta tangente para la funcién seno.

Otro ejemplo se presenta en la teoria de la optica, donde los rayos de luz que llegan con
angulos bajos en relacion con el eje Optico se llaman rayos paraxiales. En la dptica
paraxial (o gaussiana) tanto sen 6 como cos 6 se sustituyen con sus linealizaciones. En
otras palabras, las aproximaciones lineales

sen 6 = 0 y cos 0 =1
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se utilizan porque 6 estd cerca de 0. Los resultados de los cdlculos que se efectian con
estas aproximaciones se convierten en la herramienta tedrica bdsica que se utiliza para
disefiar lentes. [Véase Optics, 4a. edicion, por Eugene Hecht (San Francisco: Addison
Wesley, 2002), p. 154.]

En la seccién 11.11 aparecen varias aplicaciones de la idea de aproximacién lineal a la
fisica.

I Diferenciales

Las ideas detrds de las aproximaciones lineales se formulan en ocasiones en la terminolo-
gia y la notacién de diferenciales. Siy = f(x), donde f es una funcion derivable, entonces
Si dx # 0, podemos dividir ambos lados de la la diferencial dx es una variable independiente; esto es, dx es cualquier nimero real. La

ecuacion 3 entre dx para obtener diferencial dy es entonces definida en términos de dx mediante la ecuacién
d
(Ti =f'(x)
3] dy = f'(xdx

Antes hemos visto ecuaciones similares, pero
ahora el lado izquierdo puede interpretarse en
forma genuina como una razon de diferenciales.  Asi que dy es una variable dependiente: depende de los valores de x y dx. Si a dx se le da

un valor especifico, y x se considera como algin nimero especifico en el dominio de f,
entonces se determina el valor numérico de dy.

y En la figura 5 se muestra el significado geométrico de los diferenciales. Sean P(x, f(x))
0 R B y O(x + Ax, f(x + Ax)) puntos sobre la grifica de f, y sea dx = Ax. El cambio correspon-
|+ dienteenyes
) dy
P ]A | Ay = fx + Ax) = f(x)
—S
dx=Ax
La pendiente de la recta tangente PR es la derivada f'(x). Por consiguiente, la distancia
0 x X+ Ax X dirigida de S a R es f’(x)dx = dy. Por tanto, dy representa la cantidad que la recta tangen-
y=f(x) te se levanta o cae (el cambio en la linealizacién), mientras que Ay representa la cantidad

que la curva y = f(x) se levanta o cae cuando x cambia en una cantidad dx.
FIGURA 5

240N Compare los valores de Ay y dysiy=f(x) =x* + x> —2x + lyx
cambia a) de 2 a2 2.05 y b) de 2 a 2.01.

SOLUCION
a) Tenemos que

F2)=22+22-202)+1=9
£(2.05) = (2.05)° + (2.05 — 2(2.05) + 1 = 9.717625

Ay = £(2.05) — £(2) = 0.717625

En general, dy =f'(x) dx = (3x*> + 2x — 2) dx

) y ) Cuando x = 2 y dx = Ax = 0.05, esto se transforma en
La figura 6 muestra la funcién del ejemplo 3y

una comparacién de dy y Ay cuando a = 2. El

_ 2 _ _
rectangulo de vista es [1.8, 2.5] por [6, 18]. dy =[3(2 + 2(2) — 2]0.05 =07

b) £(2.01) = (2.01)* + (2.01)*> = 2(2.01) + 1 = 9.140701

Ay = f(2.01) — £(2) = 0.140701

Cuando dx = Ax = 0.01,

FIGURA 6 dy =[3(2)* + 2(2) — 2] 0.01 = 0.14 [
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Observe que, en el ejemplo 3, la aproximacién Ay = dy mejora a medida que Ax se hace
mds pequeiia. Observe también que es mas fécil calcular dy que Ay. En el caso de funcio-
nes mas complicadas, seria imposible calcular exactamente Ay. En estos casos, la aproxi-
macién mediante diferenciales es especialmente Ttil.

En la notacién de diferenciales, la aproximacién lineal | 1| puede escribirse como

fla + dx) = f(a) + dy

Por ejemplo, para la funcién f(x) = 4/x + 3 del ejemplo 1, tenemos que

dx

A N ]

Sia=1ydx= Ax = 0.05, entonces

dy = —295 o125
YT O3
y JA05 = £(1.05) = £(1) + dy = 2.0125

igual a lo que hall6 en el ejemplo 1.
Nuestro ejemplo final ilustra el uso de diferenciales al estimar los errores que ocurren
debido a mediciones aproximadas.

I FFETIGER Se midi6 el radio de una esfera y se encontré que es 21cm con un
posible error en la medicién de cuanto mucho 0.05cm. ;Cudl es el error maximo al
usar este valor del radio para calcular el volumen de la esfera?

SOLUCION Si el radio de la esfera es r, entonces el volumen es V = %wr? Si el error en
el valor medido de r se denota por medio de dr = Ar, entonces el error correspondiente
en el valor calculado de V es AV, el cual puede aproximarse mediante el diferencial

dV = 47’ dr
Cuando r = 21 y dr = 0.05, esto se convierte en
dV = 4m(21)* 0.05 = 277

El error maximo en el volumen calculado es de alrededor de 277 cm?®. [

NOTA Si bien el posible error en el ejemplo 4 puede parecer bastante grande, el error
relativo ofrece un mejor panorama del error; se calcula dividiendo el error entre el volu-
men total:

Por esto, el error relativo en el volumen es aproximadamente tres veces el error relativo en
el radio. En el ejemplo 4, el error relativo en el radio es dr/r = 0.05/21 = 0.0024 y pro-
duce un error relativo de alrededor de 0.007 en el volumen. Los errores pueden expresarse
asimismo como errores de porcentaje de 0.24% en el radio y 0.7% en el volumen.
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1-4 Encuentre la linealizacion L(x) de cada una de las siguientes
funciones en x = a.

1. f(x) =x*+3x% a=—1 2. f(x) =senx, a= /6
3. f()=+x, a=4 4. f(x)=x"* a=16

A 5. Encuentre la aproximacién lineal a la funcién f(x) = /1 — x
en a = 0y usela para hacer una aproximacion a los nimeros

/0.9 y 4/0.99 . Tlustre graficando f'y la recta tangente.

M . .z . .z
/4 6. Encuentre la aproximacién lineal de la funcién g(x) = /1 + x
en a = 0y utilicela para hacer una aproximacion a los nimeros

J0.95 y {/1.1. Iustre graficando g y la recta tangente.

| . 2z . .
7-10 Compruebe la aproximacion lineal dada en a = 0. A continua-
cion determine los valores de x para los cuales la aproximacion

lineal es exacta hasta un valor menor que 0.1.

7. In(1 + x) = x 8 (1+x)°=1-3x
9. Y1 +2x =1+ 3x 10. e*cosx =1+ x

11-14 Obtenga la derivada de cada una de las siguientes funciones.

11. a) y = x>sen 2x b) y =InJ1 + 2

12. a) y = s/(1 + 2s) b) y=e"“cosu

13. a) y = tan /7 by y— ¥
Sy YT E

14. a) y = ™™ b) y=+1+1Inz

15-18 a) Encuentre la diferencial dy y b) evalde dy para los valores
dados de x y dx en cada una de las siguientes funciones.

15. y=e"? x=0, dx=0.1
16. y = cos mx, x=%, dx = —0.02

17. y= 3 +x2, x=1, dx= —0.1

x =2, dx=0.05

18. y = ,
Y x—1

19-22 Calcule Ay y dy para los valores dados de x y dx = Ax.
Luego elabore un diagrama como el de la figura 5 en el que se
muestren los segmentos de recta con longitudes dx, dy y Ay.

19. y=2x—x% x=2, Ax=—-04
20.y=\/;, x=1, Ax=1
2. y=2/x, x=4, Ax=1
2 y=¢, x=0, Ax=0.5

23-28 Utilice la aproximacion lineal (o diferenciales) para estimar
cada uno de los siguientes nimeros dados.

23. (1.999)* 24, 700

25. /1001 26. 1/4.002
27. tan 44° 28. \/99.8

29-31 Explique, en términos de aproximaciones lineales o
diferenciales, por qué es razonable la aproximacion de cada
uno de los siguientes nimeros.

29. sec 0.08 = 1 30. (1.01)° = 1.06

31. In 1.05 = 0.05

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Sean fx)=(x— 1) gx) = e
y h(x) =1 + In(1 — 2x)

a) Encuentre la linealizacién de f, gy hen a = 0. {Qué
observa? ;Cémo explica lo que sucedié?

b) Grafique f, g y & y su aproximacion lineal. ;Para
cudl funcién es mejor la aproximacion lineal?
(Para cudl es peor? Explique.

Se encontré que la arista de un cubo es 30 cm, con un posible
error en la medicién de 0.1 cm. Utilice diferenciales para
estimar el error maximo posible, el error relativo y el porcentaje
de error al calcular a) el volumen del cubo y b) el drea
superficial del cubo.

Se da el radio de un disco circular como de 24 cm, con un error
maximo en la medicion de 0.2 cm.
a) Ultilice diferenciales para estimar el error maximo en el drea
calculada del disco.
b) (Cudl es el error relativo? ;Cudl es el porcentaje de
error?

La circunferencia de una esfera se midié como 84 cm, con un
posible error de 0.5 cm.
a) Use diferenciales para estimar el error maximo en el
area superficial calculada. ;Cudl es el error relativo?
b) Ultilice diferenciales para estimar el error mdximo en el
volumen calculado. ;Cuadl es el error relativo?

Utilice diferenciales para estimar la cantidad de pintura
necesaria para aplicar una mano de 0.05cm de espesor a un
domo hemisférico que tiene un didmetro de 50m.

a) Utilice diferenciales para determinar una férmula para el
volumen aproximado de un cascarén cilindrico de altura h,
radio interno r y espesor Ar.

b) (Cuadl es el error que hay al utilizar la férmula del
inciso a)?

Se sabe que un lado de un tridngulo rectdngulo es de 20cm de

longitud, y se mide el dngulo opuesto como 30°, con un

posible error de *1°.

a) Ultilice diferenciales para estimar el error al calcular la
longitud de la hipotenusa.

b) (Cuadl es el porcentaje de error?

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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39. Si una corriente / pasa a través de un resistor con resistencia R, la aceleracién tangencial del breve movimiento del péndulo.
la ley de Ohm establece que la caida de voltaje es V = RI. Si V Luego dice “para dngulos pequefios, el valor de 6 en radianes
es constante y R se mide con un cierto error, utilice diferenciales estd muy cerca del valor de sen 0; difieren menos que 2% hasta
para demostrar que el cdlculo de / es aproximadamente el alrededor de 20°”.
mismo (en magnitud) que el error relativo en R. a) Compruebe la aproximacion lineal en 6 para la funcién

40. Cuando la sangre fluye por un vaso sanguineo, el flujo F (el Seno:
volumen de sangre por unidad de tiempo que corre por un sen x =~ x
punto dado) es proporcional a la cuarta potencia del radio R de . . . .

86 VaSO: b) Utilice un dispositivo graficador para determinar los valores
de x para los cuales sen x y x difieren menos de 2%.
F=kR* Enseguida compruebe la afirmacién de Hecht convirtiendo
(Esta se conoce como ley de Poiseuille; en la seccion 8.4 se de radianes a grados.
muestra el porqué es verdadera.) Una arteria parcialmente 43. Suponga que la tinica informacién acerca de una funcién f es
obstruida puede expandirse por medio de una operacion que f(1) = 5y la grifica de su derivada es como se muestra.
llamada angioplastia, en la cual un catéter provisto de un a) Use una aproximacion lineal para estimar £(0.9) y f(1.1).
globo en la punta se infla dentro del vaso a fin de ensancharlo b) (Sus estimaciones para el inciso a) son demasiado grandes
y restituir el flujo sanguineo normal. o demasiado pequeifias? Explique.
Demuestre que el cambio relativo en F es alrededor de cuatro
veces el cambio relativo en R. ;Cémo afectard un aumento de \y
5% en el radio al flujo de sangre?
41. Establezca las reglas siguientes para trabajar con diferenciales y=fx)
(donde c es una constante y u y v son funciones de x).
a)dc=0 b) d(cu) = cdu L S
¢) du + v) =du + dv d) duv) = udv + vdu
0 1 X
) d(”) _ 2 ud gy ) = et d |
' ' 44. Suponga que no tiene una férmula para g(x), pero sabe que
42. En la pagina 431 de Physics: Calculus, 2a. edicién, por Eugene g(2) = —4yg'(x) = +/x2 + 5 para toda x.

Hecht (Pacific Grove, CA: Brooks/Cole, 2000), al derivar
la férmula T = 27r+/L /g para €l periodo de un péndulo de
longitud L, el autor obtiene la ecuaciéon ar = —g sen 6 para

POLINOMIOS DE TAYLOR

a) Use una aproximacion lineal para estimar g(1.95) y ¢(2.05).
b) (Sus estimaciones para el inciso a) son demasiado grandes o
demasiado pequefias? Explique.

La aproximacién por medio de una recta tangente de L(x) es la mejor aproximacion de primer grado
(lineal) a f(x) cerca de x = a porque f(x) y L(x) tienen la misma razén de cambio (derivada) en x = a.
Para tener una mejor aproximacion que una lineal, intentemos una aproximacién de segundo grado
(cuadridtica) P(x). En otras palabras, aproximemos una curva mediante una pardbola, en lugar de
utilizar una recta. Para tener la seguridad de que la aproximacion es buena, establecemos lo siguiente:

i) P(a) = f(a)
ii) P'(a) =f"(a)
i) P"(a) = f"(a)

(P y f deben tener el mismo valor en x = a.)
(P y f deben tener la misma razén de cambio en x = a.)

(Las pendientes de P y f deben tener la misma razén de cambio en
X =a.)

1. Encuentre la aproximacion cuadrética P(x) = A + Bx + Cx? para la funcion f(x) = cos x,
que satisfaga las condiciones 1), ii) y iii), con a = 0. Grafique P, f'y la aproximacién
lineal L(x) = 1 en una pantalla comin. Comente qué tan bien las funciones Py L se
aproximan a f.

2. Determine los valores de x para los que la aproximacién cuadrdtica f(x) =~ P(x) del
problema 1 es exacta con una diferencia menor que 0.1. [Sugerencia: grafique y = P(x),
y=cosx — 0.1 yy=cosx + 0.1 en una pantalla comun.]

1 Se requiere calculadora graficadora o computadora




