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PREFACIO

( Qué necesitan saber realmente los estudiantes para estar preparados para el cdlculo? ;Qué
herramientas necesitan realmente los profesores para ayudar a sus alumnos a prepararse
para el cdlculo? Estas dos preguntas han motivado la escritura de este libro.

Para estar preparado para el cdlculo, un estudiante necesita no sélo de conocimientos
técnicos sino también de una clara comprension de conceptos. De hecho, la comprension
conceptual y los conocimientos técnicos van de la mano y se refuerzan entre si. Un estu-
diante también necesita valorar el poder y la utilidad de las matemadticas para modelar el
mundo real. Todos los temas de este libro de texto estdn destinados a promover estos obje-
tivos.

Al escribir esta Sexta Edicién, nuestro propdsito es mejorar ain mas la utilidad del libro
como herramienta de instruccién para profesores y como herramienta de aprendizaje para
estudiantes. Hay varios cambios importantes en esta edicidn, incluyendo una reestructura-
cién de cada uno de los conjuntos de ejercicios para alinear mejor los ejercicios con los
ejemplos de cada seccion. En esta seccidon cada conjunto de ejercicios empieza con Ejerci-
cios conceptuales, que estimulan a estudiantes a trabajar con conceptos bdsicos y usar
apropiadamente vocabulario matemadtico. Varios capitulos han sido reorganizados y reescri-
tos (como se describe a continuacion) para enfocar mds la exposicidon en los conceptos
principales; hemos agregado un nuevo capitulo sobre vectores en dos y tres dimensiones.
En todos estos cambios, asi como en otros muchos (pequefios y grandes), hemos retenido el
contenido principal que ha contribuido al éxito de este libro.

Nuevo en la Sexta Edicion

= Ejercicios Mds del 20% de los Ejercicios son nuevos. Esto incluye nuevos Ejercicios
conceptuales y nuevos ejercicios Acumulativos de repaso. Los ejercicios clave estdn
vinculados a ejemplos en el texto.

= Sitio web acompanante del libro Un nuevo sitio web www.stewartmath.com con-
tiene Proyectos de descubrimiento para cada capitulo y secciones de Enfoque en la
solucion de problemas, que destacan diferentes principios para resolucién de proble-
mas compendiados en el Prélogo.

= CAPITULO 2 Funciones Este capitulo ha sido reescrito por completo para enfocarse
con mds precision en el concepto fundamental y de importancia esencial de funcion. El
material sobre funciones cuadrdticas, que ya estaba antes en este capitulo, ahora es
parte del capitulo sobre funciones polinomiales.

= CAPITULO 3 Funciones polinomiales y racionales Este capitulo ahora empieza con
una seccién sobre funciones cuadriticas, lo que lleva a un mds alto grado de funciones
con polinomios.

= CAPITULO 4 Funciones exponenciales y logaritmicas El material sobre la funcién
exponencial natural estd ahora en una seccion por separado.

= CAPITULO 5 Funciones trigonométricas: método de la circunferencia unitaria Este
capitulo incluye una nueva seccién sobre funciones trigonométricas inversas y sus
gréficas. La introduccion de este tema aqui refuerza el concepto de funcion en el con-
texto de trigonometria.
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= CAPITULO 6 Funciones trigonométricas: método del tridngulo rectangulo Este capi-
tulo incluye una nueva seccién sobre funciones trigonométricas inversas y tridngulos
rectangulos (Seccidn 6.4) que es necesaria para aplicar las Leyes de Senos y Cosenos en
la siguiente seccién, asi como para resolver ecuaciones trigonométricas en el Capitulo 7.

= CAPITULO 7 Trigonometria analitica Este capitulo ha sido modificado completamente.
Hay dos nuevas secciones sobre ecuaciones trigonométricas (Secciones 7.4 y 7.5). El
material acerca de este tema (antes en la Seccion 7.5) ha sido expandido y modificado.

= CAPITULO 8 Coordenadas polares y ecuaciones paramétricas Este capitulo estd
ahora enfocado con mds precision en el concepto de un sistema de coordenadas. La
seccidn sobre ecuaciones paramétricas es nuevo para este capitulo. El material sobre
vectores estd ahora en su propio capitulo.

= CAPITULO 9 Vectores en dos y tres dimensiones Este es un nuevo capitulo con una
nueva seccion de Enfoque sobre modelado.

= CAPITULO 10 Sistemas de ecuaciones y desigualdades El material acerca de siste-
mas de ecuaciones no lineales estd ahora en una seccién por separado.

= CAPITULO 11 Secciones cénicas Este capitulo estd ahora mas estrechamente dedicado
al tema de geometria analitica, en especial a las secciones conicas; la seccién sobre
ecuaciones paramétricas se ha cambiado al Capitulo 8.

Ensefanza con la ayuda de este libro

Estamos profundamente conscientes de que la buena ensefianza se presenta en muchas for-
mas, y que hay numerosos métodos diferentes para ensefiar los conceptos y conocimientos
de precélculo. La organizacién de los temas de este libro esta disefiada para contener dife-
rentes estilos de ensefianza. Por ejemplo, los capitulos de trigonometria han sido organiza-
dos de modo que el método de circunferencia unitaria o el de tridngulo rectdngulo se pueden
impartir primero. A continuacién veamos otros aspectos especiales que se pueden usar para
complementar diferentes estilos de ensefianza:

CONJUNTOS DE EJERCICIOS La forma mds importante de animar la comprension conceptual
y perfeccionar los conocimientos técnicos es a través de los problemas que el profesor
asigna. Con este fin hemos incluido una amplia seleccién de ejercicios.

= Ejercicios de concepto Estos ejercicios piden al estudiante use lenguaje matemadtico
para expresar datos fundamentales acerca de temas de cada seccion.

= Ejercicios de conocimientos Cada conjunto de ejercicios estd cuidadosamente clasifi-
cado, avanzando desde ejercicios basicos para desarrollo de conocimientos hasta pro-
blemas mas dificiles que requieren sintesis de material previamente aprendido con
nuevos conceptos.

= Ejercicios de aplicaciones Hemos incluido innumerables problemas aplicados que
pensamos captardn el interés de estudiantes.

= Aprendizaje por descubrimiento, escritura y en grupo Cada conjunto de ejercicios
termina con un bloque de ejercicios llamado Descubrimiento = Discusion = Redaccion.
Estos ejercicios estdn disefiados para estimular al estudiante a experimentar, de prefe-
rencia en grupos, con los conceptos desarrollados en la seccion y luego escribir acerca
de lo que hayan aprendido, mds que sélo ver la respuesta.

= Ahora intente hacer el ejercicio... Al final de cada ejemplo en el texto, el estudiante
es dirigido a un ejercicio similar en la seccién que ayuda a reforzar los conceptos y
conocimientos desarrollados en ese ejemplo (vea, por ejemplo, la pagina 4).

= Verifique su respuesta Los estudiantes son animados a comprobar si la respuesta que
obtuvieron es razonable. Esto se destaca en todo el texto en numerosas secciones de
notas marginales llamadas Verifique su respuesta, que acompafian a los ejemplos. (Vea,
por ejemplo, la pagina 52).

UN CAPITULO COMPLETO DE REPASO Hemos incluido un extenso capitulo de repaso principal-
mente como referencia prictica para los conceptos bdsicos que son preliminares a este
curso.



Prefacio xv

= Capitulo 1 Este es el capitulo de repaso; contiene los conceptos fundamentales de 4l-
gebra y geometria analitica que un estudiante necesita para iniciar un curso de pre-
calculo. Es necesario todo lo que en clase pueda estudiarse de este capitulo, dependiendo
de la experiencia de los estudiantes.

= Examen del Capitulo 1 El examen del Capitulo 1 estd disefiado como examen de diag-
ndstico para determinar qué partes de este capitulo de repaso tiene que ensefiarse. Tam-
bién sirve para ayudar a estudiantes a medir exactamente qué temas necesitan repasar.

METODO FLEXIBLE A LA TRIGONOMETRIA Los capitulos de trigonometria de este texto han
sido escritos de modo que se puedan ensefiar en primer término ya sea el método del tridn-
gulo rectdngulo o de la circunferencia unitaria. Poniendo estos dos métodos en capitulos
diferentes, cada uno con sus amplificaciones relevantes, ayuda a aclarar el propésito de cada
uno de estos métodos. Los capitulos que introducen la trigonometria son como sigue:

= Capitulo 5 Funciones trigonométricas: método de la circunferencia unitaria Este
capitulo introduce la trigonometria por el método de la circunferencia unitaria, mismo
que resalta el hecho de que las funciones trigonométricas son de nimeros reales,
igual que las funciones polinomiales y exponenciales con las que los estudiantes estdn
mas familiarizados.

= Capitulo 6 Funciones trigonométricas: método del triangulo rectdngulo Este capi-
tulo introduce la trigonometria por el método del tridngulo rectdngulo, que tiene como
base un curso convencional en trigonometria de preparatoria.

Otra forma de ensefiar trigonometria es entrelazar los dos métodos. Algunos profesores
imparten este material en el siguiente orden: Secciones 5.1, 5.2, 6.1, 6.2, 6.3, 5.3, 54, 5.5,
5.6, 6.4, 6.5 y 6.6. Nuestra organizacion facilita hacer esto sin ocultar el hecho de que los
dos métodos contienen distintas representaciones de las mismas funciones.

COMPUTADORAS Y CALCULADORAS GRAFICADORAS Hacemos uso de computadoras y calcula-
doras graficadoras en ejemplos y ejercicios en todo el libro. Nuestros ejemplos orientados a
calculadoras estdn siempre precedidos por ejemplos en los que los estudiantes deben grafi-
car o calcular manualmente, por lo que pueden entender con precision lo que hace la calcu-
ladora cuando mas adelante la usan para simplificar la rutina, parte mecédnica de su trabajo.
Las secciones, subsecciones, ejemplos y ejercicios referentes a calculadoras graficadoras,
todos ellos marcados con el simbolo especial &, son opcionales y pueden ser omitidos sin
pérdida de continuidad. Usamos las siguientes funciones de la calculadora.

= Graficas, regresion, algebra de matrices Las funciones de la calculadora graficadora
se usan en todo el texto para graficar y analizar funciones, familias de funciones y su-
cesiones; para calcular y graficar curvas de regresion; para ejecutar dlgebra de matrices;
para graficar desigualdades lineales; y otros poderosos usos.

= Programas sencillos Explotamos las funciones de programacion de una calculadora
graficadora para simular situaciones reales, para sumar series o para calcular los térmi-
nos de una sucesion periddica. (Vea, por ejemplo, paginas 787 y 791.)

ENFOQUE SOBRE MODELADO El tema del “modelado” se ha utilizado en todo el libro para
unificar y aclarar las numerosas aplicaciones de precdlculo. Hemos hecho un gran esfuerzo
para aclarar los procesos esenciales de traducir problemas del inglés al lenguaje de matema-
ticas (vea paginas 214 y 636).
= Construcciéon de modelos Hay numerosos problemas aplicados en todo el libro, en
donde al estudiante se le da un modelo a analizar (vea, por ejemplo, pagina 228). Pero
el material sobre modelado, en el que al estudiante se le pide construir modelos mate-
madticos, ha sido organizado en secciones y subsecciones claramente definidas (vea, por
ejemplo, paginas 213, 340 y 427).
= Enfoque sobre modelado Cada capitulo concluye con una seccién de Enfoque sobre
modelado. La primera de estas secciones, después del Capitulo 1, introduce la idea basica
del modelado de una situacién real al ajustar rectas a datos (regresion lineal). Otras sec-
ciones presentan formas en las que sistemas de desigualdades y funciones con polino-
mios, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas se usan para modelar fenémenos
familiares de ciencias y de la vida real (vea, por ejemplo, paginas 296, 357 y 427).
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SITIO WEB ACOMPANANTE DEL LIBRO Un sitio web que acompafia a este libro se puede ver en
www.stewartmath.com. El sitio incluye numerosas fuentes ttiles para ensefiar precélculo,
incluyendo lo siguiente:

= Proyectos de descubrimiento Los Proyectos de descubrimiento para cada capitulo se
encuentran en el sitio web. Cada proyecto contiene un conjunto de actividades dificiles
pero accesibles que hace posible que los estudiantes (quizd trabajando en grupos) ex-
ploren a mayor profundidad un interesante aspecto del tema que acaban de aprender.
(Vea, por ejemplo, los Proyectos de descubrimiento Visualizar una formula, Relaciones
y funciones, ;Sobrevivird la especie? y Grdficas por computadora 'y 11.)

= Enfoque en la solucién de problemas En el sitio web se encuentran varias secciones
de Enfoque en la solucion de problemas, cada una de las cuales destaca uno de los
principios para resolver problemas que se introduce en el Prélogo e incluye varios
problemas con grado de dificultad. (Vea, por ejemplo, Reconocer patrones, Uso de
analogia, Introduccion de algo extra, Tomar casos y Trabajar a la inversa.)

VINETAS MATEMATICAS En todo el libro hacemos uso de los mdrgenes para presentar notas
histdricas, ideas clave o aplicaciones de matematicas en el mundo moderno. Estas sirven
para avivar el material y demostrar que las matematicas son una actividad importante, vital,
y que aun a este nivel elemental es fundamental para la vida diaria.

= Viietas matematicas Estas vifietas incluyen biograffas de interesantes matematicos y
a veces incluyen una idea clave que el matemdtico descubrié y que es relevante para el
precdlculo. (Vea, por ejemplo, las vifietas de Viete, pagina 49; Salt Lake City, pagina
84; y datacién por radiocarbono, pagina 333).

= Las matematicas en el mundo moderno Esta es una serie de vifietas que destaca el
papel central de las matemadticas en los actuales avances en tecnologia y las ciencias
(vea paginas 283, 700 y 759, por ejemplo).

SECCIONES DE REPASO Y EXAMENES DE CAPITULO Cada capitulo termina con una extensa sec-
cion de repaso que incluye lo siguiente

= Verificacion de conceptos La Verificacion de conceptos al final de cada capitulo esta
disefiada para hacer que los estudiantes piensen, y expliquen con sus propias palabras,
las ideas presentadas en el capitulo. Estas se pueden usar como ejercicios de escritura,
en una situacién de discusion en clase, o para estudio personal.

= Ejercicios de repaso Los Ejercicios de repaso, al final de cada capitulo, recapitulan los
conceptos y conocimientos bdsicos e incluyen ejercicios que combinan las diferentes
ideas aprendidas en el capitulo.

= Examen de capitulo Las secciones de repaso concluyen con un Examen de capitulo
disefiado para ayudar a estudiantes a medir su avance.

= Examenes acumulativos de repaso Los Exdmenes acumulativos de repaso, que si-
guen a los capitulos 4, 7,9, 11 y 13, combinan conocimientos y conceptos de los capi-
tulos precedentes y estdn disefiados para destacar las conexiones entre los temas de
estos capitulos relacionados.

= Respuestas Al final de este libro se dan breves respuestas a ejercicios de nimero im-
par en cada seccion (incluyendo los ejercicios de repaso), y a todas las preguntas de los
Ejercicios de conceptos y Exdmenes de capitulo.
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RECURSOS PARA EL PROFESOR
Impresos

Complete Solution Manual (Manual de soluciones completas)

ISBN-10: 0-8400-6880-8; ISBN-13: 978-0-8400-6880-4

El manual de soluciones completas contiene soluciones resueltas de todos los problemas del
texto.

Instructor’s Guide (Guia del profesor)

ISBN-10: 0-8400-6883-2; ISBN-13: 978-0-8400-6883-5

Doug Shaw, autor de las Guias para el profesor para los ampliamente empleados libros de
texto de célculo de Stewart, escribi6 este util acompafiante de ensefianza. Contiene puntos
a subrayar, tiempo sugerido a asignar, temas de discusion del texto, materiales medulares
para clases, sugerencias taller/discusion, ejercicios de trabajo en grupo en una forma apro-
piada para informacidn, soluciones para ejercicios de trabajo en grupo, y sugiri6 problemas
de tarea.

Medios

Enhanced WebAssign (TareaWeb mejorada)

ISBN-10: 0-538-73810-3; ISBN-13: 978-0-538-73810-1

Exclusivamente de Cengage Learning, Enhanced WebAssign ofrece un extenso programa
en linea para Precdlculo, para estimular la prictica que es tan critica para conocer a fondo
los conceptos. La pedagogia meticulosamente trazada y los ejercicios de este texto son in-
cluso mas eficientes en este Enhanced WebAssign, suplementado por material didactico de
multimedia e inmediata retroalimentacién cuando el estudiante complete sus tareas. Los
problemas de algoritmos permiten dejar como tarea versiones individuales para cada estu-
diante. El articulo Practice Another Version (Practique otra version, activado a discrecion)
permite que el estudiante aborde las preguntas con nuevos conjuntos de valores hasta que
sienta confianza suficiente para trabajar el problema original. Los estudiantes se benefician
de un nuevo Premium eBook que contiene articulos de investigacion y de énfasis; Personal
Study Plans (Planes de Estudio Personal, basados en preguntas de diagndstico) que identi-
fican temas de capitulo que serd necesario dominen; y vinculos para soluciones de video,
materiales diddcticos interactivos y hasta ayuda en linea, en vivo.

ExamView Computerized Testing (Examen computarizado ExamView)

El software de exdmenes ExamView® permite rdpidamente a profesores crear, entregar y
personalizar exdmenes para sus grupos, en formatos impresos o en linea, y permite califica-
ciones automdticas. Incluye un banco de exdmenes con cientos de preguntas personalizadas
directamente al texto. ExamView estd disponible dentro del CD-ROM PowerLecture.

Solution Builder www.cengage.com/solutionbuilder

Esta base de datos en linea para el profesor ofrece soluciones trabajadas completas a todos
los ejercicios del texto, permitiéndole crear impresiones de soluciones seguras, personaliza-
das (en formato PDF) comparadas exactamente a los problemas que asigne en clase.
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PowerLecture con ExamView

ISBN-10: 0-8400-6901-4; ISBN-13: 978-0-8400-6901-6

Este CD-ROM dota al profesor con herramientas dindmicas de medios para la ensefianza.
Crea, entrega y personaliza exdmenes (impresos o en linea) en minutos con ExamView
Computerized Testing Featuring Algorithmic Equations. Construya facilmente conjuntos de
solucién para tarea o exdmenes usando el manual de soluciones en linea Solution Builder’s.
Las transparencia y figuras Microsoft PowerPoint del libro también estdn incluidas en este
CD-ROM.

RECURSOS PARA EL ESTUDIANTE

Impresos

Student Solution Manual (Manual de soluciones para el estudiante)

ISBN-10: 0-8400-6879-4; ISBN-13: 978-0-8400-6879-8

Contiene soluciones completamente resueltas para todos los ejercicios de nimero impar del
texto, lo que da a estudiantes una forma de verificar sus respuestas y asegurar que tomaron
los pasos correctos para llegar a una respuesta.

Study Guide (Guia de estudio)

ISBN-10: 0-8400-6917-0; ISBN-13: 978-0-8400-6917-7

Este cuidadosamente trazado recurso de aprendizaje ayuda a estudiantes a perfeccionar sus
técnicas para resolver problemas, al tiempo que refuerza la comprensién con explicaciones
detalladas, ejemplos resueltos y problemas de practica. Los estudiantes también hallaran
listas de las ideas clave a conocer a fondo. Cada seccién del texto principal tiene una seccién
correspondiente en la Guia de estudio.

Medios

Enhanced WebAssign ISBN-10: 0-538-73810-3; ISBN-13: 978-0-538-73810-1
Exclusivamente de Cengage Learning, Enhanced WebAssign® ofrece un extenso programa
en linea para Precdlculo para estimular la prictica que es tan critica para conocer a fondo
los conceptos. El estudiante recibird apoyo didactico de multimedia cuando complete sus
tareas. También se beneficiard del nuevo Premium eBook que contiene articulos de investi-
gacion y de énfasis; Personal Study Plans (Planes de estudio personal, basados en preguntas
de diagnostico) que identifican temas de capitulo que serd necesario dominen; y vinculos
para soluciones de video, materiales didacticos interactivos y hasta ayuda en linea, en
vivo.

Book Companion Website

Un nuevo sitio web www.stewartmath.com contiene secciones Discovery Projects (Pro-
yectos de descubrimiento) para cada capitulo y Focus on Problem Solving que destacan
diferentes principios para solucién de problemas compendiados en el Prélogo.

CengageBrain.com

Visite www.cengagebrain.com para acceso a materiales adicionales para el curso y otros
recursos acompafiantes. En la pdgina inicial de CengageBrain.com, busque el ISBN de su
titulo (de la tapa posterior de su libro) usando la caja de bisqueda en la parte superior de la
pagina. Esto le llevard a la pagina del producto en donde pueden hallarse los recursos acom-
pafiantes gratuitos.

Text-Specific DVDs  ISBN-10: 0-8400-6882-4; ISBN-13: 978-0-8400-6882-8

Los Text-Specific DVDs incluyen nuevos videos de exposicion en clase basados en objeti-
vos de aprendizaje. Estos DVD dan una cobertura completa del curso, junto con explicacio-
nes adicionales de conceptos, problemas de muestra y aplicaciones, que ayudan a estudian-
tes a repasar temas esenciales.



AL ESTUDIANTE

Este libro de texto ha sido escrito para usted como guia para que conozca a fondo las mate-
maticas del precdlculo. A continuacidon veamos algunas sugerencias para ayudarle a sacar el
mdximo provecho de su curso.

Antes que nada, debe leer la seccién apropiada de texto anfes de intentar resolver sus
problemas de tarea. Leer un texto de matematicas es muy diferente a leer una novela, un
periddico o hasta otro libro. Puede que tenga que releer un pasaje varias veces antes de
entenderlo. Ponga especial atencién a los ejemplos y resuélvalos usted con lapiz y papel a
medida que los lea y, a continuacién, haga los ejercicios relacionados mencionados en
“Ahora intente hacer el ejercicio...” del final de cada ejemplo. Con esta clase de prepara-
cioén podrd hacer su tarea con mucha mayor rapidez y mejor entendimiento.

No cometa el error de tratar de memorizar cada una de las reglas o dato que se encuentre.
Las matemadticas no son simplemente memorizacion, sino que son el arte de resolver pro-
blemas, no s6lo un conjunto de datos. Para conocer a fondo el tema, usted debe resolver
problemas, muchos problemas; haga tantos como pueda. Asegurese de escribir sus solucio-
nes en una forma légica, paso a paso. No se rinda ante un problema si no puede resolverlo
en seguida. Trate de entender el problema mds claramente, vuelva a leerlo por completo y
relaciénelo con lo que ya haya aprendido de su profesor y de los ejemplos del texto. Luche
con el problema hasta que lo resuelva; una vez que haya hecho esto unas cuantas veces,
empezard a entender de lo que se tratan las matemdticas.

Las respuestas a ejercicios de nimero impar, asi como todas las respuestas al examen de
cada capitulo, aparecen al final del libro. Si su respuesta difiere de la dada, no suponga
de inmediato que usted estd en error. Puede ser un cédlculo que enlace las dos respuestas y
ambas sean correctas. Por ejemplo, si usted obtiene 1/(\/2 — 1) pero la respuesta dada es
1 + V2, la respuesta de usted es correcta porque puede multiplicar el numerador y deno-
minador de su respuesta por V2 + 1 para cambiarla a la respuesta dada. Al redondear
respuestas aproximadas, siga las guias del Apéndice: Cdlculos y cifras significativas.

El simbolo :": se usa para advertirle de no cometer un error. Hemos puesto este simbolo
en el margen para sefialar situaciones donde hemos encontrado que muchos de nuestros
estudiantes cometen el mismo error.
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Chuck Painter/Stanford News Service

GEORGE POLYA (1887-1985) es famoso
entre los matematicos por sus ideas so-
bre resolucién de problemas. Sus con-
ferencias sobre este tema en la Univer-
sidad de Stanford atraian a multitudes
a las cuales él llevé al borde de sus
asientos, conduciéndolos a descubrir
las soluciones por si mismos. El era ca-
paz de hacer esto debido a su pro-
fundo conocimiento de la psicologia
de la resolucién de problemas. Su co-
nocido libro How to solve it ha sido tra-
ducido a 15 idiomas. Dijo que Euler
(véase la pagina 266) fue el tnico
grande entre los matematicos, porque
explicé como encontraba sus resulta-
dos. Polya dice a menudo a sus alum-
nos y colegas: "Si, veo que la demostra-
cién es correcta, pero jcémo lo
descubrié?" En el prefacio de How to
solve it, Polya escribe: "Un gran descu-
brimiento resuelve un gran problema,
pero es un grano de descubrimiento
en la solucién de cualquier problema.
Usted puede ser modesto, pero si desa-
fia su curiosidad y pone en juego sus
facultades inventivas, y si lo resuelve
por sus propios medios, puede experi-
mentar la tension y disfrutar el triunfo
del descubrimiento. "

RN PRINCIPIOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

La capacidad de resolver problemas es una habilidad muy apreciada en muchos aspectos de
nuestras vidas, es sin duda una parte importante de cualquier curso de matematicas. No hay
reglas duras y rdpidas que aseguren el éxito en la solucién de problemas. Sin embargo, en
este prélogo se proponen una serie de pasos generales en el proceso de resolucién de pro-
blemas y le damos los principios que son ttiles en la solucion de ciertos problemas. Estas
medidas y principios hacen explicito el sentido comtin. Se han adaptado del perspicaz libro
de George Polya How To Solve It.

1.Entender el problema

El primer paso es leer el problema y asegurarse de que usted lo entiende. Hagase las siguien-
tes preguntas:

;Qué es lo desconocido?
¢ Cudles son las cantidades que se sefialan?
¢ Cudles son las condiciones dadas?

Para muchos problemas, es util
dibujar un diagrama
e identificar las cantidades que se requieren en el diagrama. Por lo general, es necesario
introducir notacion adecuada

en la eleccion de los simbolos para las cantidades desconocidas, a menudo usamos letras
como a, b, ¢, m, n, x, y y, aunque en algunos casos, ayuda utilizar las iniciales como simbo-
los sugerentes, por ejemplo, para el volumen V o ¢ para el tiempo.

2.Piense en un plan

Encuentre una conexion entre la informacién dada y la desconocida que le permita calcular
la incognita. A menudo es Util preguntarse a si mismo de forma explicita: “;Cémo puedo
relacionar lo conocido y lo desconocido?” Si usted no puede ver una conexién inmediata,
las siguientes ideas pueden ser ttiles en la elaboracion de un plan.

> Trate de reconocer algo familiar

Relacione la situacién dada con los conocimientos previos. Observe la incognita y trate de

recordar un problema mads familiar que tenga una incégnita similar. .
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Prélogo

> Trate de reconocer patrones

Ciertos problemas se resuelven mediante el reconocimiento de algun tipo de patrén que estd
ocurriendo. El patrén puede ser geométrico, numérico o algebraico. Si usted puede ver la
regularidad o repeticién en un problema, entonces podria ser capaz de adivinar cudl es el
patrén y luego probarlo.

> Use analogias

Trate de pensar en un problema andlogo, es decir, un problema similar o relacionado, pero
que es mas facil que el original. Si puede resolver el problema similar, mas simple, entonces
le puede dar las pistas que necesita para resolver el original, mds dificil. Por ejemplo, si un
problema implica un nimero muy grande, usted puede en primer lugar intentar resolver
un problema similar con un nimero menor. O si el problema estd en la geometria tridimen-
sional, se podria buscar algo similar en la geometria de dos dimensiones. O si el problema
inicial es de cardcter general, primero se podria tratar un caso especial.

> Introduzca algo adicional

A veces podria ser necesario introducir algo nuevo, "una ayuda extra", para hacer la co-
nexioén entre lo conocido y lo desconocido. Por ejemplo, en un problema para el cual
un diagrama es util, la ayuda podria ser una nueva linea dibujada en el diagrama. En un
problema mads algebraico la ayuda podria ser una nueva incégnita que se relaciona con la
incégnita original.

» Tome casos

A veces puede tener que dividir un problema en varios casos y dar un argumento diferente
para cada caso. Por ejemplo, a menudo tenemos que utilizar esta estrategia para hacer frente
a un valor absoluto.

> Trabaje hacia atras

A veces es ttil imaginar que su problema estd resuelto y trabajar hacia atrds, paso a paso,
hasta llegar a los datos proporcionados. Entonces usted podria ser capaz de revertir sus
pasos y asi construir una solucién al problema original. Este procedimiento se utiliza co-
munmente en la resolucién de ecuaciones. Por ejemplo, en la solucién de la ecuacién 3x — 5
= 7, suponga que x es un numero que satisface 3x —5 = 7 y trabaje hacia atrds. Sume 5 a
cada lado de la ecuacion y luego divida ambos lados entre 3 para obtener x = 4. Como cada
uno de estos pasos se puede revertir, ha resuelto el problema.

> Establezca metas secundarias

En un problema complejo a menudo es util establecer objetivos parciales (en los que la si-
tuacion deseada se cumple s6lo parcialmente). Si usted puede lograr o alcanzar estos obje-
tivos parciales, entonces usted podria ser capaz de construir sobre ellos para alcanzar su
meta final.

» Razonamiento indirecto

A veces es apropiado para atacar un problema indirectamente. En el uso de la prueba por
contradiccidn para probar que P implica Q, se supone que P es ciertay Q es falsa y se trata
de ver por qué esto no puede suceder. De alguna manera tenemos que utilizar esta informa-
cién y llegar a una contradiccién a lo que sabemos que es verdad absoluta.

» La induccion matematica

Para probar las declaraciones que implican un entero positivo n, a menudo es ttil utilizar el
Principio de induccién matematica, que se discute en la seccién 12.5.

3.Lleve a cabo el plan

En el paso 2, se ided un plan. Para llevar a cabo ese plan, usted debe comprobar cada etapa
del plan y escribir los detalles que demuestran que cada etapa es la correcta.
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Entienda el problema P

Introduzca una notacién »

Identifique la informacién dada P

Identifique la incognita P

Relacione la informacion
proporcionada con la incégnita P

Prélogo P3

4, Mire hacia atras

Después de haber completado la solucion, es conveniente mirar hacia atrds sobre ella, en
parte para ver si se han cometido errores y en parte para ver si se puede descubrir una ma-
nera mds facil de resolver el problema. Mirar hacia atrds también le ayudard a familiarizarse
con el método de solucidn, que puede ser ttil para resolver un problema en el futuro. Des-
cartes dijo: "Cada problema que resolvi se convirtié en una regla que sirvié después para
resolver otros problemas."

Tustraremos algunos de estos principios de resolucién de problemas con un ejemplo.

PROBLEMA | Rapidez promedio

Una conductora se embarca en un viaje. Durante la primera mitad de la distancia, ella con-
duce al ritmo pausado de 30 km/h, durante la segunda mitad conduce a 60 km/h. ;Cual es
su rapidez promedio en este viaje?

PIENSE EN EL PROBLEMA

Es tentador tomar el promedio de las rapideces y decir que la rapidez promedio de todo
el viaje es
30 + 60

= 45 mi/h
> mi

Sin embargo, ;este enfoque simple es realmente correcto?

Veamos un caso fécil de calcular especial. Supongamos que la distancia total recorrida
es de 120 millas. Los primeros 60 km se recorren a 30 km/h, lo que tarda 2 horas. Las
siguientes 60 millas se viaja a 60 km/h, lo que dura una hora. Por lo tanto, el tiempo
total es 2 + 1 = 3 horas y la rapidez promedio es

12
TO = 40 mi/h

Por tanto, nuestra estimacién de 45 mi/h estaba equivocada.

SOLUCION

Tenemos que mirar con mas cuidado en el significado de la rapidez promedio. Se define

€como
distancia recorrida

rapidez promedio = — -
tiempo transcurrido

Sea d la distancia recorrida en cada mitad del viaje. Sean ¢, y ¢, el tiempo tomado para la
primera y segunda mitad del viaje. Ahora podemos escribir la informacién que se nos ha
dado. Para la primera mitad del viaje tenemos

d
30 = —
b
y para la segunda mitad tenemos
d
60 = —
15}

Ahora podemos identificar la cantidad que se nos pide encontrar:

distancia total _ 2d
tiempo total tH+ 1

rapidez promedio del viaje completo =

Para calcular esta cantidad, necesitamos conocer ¢, y f,, asi que resolvemos las ecuaciones
anteriores para estos tiempos:
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No se sienta mal si usted no puede re-
solver estos problemas de inmediato.
Los problemas 1y 4 fueron enviados a
Albert Einstein por su amigo Werthei-
mer. Einstein (y su amigo Bucky) disfru-
taba de los problemas y le escribié a
Wertheimer. Esta es parte de su res-
puesta:

Su carta nos dio un montén de
pruebas divertidas. La primera
prueba de inteligencia nos ha
enganado a ambos (Bucky y yo).
iSélo trabajandolo fuera me di
cuenta de que no se dispone de
tiempo para la trayectoria des-
cendente! Bucky también fue
enganado en el segundo ejem-
plo, pero yo no. jCuriosidades
como ésta nos muestran lo ton-
tos que somos!

(Véase Mathematical Intelligencer, Pri-
mavera de 1990, pagina 41.)

Ahora tenemos los ingredientes necesarios para calcular la cantidad deseada:

. . 2d 2d
rapidez promedio = =
tH+ 4 d d
+ [
3 60
60(2d) o
= Multiplique el numerador
60<d + d) y el denominador por 60
30 60
120d 120d
=——=—"=40
2d + d 3d
Por tanto, la rapidez promedio del viaje completo es 40 mi/h. |

PROBLEMAS

1.

N

w

bl

Distancia, tiempo y velocidad Un automévil viejo tiene que recorrer un camino de

2 millas, cuesta arriba y hacia abajo. Debido a que es tan viejo, el automdvil puede subir a la
primera milla, de subida, no mds rdpido que la rapidez media de 15 km/h. ;Qué tan rdpido
tiene que viajar el automdvil la segunda milla, en el descenso puede ir mds rdpido, por su-
puesto, para lograr una rapidez media de 30 km/h para el viaje?

Comparando descuentos ;Cudl precio es mejor para el comprador, un descuento del
40% o dos descuentos sucesivos del 20%?

Cortar un alambre Se dobla un pedazo de alambre, como se muestra en la figura. Puede
verse que un corte a través del cable produce cuatro piezas y dos cortes paralelos producen
siete piezas. ;Cudntas piezas se produjeron por 142 cortes paralelos? Escriba una férmula para
el nimero de piezas producidas por n cortes paralelos.

Propagacion de amibas Una amiba se propaga por divisién simple, cada divisién toma
3 minutos para completarse. Cuando esa amiba se pone en un recipiente de vidrio con un fluido
nutriente, el recipiente estd lleno de amibas en una hora. ;Cudnto tiempo haria falta para que el
contenedor se llenara si en lugar de comenzar con una amiba, comenzamos con dos?

Promedios de bateo El jugador A tiene un promedio de bateo mds alto que el jugador B
para la primera mitad de la temporada de béisbol. El jugador A también tiene un promedio de ba-
teo mds alto que el jugador B para la segunda mitad de la temporada. ;Es necesariamente cierto
que el jugador A tiene un promedio de bateo més alto que el jugador B para toda la temporada?

Café y crema Se toma una cucharada de crema de una jarra de crema y se coloca en una
taza de café. El café se agita. A continuacién, una cucharada de esta mezcla se pone en la jarra
de crema. ;Hay ahora mds crema en la taza de café o mds café en la jarra de leche?

Envolviendo el mundo Una cinta se amarra fuertemente alrededor de la Tierra en el
ecuador. ;Cudnta mds cinta necesita si usted ha colocado la cinta 1 pie por encima del ecuador
en todas partes? (No es necesario conocer el radio de la Tierra para resolver este problema.)

Para terminar donde empezé Una mujer parte de un punto P sobre la superficie de la
Tierra y camina 1 milla al sur, luego 1 milla al este y luego 1 milla al norte, y se encuentra de
vuelta en P, el punto de partida. Describa todos los puntos P para los cuales esto es posible.
[Sugerencia: Hay un niimero infinito de esos puntos, todos menos uno de los cuales se encuen-
tran en la Antartida.]

Muchos problemas mds y ejemplos que ponen de relieve diferentes principios de resolucién de
problemas estdn disponibles en el sitio web del libro: www.stewartmath.com. Usted puede
intentarlos a medida que avanza en el libro.
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ENFOQUE SOBRE MODELADO

Ajuste lineal de datos

En este primer capitulo repasamos los ndmeros reales, ecuaciones y el plano
coordenado. Es probable que el lector ya se encuentre familiarizado con estos
conceptos, pero es Util ver de nuevo cémo funcionan estas ideas para resolver
problemas y modelar (o describir) situaciones précticas.

Veamos la forma en que todas estas ideas se usan en una situacion real: su-
ponga que a usted le pagan $9 por hora en su trabajo de tiempo parcial. Pode-
mos modelar su paga y por trabajar x horas mediante la ecuacién y = 9x. Para
averiguar cudntas horas necesita trabajar para que le paguen 200 délares, resol-
vemos la ecuacién 200 = 9x. Graficar la ecuacién y = 9x en un plano coor-
denado nos ayuda a “ver” como aumenta la paga con las horas trabajadas.




2 CAPITULO 1 | Fundamentos

1.1 NUMEROS REALES

Los diferentes tipos de nimeros reales
fueron inventados para satisfacer nece-
sidades especificas. Por ejemplo, los
nlimeros naturales se necesitan para
contar, los nimeros negativos para des-
cribir una deuda o temperaturas bajo
cero, los niimeros racionales para con-
ceptos como “medio galén de leche,” y
nimeros irracionales para medir ciertas
magnitudes, como la diagonal de un
cuadrado.

Un nimero decimal periédico como
x = 3.5474747. . .

es un namero racional. Para convertirlo
a una razon entre dos enteros, escribi-
mos

1000x = 3547.47474747. . .

10x = 35.47474747. ..
990x = 3512.0
Por tanto, x = 2. La idea es multipli-

car x por las potencias apropiadas de
10 y luego restar para eliminar la parte
periddica.

Propiedades de los nimeros reales > Adicion y sustraccion P Multiplicacion
y divisién > La recta de nimeros reales » Conjuntos e intervalos » Valor
absoluto y distancia

Repasemos los tipos de nimeros que conforman el sistema de nimeros reales. Empecemos
con los niimeros naturales:

1,2,3,4,...
Los enteros constan de los nimeros naturales junto con sus negativos y 0:
...,_3, _2,_1,0, 172,3547"'

Construimos los niimeros racionales al tomar razones de enteros. Entonces, cualquier ni-
mero racional r puede expresarse como

r=—
n

donde m y n son enteros y n # 0. Como ejemplos, tenemos

1 3 — 46 - 17
5 —3 46 = 5 0.17 = 155
(Recuerde que una divisién entre 0 siempre se excluye, de modo que expresiones como 3 y
no estan definidas.) También hay nimeros reales, tales como V2, que no se pueden expresar
como una razén entre enteros y por tanto se denominan niimeros irracionales. Se puede

demostrar, con diferentes grados de dificultad, que estos nimeros también son irracionales:

Vi NE v w2

T

Por lo general el conjunto de todos los nimeros reales se denota con el simbolo R. Cuando
usamos la palabra niimero sin mds detalle, queremos decir “nimero real”. La Figura 1 es un
diagrama de los tipos de nimeros reales con los que trabajamos en este libro.

Numeros irracionales

\/g’ \/53 3/5, 77',%

Numeros racionales

1 3
5 —%- 46, 0.17, 0.6, 0.317

Enteros Numeros

naturales
..., —3,-2,-1,0,1, 2, 3,...

FIGURA 1 EI sistema de nimeros reales

Todo nimero real tiene una representacion decimal. Si el nimero es racional, entonces
su correspondente decimal es periddico.

1=10.5000. .. = 0.50 2 =0.66666... = 0.6

Bl=103171717... = 0317 2 = 1.285714285714. .. = 1.285714

(La barra indica que la sucesion de digitos se repite por siempre). Si el nimero es irracional,
la representacion decimal no es periddica.

V2 = 1.414213562373095. . . 7 = 3.141592653589793. . .
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Si detenemos la expansién decimal de cualquier nimero en cierto lugar, obtenemos una
aproximacion al nimero. Por ejemplo, podemos escribir

T = 3.14159265

donde el simbolo = se lee “es aproximadamente igual a”. Cuantos mds lugares decimales
retengamos, mejor es nuestra aproximacion.

V Propiedades de los niimeros reales

Todos sabemos que 2 + 3 =3 +2,y5S+7=7+5,y513 + 87 =87 + 513, etc. En
dlgebra, expresamos todos estos hechos (un infinito de ellos) si escribimos

a+b=b+a

donde a y b son dos nimeros cualquiera. En otras palabras, “a + b = b + a” es una forma
concisa de decir que “cuando sumamos dos nimeros, el orden de adicién no importa”. Este
hecho se conoce como Propiedad Conmutativa de la adicién. De nuestra experiencia con
nimeros sabemos que las siguientes propiedades también son validas.

Propiedades

Conmutativas
at+b=b+a

ab = ba

Asociativas
(a+b)+c=a+(b+c)

(ab)c = a(bc)

Distributivas
a(b + ¢) = ab + ac
(b + ¢)a=ab + ac

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

Ejemplo Descripcion

7+3=3+7 Cuando sumamos dos niimeros, el orden no importa.

3-5=5-3 Cuando multiplicamos dos nimeros, el orden no
importa.

2+4)+7=2+4+7) Cuando sumamos tres nimeros, no importa cudles dos
de ellos sumamos primero.

(3:7):5=3-(7-5) Cuando multiplicamos tres nimeros, no importa
cudles dos de ellos multiplicamos primero.

2:3+5)=2:3+2:5 Cuando multiplicamos un nimero por una suma de

(3+5):2=2-3+2:5 dos niimeros, obtenemos el mismo resultado si
multiplicamos el nimero por cada uno de los términos
y luego sumamos los resultados.

La Propiedad Distributiva es de impor-
tancia critica porque describe la forma
en que la adicién y la multiplicacion
interactdan una con otra.

La Propiedad Distributiva aplica siempre que multiplicamos un nimero por una suma.
La Figura 2 explica por qué funciona esta propiedad para el caso en el que todos los nime-
ros sean enteros positivos, pero la propiedad es verdadera para cualesquier nimeros reales
a,byc.

23 + 5)
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2-3 2-5

FIGURA 2 La Propiedad Distributiva
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@ No suponga que —a es un niimero
negativo. Que —a sea negativo o posi-
tivo depende del valor de a. Por ejem-
plo, sia = 5, entonces —a = —5, un
nlimero negativo, pero si a = —5, en-

tonces —a = —(—5) = 5 (Propiedad 2),

un ndmero positivo.

EJEMPLO 1 | Uso de la Propiedad Distributiva

AN
@ 2x+3)=2-x+2-3
=2x+6

Propiedad Distributiva
Simplifique

) (a +b)(x +y) =(a+ b)x+ (a+ b)y

(ax + bx) + (ay + by)
=ax + bx + ay + by

Propiedad Distributiva

Propiedad Distributiva
Propiedad Asociativa de la Adicién
En el ultimo paso eliminamos el paréntesis porque, de acuerdo con la Propiedad Aso-

ciativa, no importa el orden de la adicion.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

V Adicion y sustraccion

El nimero 0 es especial para la adicion; recibe el nombre de identidad aditiva porque a +
0 = a para cualquier nimero real a. Todo nimero real a tiene un negativo, —a, que satisface
a + (—a) = 0. La sustraccion es la operacion que deshace a la adicion; para sustraer un
ntimero de otro, simplemente sumamos el negativo de ese nimero. Por definicion

a—b=a+ (—b)

Para combinar nimeros reales con nimeros negativos, usamos las siguientes propie-
dades.

PROPIEDADES DE NEGATIVOS

Propiedad Ejemplo

1. (—1)a= —a (=1)5=-5

2. (—a)=a —(=5)=5

3. (—a)b = a(=b) = —(ab) (=5)7=5(=7)=—(5-7)
4. (—a)(=b) = ab (=4)(=3)=4-3

5. —(a+b)=—a—1b -3+5)=-3-5

6. (a—b)=b—a —-(5—-8)=8-5

La Propiedad 6 expresa el hecho intuitivo de que a — b 'y b — a son negativos entre si.
La Propiedad 5 se usa a veces con mds de dos términos:

—(a+b+c)y=—a—b—c

EJEMPLO 2 | Uso de las propiedades de los negativos

Sea x, y y z niimeros reales.

@ —-(x+2)=—-—x-2

(b) ~(x+y—z)=-x—y—(-2)
=-—x—y+tz
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Propiedad 5: —(a + b) = —a — b
Propiedad 5: —(a + b) = —a — b
Propiedad 2: —(—a) = a
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V Multiplicacion y division
El niimero 1 es especial para la multiplicacién; recibe el nombre de identidad multiplica-
tiva porque a - 1 = a para cualquier nimero real a. Todo nimero real a diferente de cero
tiene un reciproco, 1 /a, que satisface a - (1 /a) = 1. La divisién es la operacién que deshace
la multiplicacion; para dividir entre un niimero, multiplicamos por el reciproco de ese nu-
mero. Si b # 0, entonces, por definicidn,
. b 1
a+b=a-—
b
Escribimos a - (1/b) simplemente como a/b. Nos referimos a a/b como el cociente entre a
y b o como la fraccién de a sobre b; a es el numerador y b es el denominador (o divisor).
Para combinar nimeros reales usando la operacién de division, usamos las siguientes pro-
piedades.

PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES
Propiedad Ejemplo Descripcion
5. 8.6 _ac 25 2.5 10 Para multiplicar fracciones, multiplique numeradores
‘b ’ d  bd 3 ’ 7 3.7 21 y denominadores.
5 8_€6_38 d 2. 5_ 27 14 Para dividir fracciones, multiplique por el reciproco
b d b e 37 35 15 del divisor.
3 4.5 _ ¢ +b 2 N T7_2+7_9 Para sumar fracciones con el mismo denominador,
c ¢ 5 5 5 5 sume los numeradores.
a.c_ ad + bc 2 N 3_2.7+3.5_ 29 Para sumar fracciones con denominadores diferen-
e b d  bd 5 7 35 Y tes, encuentre un comuin denominador y a continuacién
sume los numeradores.
ac _a 2:5 2 Cancele nimeros que sean factores comunes en
5. be b 5.5 9 numerador y denominador.
.a _c 6 C
6. Si b = L entonces ad = bc 3 = iy asique 2:9 =3-6 Multiplicacion cruzada.

Para sumar fracciones con denominadores diferentes, por lo general no usamos la Pro-
piedad 4. En cambio, reescribimos las fracciones de modo que tengan el minimo denomi-
nador comtn que sea posible (a veces menor que el producto de los denominadores), y luego
usamos la Propiedad 3. Este denominador es el Minimo Comun Denominador (MCD) que
se describe en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 3 | Uso del MCD para sumar fracciones

Evalde: i + L
36 120

SOLUCION  La factorizacién de cada denominador en factores primos dard
36 = 2% 3? y 120=2-3-5

Encontramos el minimo comin denominador (MCD) al formar el producto de todos los
factores presentes en estas factorizaciones, usando la médxima potencia de cada factor.
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Entonces el MCD es 2° - 3% - 5 = 360. Entonces,

7 5.0 7.3

S = +
36 120 36-10 120-3
50, 21 71

= + =— Propiedad 3: Suma de fracciones
360 360 360 con el mismo denominador
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Use comun denominador

V La recta real

Los nimeros reales pueden ser representados por puntos sobre una recta, como se muestra
en la Figura 3. La direccién positiva (hacia la derecha) estd indicada por una flecha. Escoge-
mos un punto de referencia arbitrario O, llamado el origen, que corresponde al niimero real
0. Dada cualquier unidad de medida conveniente, cada niimero positivo x estd representado
por el punto sobre la recta a una distancia de x unidades a la derecha del origen, y cada nu-
mero negativo —x estd representado por el punto a x unidades a la izquierda del origen. El
nimero asociado con el punto P se llama coordenada de P y la recta se llama recta coorde-
nada, o recta de los niimeros reales, o simplemente recta real. A veces identificamos el
punto con su coordenada y consideramos que un niimero es un punto sobre la recta real.

L

11
—4.9 —4.7  —3.1725 68 4 J3 4.2 4.4 4.9999
AR R Y R A
T S e Y T

—4.85 0.3 43 45

FIGURA 3 Larecta real

Los nimeros reales son ordenados. Decimos que a es menor que b y escribimos a < b
si b — a es un nimero positivo. Geométricamente, esto significa que a estd a la izquierda
de b en la recta numérica, o bien, lo que es lo mismo, podemos decir que b es mayor que
a y escribimos b > a. El simbolo a = b (0 b = a) quiere decir que a < boquea = by se
lee “a es menor o igual a b”. Por ejemplo, las siguientes son desigualdades verdaderas (vea
Figura 4):

7<74<175 -7 < -3 V2 <2 2=
7.

. /2
4 3 -2 -1 o0 1 2 3 4 5 6 71 8
FIGURA 4

2
7.5
y

Vet

V Conjuntos e intervalos

Un conjunto es una coleccién de objetos, y estos objetos se llaman elementos del conjunto.
Si S es un conjunto, la notacién a € § significa que a es un elemento de S, y b & S quiere
decir que b no es un elemento de S. Por ejemplo, si Z representa el conjunto de enteros,
entonces —3 € Zpero Tt & Z.

Algunos conjuntos pueden describirse si se colocan sus elementos dentro de llaves. Por
ejemplo, el conjunto A que estd formado por todos los enteros positivos menores que 7 se
puede escribir como

A=1{1,2,3,4,5,6}
También podriamos escribir A en notacién constructiva de conjuntos como
A={x|xesunenteroy 0 <x <7}

que se lee “A es el conjunto de todas las x tales que x es un enteroy 0 < x < 77
Si Sy T son conjuntos, entonces su unién S U T es el conjunto formado por todos los
elementos que estdn en S o T (0 en ambos). La interseccion de Sy T es el conjunto S N T
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———

1,2,3,4,5,6,7,8
N

—_—

S Vv

Y

a b

FIGURA 5 El intervalo abierto
(a, b)

Y

a b

FIGURA 5 Elintervalo cerrado
fa. 5

El simbolo oo (infinito) no representa
un numero. La notacion (a, co), por
ejemplo, simplemente indica que el
intervalo no tiene punto extremo a la
derecha pero que se prolonga hasta el
infinito en la direccién positiva.
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formado por todos los elementos que estdn en S y T. En otras palabras, S N T es la parte comtin
de Sy T. El conjunto vacio, denotado por J, es el conjunto que no contiene elementos.
EJEMPLO 4 | Union e interseccién de conjuntos

SiS=1{1,2,3,4,5},T={4,5,6,7},y V= {6,7, 8}, encuentre los conjuntos S U T,
SNTySNV.

SOLUCION
SUT=1{1,2,3,4,5,6,7} Todos los elementos en S o T

SNT=1{4,5} Elementos comunes a Sy 7
SNV=yY Sy Vno tienen elementos en comun
“ ( AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 39 |

Ciertos conjuntos de nimeros reales, llamados intervalos, se presentan con frecuencia
en cdlculo y corresponden geométricamente a segmentos de recta. Si a < b, entonces el
intervalo abierto de a a b estd formado por todos los niimeros entre a y b y se denota con
(a, b). El intervalo cerrado de a a b incluye los puntos extremos y se denota con [a, b).
Usando la notacién constructiva de conjuntos, podemos escribir

(a,b) = {x|a <x<b} [a,b] = {x]a =x =D}

Nétese que los paréntesis en la notacioén de intervalo y circulos abiertos en la grifica de la
Figura 5 indican que los puntos extremos estdn excluidos del intervalo, mientras que los
corchetes o paréntesis rectangulares [ ]y los circulos sélidos de la Figura 6 indican que
los puntos extremos estdn incluidos. Los intervalos también pueden incluir un punto ex-
tremo pero no el otro, o pueden extenderse hasta el infinito en una direccién o en ambas. La
tabla siguiente es una lista de posibles tipos de intervalos.

Notacion Descripcion de conjunto Grifica
(a,b) {x|a <x<b} >
a b
[a,b] {x|la=x=1b} >
a b
[a,b) {xla=x<b} >
a b
(a,b] {xla<x=b} >
a b
(a,0) {x]a<ux} >
a
[a, ) {x]a=x} . >
(—o0,b) {x|x < b} b >
(—00,b] frlx =0} -
(=00, 00) R (conjunto de todos los >
numeros reales)

EJEMPLO 5 | Graficacion de intervalos

Exprese cada intervalo en términos de desigualdades y, a continuacidn, grafique el intervalo.

@ [-1L2)={x|-1=x<2} - (;) s >

b) [1.5,4] = 15=x=4 | -~

(b) [1.5,4] = {x| x =4} +—e "

(©) (=3,00) ={x| =3 <x} : >
-3 0

© (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |
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No hay nimero minimo ni na-
mero maximo en un intervalo
abierto

Cualquier intervalo contiene un nu-
mero infinito de nimeros; cualquier
punto en la grafica de un intervalo co-
rresponde a un nimero real.En el in-
tervalo cerrado [0, 1], el nimero mi-
nimo es 0 y el maximo es 1, pero el
intervalo abierto (0, 1) no contiene nu-
mero minimo o maximo. Para ver esto,
observe que 0.01 es cercano a cero,
pero 0.001 mas cercano, 0.0001 es to-

davia mas cercano, y asi sucesivamente.

Siempre podemos hallar un nimero en
el intervalo (0, 1) mas cercano a cero
que cualquier nimero dado. Como 0
no esta en el intervalo, el intervalo no
contiene un nimero minimo. Del
mismo modo, 0.99 es cercano a 1, pero
0.999 es mas cercano y 0.9999 es toda-
via mas cercano, y asi sucesivamente.
Como 1 no estd en el intervalo, el inter-
valo no tiene nimero maximo.

3l=3 |5|=
< >« >
S M S
FIGURA 9

EJEMPLO 6 | Hallar uniones e intersecciones de intervalos

Grafique cada conjunto.
@ (1,3) N [2,7]

SOLUCION

(b) (1,3) U [2,7]

(a) La interseccion de dos intervalos consta de los nimeros que estdn en ambos interva-
los. Por lo tanto,

(L3))N[2,7]={x|1<x<3y2=x=7}
={x|2=x<3}=[2,3)

Este conjunto estd ilustrado en la Figura 7.

(b) La unién de dos intervalos consta de los nimeros que estdn en un intervalo o en el
otro (o en ambos). Por lo tanto,

(L3)U[2,7] = {x|1 <x<302=x=7)
=x|l<x=7}=(1,7]

Este conjunto estd ilustrado en la Figura 8.

(1,3 s
0 1 3 " 0 1 3
2,7] | [2,7]
o 2 7 g 0o 2 7
[2,3) | (1,7]
0 > 3 g 0 1 7

FIGURA 7 (1,3) N [2,7] = [2.3)
& _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 59

FIGURA 8 (1,3) U [2,7] = (1,7]

V Valor absoluto y distancia

El valor absoluto de un nimero a, denotado por | a|, es la distancia de a a 0 en la recta de
nimeros reales (vea Figura 9). La distancia es siempre positiva o cero, de modo que tene-
mos | a | = 0 para todo niimero a. Recordando que —a es positivo cuando a es negativo,
tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION DE VALOR ABSOLUTO

Si a es un ndmero real, entonces el valor absoluto de a es
a sia=0

la| = ‘
—a sia<0

EJEMPLO 7 | Evaluacién de valores absolutos de nimeros

@ [3]|=3

) |=3] = ~(-3) =3

(© [0] =0

@ I|3—-7|=-@B-m)=7—-3 (porque3< 7 = 3 — 7 <0)

“© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 65
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Cuando trabajamos con valores absolutos, utilizamos las propiedades siguientes:

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO
Propiedad Ejemplo Descripcion

1. |a| =0 |=3]=3=0 El valor absoluto de un nimero
siempre es positivo o cero.

2. |a| = |—a] [5| =|—5] Un niimero y su negativo
tienen el mismo valor absoluto.

3. |ab| = |al|b]| | =2-5] = |=2]||5| Elvalor absoluto de un
producto es el producto de los
valores absolutos.

| | cociente es el cociente de los
valores absolutos.

[12] El valor absoluto de un
—3

_ lal ‘12‘_
]

SR

-3

(Cuadl es la distancia sobre la recta real entre los nimeros —2 y 11? De la Figura 10
vemos que la distancia es 13. Llegamos a esto si encontramos ya sea|ll — (=2) = 13 o
[(=2) — 11] = 13. De esta observacién hacemos la siguiente definicién (vea Figura 11).

| 13 } <~ [b—al {
_TzT 6 T T T T T T T T T T 1T1' a b
FIGURA 10 FIGURA 11 La longitud de un

segmento de rectaes |b — a|

DISTANCIA ENTRE PUNTOS SOBRE LA RECTA REAL

Si a y b son niimeros reales, entonces la distancia entre los puntos a y b sobre la
recta real es

d(a,b) = |b — a]

FIGURA 12

De la Propiedad 6 de negativos se deduce que
|b—a|=|a—b]
Esto confirma que, como es de esperarse, la distancia de a a b es la misma distancia de b
aa.
EJEMPLO 8 | Distancia entre puntos en la recta real
La distancia entre los nimeros —8 y 2 es
da,b) =]1-8—-2| =1]-10] =10
Podemos comprobar geométricamente este cdlculo, como se ve en la Figura 12.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 73 |
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CONCEPTOS

1. Dé un ejemplo de:

(a) Un ndmero natural

(b) Un entero que no sea nimero natural

(¢) Un nimero racional que no sea entero

(d) Un nimero irracional

2. Complete cada enunciado y mencione la propiedad de nimeros

reales que haya empleado.

(a) ab = R Propiedad
Mb)a+®+c)= ; Propiedad
() ab +¢)= ; Propiedad

3. El conjunto de nimeros entre 2 y 7, pero que no los incluye, se

puede escribir como sigue:
en notacion constructiva de conjuntos y
en notacién de intervalos.

4. El simbolo | x | representa la
entonces el signo | x| es siempre

del nimero x. Si x no es 0,

HABILIDADES

5-6 m Mencione los elementos del conjunto dado que sean
(a) nimeros naturales
(b) nimeros enteros
(¢) ndmeros racionales
(d) nuimeros irracionales
5. {0, —10, 50,%,0.538, V7, 1.23, =1, V2}
6. {1.001,0.333..., —m, —11, 11, {2, V16, 3.14, 5}
7-14 m Exprese la propiedad de los niimeros reales que se use.
7.7+ 10=10+7
8. 23+5)=(3+5)2
9. (x +2y) +3z=x+ 2y + 32)
10. 2(A + B) = 2A + 2B

®@a1 5x+1)3=15x+3

12. x+a)x+Db)=(x+a)x+ (x +a)b
13. 2x(3 +y) = (3 + y)2x
14. 7(a + b+ ¢) ="7(a + b) + Tc

15-18 m Reescriba la expresion usando la propiedad dada de los
ndmeros reales.

15. Propiedad Conmutativa de la adicién, x + 3 =

16. Propiedad Asociativa de la multiplicacién, 7(3x) =
17. Propiedad Distributiva, 4(A + B) =

18. Propiedad Distributiva, 5x + 5y =

4

4

L3

19-24 m Use propiedades de nimeros reales para escribir la expre-
sién sin paréntesis.

19. 3(x + y) 20.

21. 4(2m)

23, —3(2x — 4y)

(a —b)8
22. 4(~6y)
24. (3a)(b + ¢ — 2d)

25-30 m Ejecute las operaciones indicadas.

25. @) 15+ 15 (b) 1 +1
26. (@) 3 -3 B 1+3-1
27. (a) 3(6 - 3) (b) 0.25(5 + 1)
28. (@) (3+1)(1—3) m G-HE+Y)
2 2 1
29. (a) 7~ ES (b) %
02 879
2-3 241
30. (@) T— (b)f+3
23 10T 15

31-32 m Ponga el simbolo correcto (<, >, o =) en el espacio.

3. a3 (b) -3 -1 ©35 I

2. @ 3% 067 (b3 —067 (c) |0.67] | —0.67 |
33-36 m Diga si cada desigualdad es verdadera o falsa.

33. (@) —6<—10 (b) V2> 141

34, (a)%<% (b) —%<—1

35. (a) —m > -3 M) 8=9

36. (a) 1.1 > 1.1 (b) 8=38

37-38 m Escriba cada enunciado en términos de desigualdades.
37. (a) x es positivo

(b) tes menor a4

(c¢) a es mayor o igual a

(d) x es menor a {y mayora —5

(e) La distancia de p a 3 es como maximo 5
38. (a) y es negativa

(b) z es mayor a 1

(¢) b es como maximo 8

(d) w es positiva y menor o igual a 17

(e) y estd al menos 2 unidades de 7

39-42 m Encuentre el conjunto indicado si

A=1{1,2,3,4,56,7} B=1{2,4,6,8}
C=1{7,8,9,10}
39. (a) AUB (b) ANB
40. (a) BUC (b) BNC
41. (a) AUC (b)) ANC
42. (a) AUBUC b)ANBNC



43-44 m Encuentre el conjunto indicado si
A={x|x=-2} B={x|x<4}
C={x|-1<x=5}
43. (a) BUC
44. (a) ANC

(b) BN C
(b) ANB

45-50 m Exprese el intervalo en términos de desigualdades y, a con-

tinuacién, grafique el intervalo.

® 45, (-3,0) 46. (2,8]
47. [2,8) 48. [—6, —3]
49. [2,00) 0. (—o0, 1)

L4

L4

4

51-56 m Exprese la desigualdad en notacién de intervalos y, a con-

tinuacién, grafique el intervalo correspondiente.

5. x =1 52. 1=x=2
53. —2<x=1 54, x= -5
55. x> —1 56. -5<x<2

57-58 m Exprese cada conjunto en notacién de intervalos.

57. (a : -
@) -3 0 5

(b) —o© : >
0 5

58. (a + o—>
(a) ; S

(b) —o " >

-2

59-64 m Grafique el conjunto.

59. (=2,0) U (~1,1) 60. (—2,0) N (—1,1)

61. [—4,6] N [0,8) 62. [—4,6) U [0,8)
63. (—00, —4) U (4, 00) 64. (—00,6] N (2,10)
65-70 m Evalde cada expresion.
65. (a) 100 (b) | 73]
66. (a) | V5 — 5| (b) [10 — 7|
67. @) || —6] — | —4]| (b)ﬁ
68. @) |2 — |—12]] () —1—[1—[~1]
69. (a) |(—2)-6] () [(=3)(=15)|
o ‘; b ‘7 - 12‘

. (a) 4 (b)

71-74 m Encuentre la distancia entre los nimeros dados.

71, —F—4—t+—F+—+—+——>
-3 -2-1 0 1 2 3

72, —+—+—+—+—++—+—>
-3 -2-1 0 1 2 3

3. (@) 2y 17 (b) —3y2l © ¥y—-5
74. (a) Ey—o (b) —38y —57 (©) —26y—18

SECCION 1.1 | Ndmerosreales 11

75-76 m Exprese cada decimal periédico como una fraccién. (Vea

la nota al margen en la pagina 2.)

75. (a) 0.7 (b) 0.28 (c) 0.57
76. (a) 5.23 (b) 1.37 (c) 2.135
APLICACIONES

77. Area de un jardin El jardin de legumbres de Mary mide

20 pies por 30 pies, de modo que su drea es de 20 X 30 =

600 pies®. Ella decide agrandarlo, como se ve en la figura, para
que el drea aumente a A = 20(30 + x). ;Cual propiedad de los
nlimeros reales nos dice que la nueva drea también se puede es-
cribir como A = 600 + 20x?

78. Variacion de temperatura La grifica de barras muestra

79.

las altas temperaturas diarias para Omak, Washington, y Gene-
seo, Nueva York, durante cierta semana en junio. Represente
con T la temperatura en Omak y 7 la temperatura en Geneseo.
Calcule Ty — Ty | To — T | para cada dia que se muestra.
(Cudl de estos dos valores da mds informacién?

Omak, WA
B Geneseo, NY

Temperatura

alta diaria (°F)
~ el
)

-
(e}

(o)}
W

Dom Lun Mar Miérc Jue Vier Séb

Dia

Envio de un paquete por correo La oficina de correos
sOlo aceptard paquetes para los cuales la longitud mds la circun-
ferencia no sea de mds de 108 pulgadas. Asi, para el paquete de
la figura, debemos tener

L+2(x+y)=108

(a) ¢La oficina de correos aceptara un paquete de 6 pulgadas
de ancho, 8 pulgadas de profundidad y 5 pies de largo? ;Y
un paquete que mida 2 pies por 2 pies por 4 pies?

(b) (Cuadl es la maxima longitud aceptable para un paquete que
tiene una base cuadrada que mide 9 pulgadas por 9 pulga-
das?

A —

5 pies = 60 pulg.

6 pulg. >§
8 pulg.

e
—
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DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION 3

80. Signos de niimeros Sean g, b y ¢ niimeros reales tales que
a>0,b<0yc <0.Encuentre el signo de cada expresion.

(@) —a (b) —b (¢) bc
d) a—»> ) ¢c—a ) a + bc
(g) ab + ac (h) —abc (i) ab?

81. Sumas y productos de niimeros racionales e irra-
cionales Explique por qué la suma, la diferencia y el pro-
ducto de dos niimeros irracionales son nimeros racionales. ;El
producto de dos nimeros irracionales necesariamente es irracio-
nal? ;Qué se puede decir de la suma?

82. Combinaciéon de nimeros racionales con nimeros
irracionales ;j + V2 es racional o irracional? ¢3- V2 es 85.
racional o irracional? En general, ;qué se puede decir acerca de
la suma de un nimero racional y un nimero irracional? ;Qué se
puede decir del producto?

83. Limitacién del comportamiento de reciprocos
Complete las tablas siguientes. ;Qué ocurre al tamafio de la
fraccién 1/x cuando x crece? ;Y cuando x disminuye?

X 1/x x 1/x
1 1.0
2 0.5
10 0.1
100 0.01
1000 0.001

1.2 EXPONENTES Y RADICALES

Numeros irracionales y geometria Usando la si-
guiente figura, explique cémo localizar el punto /2 en una
recta numérica. ¢Puede localizar /5 por medio de un método
similar? ;Qué puede decir de \/6? Haga una lista de otros ni-
meros irracionales que puedan hallarse de este modo.

Operaciones conmutativa y no conmutativa He-
mos Vvisto que la adicién y la multiplicacién son operaciones
conmutativas.

(a) ¢La sustraccion es conmutativa?

(b) (La division de nimeros reales diferentes de cero es con-
mutativa?

Exponentes enteros (negativos y positivos) - Reglas para trabajar con

exponentes P> Notacion ci

entifica P Radicales P Exponentes racionales

P> Racionalizacion del denominador

En esta seccion damos significado a expresiones como a

m/n

en las que el exponente m/n es

un niimero racional. Para hacer esto, necesitamos recordar algunos datos acerca de exponen-

tes enteros, radicales y raices n.

V Exponentes enteros (negativos y positivos)

Normalmente, un producto de nimeros idénticos se escribe en notacidon exponencial. Por
ejemplo, 5 - 5 - 5 se escribe como 5°. En general, tenemos la siguiente definicién.

NOTACION EXPONENCIAL

cia de a es

Si a es cualquier niimero real y n es un entero positivo, entonces la n-ésima poten-

El nimero a se denomina base, y n se denomina exponente.

an = a . a ® s s o 0 a
NE—
n factores




@ Observe la distincién entre
(—=3)*y —3*. En (—3)* el expo-
nente se aplica al —3, pero en —3*
el exponente se aplica sélo al 3.

SECCION 1.2 | Exponentesyradicales 13

EJEMPLO 1 | Notacién exponencial
@ () = QREEE) ==

() (=3)" = (=3)(=3)-(~3)+(~=3) = 81
(¢) —3*=—(3-3:3:3) = 81

“_ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |

Podemos expresar varias reglas ttiles para trabajar con notacién exponencial. Para des-
cubrir la regla para multiplicacién, multiplicamos 5* por 5%

54.52=(5-5.5:5)(5:5)=5:5:5-5-5.5 = 56 = 5%+2

[ —

4 factores 2 factores 6 factores

Es evidente que para multiplicar dos potencias de la misma base, sumamos sus exponentes.
En general, para cualquier nimero real a y cualesquier enteros positivos m y n, tenemos

m, n _— m+n

a’'a (a.a.....a)(a.a.....a):a.a.a.....a:a

m factores n factores m + n factores

Entonces a"a" = a"™".
Nos gustaria que esta regla fuera verdadera aun cuando m y n fueran 0 o enteros negati-
vos. Por ejemplo, debemos tener

20 . 23 — 20+3 — 23

Pero esto puede ocurrir sélo si 2° = 1. Igualmente, deseamos tener
54.5*4 — 54+(*4) — 54*4 — 50 =1

y esto serd cierto si 5% = 1/5*. Estas observaciones llevan a la siguiente definicién.

EXPONENTES CERO Y NEGATIVOS

Si a # 0 es cualquier nimero real y n es un entero positivo, entonces

EJEMPLO 2 | Exponentes cero y negativos

@ (5)° =1
1 1
-1 = —_—= —
(b) x' =5 =
1 1 1
= = = =
(C) ( ) (_2)3 -8 8
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 17 |

V Reglas para trabajar con exponentes

La familiaridad con las reglas siguientes es esencial para nuestro trabajo con exponentes y
bases. En la tabla las bases a y b son niimeros reales, y los exponentes m y n son enteros.
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LEYES DE EXPONENTES
Ley Ejemplo
32.35 — 32+5 — 37

(32)5 — 32'5 — 310

(3:4) =3%.47

5<a>"_a" (3)2_32
“A\b b" 4 42

Descripcion

Para multiplicar dos potencias del mismo nimero, sume los exponentes.

Para dividir dos potencias del mismo nimero, reste los exponentes.

Para elevar una potencia a una nueva potencia, multiplique los exponentes.

Para elevar un producto a una potencia, eleve cada uno de los factores
a la potencia.

Para elevar un cociente a una potencia, eleve el numerador y el
denominador a la potencia.

DEMOSTRACION DE LA LEY 3  Sim y n son enteros positivos, tenemos

@' =(a-a-----a)

m factores

=(a-a----a)a-a-----a) - (a-a-----a

m factores m factores m factores

n grupos de factores

=a-*aq-*--*a= amn
-
mn factores

Los casos para los que m = 0 o n = 0 se pueden demostrar usando para ello la definicién
de exponentes negativos. |

DEMOSTRACION DE LA LEY 4  Si n es un entero positivo, tenemos
(ab)" = (ab)(ab) - - - (ab) = (a-a-----a)(b-b+----b)=a"b"

—_— v
n factores n factores n factores

Aqui hemos empleado repetidamente las Propiedades Conmutativa y Asociativa. Si n = 0,
la Ley 4 se puede demostrar usando para ello la definicién de exponentes negativos. |

En el Ejercicio 94 nos piden demostrar las Leyes 2 y 5.

EJEMPLO 3 | Uso de las Leyes de Exponentes

(a) x4x7 — A4+T xll LCy 15 a"ad" = g™t
1
(b) y4y—7 — y4—7 — y—3 — — Ley 1: a"a" = """
y
9
C m
() == =t Ley 2: af” =q""
C a
(d) (b4)5 — b4'5 — bZO Ley 3 (@Y = a™
(e) (3x)3 = 33%3 = 27x° Ley 4: (ab)" = a"b"

x\° x° x° a\" a"
© (2) EEES) s () = 5

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 35,37 Y 39 |




SECCION 1.2 | Exponentes y radicales

EJEMPLO 4 | Simplificacién de expresiones con exponentes

Simplifique

x 3 y2x 4
(a) (2a°b*)(3ab*)’ (b) <y> <Z>
SOLUCION

(a) (2a’b?)(3ab*)? = (2a’b?*)[3°a*(b*)?]  Ley4: (ab)" = a'b"

— (2a3b2)(27a3b12) Lcy 3 (@™ = a™
= (2)(27)a*a’b*b"? Agrupe factores de la misma base
— 54a6bl4 LCy 1: a"a" = g™t
3/.2.\4 3 (y2)4,4
X X x W)X
o ()5
y z
3,84
X yXx
= F " Ley 3
¥\ 1
= (x3x4) ()}3)24 Agrupe factores de la misma base
K7y’
=— Leyes 1y2

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 43 Y 47

15

Cuando simplifique una expresion, encontrard que muchos métodos diferentes llevardn
al mismo resultado; siéntase libre de usar cualquiera de las reglas de exponentes para llegar
a su propio método. A continuacién damos dos leyes adicionales que son dtiles en la sim-

plificacién de expresiones con exponentes negativos.

LEYES DE EXPONENTES

Ley Ejemplo

Descripcion

>2 B (4 )2 Para elevar una fraccién a una potencia negativa, invierta la fraccién y

cambie el signo del exponente.

Para pasar un nimero elevado a una potencia del numerador al denominador

o del denominador al numerador, cambie el signo del exponente.

DEMOSTRACION DE LA LEY 7 Usando la definicién de exponentes negativos y luego

la Propiedad 2 de fracciones (pdgina 5), tenemos
a" l/a"

L
b

n

b _ b
1 a

En el Ejercicio 94 nos piden demostrar la Ley 6.

EJEMPLO 5 | Simplificaciéon de expresiones con exponentes
negativos

Elimine exponentes negativos y simplifique cada expresion.

6st 4 y \ 72
(a) 2S_2l2 (b) (323)
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LAS MATEMATICAS EN EL
MUNDO MODERNO

Aun cuando no observamos su presen-
cia, las matematicas permean casi to-
dos los aspectos de la vida en el
mundo moderno. Con el advenimiento
de la moderna tecnologia, las matema-
ticas desempenan una funcién cada vez
mas grande en nuestras vidas. Hoy en
dia es probable que alguien sea des-
pertado por un reloj de alarma digital,
hizo una llamada telefénica con transmi-
sién digital, envié un mensaje de e-mail
en la Internet, manejé un auto con in-
yeccion controlada digitalmente, escu-
choé musica en un reproductor de CD o
MP3, quiza vio televisién digital o un
DVD, luego durmié en una habitacion
cuya temperatura estaba controlada
por un termostato digital. En cada una
de estas actividades, las matematicas
intervienen en forma decisiva. En gene-
ral, una propiedad, como por ejemplo
la intensidad o frecuencia del sonido, el
nivel de oxigeno en la emisién del es-
cape de un auto, los colores en una
imagen, o la temperatura de una habi-
tacion, son transformados en sucesio-
nes de nimeros por refinados algorit-
mos matematicos. Estos datos
numeéricos, que suelen estar formados
por muchos millones de bits (los digi-
tos 0y 1), son transmitidos y reinterpre-
tados. Trabajar con estas cantidades
enormes de datos no fue posible sino
hasta la invencion de computadoras,
maquinas cuyos procesos logicos fue-
ron inventados por matematicos.

Las aportaciones de las matemati-
cas en el mundo moderno no estan li-
mitadas a avances tecnoldgicos. Los
procesos logicos de las matematicas se
emplean ahora para analizar complejos
problemas en ciencias sociales, politi-
cas y biolégicas en formas nuevas y
sorprendentes. Los avances en mate-
maticas contintan y, algunos de los
mas emocionantes, se dieron tan sélo
en la década pasada.

En otro libro, llamado Mathematics
in the Modern World, describiremos con
mas detalle el modo en que las mate-
maticas influyen en nuestras activida-
des diarias.

SOLUCION

(a) Usamos la Ley 7, que nos permite pasar un nimero elevado a una potencia del nume-
rador al denominador (o viceversa) cambiando el signo del exponente.

t~* pasa al denominador y
se convierte en 7*

6st 4 B 6ss”

2w o Y
s~2 pasa al numerador y
se convierte en s° X
35
= ? Ley 1

(b) Usamos la Ley 6, que nos permite cambiar el signo del exponente de una fraccién al

invertir la fraccion.
-2 3\ 2
3z
(r) =(5) e

926
= Leyes5y4
y
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V¥ Notacion cientifica

Los cientificos usan notacién exponencial como una forma compacta de escribir nimeros
muy grandes y nimeros muy pequefios. Por ejemplo, la estrella mds cercana ademas del Sol,
Proxima Centauri, estd aproximadamente a 40,000,000,000,000 de km de distancia. La masa
del atomo de hidrégeno es alrededor de 0.00000000000000000000000166 g. Estos nimeros
son dificiles de leer y escribir, de modo que los cientificos por lo general los expresan en
notacion cientifica.

NOTACION CIENTIFICA

Se dice que un nimero positivo x esta escrito en notacion cientifica si esta
expresado como sigue:

x=a X 10" donde 1 = a < 10y n es un entero

Por ejemplo, cuando decimos que la distancia a la estrella Proxima Centauri es 4 X 10"
km, el exponente positivo 13 indica que el punto decimal debe recorrerse 13 lugares a la
derecha:

4 X 10" = 40,000,000,000,000
\_/\

Mueva el punto decimal 13 lugares a la derecha

Cuando decimos que la masa de un dtomo de hidrégeno es 1.66 X 10™** g, el exponente
—24 indica que el punto decimal debe moverse 24 lugares a la izquierda:

1.66 X 10~** = 0.00000000000000000000000166
-

Mueva el punto decimal 24 lugares a la izquierda



Para usar notacién cientifica en una
calculadora, presione la tecla marcada
0 0 para ingresar el ex-
ponente. Por ejemplo, para ingresar el
nimero 3.629 X 10" en una calcula-
dora TI-83, ingresamos

3.629 15

y en la pantalla se lee

3.629€e15

En el Apéndice Cdlculo de cifras
significativas vea guias para trabajar
con cifras significativas.

Es cierto que el nimero 9 tiene dos rai-
ces cuadradas, 3 'y —3, pero la notacién
V9 estd reservada para la rafz cuadrada
positiva de 9 (a veces llamada raiz
cuadrada principal de 9). Si deseamos
tener la raiz negativa, debemos escribir
—V9, que es —3.
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EJEMPLO 6 | Cambio de notacién decimal a cientifica

En notacién cientifica, escriba cada uno de los nimeros siguientes.

(a) 56,920 (b) 0.000093

SOLUCION

(a) 56,920 = 5.692 X 10* (b) 0.000093 = 9.3 X 10>

© _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 77 Y 79 |

Con frecuencia se usa notacién cientifica en una calculadora para ver un nimero muy
grande o uno muy pequefio. Por ejemplo, si usamos calculadora para elevar al cuadrado el
nimero 1,111,111, la pantalla puede exhibir (dependiendo del modelo de calculadora) la
aproximacion

(1.234568 12| o |[1.23468 12|

Aqui los digitos finales indican la potencia de 10 e interpretamos el resultado como

1.234568 X 10"

EJEMPLO 7 | Célculo con notacién cientifica

Sia = 0.00046, b =~ 1.697 X 10%, y ¢ = 2.91 X 10~ ', use calculadora para aproximar
el cociente ab/c.

SOLUCION  Podriamos ingresar los datos usando notacion cientifica, o bien, podria-
mos usar leyes de exponentes como sigue:

ab (4.6 X 107%)(1.697 X 10%)

¢ 291 X 10718

(4.6)(1.697)
2091

~ 2.7 X 10%

X 10—4+22+18

Expresamos la respuesta redondeada a dos cifras significativas porque el menos preciso de
los nimeros dados se expresa a dos cifras significativas.

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 83 Y 85 |

V¥ Radicales

Sabemos lo que 2" significa siempre que n sea un entero. Para dar significado a una po-
tencia, por ejemplo 2*°, cuyo exponente es un nimero racional, necesitamos estudiar ra-
dicales.

El simbolo \/" significa “la raiz positiva de”. Entonces

Va=b significaque b>=a b=0
g q y

Como a = b* = 0, el simbolo V/a tiene sentido sélo cuando a = 0. Por ejemplo,

V9 =3  porque 3¥=9 y 3=0
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Las raices cuadradas son casos especiales de las raices n. La raiz n de x es el nimero que,
cuando se eleva a la n potencia, dard x.

DEFINICION DE UNA RAIZ n
Si n es cualquier entero positivo, entonces la raiz n principal de a se define como
SIgue: Va=b significaque b" = a

Si n es par, debemos tenera =0y b = 0.

Por lo tanto,
V81 =3 porque 3*=81 y 3=0
V-8 = -2 porque (—2)*= -8

Pero V-8, V—8 y /=8 no estdn definidas. (Por ejemplo, V' —8 no estd definida por-
que el cuadrado de todo nimero real es no negativo.)
Notese que

V& =V16=4 pero V(—4)? = V16 = 4 = | —4]|

Entonces la ecuacion \/c? = a no siempre es verdadera; lo es s6lo cuando a = (. No obs-
tante, siempre podemos escribir Va? = |a| Esta dltima ecuacién es verdadera no sélo
para raices cuadradas, sino para cualquier raiz par. Esta y otras reglas empleadas para tra-
bajar con raices n se citan en el recuadro siguiente. En cada propiedad suponemos que
existen todas las raices dadas.

PROPIEDADES DE RAICES n

Propiedad Ejemplo

1. Vab = Va\/b V/=8-27 = V=8V27 = (-2)(3) = —6
, sfa_Va J16 _ Vie _2

“No b 81 BT 3

3, /e =Va /729 = 729 = 3
4. V/a"=a sinesimpar (5P =-5 V2°=2

. Va" = |a| sinespar V(=3)*=|-3]=3

(9}

EJEMPLO 8 | Simplificacion de expresiones con raices n
(a) W = \/3 xx Factorice el cubo més grande
= \3/;\%; Propiedad 1: Vab = VaVb
= x% Propiedad 4: Vo = a
(b) V81xsy* = WWW Propiedad 1: Vabe = Va\/bVe
=3V )yl Propiedad 5: Va* = la|
=3x?|y| Propiedad 5: Va* = lal, |x*| = x?
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@ Evite el siguiente error:

Va+b X Va+ Vb

Por ejemplo, si hacemos a = 9y
b = 16, entonces vemos el error:

V9 + 16 £ V9 + V16
V2523 +4
5 27 Error!
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Con frecuencia es ttil combinar radicales semejantes en una expresion, por ejemplo
2V/3 + 5V/3. Esto se puede hacer usando la Propiedad Distributiva. Asf,

2V3+5V3=02+5V3=7V3

El siguiente ejemplo ilustra mds atin este proceso.

EJEMPLO 9 | Combinacién de radicales

(a) V32 + V200 = V16-2 + V100-2 Factorice los cuadrados mds grandes
=V16V2 + VI00V2 Propiedad 1: Vab = VaVh
=4V2 + 10V2 = 14V2  Propiedad Distributiva

(b) Sib > 0, entonces

V256 — Vb? = V25V — V2 \Vb Propiedad 1: Vab = VaVb

=5Vb - b\Vb Propiedad 5, b > 0
=(5- b)\/l; Propiedad Distributiva
® _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 29 Y 33 |

V Exponentes racionales

Para definir lo que significa exponente racional, o bien, lo que es lo mismo, un exponente
[fraccionario, como por ejemplo a'’, necesitamos usar radicales. Para dar significado al sim-
bolo a'" de forma que sea consistente con las Leyes de Exponentes, tendriamos que tener

(al/n)n — a(l/n)n — al =a

Entonces, por la definicidn de la raiz n,

a'l" = Va

En general, definimos exponentes racionales como sigue:

DEFINICION DE EXPONENTES RACIONALES

Para cualquier exponente racional #2/n en sus términos més elementales, donde m y n
son enteros y n > 0, definimos

n

a"" = (\a)"  olo que es equivalente """ = Va"

Si n es par, entonces requerimos que a = 0.

Con esta definicion se puede demostrar que las Leyes de Exponentes también se cumplen
para exponentes racionales.

EJEMPLO 10 | Uso de la definicion de exponentes racionales
(@) 47 = V4 =2
(b) 87 = (VB =22=4 Solucién alternativa: 823 = /82 = V64 = 4

©unsr-— -t 1 g L _1_,
1251/3 13/125 5 3 .X'4 x4/3
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—4/3
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DIOFANTO Vivi6 en Alejandria hacia el
ano 250 d.C. Su libro Arithmetica es
considerado el primer libro de algebra
donde da métodos para hallar solucio-
nes enteras de ecuaciones algebraicas.
Arithmetica fue leido y estudiado du-
rante mas de mil anos. Fermat (vea pa-
gina 99) hizo algunos de sus mas im-
portantes descubrimientos cuando
estudiaba este libro. La mayor aporta-
cion de Diofanto es el uso de simbolos
para representar las incégnitas en un
problema. Aun cuando su simbolismo
no es tan sencillo como el que usamos
ahora, fue un avance considerable para
escribir todo en palabras. En la nota-
cion de Diofanto, la ecuacion

X —7xX +8x —5=24
se escribe
AK”asn A"’{AZSL”KS

Nuestra moderna notacion algebraica
no entré en uso comun sino hasta el si-
glo xvi.

EJEMPLO 11 | Uso de las leyes de exponentes

con exponentes racionales

() a1/3a7/3 _ a8/3 Ley I a"a" = a"*"
2/5 /5 m
(b) a 36/15 = gM5+75-305 — 46l5 Ley 1, Ley 2: iT” =g
a
(©) (2a3b4)3/2 — 23/2(a3)3/2(b4)3/2 Ley 4: (abc)" = a"b"c"
— (\f2)3a3(3/2>b4(3/2> Ley 3: (uu,)” = g
= 2V2a°p°
2x3/4 3 y4 23(x3/4)3
(d) ( yl/3 T = (y1/3)3 . (y4xl/2) Leyes 5,4y 7
8 9/4
= xT-y4xl/2 Ley3
= 8)611/4))3 Leyes 1y?2
“ _( AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 61, 63,67 Y 69 |

EJEMPLO 12 | Simplificacién al escribir radicales

como exponentes racionales

@ (2Vx)(3Vx) = (2x'?)(3x'?)

Definicién de exponentes racionales

= 6x2t13 = 6x¥6  Ley1
(b) VoV = (xx!72)12 Definicién de exponentes racionales
— (x3/2)1/2 Ley I
= x¥ Ley 3
“ (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 71 Y 75 |

V Racionalizacion del denominador

A veces es util eliminar el radical en un denominador al multiplicar el numerador y el de-
nominador por una expresion apropiada. Este procedimiento se denomina racionalizaciéon
del denominador. Si el denominador es de la forma Va, multiplicamos numerador y deno-
minador por Va. Al hacer esto multiplicamos por 1 la cantidad dada, de modo que no
cambiamos su valor. Por ejemplo,

Va _Va

1 1 1
Na Na'TNa'Na  a

Nétese que el denominador de la dltima fraccién no contiene radical. En general, si el de-
. n . . .
nominador es de la forma V @™ con m < n, entonces multiplicar el numerador y denomi-
n _ . . . .
nador por V a"~ " racionalizara el denominador, porque (para a > 0)

N am™\arm = N amm = NV an = a

EJEMPLO 13 | Racionalizacién de denominadores

Esto es igual a 1

@ Lo 2. Vi 23
V3T V3V 3
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1.2 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1.

(a) Usando notacién exponencial, podemos escribir el producto
5:5:5-5+5como .
(b) En la expresion 3* el ndmero 3 se denomina s

y el nimero 4 se llama

. (a) Cuando multiplicamos dos potencias con la misma base,

los exponentes. Por tanto, 3* - 3° =

(b) Cuando dividimos dos potencias con la misma base,
5

los exponentes. Por tanto, — =
32

. . A3
. (a) Usando notacién exponencial, podemos escribir V5

como

(b) Usando radicales, podemos escribir 5"/

(¢) ¢Hay diferencia entre V52 y (V5)*? Explique.

como

. Explique qué significa 4*” y, a continuacién, calcule 4”2 en dos

formas diferentes:

(41/2) — fo)

@ -

. Explique cdmo racionalizar un denominador y luego

o N 1
complete los siguientes pasos para racionalizar ——:

V3
1 _ 1 .
V3 V3

. Encuentre la potencia faltante en el siguiente cdlculo:

5.5 =35,

HABILIDADES

7-14 m Escriba cada expresion radical usando exponentes, y
cada expresion exponencial usando radicales.

10.
11.
12.

Expresion radical Expresion exponencial

1
V5
3 72

4273

11 —=3/2

5 53

2~ 1.5

4

4

4

4

4

4

4

4

Expresion radical Expresion exponencial

13. a*”?

15-24 m Evalie cada expresion.

15. (a) —3? () (—-3)° © (-3
_ 107 3

16. (a) 5572 ®) © 33

-3
17. @ ()27 b © (1)
18. (a) (—3)° ) ()% © )67
19. (a) V16 () /16 © Vi
20. (a) V64 (b) V/—64 (¢) V=32
21 (@ Vi (b) /256 © V&
22. (a) VIV28 (b) % (¢) V24V/54
23. (@ (3”2 (b) (—32)*° (¢) —32%
24. (a) 10247 ) (—%)" © @™
25-28 m Evalde la expresiéon usandox = 3,y =4yz = —1.
25. Va2 +y? 26. Vx3 + 14y + 2z
27. (9x)* + (29) + 2B 28. (xy)*
29-34 m Simplifique la expresion.
29. V32 + VI8 30. V75 + V48
31. V96 + V3 32. V48 — V3

33 Viex + Va® 34. V2t — Vy

35-40 m Simplifique cada expresion.

35. (a) x%x? (b) (3yH)(4y%) (c) x>

36. (a) x °x3 b) w 2w u® () 2237
10,,0 6 9 -2
3. @ 2 ® © =
y X
2.4
38. (a) (b) (2y%)° (¢) (8x)?

277!



4

4

4

4

4

? 4

4

4

39. (a) (a*a*)’?

49. (a)

55. V16x® 56.
57. V64a'd’ 58.
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a2 3
(b) (Z)

(b) (2a’a*)*

(¢) (32)%62%)7?

3X4 2
© (r)

41-52 m Simplifique la expresién y elimine cualquier exponente(s)
negativo(s).

40. (a) (222)75:"°

41. (a) (4x>y*")(2x%y) (d) (8a’2)(3a’z")
42. (a) b*(3ab*)(2a*h ™) (b) (25 ) (3s"r)(161%)
43. (a) (5xHhH(BxH°)* (b) (2a°b*)}(5a%b°)°
4. (a) (s %2)(s%)’? (b) (2u**)*(Bu"v)?
6y’ (2!
45. (a) 2 (b) )
2x3y* (2v'w)?
46. (a) x5y3 (b) ';wz

a’b? -1,2\2
47. (a) < > < ) (b) w

48. (a) (Zyz )( S

8a’h 4
2a73b3

(
5 -2 -1 -3
50. (a) (b) (2“ b)
( r

(rs?)?
S

Xy

()
51. (a) | — b
@ (55 » (5=
st ) (xy’zz"})’3

52. (a b) | 55—

@) (55*'1 ® 5
53-60 m Simplifique la expresion. Suponga que las letras denotan
cualesquier nimeros reales.

53. VWt 54, Vx'

\3/x3y6
Va*bV64a'h
V22

61-70 m Simplifique la expresién y elimine cualesquier exponente(s)
negativo(s). Suponga que todas las letras denotan nlimeros positivos.

59. V\V/64x6 60.

63. (a)

67. (@) ———

61. (a) x'i/4 5/4

62. (a) (4b)"(8b')

w4/ 3 w2/ 3

64. (a) (8y) ™"
65. (a) (8a°b**)**
66. (a) (X_S 1/3) 3/5
(8s % )2/3
/4

(7%

)ng 4N —1/4
68. (a) <16y4/3>

(b) y2/'§ 4/3
(b) (3(13/4) (5a1/2)
s5/2(2s5/4)2

S1/2

(b)

)—1/3

(b) (u*®
(b) (4a%%)"?

(b) (2xy 48y ¥2)~ 12
(32y5210)1s
(64y0z~12)~1/0

_8y3/4 —-1/3
(b) ( G

(b)

4

4

4

4

4

x72/3 x—z
«09. (a) (7 3
y y

. 4y322/3 2/ xT3yON\ 13
®) 172 8z*

1/6b
70.(a)(x1y)(

(9st)3/2 3572\ !
) (27s3t—4)2/3 4[1/3

71-76 m Simplifique la expresién y elimine cualesquier
exponente(s) negativo(s). Suponga que todas las letras denotan nu-

meros positivos.

1 (@) Vi V52

72. (a) Vb \Vb
73. (a) Vast* V52

74. (a) \/ x3y? \/1())c4y16
5. (a) VyVy

76. (a) VsVs?

®) (5Vx)(2Vx)
) 2Va)(Va?)

4
x7

® Ve

(b)
Vi
3
b) 16u51)
uv
2.4
) 4/ 54x y

77-78 m Escriba cada nimero en notacion cientifica.

<77. (a) 69,300,000

(c) 0.000028536

78. (a) 129,540,000
(c) 0.0000000014

(b) 7,200,000,000,000
(d) 0.0001213

(b) 7,259,000,000
(d) 0.0007029

79-80 m Escriba cada nimero en notacion decimal.

79. (a) 3.19 X 10°

(c) 2.670 X 1078

80. (a) 7.1 x 10"
(c) 8.55x107°

(b) 2.721 X 108
(d) 9.999 X 107°
(b) 6 X 10"

(d) 6.257 X 10710

81-82 m Escriba en notacion cientifica el nimero indicado en cada

enunciado.

81. (a) Un aio luz, la distancia que recorre la luz en un afio, es al-
rededor de 5,900,000,000,000 millas.

(b) El didmetro de un electrén alrededor de 0.0000000000004

centimetros.

(¢) Una gota de agua contiene mds de 33 trillones de moléculas.

82. (a) La distancia de la Tierra al Sol es de unos 93 millones de
millas.

(b) La masa de una molécula de oxigeno es de unos
0.000000000000000000000053 g.

(¢) La masa de la Tierra es de unos
5,970,000,000,000,000,000,000,000 kg.

83-88 m Use notacion cientifica, las Leyes de Exponentes, y una
calculadora para ejecutar las operaciones indicadas. Exprese su res-
puesta redondeada al nimero de digitos significativos indicados por
los datos dados.

© 83, (7.2 X 107°)(1.806 X 10~2)



84

. (1.062 X 10*%)(8.61 X 10')
1.295643 % 10°

« 85.
(3.610 X 107'7)(2.511 x 10°)
36 (73.1)(1.6341 x 10%)
) 0.0000000019
87 (0.0000162)(0.01582)
" (594,621,000)(0.0058)
(3.542 X 107%)°
8. o
(5.05 X 10%)
89-92 m Racionalice el denominador.
1 2 X
« 89. (a) —(— b f c \/7
(a) V1o b) /7 (© 3
5 X y
90. — b — —
@ 12 ® \ﬁ © 7%
« 91 2 b ! =
O @ S (b) 7 ©
1 a 1
92. (a) a (b) - x (©) o
93. Sean a, b y ¢ nimeros reales cona > 0, b < 0y ¢ < 0. Deter-

94.

mine el signo de cada expresion.

(a) »° (b) b (¢) ab’c®
a’c?
@@ (b—a)P (e (b—a) (& Hoc6

Demuestre las Leyes de Exponentes dadas para el caso en que
my n sean enteros positivos y m > n.

(a) Ley 2 (b) Ley 5 (c) Ley 6

APLICACIONES

95

96.

97.

. Distancia a la estrella mas cercana Proxima Centauri,
la estrella mas cercana a nuestro sistema solar, esta a 4.3 aflos
luz de distancia. Use la informacién del Ejercicio 81(a) para ex-
presar esta distancia en millas.

Velocidad de la luz La velocidad de la luz es de unas
186,000 mi/s. Use la informacién del Ejercicio 82(a) para hallar
cudnto tarda un rayo de luz del Sol en llegar a la Tierra.

Volumen de los océanos El promedio de profundidad de
los océanos es 3.7 X 10° m y el 4rea de los océanos es 3.6 X
10" m?. ;Cudl es el volumen total del océano en litros? (Un
metro ctbico contiene 1000 litros.)

98.

99.

100.

101.
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Deuda nacional Al mes de julio de 2010, la poblacién
de Estados Unidos era de 3.070 X 108, y la deuda nacional
era de 1.320 X 10" délares. ;Cudnto era la parte que adeuda
cada persona?

Numero de moléculas Una sala sellada de un hospital,
con medidas de 5 m de ancho, 10 m de largo y 3 m de alto,
estd llena de oxigeno puro. Un metro cibico contiene 1000 L,
y 22.4 L de cualquier gas contienen 6.02 X 10* moléculas
(ndmero de Avogadro). ;Cudntas moléculas de

oxigeno hay en la sala?

¢A qué distancia puede usted ver? Debido a la curva-
tura de la Tierra, la distancia mdxima D a la que se puede ver
desde lo alto de un edificio de altura 4 se calcula con la féormula

D= \2rh + i*

donde r = 3960 millas es el radio de la Tierray D y h tam-
bién se miden en millas. ;A qué distancia se puede ver desde
la cubierta de observacién de la Torre CN de Toronto, que estd
a 1135 pies sobre el suelo?

Torre CN N,

Rapidez de un auto que patina La policia usa la fér-
mula s = V/30fd para calcular la rapidez s (en mi/h) a la que
un auto se desplaza si patina d pies después de aplicar repenti-
namente los frenos. El ntimero fes el coeficiente de friccion
del pavimento, que es una medida de lo “resbaloso” de la ca-
rretera. La tabla siguiente da algunos cdlculos comunes para f.

Asfalto Concreto Grava
Seco 1.0 0.8 0.2
Mojado 0.5 0.4 0.1

(a) Siun auto patina 65 pies en concreto mojado, ;cual era su
velocidad cuando se aplicaron los frenos?

(b) Si un auto corre a 50 mi/h, ;cudnto patinaré en asfalto mo-
jado?




24 CAPITULO 1 | Fundamentos

102. Distancia de la Tierra al Sol

Se deduce de la Tercera
Ley de Kepler del movimiento planetario, que el promedio de
distancia de un planeta al Sol (en metros) es

d= <%)1/3sz3
47
donde M = 1.99 X 10% kg es la masa del Sol, G = 6.67 X
107" N - m*/kg? es la constante gravitacional, y T es el pe-
riodo de la drbita del planeta (en segundos). Use el dato de

que el periodo de la drbita de la Tierra es de alrededor de
365.25 dias para hallar la distancia de la Tierra al Sol.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

103. ;Cuanto es mil millones? Si usted tuviera un millén

104.

(10°) de délares en una maleta, y gastara mil délares (10%) al
dia, ;cuantos afios tardaria en gastarse todo el dinero? Gas-
tando al mismo paso, ;cudntos afios tardarfa en vaciar la ma-
leta llena con mil millones (10°) de délares?

Potencias faciles que se ven dificiles Calcule mental-
mente estas expresiones. Use la ley de exponentes como ayuda.

18°

@ 5 (b) 20°(0.5)°

1.3 EXPRESIONES ALGEBRAICAS

105.

106.

Limite del comportamiento de potencias Com-
plete las tablas siguientes. (Qué ocurre a la n raiz de 2
cuando n se hace grande? ;Qué se puede decir acerca de
la n raiz de 1?

n 21/n n (%)I/n
1 1
2 2
5 5
10 10
100 100

Construya una tabla similar para n'”". ;Qué ocurre a la n raiz
de n cuando n se hace grande?

Comparacion de raices Sin usar calculadora, determine
cudl nimero es mds grande en cada par.

® ()"0 ()
@ V50\V3

(a) 21/2 ) 21/3
(© 71/4 041/3

Suma y resta de polinomios P Multiplicacién de expresiones algebraicas P>
Férmulas de productos notables P> Factorizacion de factores comunes P> Facto-
rizacion de trinomios P> Férmulas especiales de factorizacion P> Factorizacion

por agrupacion de términos

Una variable es una letra que puede representar cualquier nimero tomado de un conjunto
de numeros dado. Si empezamos con variables, por ejemplo x, y y z, y algunos nimeros
reales, y las combinamos usando suma, resta, multiplicacion, division, potencias y raices,
obtenemos una expresion algebraica. Veamos a continuacién algunos ejemplos:

2x2—3x + 4

y— 2z

+ 10
Vx 4

Un monomio es una expresién de la forma ax, donde @ es un nimero real y k es un
entero no negativo. Un binomio es una suma de dos monomios y un trinomio es una suma
de tres monomios. En general, una suma de monomios se llama polinomio. Por ejemplo, la
primera expresion citada lineas antes es un polinomio, pero las otras dos no lo son.

POLINOMIOS

donde ay, a,, . .

Un polinomio en la variable x es una expresion de la forma
ax"+ a,_ x" '+ -+ ax+ a,

., a, son numeros reales, y n es un entero no negativo. Si a, # 0,
entonces el polinomio tiene grado 7. Los monomios a,x* que conforman el
polinomio reciben el nombre de términos del polinomio.

Observe que el grado de un polinomio es la potencia mds alta de la variable que aparece

en el polinomio.



Propiedad Distributiva
ac + be = (a + b)c

El acrénimo FOIL nos ayuda a recor-
dar que el producto de dos binomios es
la suma de los productos de los prime-
ros (First) términos, los términos ex-
ternos (Quter), los términos internos
(Inner) y los ultimos (Last).
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Polinomio Tipo Términos Grado
2x2 —3x + 4 trinomio 2x2, —3x, 4 2
x® + 5x binomio x®, 5x 8
3 — x + x* — 3x? | cuatro términos| —3x% x2, —x, 3 3
S5x + 1 binomio S5x, 1 1
9x° monomial Ox® 5
6 monomial 6 0

V Suma y resta de polinomios

Sumamos y restamos polinomios usando las propiedades de niimeros reales que vimos en
la Seccidn 1.1. La idea es combinar términos semejantes (esto es, términos con las mismas
variables elevados a las mismas potencias) usando la Propiedad Distributiva. Por ejemplo,

5x7 4+ 3x7 = (5 + 3)x” = 8’

Para restar polinomios, tenemos que recordar que si un signo menos precede a una expre-
sién en paréntesis, entonces se cambia el signo de cada término dentro del paréntesis cuando
quitemos el paréntesis:

-b+tc)=-b-c

[Este es simplemente el caso de la Propiedad Distributiva, a(b + ¢) = ab + ac,cona = —1.]

EJEMPLO 1 | Sumay resta de polinomios
(a) Encuentre la suma (x* — 6x> + 2x + 4) + (x* + 5x* — 7x).
(b) Encuentre la diferencia (x* — 6x* + 2x + 4) — (x* + 5x* — 7x).
SOLUCION
(@) (x* —6x? 4+ 2x +4) + (x* + 5x* — 7x)
=+ x%) + (—6x* + 5x%) + (2x — 7x) + 4 Agrupe términos semejantes

=2x*—x*—5x+ 4 Combine términos semejantes
(b) (x> —6x> +2x +4) — (x* + 5x* — Tx)
=x3 —6x>+2x +4 — x> —5x% + Ix Propiedad Distributiva

=(x*—x%) + (—6x* — 5x%) + (2x + 7x) + 4  Agrupe términos semejantes
=—11x*+9%x + 4 Combine términos semejantes

® _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 15 Y 17 |

V Multiplicacion de expresiones algebraicas

Para hallar el producto de polinomios o de otras expresiones algebraicas, es necesario usar
repetidamente la Propiedad Distributiva. En particular, usdndola tres veces en el producto
de dos binomios, obtenemos

(a +b)(c+d) =alc+d) +blc+d) =ac+ ad+ bc+ bd

Esto dice que multiplicamos los dos factores al multiplicar cada término de un factor por
cada término del otro factor y sumamos estos productos. Esquematicamente, tenemos

¥

P R

(a + b)(c +d) =ac+ ad + bc + bd
1 T )
F 0 1 L
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En general, podemos multiplicar dos expresiones algebraicas usando para ello la Propie-
dad Distributiva y las Leyes de Exponentes.

EJEMPLO 2 | Multiplicacién de binomios usando FOIL

R
(2x + 1)(3x — 5) = 6x* — 10x + 3x —

5
~ 1 T T
L

Propiedad Distributiva

F O I
=6x*—7x—5 Combine términos semejantes
© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 23 |

Cuando multiplicamos trinomios u otros polinomios con mds términos, usamos la Pro-
piedad Distributiva. También es util acomodar nuestro trabajo en forma de tabla. El si-
guiente ejemplo ilustra ambos métodos.

EJEMPLO 3 | Multiplicaciéon de polinomios
Encuentre el producto:  (2x + 3)(x* — 5x + 4)

SOLUCION 1: Usando la Propiedad Distributiva

(2x +3)(x* = 5x +4) = 2x(x* = S5x + 4) + 3(x* — 5x + 4) Propiedad Distributiva
= (2x+x* — 2x-5x + 2x-4) + (3-x* — 3-5x + 3-4) Propiedad Distributiva
= (2x> — 106 + 8x) + (3x* — 15x + 12) Leyes de Exponentes
=27 =T —Tx + 12 Combine términos semejantes

SOLUCION 2: Usando forma de tabla

x*— 5x+ 4
2x + 3
3 — 15x + 12 Multiplique x> — 5x + 4 por 3
2 — 106% +  8x Multiplique x> — Sx + 4 por 2x
23— T — Ix+ 12 Sume términos
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 45 |

V Formulas de productos notables

Ciertos tipos de productos se presentan con tanta frecuencia que es necesario aprenderlos.
Se pueden verificar las siguientes formulas al ejecutar las multiplicaciones.

Vea en el Proyecto de descubri- |

miento, citado en la pagina 34, FORMULAS DE PRODUCTOS NOTABLES

una interpretacion geométrica de . . . . .

algunas de estas formulas. Si Ay B son niimeros reales cualesquiera o expresiones algebraicas, entonces
1. (A + B)(A — B) = A? — B? Suma y producto de términos iguales
2. (A + B)2 = A% + 2AB + B? Cuadrado de una suma
3.(A—B)?=A>—-2AB + B? Cuadrado de una diferencia
4. (A + B)’ = A* + 3A’B + 3AB*> + B® Cubo de una suma
5. (A—B)'=A’ — 3A’B + 3AB* - B® Cubo de una diferencia
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La idea clave en el uso de estas férmulas (o cualquier otra férmula en dlgebra) es el
Principio de Sustitucién: podemos sustituir cualquier expresion algebraica por cualquier
letra en una férmula. Por ejemplo, para hallar (x* + y*)* usamos la Férmula 2 de Productos,
sustituyendo x* por A y y* por B, para obtener

(* + )2 = (&%) + 2() () + ()

A+B’ = A* + 2B + B

EJEMPLO 4 | Uso de las féormulas de productos notables
Use las férmulas de productos notables para hallar cada producto.
@ (3x +5)° (b) (x* = 2)’
SOLUCION
(a) Sustituyendo A = 3xy B = 5 en la Férmula 2 de Productos, obtenemos:
(3x + 5)% = (3x)* + 2(3x)(5) + 5% = 9x* + 30x + 25
(b) Sustituyendo A = x* y B = 2 en la Férmula 5 de Productos, obtenemos:
(2 = 2)' = () = 3(2)2) + 3 - 2
=x5—6x*+ 12x2— 8

“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 29 Y 41 |

EJEMPLO 5 | Uso de las férmulas de productos notales

Encuentre cada producto.

(@) (2x — Vy)(2x + VYy) b)) x+y—Dx+y+1)

SOLUCION

(a) Sustituyendo A = 2x y B = Vy en la Férmula 1 de Productos, obtenemos:
(2r = Vy)(2x + Vy) = () = (Vy)? = 42 =y

(b) Si agrupamos x + y y la vemos como una expresion algebraica, podemos usar la
Férmula 1 de Productos conA = xy B = 1.

(ty-—Daty+1)=[x+y) - 1x+y) +1]

=(x+y)*—1? Férmula de Producto 1
=x+2y+y -1 Férmula de Producto 2
© AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 55 Y 59 |

V Factorizacion de factores comunes

Usamos la Propiedad Distributiva para expandir expresiones algebraicas. A veces necesita-
mos invertir este proceso (de nuevo usando la Propiedad Distributiva) al factorizar una
expresion como un producto de otras mas sencillas. Por ejemplo, podemos escribir

MMM FACTORIZACION NI
¥ —4=(x—-2)(x+2)
@  EXPANSION

Decimos que x — 2 y x + 2 son factores de x* — 4.
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VERIFIQUE SU RESPUESTA

La multiplicacién da

3x(x —2) =3x*—6x ¥V

VERIFIQUE SU RESPUESTA

La multiplicacién da
2xy%(4x® + 3x%y — y?)
= 8x*Yy? + 6xy? — 20yt WV

VERIFIQUE SU RESPUESTA

La multiplicacién da

x+3Nax+4)=x*+7x+12

factores de a

) J
ax*+ bx + ¢ = (px + r)(gx + )
1 i
factores de ¢

El tipo mds sencillo de factorizacién se presenta cuando los términos tienen un factor
comun.
EJEMPLO 6 | Factorizacion de factores comunes
Factorice lo siguiente.
(a) 3x* — 6x (b) 8x*y? + 6x%y3 — 2xy*
(© 2x+4)(x—3) —5x—3)
SOLUCION
(a) El mdximo factor comiin en los términos 3x* y —6x es 3x, de modo que tenemos
3x? — 6x = 3x(x — 2)
(b) Observamos que
8, 6 y —2 tienen el mdximo factor comiin 2
x*, ¥’ y x tienen el mdximo factor comiin x
y%, ¥’ y ¥* tienen el mdximo factor comdn y*
Por tanto, el maximo factor comiin de los tres términos del polinomio es 2xy*, y tenemos
8xy? + 6yt — 2xy* = (2xy?)(4x) + (2xy?)(3x%y) + (20y%)(—y?
= 2xy*(4x® + 3x%y — y?)
(¢) Los dos términos tienen el factor comun x — 3.
(2x +4)(x —3) = 5(x —3)=[(2x +4) = 5](x —3)  Propiedad Distributiva
=2x — 1)(x—3) Simplifique
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 61,63 Y 65 |

V Factorizacion de trinomios
Para factorizar un trinomio de la forma x* + bx + ¢, observamos que
x+r)(x+s)=x*+(+s)x+rs

por lo que necesitamos escoger nimeros ry s talesque r + s = by rs = c.

EJEMPLO 7 | Factorizar x> + bx + ¢ por ensayo y error.
Factorice: x> + 7x + 12

SOLUCION  Necesitamos hallar dos enteros cuyo producto sea 12 y cuya suma sea 7. Por
ensayo y error encontramos que los dos enteros son 3 y 4. Entonces, la factorizacién es

X2+ Tx+12=(x +3)(x + 4)
2

factores de 12

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 67 u

Para factorizar un trinomio de la forma ax*> + bx + ¢ con a # 1, buscamos factores de
la forma px + ry gx + s:
ax®> + bx + ¢ = (px + r)(gx + s) = pgx* + (ps + qr)x + rs

Por tanto, tratamos de hallar nimeros p, g, ry s talesque pg = ayrs = c,ps + gr = b. Si
estos nimeros son enteros todos ellos, entonces tendremos un nimero limitado de posibili-
dades de intentar conseguir p, g, r' y s.



VERIFIQUE SU RESPUESTA

La multiplicacién da

Bx+52x—1)=6x*+7x—5 ¢
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EJEMPLO 8 | Factorizacién de ax® + bx + ¢ por ensayo y error
Factorice: 6x? + 7x — 5

SOLUCION  Podemos factorizar 6 como 6 - 103 -2 y =5como —=5-105-(—1).Al
tratar estas posibilidades, llegamos a la factorizacién

factores de 6

6x> + 7x —5=(3x+ 5)(2x — 1)
r 7

factores de —5

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |

EJEMPLO 9 | Reconocer la forma de una expresion
Factorice lo siguiente.

(@ x*—2x—3 (b) 5a +1)*—205a+1) -3
SOLUCION

(a) x> —2x—3= (x=3)x+1) Ensayo y error
(b) Esta expresion es de la forma

2-2 -3
donde representa 5a + 1. Esta es la misma forma que la expresién de la parte (a), de
modo que se factoriza como ( = 3) + 1).

(Sa+ 1Y —25a+1)—-3=[(5a+1)—3](5a+1)+1]
= (5a — 2)(5a + 2)
& _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 71 [

V Férmulas especiales de factorizacion

Algunas expresiones algebraicas notables se pueden factorizar usando las férmulas que si-
guen. Las tres primeras son simplemente Férmulas de Productos Notables escritas a la in-
versa.

FORMULAS ESPECIALES DE FACTORIZACION
Férmula Nombre
1. A”—B*=(A )( B) Diferencia de cuadrados

A’ + 2AB + B* = B)? Cuadrado perfecto

(4
A’ —2AB + B> = (A — B)? Cuadrado perfecto

2.
3.
4, A’ — B’ = (A — B)(A> + AB + B?) Diferencia de cubos
5. A+ B*= (A + B)(A> — AB + B?) Suma de cubos

EJEMPLO 10 | Factorizacion de diferencias de cuadrados
Factorice lo siguiente.

(a) 4x* — 25 (b) (x +y)* — z?
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LAS MATEMATICAS EN EL
MUNDO MODERNO

Cambio de palabras, sonido e
imagenes en numeros

Imagenes, sonido y texto se transmiten
rutinariamente de un lugar a otro por
la Internet, aparatos de fax o médem.
;Como pueden estas cosas transmitirse
por cables telefénicos? La clave para
hacer esto es cambiarlas en nimeros o
bits (los digitos 0 o 1).Es facil ver cémo
cambiar texto a nimeros. Por ejemplo,
podriamos usar la correspondencia

A = 00000001,B = 00000010,

C = 00000011,D = 00000100,

E = 00000101,y asi sucesivamente. La
palabra “BED” (CAMA) se convierte en-

tonces en 000000100000010100000100.

Al leer los digitos en grupos de ocho, es
posible transformar este nimero de
nuevo a la palabra“BED".

Cambiar sonidos a bits es mas com-
plicado. Una onda de sonido puede
ser graficada en un osciloscopio o en
computadora. La gréfica se descompone
a continuaciéon matematicamente en
componentes mas sencillos correspon-
dientes a las diferentes frecuencias del
sonido original. (Aqui se usa una rama
de las matematicas de nombre Andlisis
de Fourier.) La intensidad de cada
componente es un nimero, y el
sonido original puede reconstruirse a
partir de estos numeros. Por ejemplo,
se almacena musica en un CD como
una sucesion de bits; puede verse
como 101010001010010100101010
1000001011110101000101011....(Un
segundo de musica requiere 1.5 millo-
nes de bits). El reproductor de CD re-
construye la musica a partir de los nu-
meros presentes en el CD.

Cambiar imdgenes a nimeros com-
prende expresar el color y brillantez de
cada punto (o pixel) en un nimero.
Esto se hace en forma muy eficiente
usando una rama de las matematicas
llamada teoria ondulatoria. El FBI em-
plea trenes de ondas como forma com-
pacta de almacenar en archivo millo-
nes de huellas dactilares que necesitan.

SOLUCION
(a) Usando la férmula de Diferencia de Cuadrados con A = 2x y B = 5, tenemos

4x* — 25 = (2x)2 — 52 = (2x — 5)(2x + 5)

A2 — B> = (A -B@A + B)
(b) Usamos la férmula de Diferencia de Cuadrados conA =x + yy B = z.
x+y)l—-22=@x+y—-2)x+y+2)

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 75 Y 109 |

EJEMPLO 11 | Factorizacién de diferencias y sumas de cubos
Factorice cada polinomio.
(a) 27x° — 1 (b) x°*+ 8

SOLUCION
(a) Usando la férmula de la Diferencia de Cubos con A = 3x y B = 1, obtenemos

27x* — 1 = (3x)* — 1> = (3x — 1)[(3x)* + (Bx)(1) + 17]
=GBx—1)(9%*+3x+ 1)
(b) Usando la férmula de Suma de Cubos con A = x* y B = 2, tenemos
X0+ 8=+ 20 =(x?+2)(x* — 2x* + 4)
© (AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 77 Y 79 H

Un trinomio es un cuadrado perfecto si es de la forma

A® + 2AB + B? ) A®> — 2AB + B?

Por lo tanto, reconocemos un cuadrado perfecto si el término medio (2AB o —2AB) es
mads o menos dos veces el producto de las raices cuadradas de los dos términos externos.
EJEMPLO 12 | Reconocer cuadrados perfectos

Factorice cada trinomio.
@ x>+6x+9
SOLUCION

(b) 4x* — 4xy + y2

(@) AquiA =xy B = 3, de modo que 2AB = 2 - x - 3 = 6x. Como el término medio es
6x, el trinomio es un cuadrado perfecto. Por la férmula del Cuadrado Perfecto tenemos

x2+6x+9=(x+3)
(b) AquiA = 2xy B =y, de modo que 2AB = 2 - 2x - y = 4xy. Como el término medio

es —4xy, el trinomio es un cuadrado perfecto. Por la formula del Cuadrado Perfecto
tenemos

4x? — dxy + y* = (2x — y)?

©_ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 105 Y 107 |

Cuando factorizamos una expresion, a veces el resultado puede factorizarse atin mas. En
general, primero factorizamos factores comunes y luego inspeccionamos el resultado para
ver si puede ser factorizado por cualquiera de los otros métodos de esta seccidon. Repetimos
este proceso hasta que hayamos factorizado completamente la expresion.
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EJEMPLO 13 | Factorizar por completo una expresiéon

Factorice por completo cada expresion.

(a) 2x* — 8x? (b) x%y? — xy°
SOLUCION
(a) Primero factorizamos la potencia de x que tenga el exponente mds pequefio.
24— 8x% = 2x*(x? — 4) El factor comiin es 2x?
=2x%(x — 2)(x + 2) Factorice x* — 4 como una diferencia de cuadrados

(b) Primero factorizamos las potencias de x y de y que tengan los exponentes mds pequefios.

xy? = xy° = xp?(x* — y?) El factor comtin es xy>
=2 (x? + yH(x? — y?) Factorice x* — y* como una diferencia de cuadrados
=Xy 2(x2 +y 2)(x + )X = ¥)  Factorice x* — y? como una diferencia de cuadrados
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 115 Y 117 |

En el siguiente ejemplo factorizamos variables con exponentes fraccionarios. Este tipo
de factorizacién se presenta en calculo.

EJEMPLO 14 | Factorizar expresiones con exponentes
fraccionarios

Factorice lo siguiente.

(a) 3x** —ox'"2 + 6x7 12 b) 2+ x)x+2+x)"
SOLUCION
(a) Factorice la potencia de x que tenga el exponente mds pequeiio, es decir, x 2.
32 1/2 “1/2 — a2, —1/2(,2 . ~1/
Para factorizar x ' de x*2, restamos 37— 9x!? 4 61 = 3y /(x —3x+2) Factorice 3x~*
exponentes: = 3x_1/2(x - x—2) Factorice la ecuazcién de
L2 = xfl/z(x.%/zf(fl/Z)) segundo gradox~ — 3x + 2
= () (b) Factorice la potencia de 2 + x que tenga el exponente mds pequeiio, es decir,
Q+x
— x*I/Z(x2) _ar3 13 o3 . 2/3
C+x) " x+2+x)"=2+x)"[x+2+x)] Factorice (2 + x) ™%
=2+ x) 72+ 2x) Simplifique
=22+ x) (1 + x) Factorice 2

VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

Para ver que haya factorizado correctamente, multiplique usando las Leyes de Exponentes.

(@) 3x "(x* — 3x + 2) b) 2+ x)Px+2+x)]
= 332 — Ox12 4 gy 12 v =Q2+x) P+ 2+x)" v
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V Factorizacion por agrupacion de términos

Los polinomios con al menos cuatro términos pueden factorizarse a veces por agrupacion
de términos. El siguiente ejemplo ilustra la idea.

EJEMPLO 15 | Factorizacidn por agrupacion

Factorice lo siguiente.
@ x> +x>+4x+4 () x> —2x2—-3x+6
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SOLUCION

(@ x* + x? +4)c-i-4—()c3

x?) + (4x + 4)
1) +4(x +
X +1)

Agrupe términos
1) Factorice factores comunes

(x

Factorice x + 1 de cada término

(b) x> —2x* —3x+ 6 = (x x?) — (3x — 6) Agrupe términos
=x*(x — 2) —3(x —2) Factorice factores comunes
=x?=3)(x—2) Factorice x — 2 de cada término

© (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 83

1.3 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Considere el polinomio 2x° + 6x* + 4x°.

(Cudntos términos tiene este polinomio? ____
Enliste los términos:
(Cudl factor es comiin a cada término?
Factorice el polinomio: 2x° + 6x* +4x* =

2. Para factorizar el trinomio x> + 7x + 10, buscamos dos enteros
cuyo producto sea_____y cuya suma sea____

Estos enteros son ___y ___, de modo que el trinomio se
factoriza como___

3. La férmula de productos notables para la “suma de un cuadrado”
es (A + B =
Por tanto, 2x + 3> =

4. La férmula de productos notables para la “suma y diferencia de
los mismos términos” es (A + B)(A — B) =
Entonces (5 + x)(5 — x) =

5. La férmula de factorizacion especial para “la diferencia de
cuadrados” es A2 — B*> = . Entonces, 4x*> — 25 se
factoriza como

6. La férmula de factorizacion especial para un “cuadrado perfecto”
esA*+ 2AB + B*= ______.Entonces x* + 10x + 25 se

factoriza como

HABILIDADES

7-12 m Complete la tabla siguiente diciendo si el polinomio es un
monomio, binomio o trinomio; a continuacién, haga una lista de sus
términos y exprese su grado.

Términos Grado

Polinomio Tipo

7. x> —3x+7

8. 2x° + 4x?

Polinomio Tipo Términos Grado
9. -8
10. 1x7
1 x — x? 4+ 2% — x*
12. V2x - V3
13-22 m Encuentre la suma, diferencia o producto.
13. (12x — 7) — (5x — 12) 14. (5 — 3x) + (2x — 8)
a5 3x*+x+ 1) + (2x* — 3x — 5)
16. 3x* +x+ 1) —(2x* = 3x —5)
CaA7. (P A+ 6t —dx+7) - (3% 4+ 2x — 4)
18. 3(x — 1) + 4(x + 2)
19. 8(2x +5) — 7(x — 9)
20. 4(x* —3x +5) —3(*—2x+ 1)
2122 = 50) + (e — 1) — (t* = 1)
22. 53t — 4) — (> + 2) — 24(t — 3)
23-28 m Multiplique las expresiones algebraicas usando el método
FOIL y simplifique.
©.23. (3t — 2)(7t — 4) 24. (4s — 1)(2s + 5)
25. Bx +5)2x — 1) 26. (7y —3)2y — 1)
27. (x + 3y)(2x — y) 28. (4x — 5y)(3x — )
29-44 m Multiplique las expresiones algebraicas usando una
férmula de producto notable y simplifique.
.29, (3x +4)° 30. (1 — 2y)?
31. (2 v)? 32. (x — 3y)?

(
34. (

35. 36. (y — 3)(y
37. (
(

39.

38.

(
(
33. (2x + 3y)?
(
(
( 40.



75-82 m Use una férmula de factorizacion especial para factorizar

(x—3)°
3+ 2y)3

(x+ D22 =x+1)
(1 +20)x*—=3x+1)
AV = V)
XA — XV

(xl/z + yl/Z)(xllz _ y1/2)

(x+y+z)x—y—2)

2x* + 4x® — 14x2
(z+2)P?-5z+2)
—7x*? 4+ 14xy? + 21xy*

xX>X—6x+5
6y + 11y — 21
5x2—Tx — 6

(x+3)?—4
a® — b

1 + 1000y?

Sa1 (v +2)° 42.
43. (1 —2r)? 44.
45-60 m Ejecute las operaciones indicadas y simplifique.

45 (x+2)(x* + 2x + 3) 46.
47. 2x = 5)(x* —x+ 1) 48.
49. Vx(x — V) 50.
51 y3(2° + ) 52,
53. (x* — a®)(x* + a?) 54.

® 55. (Va — b)(Va + b)

56. (VP + 1+ )(ViE+1-1)
57. (x — 1) + x)((x — 1) — x?)
58. (x + 2+ x))(x — (2 + x?))

& 5. 2x+y—3)2x+y+3) 60.
61-66 m Factorice el factor comtin.

® .61 —2x° + 16x 62.

®.63. y(y —6) +9(y — 6) 64.

& 65. 2x%y — 6xy% + 3xy 66.
67-74 m Factorice el trinomio.

& 67 2+ 2x—3 68.

® 69, 8x? — 14x — 15 70.

& 71 3x* — 16x + 5 72.
73. (3x +2)* +8(3x +2) + 12
74. 2(a + b)* + 5(a + b) — 3
la expresion.

®.75. 94> - 16 76.

& 77, 270 + P 78.

&.79. 85 — 12543 80.
81. x> + 12x + 36 82.

162> — 24z + 9

83-88 m Factorice la expresién agrupando términos.

C 83 P+ Axitxt 4
85.
87. >+ x*+x+1

89-94 m Factorice por completo la expresion. Empiece por factori-

84.

203+ x2—6x—3 86.

3P —x2+6x—2

—Ox3 —3x2+3x+ 1

88. x+x*+x+1

zar la potencia mds baja de cada factor comun.

89.
« 91
~ 93,

94, x (x + 1)12 4 x12(x + 1)1

x5/2 _ x1/2

90.
x4 2x T2 4 412 92.

P+ D2+ 2(x2+ 1)1

3x71/2 + 4xl/2 + x3/2

(.X _ 1)7/2 _ (x _ 1)3/2

95-124 m Factorice por completo la expresion.

95.
97. x> —2x— 8

12x3 + 18x 96.

98.

30x° + 15x°
x> — 14x + 48

101.

111.
113.
~ 115.
« 117.
119.
121.
122.

123
124

125-128 m Factorice por completo la expresion. (Este tipo de ex-

Y +2) + 3+ 2)°
(@>+ 1> =7a*+ 1)+ 10
(a* + 2a)* — 2(a* + 2a) — 3

Expresiones algebraicas

2x% + Tx — 4
8x2 + 10x + 3
4¢* — 957
x2+ 10x + 25
r? — 6rs + 952

1)? 1)?
(3-0-
X X
(@®> — 1)b* — 4(a®> — 1)
x®+ 64
3x3 — 27x
18y3x? — 2xy*
3x3 + 5x2 — 6x — 10

SECCION 1.3
.2x2+ 5x+ 3 100.
9x? — 36x — 45 102.
. 49 — 4y? 104.
LP—6t+9 106.
L 4x? + dxy + y? 108.
. (a+ b)* — (a — b)? 110.
-1 —9x*>—1) 112
8x? — 125 114.
X4+ 22+ x 116.
xtyd = x?y3 118.
23+ 4x2 + x + 2 120.
(x = D(x+2)* = (x — 1)*x + 2)

33

presion aparece en cilculo cuando se usa la “Regla del Producto™.)

125, 5(x% + 4)*(2x)(x — 2)* + (x* + 4)°(4)(x — 2)*

126. 3(2x — 1)’(2)(x + 3)"2 + (2x — 1)’(})(x + 3) 1

127. (2% +3)717 = 3% + 3)™

128. %x71/2(3x + 4)2 — 3x1?(3x + 4)712

129. (a) Demuestre que ab = 3[(a + b)* — (a* + b?)].
(b) Demuestre que (a® + b*)* — (a* — b*)* = 4a*b>.
(¢) Demuestre que

(a@® + b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — bc)?

(d) Factorice por completo: 4a’c?* — (a®> — b* + )2

130. Verifique las férmulas especiales de factorizaciéon 4 y 5 al ex-
pandir sus lados derechos.

APLICACIONES

131. Volumen de concreto Se construye una alcantarilla con
grandes capas cilindricas vaciadas en concreto, como se mues-
tra en la figura. Usando la férmula para el volumen de un ci-
lindro dada al final de este libro, explique por qué el volumen

de la capa cilindrica es

V = wR*h — wr’h

Factorice para demostrar que

V = 2r - radio promedio - altura - grosor

Use el diagrama “desenrollado” para explicar por qué esto
tiene sentido geométricamente hablando.
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132.

Podar un campo Cada semana, un campo cuadrado de
cierto parque estatal es podado alrededor de los bordes. El
resto del campo se mantiene sin podar para que sirva como
habitat para aves y animales pequefios (vea la figura). El
campo mide b pies por b pies, y la franja podada es de x pies
de ancho.

(a) Explique por qué el drea de la parte podada es b*> — (b —
2x)°.

(b) Factorice la expresion de la parte (a) para demostrar que
el area de la parte podada también es 4x(b — x).

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

133.

134.

Grados de sumas y productos de polinomios
Forme varios pares de polinomios y, a continuacion, calcule la
suma y producto de cada par. Con base en sus experimentos y
observaciones, conteste las siguientes preguntas.

(a) (Coémo estd relacionado el grado del producto con los gra-
dos de los polinomios originales?

(b) (Coémo esta relacionado el grado de la suma con los gra-
dos de los polinomios originales?

El poder de las formulas algebraicas Use la férmula
de una diferencia de cuadrados para factorizar 17° — 16%. N6-
tese que es fécil calcular mentalmente la forma factorizada
pero no es tan facil calcular la forma original en esta forma.
Evaltie mentalmente cada expresion:

(a) 5282 — 5277

(b) 122% — 1207

(¢) 1020%> — 10107

A continuacién, use la férmula de productos notables
(A+B)A—-B)=4A>-B

para evaluar mentalmente estos productos:

(d) 79 -51
(e) 998 - 1002

135.

136.

137.

xt+

En este proyecto descubrimos interpretaciones geométricas de
algunas féormulas de productos notables. El lector puede hallar el
proyecto en el sitio web del libro: www.stewartmath.com

Diferencias de potencias pares

(a) Factorice por completo las expresiones: A* — B*y A® — B°.

(b) Verifique que 18,335 = 12* — 7*y que 2,868,335 =
126 — 76,

(¢) Use los resultados de las partes (a) y (b) para factorizar
los enteros 18,335 y 2,868,335. A continuacién demuestre
que en estas dos factorizaciones todos los factores son nu-
meros primos.

Factorizacion de A” — 1 Verifique estas férmulas al ex-
pandir y simplificar el lado derecho.

A-1=A-1)A+1)
A-1=A-1)A+A+1)
A-1=A-1)A+A2+A+1)

Con base en el patrén mostrado en esta lista, ;cémo piensa us-
ted que serfa posible factorizar A> — 1? Verifique su conjetura.
Ahora generalice el patrén que haya observado para obtener
una férmula de factorizacion para A" — 1, donde n es un en-
tero positivo.

Factorizacion de x* + ax> + b A veces se puede factori-
zar con facilidad un trinomio de la forma x* + ax® + b. Por
ejemplo,

xt+ 34 =P+ 4P -1)
Pero x* + 3x* + 4 no se puede factorizar asi. En cambio, po-
demos usar el siguiente método.

Sume y

2 _ .4 2 _ 2
3x7+4=x"+4x"+4) —x reste 2
Factorice el

_ (2 2 2
(" +2)" —x cuadrado perfecto

Diferencia de

- [(XZ +2) - x][(x2 +2) + x] cuadrados

=(x2*x+2)(x2+x+2)

Factorice lo siguiente, usando cualquier método apropiado.
(@ x*+x>2-2

() x* +2x2+9

(©) x*+4x* + 16

@ x*+2x2+1

PROYECTO DE
D]V ASNN(O Visualizacion de una formula
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1.4 EXPRESIONES RACIONALES

Expresion Dominio
1 fxlx #0)
- x| x
X
Vax {x|x=0}
1
W {x ‘ x> 0}

Dominio de una expresién algebraica P Simplificacion de expresiones
racionales P> Multiplicacién y divisién de expresiones racionales B> Sumay
resta de expresiones racionales P> Fracciones compuestas P Racionalizacién
del denominador o el numerador P> Evitar errores comunes

El cociente de dos expresiones algebraicas se denomina expresion fraccionaria. A conti-
nuacién veamos algunos ejemplos:

2x Vx + 3 y—2
x—1 x+1 y2 + 4

Una expresion racional es una expresion fraccionaria donde el numerador y el denomina-
dor son polinomios. Por ejemplo, las siguientes son expresiones racionales:

2x X x> —x
x— 1 x2+1 x2—=5x+6

En esta seccion aprendemos a ejecutar operaciones algebraicas de expresiones racionales.

V Dominio de una expresion algebraica

En general, una expresion algebraica puede no estar definida para todos los valores de la
variable. El dominio de una expresion algebraica es el conjunto de nimeros reales que se
permite tenga la variable. La tabla al margen de esta pagina da algunas expresiones basicas
y sus dominios.

EJEMPLO 1 | Hallar el dominio de una expresién

Encuentre los dominios de las siguientes expresiones.

X Vx
I (©)
x“—5x+6 x—35

(@) 2x* +3x — 1 (b)

SOLUCION

(a) Este polinomio esta definido para toda x. Entonces, el dominio es el conjunto R de
ndmeros reales.

(b) Primero factorizamos el denominador.

x _ x
x2=5x+6 (x—2)(x—3)

El denominador seria O si
x=20x=3

Como el denominador es cero cuando x = 2 o 3, la expresion no estd definida para es-
tos ndmeros. El dominio {x|x # 2y x # 3}.

(¢) Para que el numerador esté definido, debemos tener x = 0. Tampoco podemos dividir
entre 0, de modo que x # 5.

Asegurese de tener x = 0 Vx

para tomar la raiz cuadrada El denominador

x =35 serfa0six =5

Entonces, el dominio es {x|x =0y x # 5}.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |
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@ No podemos cancelar las x* en

x? =1

-
xX°+x—

5 porque x* no es un factor.

V Simplificacion de expresiones racionales

Para simplificar expresiones racionales, factorizamos el numerador y el denominador y
usamos la siguiente propiedad de fracciones:

Esto nos permite cancelar factores comunes del numerador y el denominador.

EJEMPLO 2 | Simplificacién de expresiones racionales por
cancelacion

2
. . -1
Simplifique: -
X2 +x—2
SOLUCION
21 (- e+ ) |
2 = Factorice
x>+x—-2 (x—1)x+2)
x+1
= Cancele factores comunes
x+2
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 17 |

o o

V Multiplicacidn y division de expresiones racionales

Para multiplicar expresiones racionales, usamos la siguiente propiedad de fracciones:

>
33

Tla

Esto dice que para multiplicar dos fracciones multiplicamos sus numeradores y multiplica-
mos sus denominadores.
EJEMPLO 3 | Multiplicacién de expresiones racionales

x>+ 2x—3 3x+ 12
x>+ 8 +16 x—1

Ejecute la multiplicacién indicada y simplifique:

SOLUCION Primero factorizamos.
x2+2x—3 3x+ 12 (x—1)x+3) 3x+4)
xX>+8&+16 x-—1 (x + 4)? x—1
3(x — D)(x + 3)(x + 4)

= Propiedad de fracciones

(x — D)(x + 4)?

Factorice

— M Cancele factores
x+4 comunes
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 25 [ |

Para dividir expresiones racionales, usamos la siguiente propiedad de fracciones:

oy | >
dF

| >
Qo

Tla




@ Evite hacer el siguiente error:
A A A

B+CNB C

Por ejemplo, si hacemos A = 2,
B =1y C =1, entonces vemos el
error:

2 2 2
22—+ —
1 +1 1 1
2
—22+2
2
1 24 Error!
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Esto dice que para dividir una fraccién entre otra fraccion, invertimos el divisor y multipli-
camos.

EJEMPLO 4 | Division de expresiones racionales
Ejecute la division indicada y simplifique:

x—4 .x2—3x—4

x2—4Tx2+5x+6

SOLUCION
x— 4 ;x2—3x—4_ x—4 x> +5x+6
x2—4 x2+5x+6 x*—4 x*—3x—4
B (x = Hx + 2)(x + 3)
= 2)(x + 2)(x — A)(x + 1)

Invierta y multiplique

Factorice

_ x+3 Cancele factores
x—=2)x+1) comunes
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 |

V Suma y resta de expresiones racionales

Para sumar o restar expresiones racionales, primero encontramos un denominador comtin
y a continuacién usamos la siguiente propiedad de fracciones:

Aun cuando funcionard cualquier denominador comtn, es mejor usar el minimo comin
denominador (MCD) como se explica en la Seccién 1.1. E1 MCD se encuentra al factorizar
cada denominador y tomar el producto de los distintos factores, usando la potencia superior
que aparezca en cualquiera de los factores.

EJEMPLO 5 | Sumary restar expresiones racionales
Ejecute las operaciones indicadas y simplifique:

x 1 2
(b) C(x+1)?

(a) 3+

x—1 x+2 x2 =1

SOLUCION
(a) Aqui el MCD es simplemente el producto de (x — 1)(x + 2).

3 + * 3(x +2) x(x — 1) Escriba fracciones
x—1 x+2 (x — 1)(x +2) (x = 1)(x + 2) usando el MCD
3x+6+x—x S e
= Sume fracciones
x—=Dx+2)
_ x*+2x+6 Combine los términos

del numerador

(x—=1)(x+2)
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(b) EIMCDde x2— 1 =(x — )(x + 1)y (x + 1)?es (x — 1)(x + 1)

1 2

1 2

x2—1

(x + 1)?

- Factori
(- D+ @rnp 0

_ (x+1) = 2(x—1) Combine fracciones
(x _ 1)(x + 1)2 usando el MCD

x+1—-—2x+2

(x = 1)(x + 1)2

_ 3-x Combine los términos
(x _ 1)(x + 1)2 del numerador

Propiedad Distributiva

© _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 43 Y 45

V Fracciones compuestas

Una fraccion compuesta es una fraccion en la que el numerador, el denominador, o ambos,

son expresiones fraccionarias.

EJEMPLO 6 | Simplificaciéon de una fraccion compuesta

X
- +1
Simplifique:
y
1_7
X
SOLUCION 1

Combinamos los términos del numerador en una sola fraccién. Hace-

mos lo mismo con el denominador. A continuacién invertimos y multiplicamos.

LAS MATEMATICAS EN EL DO MODERNO

E

Codigos para corregir
errores
Las imdgenes enviadas por la
nave Pathfinder (Explorador)
desde la superficie de Marte
el 4 de julio de 1997, eran
asombrosamente claras. Pero
pocas personas que vieron
estas imagenes estaban cons-
cientes de las complejas ma-
tematicas utilizadas para lo-
grar esta hazafa. La distancia
a Marte es enorme, y el ruido de fondo (o estética) es muchas veces mas
fuerte que la senal original emitida por la nave espacial. Entonces,
cuando los cientificos reciben la sefal, esta llena de errores. Para obtener
una imagen clara, los errores deben hallarse y corregirse. Este mismo pro-
blema de errores se encuentra en forma rutinaria en la transmision de re-
gistros bancarios cuando una persona usa un cajero automatico o de voz
cuando habla por teléfono.

Para entender la forma en que los errores se localizan y corrigen, pri-
mero debemos entender que para transmitir imagenes o texto los trans-
formamos en bits (los digitos 0 o 1; vea pagina 30). Para ayudar al re-

?ﬂ-

i s
I < I

Cortesfa de NASA

X x+y
|
y oy xty x
|2 TV y x—y
X X
_x(x+y)
yx =)

ceptor a reconocer errores, el mensaje se “codifica” al insertar bits
adicionales. Por ejemplo, suponga que usted desea transmitir el mensaje
“10100". Un c6digo muy sencillo es como sigue: envia cada digito un mi-
ll6n de veces. La persona que recibe el mensaje lo lee en bloques de un
millén de digitos. Si el primer bloque es principalmente de nimeros 1,
concluye que es probable que usted esté tratando de transmitir un 1,y
asi sucesivamente. Decir que este cédigo no es eficiente es un poco mo-
desto; requiere enviar un millén de veces mas datos que el mensaje ori-
ginal. Otro método inserta “digitos de comprobacién”. Por ejemplo, cada
bloque de ocho digitos inserta un noveno digito; el digito insertado es 0
si hay un nimero par de nimeros 1 en el bloque y 1 si hay un nimero
impar. Por lo tanto, si un solo digito estd mal (un 0 cambiado a un 1, o vi-
ceversa), los digitos de prueba nos permiten reconocer que ha ocurrido
un error. Este método no nos dice dénde estd el error,de modo que no
podemos corregirlo. Los modernos cédigos que corrigen errores usan
interesantes algoritmos matematicos que requieren insertar relativa-
mente pocos digitos pero permiten al receptor no sélo reconocer erro-
res, sino también corregirlos. El primer codigo corrector de errores fue
inventado en la década de 1940 por Richard Hamming en el MIT.Es inte-
resante observar que el idioma inglés tiene un mecanismo corrector de
errores ya integrado; para probarlo, trate de leer esta oraciéon cargada

de errores: Gve mo libty ox biv ne deth.
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SOLUCION 2  Encontramos el MCD de todas las fracciones en la expresién y, a conti-
nuacién, lo multiplicamos por el numerador y denominador. En este ejemplo, el MCD de
todas las fracciones es xy. Por lo tanto

X X
S+l S+

y _y Xy Multiplique numerador y
: y - | y ’ Xy denominador por xy
X X
x*+ Xy o
=— Simplifique
Xy =y
x(x +y)
= Factorice
yr = y)
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 59 'Y 61 |

Los siguientes dos ejemplos muestran situaciones en calculo que requieren la capacidad
para trabajar con expresiones fraccionarias.

EJEMPLO 7 | Simplificacion de una fraccion compuesta
1 1

a+h a

Simplifique:

SOLUCION  Empezamos por combinar las fracciones del numerador usando un deno-
minador comun.

1 1 a—(a+h)
a+h a a(a + h) Combine fracciones del numerador
h h
_ a—(a+th) Propiedad 2 de fracciones (invierta

1
a(a + h) Z divisor y multiplicar)

a—a—h 1 . S
=—Q"— Propiedad Distributiva
ala+h) h
__h 1 Simplifi
aatn)n implifique
_ —1 Propiedad 5 de fracciones
- a(a + h) (cancele factores comunes)
“ (AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 69 |

EJEMPLO 8 | Simplificaciéon de una fraccién compuesta

(1 +x2) = x*(1 +xH)71”

1+ x2

Simplifique:

SOLUCION 1  Factorice (1 + x*)'* del numerador.

(1 + x2)1/2 _ x2(] + x2)—1/2 3 (1 + x2)—1/2[(1 + x2) _ xz]

Factorice la potencia de 1 + x* con el 1+ x> 1+ x2
exponente mds pequerio, en este caso N—1/2
1+ _ (I+x%)"" 1

1+ x2 (1+ x2)3/2
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La Férmula 1 de Productos Notables es
(A+B)A—B) =A"— B

La Férmula 1 de Productos Notables es
(A+B)YA—B)=A>— B

SOLUCION 2 Como (1 + x*)~"* = 1/(1 + x*)"* es una fraccién, podemos eliminar
todas las fracciones al multiplicar numerador y denominador por (1 + )2

(1 + x2)1/2 _ x2(1 + x2)71/2 (1 + x2)1/2 _ x2(1 + x2)71/2 (1 + x2)1/2

1+ x2 1+ x2 (1 + x2)”2
(1 +x?) —x? 1
1+ - (1 + x%)¥2
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 77 |

V¥ Racionalizacion del denominador o el numerador

Si una fraccién tiene un denominador de la forma A + BVC, podemos racionalizar el
denominador al multiplicar numerador y denominador por el radical conjugado A — B\V/C.
Esto funciona bien, por la formula 1 de productos notables de la Seccién 1.3, el producto
del denominador y su radical conjugado no contienen radical:

(A+BVC)A—-BVC)=A>-BC

EJEMPLO 9 | Racionalizacion del denominador
b
1+V2

SOLUCION  Multiplicamos numerador y denominador por el radical conjugado de

1+ \ﬁ,queesl - V2.

1 _ 1 1—V2 Multiplique numerador
1+V2 T+ \fZ 1 —V2 y denominador por el

radical conjugado

Racionalizacién del denominador:

- V2 Férmula 1 de product
= =5 ormula € productos
1> - (\ﬁ)z notables
1-V2 1-V2
1 -2 -1
“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 81 [ |

EJEMPLO 10 | Racionalizacién del numerador

. . V4 +h—2
Racionalice el numerador: o
SOLUCION  Multiplicamos numerador y denominador por el radical conjugado
V4 + h + 2.
N4+ h—2 VA +h—2 VA+h+2 Multiplique numerador
= . y denominador por el
h h V4 +h+2 radical conjugado
(VA + ) — 22 1
= Férmula 1 de Productos
h( V4 + h + 2) Notables
4+ h—-4
V4 +h+2)
h 1 Propiedad 5 de fracciones

= h(\/m + 2) = A+ h+2 (cancele factores comunes)

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 87 |




1.4 EJERCICIOS

SECCION 1.4 | Expresionesracionales 41

V Evitar errores comunes

No cometa el error de aplicar propiedades de la multiplicacién a la operacién de adicidn.
Muchos de los errores comunes en dlgebra son por esta razén. La tabla siguiente indica
varias propiedades de la multiplicacion e ilustra el error al aplicarlas a la adicion.

Propiedad correcta de multiplicacién | Error comin con la adicién

(a-b)* =a*b*

Va-b=VaVb (a,b=0)
Va*-b*=a-b (a,b=0)

(a +b)* = a*+ b

Va+bz Va+ Vb
Va>+b*=a+b

rir_ 1 1, 1y 1
ab a-b a bha+b
ab a+ b
= < p

a

a'-b'=(a-b)"! a'+b "= (a+b)"!

Para verificar que las ecuaciones de la columna derecha estdn en error, simplemente
sustituya los nimeros a y b y calcule cada lado. Por ejemplo, si tomamosa =2y b = 2en
el cuarto error, encontramos que el lado izquierdo es
1 1

—t+o=1

1
+ — =
b 2 2

Q=

mientras que el lado derecho es

1 1 1

a+b 2+2 4

Como 1 # i, la ecuacion indicada esta en error. Del mismo modo, el lector debe conven-
cerse del error en cada una de las otras ecuaciones. (Vea Ejercicio 105.)

CONCEPTOS
1. De lo siguiente, ;cudles son expresiones racionales?
3x Vx + 1
(a) (b)
P -1 2x + 3

4. Considere la expresion 12 - —
x x+1 (x+1)?
(a) ;Cuantos términos tiene esta expresion?
x(@—1) (b) Encuentre el minimo comutn denominador de todos
x+3 los términos.
(c) Ejecute la adicion y simplifique.

2. Para simplificar una expresion racional, cancelamos factores

que son comunes al y . Por tanto, la expresion
HABILIDADES
(x+ Dx+2) .. iy
— 5-12 m Encuentre el dominio de la expresion.
(x +3)(x+2) 5 . R
] ] 5. 4x° — 10x + 3 6. —x"+x7 + 9x
se simplifica a ; et 1 . 22 _ 5
- . . - x4 " 3+6
3. Para multiplicar dos expresiones racionales, multiplica-
9. Vx +3 10 N
mos sus y multiplicamos sus . Por ) V-1
2
tanto, es lo mismo que R s 1 12. Vi

x+1‘x+3

x + 1



L 4

4

4

4

4
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13-22 m Simplifique la expresion racional.

13.

15.

7.

19.

21.

3x +2)(x — 1)

6(x — 1)2
x—2
x> —4
x>+ 6x+8
x>+ 50+ 4
4y
v -1
2% — x? — 6x

2x2—Tx+ 6

4x*—1)
2(x + 2)(x — 1)
x2—x—2

x? =1
x?—x—12
X2+5x+6
y2 =3y — 18
2y2 + 5y + 3
1 —x?

=1

14.

16.

18.

20.

22,

23-38 m Ejecute la multiplicacion o division y simplifique.

23.

25,

27.

29.

30.

31,

32.

33.

34.

35.

37.

4x x+2 x>—25 x+4
3 . 24. — .
x°—4 16x x>—=16 x+5
X=2x—15 x+3 xX>+2x—3 3—x
5 . 26. — .
x*—9 x—35 x*—2x—3 3+x
t—3 t+3 X=x—6 X+ x?
2 ) 28. 2 2
t“+9 -9 x°+ 2x x*—2x—3
XH+Tx+12 xX>+5+6
x2+3x+2 x4+ 6x+9
X2+ 2xy +y2 2x2 —xy — y?
X2 —y? = xy — 22
x+3 X +Tx+12
43 -9 270+ 7x— 15
2x + 1 ;6x2—x—2
22+ x—15
2x2+3x+1;x2+6x+5
+2x—15 2x*—Tx+3
4y2—9 .2y2+y—3
252 +9y — 18 Y2+ 5y—6
x° 202 —3x—2
+ 1 2 —
x 36— L
X 2x°+ 5x + 2
2+ 2x+ 1 xt+x—2
X
xly w
z y/z

39-58 m Ejecute la adicion o sustraccion y simplifique.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

X
x+3

1 2
+

x+5 x—3

2 +

x+1 x+

o N

i_*_
(x+1)? x+1

u+ 1+

u+ 1

2x—1_
x+ 4
1 1
+
x+1 x—1
x 3
x—4 x+6

40.

1

42.

4.

46. -

48. 5 - =+ =

50.

4

4

24

2 1 X
51.

x+3 2+ Tx+ 12
I 1

53. +
x+3 x2-9
2
54 5 —
x*+x—2 x"—5x+4
55%+i— 4
x x—1 x-x
1 2
56, ——

xz—x—6_x+2_x*3
1 1
x2+3x+2_x2—2x—3
1 2 3
x-i-l_(x-G-l)2 x* =1

57.

58.

59-68 m Simplifique la expresion fraccionaria compuesta.

69-74 m Simplifique la expresion fraccionaria. (Expresiones como

éstas aparecen en cdlculo.)

1 1
l+x+h 1+x x+h
69. 70.
h h
S
(x+hn)? x*

71.
h

7. (x + h)* — 7(x -Ih- h) — (x* = 7x)

2
73. \/1+<x>
1 —x?

célculo cuando se usa la “regla del cociente”.)
75, 3(x +2)%(x — 32 — (x + 2)°(2)(x — 3)
(x = 3)*
2x(x + 6)* — x*(4)(x + 6)°
(x +6)¢

76.

x + o 1+ _
59 — = 60. —<
1 1 — 1
x+ 2 c—1
x+2_x*3 x*3_x+2
-1 -2 —4 +1
«61.¥ 62.x ol
x+ 2 x+3
x_Y
63. ——= 64 x — ——
1_1 X,y
x2 y2 x
-2 _ -2 -1 4l
65 N yil 66. .
+y (x+y)
67. 1 — —— 68. 1 +
1 1
1 —— 1+
X 1 +x

sl-

1 2
74. \[1 + (x3——3)
4x

75-80 m Simplifique la expresion. (Este tipo de expresion aparece en



? 4

4

4

2(1 + x)"2 = x(1 +x)7'2

J7.
x+ 1
1= 22 4 21 — 212
5, (7242 =)
1 —x
3(1 + ) — x(1 + x) %
70, ( ) ( )
(1 + x)*?
7 — 3x)2 4 3x(7 — 3x)7 12
g, (17 30"+ 37— 31)
7 — 3x
81-86 m Racionalice el denominador.
1 2
81l — 82, ———
2 -3 3-V5
2 1
83, ——— 84, ——
V2 + V7 Vax + 1
2(x —
85, ——> 86, 2 %)
V3 + Vy Vx — Vy
87-92 m Racionalice el numerador.
1 - V5 3+ V5
g L= V5 gg V3T V5
3 2
g9, Vrt+ V2 o0, VX Vxth
) 5 T hVaVx+ h

91. Vx2+1—x 92. Vx +1— Vx

93-100 m Diga si la ecuacion dada es verdadera para todos los va-
lores de las variables. (No considere ningtin valor que haga que el
denominador sea cero.)

16 + a a b b
93, =1+2 9%, =1-2
16 16 b——c c
2 1 2 +1
95. _——— 9%. —— =2
4+x 2 x y+1 'y
1 2
97. —— = 98 2(3) ==
x+y 1+y b 2b
— + + 2
99, =12 00, L L,
b b X
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102. Costo promedio Un fabricante de ropa encuentra que el
costo de producir x camisas es 500 + 6x + 0.01x* d6lares.

(a) Explique por qué el costo promedio por camisa estd dado
por la expresién racional

500 + 6x + 0.01x>
X

A

(b) Complete la tabla al calcular el costo promedio por ca-
misa para los valores dados de x.

x Costo promedio

10
20
50
100
200
500
1000

APLICACIONES

101. Resistencia eléctrica Si dos resistores eléctricos con re-
sistencias R, y R, se conectan en paralelo (vea la figura), en-
tonces la resistencia total R estd dada por

_1

1 1

P + .

R R

(a) Simplifique R de la expresion.

R =

(b) SiR, = 10 ohms y R, = 20 ohms, ;cudl es la resistencia
R total?

R

MW

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

103. Comportamiento limite de una expresién racio-
nal La expresion racional
x>—9
x—3
no estd definida para x = 3. Complete las tablas y determine a
cudl valor se aproxima la expresion cuando x se acerca mas y
mads a 3. ;Por qué es esto razonable? Factorice el numerador
de la expresion y simplifique para ver por qué.
x?=9 x*-9
x X
x—3 % = 3
2.80 3.20
2.90 3.10
2.95 3.05
2.99 3.01
2.999 3.001
104. ¢Es esto racionalizacién? En la expresion 2/Vx elimi-
narfamos el radical si fuéramos a elevar al cuadrado tanto el
numerador como el denominador. ;Esto es lo mismo que ra-
cionalizar el denominador?
105. Errores algebraicos La columna de la izquierda en la

tabla de la pagina siguiente es una lista de algunos errores al-
gebraicos comunes. En cada caso, dé un ejemplo usando nu-

meros que muestren que la férmula no es vélida. Un ejemplo
de este tipo, que muestra que un enunciado es falso, se llama
contraejemplo.
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Error algebraico

106. La forma de una expresion algebraica Una expre-

1
biva+b

@+b)P=a+b

am/an | am/n
_ 1
a 1/n .4 —
a

Contraejemplo - X ; . .\
sion algebraica puede parecer complicada, pero su “forma
1 1 1 siempre es facil; debe ser una suma, un producto, un cociente
2 + D) # 242 o una potencia. Por ejemplo, considere las expresiones si-
guientes:
x+2\° x+5
(1+x2)2+( ) (1+x)(1+ 4)
x+ 1 1+ x
5—x° 1+ x

1+ V1 + I —x

Con elecciones apropiadas para A y B, la primera tiene la
forma A + B, la segunda AB, la tercera A/B y la cuarta A'2.
Reconociendo la forma de una expresion nos ayuda a expan-
dirla, simplificarla o factorizarla correctamente. Encuentre la
forma de las siguientes expresiones algebraicas.

(@ x+./1 +% ) (1 4+ x3)(1 + x)°

1.5 ECUACIONES

1—-2VI1 +«x
(© Vx'(4x®+1 d ————
¢ x ) 1+ VI1+x?

x = 3 es una solucion de la ecuacion
4x + 7 = 19, porque sustituir x = 3
hace verdadera la ecuacion:

Solucion de ecuaciones lineales P> Solucion de ecuaciones cuadrdticas »
Otros tipos de ecuaciones

Una ecuacion es un enunciado de que dos expresiones matemdticas son iguales. Por ejemplo,
3+5=28

es una ecuacion. Casi todas las ecuaciones que estudiamos en dlgebra contienen variables,
que son simbolos (por lo general literales) que representan nimeros. En la ecuacién

dx +7 =19

la letra x es la variable. Consideramos x como la “incégnita” de la ecuacién, y nuestro ob-
jetivo es hallar el valor de x que haga que la ecuacidn sea verdadera. Los valores de la in-
cdgnita que hagan que la ecuacion sea verdadera se denominan soluciones o raices de la
ecuacion, y el proceso de hallar las soluciones se llama resolver la ecuacion.

Dos ecuaciones con exactamente las mismas soluciones reciben el nombre de ecuacio-
nes equivalentes. Para resolver una ecuacion, tratamos de hallar una ecuacién equivalente
mads sencilla en la que la variable estd sélo en un lado del signo “igual”. A continuacién
veamos las propiedades que usamos para resolver una ecuaciéon. (En estas propiedades, A,
By C representan cualesquiera expresiones algebraicas, y el simbolo <> significa “es equi-
valente a”.)

PROPIEDADES DE LA IGUALDAD
Propiedad Descripcion

1.A=B & A+C=B+C Sumar la misma cantidad a ambos lados de
una ecuacion da una ecuacion equivalente.

2. A=B < CA=CB (C#0) Multiplicar ambos lados de una ecuacién
por la misma cantidad diferente de cero da
una ecuacion equivalente.




Debido a que es importante VERIFI-
CAR SU RESPUESTA, hacemos esto
en muchos de nuestros ejemplos. En
estas pruebas, LI quiere decir “lado iz-
quierdo” y LD es “lado derecho” de la
ecuacion original.
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Estas propiedades requieren que el estudiante ejecute la misma operacion en ambos la-
dos de una ecuacion al resolverla. Entonces, si decimos “sume —7” al resolver una ecuacion,
es una forma breve de decir “sume —7 a cada lado de la ecuacién”.

V Solucion de ecuaciones lineales

El tipo mas sencillo de ecuacién es una ecuacion lineal, o ecuacién de primer grado, que es
una ecuacion en la que cada término es una constante o un multiplo diferente de cero de la
variable.

ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion lineal en una variable es una ecuacion equivalente a una de la forma
ax +b=0

donde a y b son nimeros reales y x es la variable.

A continuacién veamos algunos ejemplos que ilustran la diferencia entre ecuaciones linea-
les y no lineales.

Ecuaciones lineales Ecuaciones no lineales

No lineal; contiene el

4 —-5=3 x2+2x=38 cuadrado de la variable
2y = % x—7 Ve —6x=0 No lineal; contiem? la raiz
cuadrada de la variable
X 3
x—6= g ; —2x=1 No lineal; contiene el

reciproco de la variable

EJEMPLO 1 | Solucién de una ecuacién lineal
Resuelva la ecuacién 7x —4 = 3x + 8.

SOLUCION  Resolvemos ésta al cambiarla a una ecuacién equivalente con todos los
términos que tenga la variable x en un lado y todos los términos constante en el otro.

Tx—4=3x+8 Ecuacién dada

(7x—4)+4=03x+38) +4 Sume 4
Tx =3x + 12 Simplifique
Tx —3x = (3x + 12) — 3x Reste 3x
4x = 12 Simplifique
i- 4x = i 12 Multiplique por &
x=3 Simplifique
x=3 x=3
x =3 LI =73) -4 LD =3(3)+8
=17 =
LI=1D v
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |

En las ciencias, muchas férmulas involucran varias variables, por lo que es necesario
expresar una en términos de otras. En el siguiente ejemplo, resolvemos la ley gravitacional
de Newton para una variable.
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Esta es la Ley de Newton de Gravita-

cion Universal. Da la fuerza gravitacio-
nal F' entre dos masas m y M que estdn
a una distancia r entre si. La constante G

es la constante universal de gravitacion.

w

FIGURA 1 Una caja rectangular
cerrada

Ecuaciones cuadraticas

x2=2x—8=0
3x + 10 = 4x2

1.2 1 1
7X +§X 6_0

EJEMPLO 2 | Solucién para una variable en términos de otras

Despeje M de la ecuacion siguiente.

mM
F=G—"7%
,
SOLUCION Aun cuando esta ecuacion contiene mas de una variable, la resolvemos
como es usual al aislar M en un lado, tratando a las otras variables como si fueran nimeros.

Gm )
F=\— M Factorice M del lado derecho
r
<r2>F = (r2> (Gm)M Multipli I reciproco de 2"
Gm Gm 2 ultiplique por el reciproco de e
rF Simplifi
Gm implifique
. r’F
La soluciénes M = —.
Gm
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 29 [ |

EJEMPLO 3 | Despejar una variable en términos de otras

El 4rea superficial A del rectdangulo cerrado que se muestra en la Figura 1 puede calcularse
a partir de la longitud /, el ancho w y la altura /& de acuerdo con la férmula

A =2lw + 2wh + 2lh
Despeje w en términos de las otras variables de esta ecuacién.

SOLUCION Aun cuando esta ecuacion contiene mas de una variable, la resolvemos
como es usual al aislar w en un lado, tratando las otras variables como si fueran nimeros.

A = (2lw + 2wh) + 2lh  Retina términos que contengan w

A — 2lh = 2lw + 2wh Reste 21h
A —2ih = (2] + 2h)w Factorice w del lado derecho
A — 2lh o
o =w Divida entre 2/ + 2h
21 + 2h

La solucis A —2lh

asolucibnes w = - == .
® _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 n

V Solucion de ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones lineales son ecuaciones de primer grado como 2x + 1 = 504 —3x = 2. Las
ecuaciones cuadrdticas son ecuaciones de segundo grado como x* + 2x —3 = 0 0 2x* +
3 =5x

ECUACIONES CUADRATICAS
Una ecuacion cuadratica es una ecuacién de la forma
ax’+bx+c=0

donde a, by ¢ son nimeros reales con a # 0.




VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

x =3
(3)2+5(3)=9+15=24 v
x = —8:

(—8)2+5(—8) =64 —40 =24 ¢/
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Algunas ecuaciones cuadraticas pueden resolverse al factorizar y usar las siguientes propie-
dades bésicas de nimeros reales.

PROPIEDAD DE PRODUCTO CERO
AB =0 siy sélo si A=0 o B=0

Esto significa que si podemos factorizar el lado izquierdo de una ecuacién cuadratica (o de
otro grado), entonces podemos resolverla igualando a 0 cada factor a la vez. Este método
funciona sélo cuando el lado derecho de la ecuacién es 0.

EJEMPLO 4 | Solucién de una ecuacién cuadratica por
factorizacién
Resuelva la ecuacién x* + 5x = 24.

SOLUCION  Primero debemos reescribir la ecuacion de modo que el lado derecho sea 0.
x>+ 5x =24
x24+5x—-24=0 Reste 24
(x—=3)x+8)=0 Factorice

x—3=0 0 x+8=0 Propiedad de Producto Cero
x=3 x= -8 Resuelva
Las soluciones son x = 3y x = —8.
© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 43 |

(Ve usted por qué un lado de la ecuacion debe ser O en el Ejemplo 4? Factorizar la ecua-
cién como x(x + 5) = 24 no nos ayuda a encontrar soluciones, porque 24 se puede factori-
zar en un nimero infinito de formas, por ejemplo 6+ 4, 3 - 48, (—%) - (—60), etcétera.

Una ecuacién cuadritica de la forma x> — ¢ = 0, donde ¢ es una constante positiva, se
factoriza como (x — Ve )(x + Ve) = 0, de modo que las soluciones son x = Vcy
x = —Ve. Con frecuencia abreviamos esto como x = *Vc.

SOLUCION DE UNA ECUACION CUADRATICA SENCILLA

Las soluciones de la ecuacién x> = csonx = Ve y x = —Ve.

EJEMPLO 5 | Solucion de ecuaciones cuadraticas sencillas
Resuelva las siguientes ecuaciones.

(@) x*=5 (b) (x—4)*=5

SOLUCION

(a) Del principio contenido en el cuadro precedente, obtenemos x = = \/5.
(b) También podemos tomar la raiz cuadrada de cada lado de esta ecuacion.

(x—4)*=5
x—4==%V5 Tome la raiz cuadrada
x=4=V5  Sumed
Las soluciones son x = 4 + V5 y x = 4 — V5.
“ _AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 51Y 53 |
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En la pagina 30 vea como reconocer
cuando una expresion cuadratica es un
cuadrado perfecto.

Completar el cuadrado
El drea de la region azul es

b
x* + 2<§>x =x2 + bx

Sume un pequefio cuadrado de drea
(b/2)? para “completar” el cuadrado.

b
2

SIS 3

@ Cuando complete el cuadrado,

asegtirese que el coeficiente de x” sea 1.

Si no lo es, se debe factorizar este co-
eficiente de ambos términos que con-
tengan x:

2 2 b
ax®+ bx =a| x* + —x
a
A continuacién complete el cuadrado
dentro de los paréntesis. Recuerde que
el término sumado dentro de los parén-
tesis se multiplica por a.

Como vimos en el Ejemplo 5, si una ecuacién cuadratica es de la forma (x + a? =c,
entonces podemos resolverla al tomar la raiz cuadrada de cada lado. En una ecuacién de esta
forma el lado izquierdo es un cuadrado perfecto: el cuadrado de una expresion lineal en x.
Por lo tanto, si una ecuacién cuadratica no se factoriza facilmente, entonces podemos resol-
verla usando la técnica de completar el cuadrado. Esto significa que sumamos una cons-
tante a una expresion para hacerla cuadrado perfecto. Por ejemplo, para hacer que x* — 6x
sea cuadrado perfecto, debemos sumar 9 porque x* — 6x + 9 = (x — 3)°.

COMPLETAR EL CUADRADO

2
Para hacer que x> + bx sea un cuadrado perfecto, sume <2> , que es el cuadrado

de la mitad del coeficiente de x. Esto da el cuadrado perfecto.

2 2
x2+bx+<b>=(x+b>
2 2

EJEMPLO 6 | Resolver ecuaciones cuadraticas completando

el cuadrado
Resuelva lo siguiente.

@ x>2—8 +13=0 () 3x>—12x+6=0

SOLUCION
(@ x>—8 +13=0 Ecuacién dada
x?—8x=—13 Reste 13
x2—8 +16=—-13+ 16 Complete el cuadrado: sume<%8>2 =16
(x—4)>=3 Cuadrado perfecto
x—4=+V3 Tome la raiz cuadrada

x=4*V3

(b) Después de restar 6 de cada lado de la ecuacién, debemos factorizar el coeficiente de x”
(el 3) del lado izquierdo para poner la ecuacion en la forma correcta para completar el
cuadrado.

Sume 4

32— 12x+6=0

Ecuacion dada
32— 12x = —6 Reste 6

3(x? — 4x)

-6 Factorice 3 del lado izquierdo

Ahora completamos el cuadrado al sumar (—2)* = 4 dentro de los paréntesis. Como
todo dentro de los paréntesis estd multiplicado por 3, esto significa que en realidad es-
tamos sumando 3 - 4 = 12 al lado izquierdo de la ecuacién. Entonces, también debe-
mos sumar 12 al lado derecho.

3x* —4x+4)=—-6+3-4

Complete el cuadrado: sume ¢

3x—2)=6 Cuadrado perfecto
(x—2)2=2 Divida entre 3
x—2=%*V2 Tome la raiz cuadrada
x=2*V2 Sume 2
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FRANCOIS VIETE (1540-1603) tuvo
una exitosa carrera politica antes de
dedicarse a las matematicas en los ulti-
mos anos de su vida. Fue uno de los
mas afamados matematicos franceses
del siglo xvi.Viete introdujo un nuevo
nivel de abstraccion en algebra al usar
letras para representar cantidades co-
nocidas en una ecuacion. Antes de la
época de Viete, cada ecuacion tenia
que ser resuelta por si misma. Por
ejemplo, las ecuaciones cuadréticas

3+ 2x+8=0
5% —6x+4=0

tenian que ser resueltas por separado
completando el cuadrado. La idea de
Viéte era considerar todas las ecuacio-
nes cuadraticas a la vez escribiendo

ax’+bx+c=0

donde a, by c eran cantidades conoci-
das. De este modo, él hizo posible escri-
bir una férmula (en este caso, la formula
cuadrética) con g, by c que pueden
usarse para resolver todas esas ecua-
ciones en un solo golpe.

El genio matematico de Viete re-
sulté ser sumamente valioso durante
una guerra entre Francia y Espafia. Para
comunicarse con sus tropas, los espa-
Aoles utilizaban un complicado cédigo
que Viéte se arregld para descifrarlo.
Sin saber el logro de Viete, el rey espa-
ol Felipe Il protestd ante el Papa, di-
ciendo que los franceses estaban
usando brujeria para leer los mensajes
de los espanioles.

Otro método

42+ 12x+9=0

(2x+3)*=0
2x+3=0
=3
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Podemos usar la técnica de completar el cuadrado para obtener una férmula para las
raices de la ecuacién cuadratica general ax* + bx + ¢ = 0.

LA FORMULA CUADRATICA

Las raices de la ecuacién cuadratica ax?> + bx + ¢ = 0, donde a # 0, son

_ —b=* \Vb* — 4ac

T 2a

DEMOSTRACION  Primero, dividimos entre a cada lado de la ecuacién y pasamos la
constante al lado derecho, obteniendo
b

) c
X"+ —x=—-——
a a

Divida entre a

A continuacién completamos el cuadrado al sumar (b/2a)2 a cada lado de la ecuacion:

(8- ()
* ax 2a a 2a

( +b)2_—4ac+b2
* 2a 4q*

b 2
Complete el cuadrado: sume <?>
a

Cuadrado perfecto

b \Vb* — dac )
X+ —=*=—— Tome la raiz cuadrada
2a 2a
—b += Vb* — dac b
X = Reste
2a 2a =

La férmula cuadratica podria usarse para resolver las ecuaciones de los Ejemplos 4 y 6.
El lector debe realizar los detalles de estos célculos.

EJEMPLO 7 | Uso de la férmula cuadratica

Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones siguientes.

(@ 3x2—5x—1=0 (b) x>+ 12x+9=0 (€ x>+2x+2=0

SOLUCION

(a) En esta ecuacién cuadriticaa =3, b= —5yc = —1.

Por la féormula cuadratica,

—(=5) = V(=5 —43)(-1) _ 5+ V37
x = =
2(3) 6
Si se desean aproximaciones, podemos usar una calculadora para obtener
5+ V37 5— V37
X=——e ~ 1.8471 y X= e ~ —0.1805

(b) Usando la férmula cuadriticacona = 4,b = 12y ¢ = 9 dard

122 V(12)2 - 4-4-9

2.4 8

PSR 2 -z 3
Esta ecuacion tiene s6lo una solucioén, x = — 2-

-12+0 3
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Esta formula depende del hecho de que
la aceleracién debida a la gravedad es
constante cerca de la superficie terres-
tre. Aqui despreciamos el efecto de la
resistencia del aire.

(¢) Usando la férmula cuadrdtica, cona = 1, b = 2y ¢ = 2 resulta
-2 * 22—4-2_ —2*+*xV-4 -2x2V-1
2 B 2 B 2 B

Como el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo, V. —1 no estd definido en
el sistema de nimeros reales. La ecuacién no tiene solucion real.
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-1 *=vVv-l

X =

En la Seccién 3.5 estudiamos el sistema de nimeros complejos, en el que existen las
raices cuadradas de nimeros negativos. La ecuacién del Ejemplo 7(c) tiene soluciones en el
sistema de nimeros complejos.

La cantidad b* — 4ac que aparece bajo el signo de raiz cuadrada en la férmula cuadratica
se denomina discriminante de la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0y estd dada por el simbolo D.
Si D < 0, entonces \/b> — 4ac no esta definida y la ecuacién cuadratica no tiene solucién
real, como en el Ejemplo 7(c). Si D = 0, entonces la ecuacién tiene s6lo una solucién real,
como en el Ejemplo 7(b). Por dltimo, si D > 0, entonces la ecuacion tiene dos soluciones
reales distintas, como en el Ejemplo 7(a). El recuadro siguiente resume estas observaciones.

EL DISCRIMINANTE

El discriminante de la ecuacién cuadritica ax®> + bx + ¢ = 0 (a # 0) es
D = b? — 4ac.

1. Si D > 0, entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.

2. Si D = 0, entonces la ecuacidn tiene exactamente una solucién real.

3. Si D < 0, entonces la ecuacion no tiene solucion real.

EJEMPLO 8 | Uso del discriminante
Use el discriminante para determinar cudntas soluciones reales tiene cada ecuacién.

(@ x>+4x—-1=0 (b) 42— 12x+9=0 (€) 3x? —2x+4=0

SOLUCION

(a) Eldiscriminante es D = 4> — 4(1)(—1) = 20 > 0, por lo cual la ecuacién tiene dos
soluciones reales distintas.

(b) El discriminante es D = (— 12)2 —4-4-9 = 0, por lo cual la ecuacién tiene una so-

lucioén real.

(¢) Eldiscriminante es D = (—2)* — 4(%)4 = —3 < 0, por lo cual la ecuacién no tiene

solucion real.
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A continuacién consideremos una situacion real que puede ser modelada por una ecua-
cioén cuadratica.

EJEMPLO 9 | Trayectoria de un proyectil

Un objeto lanzado o disparado verticalmente hacia arriba a una velocidad inicial v, pies/s alcan-
zard una altura de / pies después de ¢ segundos, donde / y 7 estan relacionadas por la férmula

h =-168 + vt
Suponga que se dispara una bala verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 800
pies/s. Su trayectoria se ilustra en la Figura 2.
(a) (Cuéndo caerd la bala al nivel del suelo?
(b) (Cuéndo alcanza una altura de 6400 pies?



descenso

o
10,000 pies
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(¢) (Cuéndo alcanza una altura de 2 millas?
(d) ;Cudl es la altura del punto mds alto al que llega la bala?

SOLUCION Como la velocidad inicial en este caso es v, = 800 pies/s, la férmula es
h = -167 + 800¢

(a) El nivel del suelo corresponde a 7 = 0, de modo que debemos resolver la ecuacién
0= —16¢> + 800t Hagah =0
0= —16¢(t — 50) Factorice

Por lo tanto, t = 0 o t = 50. Esto significa que la bala arranca (+ = 0) al nivel del
suelo y regresa a éste después de 50 segundos.

(b) Haciendo & = 6400 da la ecuacién
6400 = —16¢t> + 800t  Hagah = 6400

16£2 — 8007 + 6400 = 0 Todos los términos
al lado izquierdo
12— 50t + 400 = 0 Divida entre 16
(t—10)(r —40) =0 Factorice
t=10 or t =40 Resuelva

La bala llega a 6400 pies después de 10 s (en su ascenso) y otra vez después de 40 s
(en su descenso a tierra).

(¢) Dos millas es 2 X 5280 = 10,560 pies.
10,560 = —16¢> + 800  Hagah = 10,560

16 — 8007 + 10,560 = 0 Todos los términos
al lado izquierdo
2 — 50t + 660 = 0 Divida entre 16
El discriminante de esta ecuacién es D = (—50)* — 4(660) = —140, que es nega-
tivo. Entonces, la ecuacién no tiene solucién real. La bala nunca llega a una altura de

2 millas.

(d) Cada altura a la que llega la bala es alcanzada dos veces, una vez en su ascenso y una
vez en su descenso. La tinica excepcidn es el punto mds alto de su trayectoria, que se
alcanza una sola vez. Esto significa que para el valor mds alto de £, la siguiente ecua-
cién tiene s6lo una solucidn para ¢:

h = —16t* + 800t
161 — 800t + h = 0 Alterne al lado izauierdo
Esto a su vez significa que el discriminante D de la ecuacién es 0, de modo que
D = (—800)* — 4(16)h = 0
640,000 — 64h = 0
h = 10,000
La mdxima altura alcanzada es 10,000 pies.
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V Otros tipos de ecuaciones

Hasta aqui hemos aprendido a resolver ecuaciones lineales y cuadréticas. A continuacién
estudiaremos otros tipos de ecuaciones, incluyendo las que contienen potencias superiores,
expresiones fraccionarias y radicales.
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EJEMPLO 10 | Una ecuacién que contiene expresiones
fraccionarias

5 —
x+2

3
Resuelva la ecuacion T + 2.

SOLUCION  Eliminamos los denominadores al multiplicar cada lado por el minimo

VERIFIQUE SUS RESPUESTAS comin denominador.

x =3
3 5
3 5 -+ x(x +2) = 2x(x + 2) Multiplique por el MCD x(x + 2)
_ 2 X x+2
LI =—+ 110
3(x 4+ 2) + 5x = 2x* + 4x Expanda
=l+l=2 8x + 6 = 2x% + 4x Expanda el lado izquierdo
LD =2 0=2x? — 4x — 6 Reste 8x + 6
LI =LD ¢ 0=x>—2x—-3 Divida entre 2 ambos lados
x=-1 0=x—=3)(x+1) Factorice
LI = 3 + > x—3=0 o x+1=0 Propiedad de Producto Cero
-1 -1 +2
x=3 x= -1 Resuelva
=-3+5=2
LD = Debemos verificar nuestras respuestas porque multiplicar por una expresién que contenga
la variable puede introducir soluciones extrafias. De Verifique sus respuestas vemos que las
LI =LD soluciones son x = 3y —1.
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Cuando resuelva una ecuacién que contenga radicales, debe tener especial cuidado para
verificar sus respuestas finales. El siguiente ejemplo demuestra el porqué.

EJEMPLO 11 | Una ecuacién que contiene un radical
Resuelva la ecuacion 2x = 1 — V2 — x.

VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

SOLUCION  Para eliminar la raiz cuadrada, primero la aislamos en un lado del signo

=

X == igual y luego elevamos al cuadrado:
LI :2(_%): —2 2x—1=-V2—x Reste 1
LD =1-V2- <_%) (2x — 1)2 =2—x Eleve al cuadrado cada lado
=1- \/% 4> —4x +1=2—x Expanda el lado izquierdo
=1-3=-1 4x> = 3x—1=0 Sume =2 + x
LI =LD Ax+ DHx—1)=0 Factorice
x=1: 4x+1=0 o x—1=0 Propiedad de Producto Cero
LI =2(1)=2 x=—; x=1 Resuelva
LD =1-V2-1 Los valores x = —4 y x = 1 son sélo soluciones potenciales. Debemos verificarlas para
=1-1=0 ver si satisfacen la ecuacién original. De Verifique sus respuestas vemos que x = —% es una
LI 1D X solucién pero x = 1 no lo es. La tinica solucién es x = —3.
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Cuando resolvamos una ecuacién, podemos terminar con una o mas soluciones extra-
fias, es decir, soluciones potenciales que no satisfacen la ecuacion original. En el Ejemplo
11 el valor x = 1 es una solucién extrafia. Las soluciones extrafias pueden ser introducidas
cuando elevamos al cuadrado cada lado de una ecuacién porque la operacion de elevar al
cuadrado puede convertir una ecuacion falsa en una verdadera. Por ejemplo —1 # 1, pero
(—1)* = 1% Entonces, la ecuacién elevada al cuadrado puede ser verdadera para mds
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valores de la variable que la ecuacién original. Esta es la razén por la que siempre deben
verificarse las respuestas para asegurarse que cada una de ellas satisfaga la ecuacion ori-

ginal.

Una ecuacién de la forma aW? + bW + ¢ = 0, donde W es una expresion algebraica, es
una ecuacion de tipo cuadratico. Resolvemos ecuaciones de tipo cuadratico al sustituir por
la expresion algebraica, como vemos en los siguientes dos ejemplos.

EJEMPLO 12 | Una ecuacion de cuarto grado de tipo cuadratico

Encuentre todas las soluciones de la ecuacién x* — 8x> + 8 = 0.

SOLUCION Si hacemos W = x%, entonces obtenemos una ecuacién cuadratica con la
nueva variable W:

(x*)*—8x*+8=0 Escriba x* como (x?)?
W2—8W+8=0 SeaW = x?
—(—8) = —8)2—4-8
W= (=8) 2( ) =4+2\2 Férmula cuadratica
x2=4+2V2 W= x?
x=*=V4+22 Tome raices cuadradas

Por lo tanto, hay cuatro soluciones:
V4 +2V2, V4 —2V2, -V4 +2V2, -V4-2V2
Usando una calculadora, obtenemos las aproximaciones x = 2.61, 1.08, —2.61, —1.08.
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EJEMPLO 13 | Una ecuacion con potencias fraccionarias

Encuentre todas las soluciones de la ecuacién x'* + x5 -2 = 0.

SOLUCION  Esta ecuacion es del tipo cuadritico porque si hacemos W = x", entonces
W2 = (Vo) = x1

B x_2=0

W2+ W-2=0 SeaW = x'/6
W—-1)W+2)=0 Factorice
W—-1=0 0 W+2=0 Propiedad de Producto Cero
W=1 =-2 Resuelva
x1/6: 1 x1/6: ) W:,"/(‘
x=1°=1 x = (—2)6 =064 Tome la 6a. potencia

De Verifique sus respuestas vemos que x = 1 es una solucién pero x = 64 no lo es. La
solucién es x = 1.

VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

x=1: x = 64:
LIl =17 +1%-2=0 LI =647 + 6410 — 2
=4+2-2=4
LD =0 LD =0
LI =LD v LI # LD X
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Al resolver ecuaciones que contengan valores absolutos, por lo general tomamos casos.

EJEMPLO 14

Una ecuacién con valor absoluto

Resuelva la ecuacién | 2x — 5| = 3.

SOLUCION  Por la definicién de valor absoluto, | 2x — 5| = 3 es equivalente a

2x —5=3 0 2x —5=-3
2x = 8 2x =2

x=4 x=1

Las soluciones son x = 1, x = 4.
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1.5 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. ;Verdadero o falso?

(a) Sumar el mismo nimero a cada lado de una ecuacion siem-

pre da una ecuacion equivalente.

(b) Multiplicar cada lado de una ecuacién por el mismo nu-
mero siempre da una ecuacion equivalente.

(¢) Elevar al cuadrado cada lado de una ecuacién siempre da
una ecuacion equivalente.

2. Explique cémo usaria cada método para resolver la ecuacion
X¥=4x-5=0.

(a) Por factorizacion:
(b) Completando el cuadrado:
(¢) Usando la férmula cuadratica:

3. (a) Las soluciones de la ecuacién x*(x —4) = 0 son

(b) Para resolver la ecuacién x* — 4x* = 0, el lado iz-

quierdo.
4. Resuelva la ecuacién V2x + x = 0 con los siguientes pasos.
(a) Aislar el radical:
(b) Elevar al cuadrado ambos lados:

(¢) Las soluciones de la ecuacion cuadratica resultante
son

(d) La(s) solucidn(es) que satisface la ecuacion original es
(son)

5. La ecuacién (x + 1)> = 5(x + 1) + 6 = 0 es del tipo
Para resolver la ecuacién, hacemos W = . La ecuacién
cuadratica resultante es

6. La ecuacién x* + 7x° — 8 = 0 es del tipo
Para resolver la ecuacion, hacemos W =

La ecuacion cuadratica resultante es

HABILIDADES

7-10 m Determine si el valor dado es una solucién de la ecuacion.

7.4x+7=9x—3
(a) x= -2 (b) x=2

8 1-[2-B3-x)]=4x—(6+x)

(a x=2 (b) x=4

1 1 x3/2
il 10. " =x-8

(a x=2 (b) x=4 (a x=4 (b) x=28

11-28 m La ecuacién dada es lineal o equivalente a una ecuacién
lineal. Resuelva la ecuacion.

11. 2x + 7 =31 12. 5x =3 =4
13. jx — 8 =1 4.3 +1x=5
® a5 ~Tw=15—2w 16. 5t — 13 =12 — 5
| | z 3
L2y —2=3 L=z +
17. 5y — 2 =3y 18 5 102 7
19. 2(1 —x) = 3(1 + 2x) + 5
2 1 y+1
20 Sy +—(y—3)="——
3y 50 =3) 2
+1
2ox—tx—lx—5=0 2 oaw-+ -6
2 4
3 oty 2, 2211
“x 3x Tx4+2 5
s> _L_ 1 ) F T S
x+ 1 2 3x+3 x—1 x+1 x*—-1
+5
27. (1— 42 = (1 +4)?+32 28 V3x+ VI =x\@

29-42 m De las siguientes ecuaciones, despeje la variable indicada.

M
& 29. PV = nRT; despeje R 30. F= Gmfz; despeje m
r



L 4

? 4

4

4

4

4

L 4

4

? 4

4

24

L 4

4

1 1 1
31. P=2] + 2w; despejew 32. —=—+ —; despeje R,
R R R,
+b
33. Zj T4 = 2; despeje x
34. a —2[b—3(c —x)] =6; despeje x
35. a’x+ (a— 1) = (a + 1)x; despeje x
+ 1 -1 b+
36. ab :ab + P despeje a
12 . mM .
37. V. =3mr°h; despeje r 38. F = G—5; despejer
r
39. a®> + b*> =% despeje b
i \2
A= +— je i
40. A P(l 100) ; despeje i
L . n(n + 1) ,
41. h = 39t + vot; despejer 42. S = ?; despeje n

43-54 m Resuelva la ecuacién por factorizacion.

43. xP+x—12=0 4. x> +3x—4=0
45. x* = Tx+ 12=0 46. x>+ 8x+12=0
47. 4x* —4x—15=0 48. 2y2+ 7y +3=0
49. 3x* 4+ 5x =2 50. 6x(x — 1) =21 —x
51, 222 =8 52, 3x2-27=0

53. 3x+2)7=10 54, 2x— 1)’ =8

55-62 m Resuelva la ecuacién completando el cuadrado.
S5 X +2x—5=0 56. x> —4x+2=0
57. x> —6x—11=0 58. x> +3x—1=0
59.2¢*+8+1=0 60. 3x> —6x—1=0
6l. 4x* —x =0 62. x2=3x—4

63-78 m Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacion
cuadratica.

63. ¥ —2x—15=0 64. ¥ +5x—6=0
65. X —7x+10=0 66. x* + 30x + 200 = 0
67. 2 +x—3=0 68. 3¢ + Tx+4=0
69. 3> +6x—5=0 70. ¥ —6x+1=0
M. 2-2+5=0 72.2 —y—%=0

73. 4% + 16x — 9 =0 74. 0 = x> —4x + 1
J5. w? = 3w —1) 76. 3+52+22=0
77. 10y*> — 16y + 5= 0 78. 25x* + 70x + 49 = 0
79-84 m Use el discriminante para determinar el nimero de solu-
ciones reales de la ecuacién. No resuelva la ecuacion.

79 x2—6x+1=0 80. 3x>=06x—9

82. x> +22lx+121=0
(s >0)

81 x2+220x+121=0

83 4x? +5x + 5 =0 84. x> + rx — 5 =0

85-108 m Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacion.

g5 L1 5 12
Ty -1 x+2 4 " x x-3

+4=0
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x2 1 2
87. ——— =50 88. - — =
x + 100 x—1 x?
+ 2 + 1
go. *tO_ O L SRR

x—2 x+2 x2-4 2x+7 x+3

© 9. V2x+1+1=x 92 V5-—x+1=x-2
93.2x+ Vx+1=28 9. VVx—5+x=5
95 ¥t —13x24+40=0 96. x* —5x>+4=0
97. 2x*+4x2+1=0 98. x*—2x*-3=0
& 99 ¥ —5: +6=0 100. Vx —3Vx—4=0
101 4(x + D2 =50+ D+ (x+ 1) =0
102. x'2 + 3x 12 = 10x7 32
103. x'2 = 3x3 =34 -9 104. x —5Vx+6=0
®.105. |3x+ 5| =1 106. [2x| =3
107. |x — 4] = 0.01 108. |x — 6| = —1

&

APLICACIONES

109-110 = Problemas de cuerpos en caida Suponga que
un cuerpo se deja caer desde una altura /4, sobre el suelo. Entonces
su altura después de ¢ segundos estd dada por & = 16¢* + h, donde
h se mide en pies. Use esta informacion para resolver el problema.

109. Si una pelota se deja caer desde 288 pies sobre el suelo,
(cudnto tarda en llegar al nivel del suelo?

110. Una pelota se deja caer desde lo alto de un edificio de 96 pies
de alto.
(a) (Cuanto tardara la pelota en caer la mitad de la distancia
al nivel del suelo?
(b) (Cuanto tardard en caer el suelo?

111-112 m Problemas de cuerpos en caida Use la férmula
h = —16* + vyt que se estudia en el Ejemplo 9.

111. Una pelota se lanza directamente hacia arriba a una velocidad

inicial de v, = 40 pies/s.

(a) (Cudndo llega la pelota a una altura de 24 pies?

(b) (Cuando llega a una altura de 48 pies?

(¢) (Cual es la altura maxima alcanzada por la pelota?

(d) (Cudndo alcanza la pelota el punto mds alto de su trayec-
toria?

(e) ;Cudndo cae al suelo?

112. ;Con qué rapidez debe ser lanzada hacia arriba una pelota
para que alcance una altura méxima de 100 pies? [Sugerencia:

Use el discriminante de la ecuacién 16£* — vyt + h = 0.]

113. Contraccion en vigas de concreto A medida que el
concreto se seca, se contrae; cuanto mas alto es el contenido
de agua, mayor es la contraccién. Si una viga de concreto
tiene un contenido de agua de w kg/m®, entonces se contraerd

con un factor
_0.032w — 2.5
10,000

donde S es la fraccién de la longitud original de la viga que

desaparece debido a la contraccion.

(a) Una viga de 12.025 m de largo es vaciada en concreto que
contiene 250 kg/m® de agua. ;Cudl es el factor de contrac-
cion S? ;Qué largo tendra la viga cuando se haya secado?
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(b) Una viga mide 10.014 m de largo cuando est4 himeda. 119. Profundidad de un pozo Un método para determinar la
Deseamos que se contraiga a 10.009 m, de modo que el profundidad de un pozo es dejar caer en él una piedra, y luego
factor de contraccion sea S = 0.00050. ;Qué contenido de medir el tiempo que tarda la caida hasta que se escucha el
agua dard esta cantidad de contraccién? ruido de la piedra al tocar el agua. Si d es la profundidad del

pozo (en pies) y t, es el tiempo (en segundos) que tarda la pie-
\ dra en caer, entonces d = 16¢2, de modo que 1, = Vd/4.
Ahora, si t, es el tiempo que tarda el sonido en regresar, enton-

ces d = 1090z, porque la velocidad del sonido es 1090 pies/s.
Por lo tanto, ¢, = d/ 1090. Asi, el tiempo total transcurrido entre

St dejar caer la piedra y escuchar el ruido cuando cae es
114. La ecuacion de lentes Si F es la longitud focal de un \Vd d
lente convexo y un objeto se coloca a una distancia x desde el htth= 4 + 1090

lente, entonces su imagen estard a una distancia y del lente,
donde F, x y y estdn relacionadas por la ecuacion de lentes

1 1 1

F x vy

(Cudl es la profundidad del pozo si su tiempo total es 3 s?

Suponga que un lente tiene una longitud focal de 4.8 cm y que
la imagen de un objeto estd 4 cm mds cerca del lente que el
objeto mismo. ;A qué distancia del lente estd el objeto?

115. Poblacion de peces La poblacién de peces de cierto

lago sube y baja de acuerdo con la féormula Tiempo en Tiempo
_ _ que cae en que el
F =100030 + 17t =) la piedra: sonido sube:
Aqui F es el numero de peces en el tiempo ¢, donde ¢ se mide t = Vd 1 = -l
en afios desde el 1 de enero de 2002, cuando la poblacién de 3 =’

peces se estimé por primera vez.

(a) (En qué fecha la poblacién de peces serd otra vez la
misma de como era el 1 de enero de 2002?

(b) (Antes de qué fecha habran muerto todos los peces del lago?

116. Poblacion de peces Un gran estanque es abastecido de
peces. La poblacion P de peces estd modelada con la férmula
P =3t + 10Vt + 140, donde  es el nimero de dfas desde

que los peces fueron introducidos en el estanque. ;Cuantos DESCUBRIMIENTO = DlSCUS'ON - REDACC'ON

dias tardard la poblacion de peces en llegar a 500?

117. Utilidades Un fabricante de aparatos pequefios encuentra 120. Una familia de ecuaciones La ecuacién
que la utilidad P (en délares), generada por producir x hornos 3+ k-5=kx—-k+1
de microondas por semana, estd dada por la férmula
P = 15x (300 — x) siempre que 0 = x < 200. ;Cuéntos hor-
nos deben ser fabricados en una semana determinada para ge-
nerar una utilidad de $1250?

118. Gravedad Si un segmento imaginario de recta se traza en-
tre los centros de la Tierra y la Luna, entonces la fuerza F gra-
vitacional neta que actda sobre un objeto situado sobre este (@ x=0 (b) x=1 (€ x=2
segmento de recta es

es en realidad una familia de ecuaciones, porque para cada
valor de k obtenemos una ecuacién diferente con la incognita x.
La letra k se llama parametro para esta familia. ;Qué valor
debemos escoger para k para hacer que el valor determinado
de x sea una solucién de la ecuacién resultante?

121. ;Demostracion de que 0 = 1? Los siguientes pasos

-K 0.012K . -
F=—+ —"—o parecen dar ecuaciones equivalentes, que parecen demostrar
X (239 = x) que 1 = 0. Encuentre el error.
donde K > 0 es una constante y x es la distancia del objeto x=1 Dada

desde el centro de la Tierra, medida en miles de millas. ;A

qué distancia del centro de la Tierra estd el “punto muerto” =X Multiplique por x

donde no hay fuerza gravitacional neta que actie sobre el ob- 2—x=0 Reste x
jeto? (Exprese su respuesta a las mil millas mds cercanas.)
x(x—1)=0 Factorice
e = 1) = 0 Divida entre x — 1
x—1 x—1
X = Simplifique

1=0 Dada x =1
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123.

Volimenes de sélidos La esfera, el cilindro y el cono
que se ven a continuacioén tienen todos ellos el mismo radio r
y el mismo volumen V.

(a) Use las férmulas de volumen dadas al final de este libro,
para demostrar que

4 4 1
Sard = wr’h, y smrd = imrih,

(b) De estas ecuaciones despeje /1, y h,.

o3 A

Relacion entre raices y coeficientes La férmula cua-
dratica nos da las raices de una ecuacion cuadrética a partir de
sus coeficientes. También podemos obtener los coeficientes a
partir de sus raices. Por ejemplo, encuentre las raices de la ecua-
cién x* —9x + 20 = 0 y demuestre que el producto de las raices
es el término constante 20 y la suma de las raices es 9, el nega-

1.6 MODELADO CON ECUACIONES

124.
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tivo del coeficiente de x. Demuestre que la misma relacion entre
raices y coeficientes se cumple para las ecuaciones siguientes:
¥-2x—8=0
W +ax+2=0
Use la féormula cuadrética para demostrar que, en general, si la
ecuacién x* + bx + ¢ = 0 tiene raices r, y r,, entonces ¢ =
rry b =—(r + r).

Resolver una ecuacion en formas diferentes En
esta seccion hemos aprendido varias formas diferentes de re-
solver una ecuacion. Algunas ecuaciones pueden abordarse en
mds de un método. Por ejemplo, la ecuacién x — Vx — 2 =0
es de tipo cuadritico. Podemos resolverla haciendo Vx = u'y
x = 1, y factorizando. O bien, podriamos despejar \/x, elevar
al cuadrado cada lado y luego resolver la ecuacion cuadratica
resultante. Resuelva las siguientes ecuaciones usando ambos
métodos indicados, y demuestre que obtiene las mismas res-
puestas finales.
(@ x — Vx — 2 =0 tipo cuadritico; despeje el radical y
eleve al cuadrado
12

® s

+ 1 = 0 tipo cuadrético; multiplique
por el MCD

Construccion y uso de modelos > Problemas acerca de interés B Problemas
de drea o longitud P Problemas de mezclas P> Problemas del tiempo necesa-
rio para realizar un trabajo » Problemas de distancia, rapidez y tiempo

Numerosos problemas en ciencias, economia, finanzas, medicina y otros muchos campos se
pueden convertir en problemas de dlgebra; ésta es una razén por la que el dlgebra es tan ttil. En
esta seccién usamos ecuaciones como modelos mateméticos para resolver problemas reales.

V Construccion y uso de modelos

Usaremos las siguientes guias para ayudarnos a formular ecuaciones que modelen situacio-
nes descritas en palabras. Para demostrar la forma en que estas guias pueden ayudar a formu-
lar ecuaciones, téngalas en cuenta al trabajar cada ejemplo de esta seccion.

GUIA PARA MODELAR CON ECUACIONES

1. Identifique la variable.

Identifique la cantidad que el problema le pide ha-

llar. En general, esta cantidad puede ser determinada por una cuidadosa lectura
de la pregunta que se plantea al final del problema. Después introduzca nota-
cién para la variable (llamela x o alguna otra letra).

. Transforme palabras en dlgebra. De nuevo lea cada oracién del pro-

blema y exprese, en términos de la variable que haya definido en el Paso 1, to-
das las cantidades mencionadas en el problema. Para organizar esta informa-
cion, a veces es util trazar un diagrama o hacer una tabla.

. Formule el modelo. Encuentre el dato de importancia decisiva en el pro-

blema, que dé una relacion entre las expresiones que haya citado en el Paso 2.
Formule una ecuacion (o modelo) que exprese esta relacion.

. Resuelva la ecuaciéon y compruebe su respuesta. Resuelva la ecuacion,

verifique su respuesta, y exprésela como una oracién que conteste la pregunta
planteada en el problema.
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VERIFIQUE SUS RESPUESTAS

costo total = costo del recorrido +
costo diario

= 0.15(320) + 2(30)
=108 v

El siguiente ejemplo ilustra la forma en que se usa esta guia para convertir un “problema
de palabras” en lenguaje de 4lgebra.

EJEMPLO 1 | Rentar un auto

Una compaiiia de renta de autos cobra $30 al dia y $0.15 por milla para rentar un auto.
Helen renta un auto durante dos dias y su cuenta llega a $108. ;Cudntas millas recorrié?

SOLUCION

Identifique la variable. Nos piden hallar el nimero de millas que Helen ha recorrido. Por
tanto, hacemos

x = numero de millas recorridas

Convierta las palabras en dlgebra. Ahora convertimos toda la informacién dada en el
problema a un lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Numero de millas recorridas X

Costo del recorrido (a $0.15 por milla) 0.15x
Costo diario (a $30 por dia) 2(30)

Formule el modelo. Ahora proponemos el modelo.
costo del recorrido + costo diario = costo total

0.15x + 2(30) = 108

Resuelva. Ahora despejamos x.

0.15x = 48 Reste 60
48 o
X =—— Divida entre 0.15
0.15

x = 320 Con calculadora

Helen manejé 320 millas su auto rentado.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 19 |

En los ejemplos y ejercicios que siguen, construimos ecuaciones que modelan problemas en
muchas situaciones reales diferentes.

V Problemas acerca de interés

Cuando usted pide un préstamo en un banco o cuando un banco le “pide prestado” a usted
al mantener el dinero en una cuenta de ahorros, quien pide el préstamo en este caso debe
pagar por el privilegio de usar el dinero. La cuota que se paga se llama interés. El tipo mas
bésico de interés es el interés simple, que es precisamente un porcentaje anual de la canti-
dad total solicitada en préstamo o depositada. La cantidad de un préstamo o depdsito se
llama principal P. El porcentaje anual pagado por el uso de este dinero es la tasa de interés r.
Usaremos la variable ¢ para representar el nimero de afios que el dinero estd en depdsito y
la variable I para representar el interés total ganado. La siguiente formula de interés simple
da la cantidad de interés / ganado cuando un principal P es depositado durante ¢ afios a una
tasa de interés r.

I = Prt
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@ Cuando use esta férmula, recuerde convertir el porcentaje r a decimal. Por ejemplo, en
forma decimal, 5% es 0.05. Entonces, a una tasa de interés de 5%, el interés pagado sobre
un depdsito de $1000 en un periodo de 3 afios es I = Prt = 1000(0.05)(3) = $150.

EJEMPLO 2 | Interés sobre una inversion

Marfa hereda $100,000 y los invierte en dos certificados de dep6sito. Uno de los certificados
paga 6% y el otro paga 43% de interés simple al afio. Si el interés total de Marfa es $5025
al aflo, ;cudnto dinero se invierte a cada una de las tasas de interés?

SOLUCION

Identifique la variable. El problema pide la cantidad que ella ha invertido a cada una de
las tasas. Por lo tanto, hacemos

x = la cantidad invertida al 6%
Convierta las palabras en dlgebra. Como la herencia total que recibié Maria es $100,000,

se deduce que ella invirti6 100,000 — x al 43 %. Convertimos toda la informacién dada en
lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Cantidad invertida al 6% X

Cantidad invertida al 41 % 100,000 — x
Cantidad ganada al 6% 0.06x

Cantidad ganada al 43 % 0.045(100,000 — x)

Formule el modelo. Usamos el dato de que el interés total de Maria es $5025 para pro-
poner el modelo.

interés al 6% +  interés al 4%% = interés total
0.06x + 0.045(100,000 — x) = 5025
Resuelva. A continuacion despeje la x.
0.06x + 4500 — 0.045x = 5025 Propiedad Distributiva
0.015x + 4500 = 5025 Combine términos en x
0.015x = 525 Reste 4500
525 35,000 Divid tre 0.015
xX=——= /ida entre 0.
0015 A 1vida entre

Entonces Marfa ha invertido $35,000 al 6% y los restantes $65,000 al 4%%.

VERIFIQUE SU RESPUESTA

interés total = 6% de $35,000 + 43% de $65,000
= $2100 + $2925 = $5025 (4
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V Problemas de area o longitud

Cuando usamos dlgebra para modelar una situacion fisica, a veces debemos usar formulas
bésicas de geometria. Por ejemplo, es posible que necesitemos una féormula para un drea o
un perimetro, o la férmula que relaciona los lados de tridngulos semejantes, o el Teorema de
Pitagoras. Casi todas estas férmulas aparecen al final de este libro. Los dos ejemplos que
siguen usan estas formulas geométricas para resolver algunos problemas practicos.
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FIGURA 1

EJEMPLO 3 | Dimensiones de un jardin

Un jardin cuadrado tiene un andador de 3 pies de ancho alrededor de su borde exterior,
como se ve en la Figura 1. Si el drea de todo el jardin, incluyendo los andadores, es de
18,000 pies?, ;cudles son las dimensiones del drea plantada?

SOLUCION

Identifique la variable. Nos piden hallar la longitud y ancho del drea plantada. Por lo
tanto, hacemos

x = longitud del drea plantada

Convierta las palabras en dlgebra. A continuacién, convierta la informacién de la Figura 1
en el lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Longitud del drea plantada X
Longitud de todo el jardin x+6
Area de todo el jardin (x + 6)?

Formule el modelo. A continuacién proponemos el modelo.
drea de todo el jardin = 18,000 pies>
(x + 6)* = 18,000

Resuelva. A continuacién despejamos x.

x + 6 = V18,000 Tome rafces cuadradas
x=V18,000 — 6  Resic6
x = 128
El 4rea plantada del jardin es de unos 128 pies por 128 pies.
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EJEMPLO 4 | Dimensiones de un lote para construccién

Un lote rectangular para construccién mide 8 pies mds largo de lo que es de ancho y tiene
un drea de 2900 pies®. Encuentre las dimensiones del lote.

SOLUCION
Identifique la variable. Nos piden hallar el ancho y largo del lote. Entonces, hacemos
w = ancho del lote

Convierta las palabras en dlgebra. A continuacién convertimos la informacion dada en
el problema en el lenguaje de dlgebra (vea Figura 2).

En palabras En algebra
Ancho del lote w
Longitud del lote w+ 8

Formule el modelo. Ahora formulamos el modelo

ancho longitud area

dellote = dellote ~ dellote
2900

w(w + 8)



SECCION 1.6 | Modelado con ecuaciones 61

Resuelva. A continuacién despejamos w.
w? + 8w = 2900 Expanda

w® + 8w — 2900 = 0 Reste 2900
(w—50)(w+ 58) =0 Factorice
w = 50 or w= —58 Propiedad de producto cero

Como el ancho del lote debe ser un nimero positivo, concluimos que w = 50 pies. La lon-
gitud del lote es w + 8 = 50 + 8 = 58 pies.

FIGURA 2
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EJEMPLO 5 | Determinar la altura de un edificio usando
triangulos semejantes

Un hombre que mide 6 pies de alto desea hallar la altura de cierto edificio de cuatro pisos.
Mide su sombra y encuentra que es de 28 pies de largo, mientras que su propia sombra es
de 35 pies de largo. ;Cudl es la altura del edificio?

SOLUCION

Identifique la variable. El problema pide la altura del edificio. Por lo tanto, hagamos
h = la altura del edificio

Convierta las palabras en dlgebra. Usamos el dato que los tridngulos de la Figura 3 son
semejantes. Recuerde que para cualquier par de tridngulos semejantes las relaciones entre lados
correspondientes son iguales. Ahora convierta estas observaciones en lenguaje de dlgebra.

En palabras En algebra
Altura del edificio h
Razon entre altura y base en el tridngulo grande 2}’*3
Razon entre altura y base en el tridngulo pequefio %

FIGURA 3
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Formule el modelo. Como los tridngulos grande y pequefio son semejantes, obtenemos
la ecuacién

razén entre altura y _ razén entre altura y
base en tridngulo grande base en tridngulo pequefio
ho_ 6
28 35

Resuelva. A continuacién despeje h.

6-28 o
h = 35 =48 Multiplique por 28

Entonces el edificio mide 48 pies de altura.
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V Problemas de mezclas

Numerosos problemas reales se refieren a la mezcla de diferentes tipos de sustancias. Por
ejemplo, trabajadores de la construccién deben mezclar cemento, grava y arena; el jugo de
fruta de un concentrado puede tener mezcla de diferentes tipos de jugos. Los problemas
de mezclas y concentraciones hacen uso del hecho de que si una cantidad x de una sustancia
se disuelve en una solucidn con volumen V, entonces la concentracion C de la sustancia esta
dada por

Por lo tanto, si 10 g de azicar se disuelven en 5 L de agua, entonces la concentracion de
azicar es C = 10/5 = 2 g/L. Resolver un problema de mezclas por lo general nos pide
analizar la cantidad x de la sustancia que estd en la solucién. Cuando despejamos x de esta
ecuacion, vemos que x = CV. Observe que en muchos problemas de mezcla la concentra-
cién C se expresa como porcentaje, como en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 | Mezclas y concentracion

Un fabricante de bebidas gaseosas anuncia su refresco de naranja como “con sabor natural”,
aun cuando contiene s6lo 5% de jugo de naranja. Un nuevo reglamento federal estipula que
para ser llamada “natural”, una bebida debe contener al menos 10% de jugo de fruta.
(Cudnto jugo de naranja puro debe agregar este fabricante a 900 galones de refresco de
naranja para apegarse al nuevo reglamento?

SOLUCION

Identifique la variable. El problema pide la cantidad de jugo de naranja puro a ser agre-
gado. Por lo tanto, hacemos

x = la cantidad (en galones) de jugo de naranja puro a agregar

Convierta las palabras en algebra. En cualquier problema de este tipo, en el que dos
sustancias diferentes han de mezclarse, trazar un diagrama nos ayuda a organizar la infor-
macion dada (vea Figura 4).

La informacion de la figura puede convertirse en lenguaje de dlgebra, como sigue:

En palabras En algebra
Cantidad de jugo de naranja a agregar X
Cantidad de la mezcla 900 + x

Cantidad de jugo de naranja en la primera tina ~ 0.05(900) = 45
Cantidad de jugo de naranja en la segundatina 1-x = x
Cantidad de jugo de naranja en la mezcla 0.10(900 + x)
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10% jugo

5% jugo 100% jugo

Volumen 900 galones x galones 900 + x galones
Cantidad de 5% de 900 galones 100% de x galones 10% de 900 + x galones
jugo de naranja = 45 galones = x galones = 0.1(900 + x) galones

FIGURA 4

Formule el modelo. Para formular el modelo, usamos el dato de que la cantidad total de
jugo de naranja en la mezcla es igual al jugo de naranja de las dos primeras tinas.

cantidad de jugo cantidad de jugo cantidad de jugo
de naranjaenla + denaranjaenla = de naranjaen
primera tina segunda tina la mezcla

45 + x = 0.1(900 + x)  De laFigura 4

Resuelva. A continuacion despeje la x.

45 +x =90 + 0.1x Propiedad Distributiva
0.9x = 45 Reste 0.1x y 45
45 50 Divid 0.9
xX=—= ivida entre 0.
0.9

El fabricante debe agregar 50 galones de jugo de naranja puro al refresco.

VERIFIQUE SU RESPUESTA

cantidad de jugo antes de mezclar = 5% de 900 galones + 50 galones de jugo puro
= 45 galones + 50 galones = 95 galones
cantidad de jugo después de mezclar = 10% de 950 galones = 95 galones

Las cantidades son iguales. ¢/
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V Problemas del tiempo necesario para realizar un trabajo

Cuando se resuelva un problema que trate de determinar el tiempo que tardan varios traba-
jadores en terminar un trabajo, usamos el dato de que si una persona o maquina tarda H
unidades de tiempo para terminar el trabajo, entonces en una unidad de tiempo la parte del
trabajo que se ha terminado es 1/H. Por ejemplo, si un trabajador tarda 5 horas para podar
un césped, entonces en 1 hora el trabajador podaré 1/5 del césped.

EJEMPLO 7 | Tiempo necesario para realizar un trabajo

Debido a una fuerte tormenta anticipada, el nivel de agua en un estanque debe bajarse 1 pie.
Abrir el vertedero A baja el nivel en esta cantidad en 4 horas, mientras que abrir el mas
pequeilo vertedero B hace el trabajo en 6 horas. ;Cudnto tardara en bajar el nivel de agua
1 pie con ambos vertederos abiertos?
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SOLUCION Identifique la variable. Nos piden hallar el tiempo necesario para bajar
el nivel 1 pie si ambos vertederos estdn abiertos. Por lo tanto, hacemos

x = tiempo (en horas) necesario para bajar el nivel de agua
1 pie si ambos vertederos estdn abiertos

Convierta las palabras en algebra. No es facil hallar una ecuacién que relacione x a las
otras cantidades de este problema. Ciertamente x no es sélo 4 + 6, porque eso significaria
que los dos vertederos juntos necesitarian mas tiempo para bajar el nivel del agua que cual-
quiera de ellos solo. En cambio, vemos la parte del trabajo que puede ejecutar en 1 hora
cada uno de los vertederos.

En palabras En algebra
Tiempo que tarda en bajar el nivel 1 pie con A y B juntos xh
Distancia que A baja el nivelen 1 h % pie
Distancia que B baja el nivel en 1 h % pie
Distancia que A y B juntas bajan niveles en 1 h 1 pie

Formule el modelo. A continuacién formulamos el modelo.

fraccion ejecutada fraccion ejecutada fraccion ejecutada

por A + por B = por ambos

= | —

1
4+ — =
6

=

Resuelva. A continuacién despejamos x.

3x+2x =12 Multiplique por el MCD, 12x
Sx =12 Sume
12 .
X =— Divida entre 5

5

Tardard 23 horas, o 2 h 24 min, para bajar el nivel del agua 1 pie si ambos vertederos estén
abiertos.
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V Problemas de distancia, rapidez y tiempo

El siguiente ejemplo trata sobre distancia, tasa (rapidez) y tiempo. La férmula a recordar en
estos casos es

distancia = rapidez X tiempo

donde la rapidez es ya sea la rapidez constante o el promedio de rapidez de un cuerpo en
movimiento. Por ejemplo, manejar en auto a 60 mi/h durante 4 horas lleva a una persona a
una distancia de 60 - 4 = 240 millas.

EJEMPLO 8 | Un problema de distancia, rapidez y tiempo

Un jet vol6 de Nueva York a Los Angeles, una distancia de 4200 kilémetros. La rapidez para
el viaje de regreso fue de 100 km/h mds répido que la rapidez en el vuelo de ida. Si el viaje
total durd 13 horas, ;cudl fue la rapidez del jet de Nueva York a Los Angeles?

SOLUCION Identifique la variable. Nos piden la rapidez del jet de Nueva York a Los
Angeles. Aqui hacemos

s = rapidez de Nueva York a Los Angeles

Entonces s 4+ 100 = rapidez de Los Angeles a Nueva York
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Convierta las palabras en algebra. A continuacién organizamos la informacién en una
tabla. Primero llenamos la columna “Distancia” porque sabemos que las ciudades estdn a
4200 km entre si. A continuacién llenamos la columna “Rapidez”, porque hemos expresado
ambas magnitudes de rapidez en términos de la variable x. Por dltimo, calculamos las en-
tradas para la columna “Tiempo”, usando

. distancia
iempo = —————
P rapidez
Distancia (km) Rapidez (km/h) Tiempo (h)
42
N.Y.a L.A. 4200 s 00
s
L.A. aN.Y. 4200 s + 100 4200
s + 100

Formule el modelo. El viaje total tomé 13 horas, de modo que tenemos el modelo

tiempo de n tiempode _ tiempo
N.Y.aL.A. LA aNY. total
4200 4200
+——=13
K s + 100

Resuelva. Multiplicando por el comin denominador, s(s + 100), tenemos
4200(s + 100) + 4200s = 13s(s + 100)
8400s + 420,000 = 13s* + 1300s
0= 13s* — 7100s — 420,000

Aun cuando esta ecuacién se factoriza, con nimeros tan grandes es probable que sea mds
rdpido usar la Férmula Cuadratica y una calculadora.

_ 7100 = V/(=7100) — 4(13)(~420,000)

S 2(13)
7100 + 8500
26
—1400
=600 o @s= ~ 538
26

Como s representa la rapidez, rechazamos la respuesta negativa y concluimos que la rapidez
del jet de Nueva York a Los Angeles fue de 600 km/h.
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EJEMPLO 9 | Energia consumida en el vuelo de un pajaro

Los ornitélogos han determinado que algunas especies de aves tienden a evitar vuelos sobre
grandes cuerpos de agua durante horas del dia, porque generalmente el aire se eleva sobre tierra
y baja sobre el agua en el dia, de modo que volar sobre el agua requiere de mds energia. Un
ave se suelta del punto A en una isla, a 5 millas de B, que es el punto mds cercano a la playa
en linea recta. El ave vuela al punto C en la playa y luego vuela a lo largo de la playa al lugar
para anidar D, como se ve en la Figura 5. Suponga que el ave tiene 170 kcal de reservas de
energfa. Consume 10 kcal/milla volando sobre tierra y 14 kcal/milla volando sobre agua.

(a) (En dénde debe estar ubicado el punto C para que el ave use exactamente 170 kcal de
energia durante su vuelo?

(b) (El ave tiene suficientes reservas de energia para volar directamente de A a D?
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BHASKARA (nacido en 1114) fue un ma-
tematico, astrénomo y astrélogo de la
India. Entre sus muchos logros estaba
una ingeniosa demostracion del Teo-
rema de Pitagoras. (Vea Enfoque en la
solucién de problemas, en el sitio web
www.stewartmath.com. companero
de este libro). Su importante libro ma-
tematico Lilavati (La Hermosa) contiene
problemas de algebra planteados en
forma de cuentos para su hija Lilavati.
Muchos de los problemas empiezan
asi:"Oh, bella doncella, suponte...”La
historieta se relata usando astrologia.
Bhaskara habia determinado que gran-
des desgracias ocurririan a su hija si se
casaba en cualquier momento que no
fuera cierta hora de cierto dia. El dia de
su boda, cuando ella estaba viendo con
ansiedad un reloj de agua, una perla de
su adorno de la cabeza cay6 inadverti-
damente y paro el flujo de agua del re-
loj, haciendo que ella perdiera el mo-
mento oportuno para su boda. El libro
Lilavati de Bhaskara fue escrito para
consolarla.

(a) Identifique la variable. Nos piden hallar la ubicacién de C. Hacemos
x = distanciade Ba C

Convierta las palabras en dlgebra. De la figura, y del dato

energia consumida = energia por milla X millas recorridas

determinamos lo siguiente.

En palabras En algebra

Distanciade Ba C X

Distancia de vuelo sobre agua (de A a C) Vx? + 25 Teorema de Pitdgoras
Distancia de vuelo sobre tierra (de C a D) 12 — x

Energia consumida sobre agua 14Vx? + 25

Energia consumida sobre tierra 10(12 — x)

Formule el modelo. A continuacién formulamos el modelo.

total de energia
consumida

170 = 14Vx? + 25 + 10(12 — x)

Resuelva. Para resolver esta ecuacion, eliminamos la raiz cuadrada al llevar primero
todos los otros términos a la izquierda del signo igual y luego elevar al cuadrado ambos
lados.

_ energia consumida 4 energia consumida
sobre agua sobre tierra

Aisle a la derecha el término
de raiz cuadrada

14Vx?* + 25

170 — 10(12 — x)

50 + 10x = 14V x> + 25 Simplifique el lado izquierdo
(50 + 10x)* = (14)*(x* + 25) Eleve al cuadrado ambos lados

2500 + 1000x + 100x> = 196x> + 4900

Expanda

0= 96x> — 1000x + 2400

Todos los términos al lado derecho

Esta ecuacion podria factorizarse, pero como los nimeros son tan grandes es mds facil
usar la Férmula Cuadrética y una calculadora:

1000 = V/(—1000)% — 4(96)(2400)
2(96)

1000 + 280
192

6

W

o 3

NI

El punto C debe ser ya sea 63 o 32 millas desde B para que el ave consuma exacta-
mente 170 kcal de energia durante su vuelo.

(b) Por el Teorema de Pitdgoras (vea pagina 219), la longitud de la ruta directamente de
AaDes V5% + 122 = 13, de modo que la energia que el ave requiera para esa ruta
es 14 X 13 = 182 kcal. Esto es mds energia de la que dispone el ave, de modo que no
puede seguir esa ruta.
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1.6 EJERCICIOS

CONCEPTOS nedas de 10 centavos mds que de 5 centavos, y tantas monedas de
25 centavos que de monedas de 5 combinadas; p = nimero
de monedas de un centavo.

1. Explique verbalmente qué significa que una ecuacién modele
una situacién real y dé un ejemplo.

2. En la férmula / = Prt para interés simple, P representa
res ytes

’ APLICACIONES

3. Dé una formula para el drea de la figura geométrica. .19. Renta de un camion Una compaiifa que renta vehiculos

cobra $65 al dia y 20 centavos por milla por rentar un camion.

(a) Uncuadrado delado x: A = Miguel rent6 un camién durante 3 dias y su cuenta fue de $275.

(b) Un rectangulo de longitud / y ancho w: A = . (Cuéntas millas recorri6?

20. Costos de teléfono celular Una compaiiia de telefonia
celular cobra una cuota mensual de $10 por los primeros 1000
mensajes de texto y 10 centavos por cada mensaje adicional de
texto. La cuenta de Miriam por mensajes de texto para el mes de
junio es de $38.50. ;Cudntos mensajes de texto envid ella ese mes?

4

(¢) Uncirculo deradior: A =

4. El vinagre balsdmico contiene 5% de 4cido acético, de modo
que una botella de 32 onzas de vinagre balsdmico contiene
onzas de 4cido acético.

4

5. Un pintor pinta una pared en x horas, por lo que la fraccion de  # 21, Inversiones Felicia invirtié $12,000, una parte de los cuales

gana una tasa de interés simple de 4%% al afio y el resto gana
una tasa de 4% al afio. Después de 1 aflo, el interés total ganado
sobre estas inversiones fue de $525. ;Cuénto dinero invirti6 ella
a cada una de las tasas?

la pared que pinta en 1 hora es

6. La formula d = rf modela la distancia d recorrida por un objeto
que se mueve a una rapidez r constante en el tiempo ¢. Encuen-

tre férmulas para las siguientes cantidades. . ) . o )
22. Inversiones Si Benjamin invierte $4000 al 4% de interés al

r= = afio, jcudnto dinero adicional debe invertir al 51 % de interés
anual, para asegurar que el interés que reciba cada afio sea 43 %
de la cantidad total invertida?
HABILIDADES

23. Inversiones ;Qué tasa anual de interés debe ganar una per-

7-18 m Exprese la cantidad dada en términos de la variable indicada. sona para ganar sobre una inversién de $3500, para asegurar re-

7. La suma de tres enteros consecutivos; 7 = primer entero de cibir $262.50 de interés después de 1 afio?
los tres 24. Inversiones Jaime invierte $1000 a cierta tasa de interés

8. La suma de tres enteros consecutivos; n = entero intermedio anual, e invierte otros $2000 a una tasa anual que es medio por
de los tres ciento mas alta. Si él recibe un total de $190 de interés en 1 afio,

9. El promedio de tres calificaciones de examen si las dos primeras (2 qué tasa se invierten los $10007

calificaciones son 78 y 82; s = tercera calificacién de examen 25. Salarios Una ejecutiva de una compafifa de ingenieria gana
un salario mensual mas un bono de Navidad de $8500. Si ella

10. El promedio de cuatro calificaciones de preguntas de cada una . i
gana un total de $97,300, ;cudl es su salario mensual?

de las tres primeras calificaciones es 8; ¢ = cuarta califica-
cién de preguntas 26. Salarios Una mujer gana 15% mds que su esposo. Juntos

A . N
11. El interés obtenido después de un afio sobre una inversion es 25% ganan 569,875 al afio.  Cuél es el salario anual del esposo?

de interés simple por afio; x = nimero de ddlares invertidos 27. Herencia Camilo estd ahorrando para comprarse una casa
para vacacionar. El hereda algtin dinero de un tio rico, luego
combina esto con los $22,000 que ya habia ahorrado y duplica
el total en una inversién afortunada. Termina con $134,000, que

12. La renta total pagada por un apartamento si la renta es $795 al
mes; n = nimero de meses

13. El area (en piesz) de un rectdngulo que mide tres veces mds de es justo lo suficiente para comprarse una cabaiia junto a un
largo que de ancho; w = ancho del rectdngulo (en pies) lago. ;Cudnto hered6?

14. El perimetro (en cm) de un rectdngulo que es 5 cm mds largo 28. Paga de tiempo extra Elena gana $7.50 por hora en su
que su ancho; w = ancho del rectdngulo (en cm) trabajo, pero si trabaja mds de 35 horas a la semana le pagan

15. La distancia (en millas) que un auto recorre en 45 minutos; 15 veces su salario regular por las horas de tiempo extra traba-
s = rapidez del auto (en mi/h) jadas. En una semana ella gana un salario bruto de $352.50.

. . . ; Cuantas horas de tiempo extra trabajo esa semana?
16. El tiempo (en horas) que tarda en recorrer una distancia deter- 6 P J

minada a 55 mi/h; d = distancia dada (en millas) 29. Costos de mano de obra Un plomero y su ayudante tra-

bajan juntos para cambiar las tuberias de una casa vieja. El plo-

mero cobra $45 por hora por su propio trabajo y $25 por hora

por el trabajo del ayudante. El plomero trabaja el doble de

tiempo que su ayudante en el trabajo, y el cobro por mano de

18. El valor (Cl’l centavos) del cambio en un monedero que contiene obra en la factura final es de $4025. LCua'.n[() tiemp() trabajar()n
el doble de monedas de 5 centavos que de centavo, cuatro mo- el plomero y su ayudante en este trabajo?

17. La concentracion (en oz/gal) de sal en una mezcla de 3 galones de
salmuera que contiene 25 onzas de sal a la que se ha agregado
agua pura; x = volumen de agua pura agregada (en galones)
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Un acertijo Un padre tiene cuatro veces la edad de su hija;
en 6 aflos, tendrd tres veces la edad que actualmente tiene su
hija. ;Cudl es la edad actual de la hija?

Un acertijo Un actor de cine, que no est4 dispuesto a decir
su edad, planted el siguiente acertijo a un columnista de chis-
mes. “Hace siete afios, yo tenia 11 veces la edad de mi hija;
ahora tengo cuatro veces su edad.” ;Cudl es la edad del actor?

Cuadrangulares en su carrera Durante su carrera en
las Ligas Mayores, Hank Aaron conect6 41 cuadrangulares mas
de los que conecté Babe Ruth en su carrera. Juntos conectaron
1469 cuadrangulares. ;Cudntos conecté Babe Ruth?

Valor de monedas Un monedero contiene igual nimero
de monedas de un centavo, de cinco centavos y de diez centa-
vos. El valor total de las monedas es $1.44. ;Cuédntas monedas
de cada tipo contiene el monedero?

Valor de monedas Mary tiene $3.00 en monedas de 5, de
10 y de 25 centavos. Si ella tiene el doble de monedas de 10
que de 25 y cinco mds de monedas de 5 que de 10 centavos,
(cudntas monedas de cada tipo tiene ella?

Longitud de un jardin Un jardin rectangular mide 25
pies de ancho. Si su drea es de 1125 pies?, ;cudl es la longitud
del jardin?

m

Ancho de un pastizal Un pastizal mide el doble de largo
que su ancho. Su drea es de 115,200 pies®. ;Cudl es el ancho
del pastizal?

Dimensiones de un lote Un lote de terreno cuadrado
tiene una construccién de 60 pies de largo y 40 pies de ancho
en una esquina. El resto del terreno fuera del edificio forma un
estacionamiento. Si éste tiene un drea de 12,000 piesz, (cudles
son las dimensiones de todo el lote de terreno?

Dimensiones de un lote Un lote para construccién, de
medio acre, mide 5 veces mds de largo que de ancho. ;Cudles
son sus dimensiones? [Nota: 1 acre = 43,560 pies’.]

Dimensiones de un jardin Un jardin rectangular mide
10 pies mds de largo que de ancho. Su drea es 875 pies”. ;Cud-
les son sus dimensiones?

Dimensiones de un cuarto Una habitacién rectangular

mide 7 pies més de largo que su ancho. Su 4rea es de 228 pies’.

(Cudl es el ancho del cuarto?

Dimensiones de un jardin Un agricultor tiene un lote
rectangular de jardin rodeado por una cerca de 200 pies. En-
cuentre la longitud y ancho si su drea es de 2400 pies”.

perimetro = 200 pies

& 47.

42. Dimensiones de un lote Una parcela de terreno mide
6 pies mds de largo que de ancho. Cada diagonal desde una es-
quina a la esquina opuesta es de 174 pies de largo. ;Cudles son
las dimensiones de la parcela?

43. Dimensiones de un lote Una parcela rectangular de te-
rreno mide 50 pies de ancho. La longitud de una diagonal entre
esquinas opuestas es de 10 pies més que la longitud de la par-
cela. (Cudl es la longitud de la parcela?

44. Dimensiones de una pista Una pista de carreras tiene la
forma mostrada en la figura, con costados rectos y extremos se-
micirculares. Si la longitud de la pista es de 440 yardas y las
dos partes rectas miden 110 yardas de largo cada una, ;cudl es
el radio de las partes semicirculares (a la yarda mds cercana)?

45. Longitud y drea Encuentre la longitud x de la figura. Se da
el drea de la regién sombreada.

(a) X (b) x

14 pulg.

10 cm

6 cm 13 pulg.

srea = 144 o’ drea = 160 pulg.?

46. Longitud y drea Encuentre la longitud y de la figura. Se da
el drea de la region sombreada.

() (b)
y y
y y
. Yyl
drea = 120 pulg? 1em

drea = 1200 cm?
Enmarcar una pintura Ali pinta con acuarela en una hoja
de papel de 20 pulgadas de ancho por 15 pulgadas de alto. A
continuacién pone esta hoja en un marco de cartéon de modo que
una franja de ancho uniforme del marco de cartén se ve a todo
alrededor de la pintura. El perimetro del marco de cartén es de
102 pulgadas. ;Cudl es el ancho de la franja del marco de cartén
que se ve alrededor de la pintura?

15 pulg.

20 pulg.
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Dimensiones de un cartel Un cartel tiene una superficie
rectangular impresa de 100 cm por 140 cm y una franja negra
de ancho uniforme alrededor de los bordes. El perimetro del
cartel es 13 veces el perimetro de la superficie impresa. ;Cudl es
el ancho de la franja negra?

[<—100 cm—|

N

e

Alcance de una escalera Una escalera de 195 pies se
apoya contra un edificio. La base de la escalera est4 a 75 pies
del edificio. ;A qué altura del edificio llega la escalera?

Altura de un asta de bandera Un asta de bandera estd
asegurada en lados opuestos por medio de dos alambres (llama-
dos “vientos”), cada uno de los cuales mide 5 pies mds que el
asta. La distancia entre los puntos donde los alambres se fijan al
suelo es igual a la longitud de un alambre “viento”. ;Cudl es la
altura del asta de bandera (a la pulgada mas cercana)?

i’ \

Longitud de una sombra Un hombre estd alejandose de
un poste de alumbrado que tiene una fuente de luz a 6 m sobre
el suelo. El hombre mide 2 m de alto. ;Cudl es la longitud de la
sombra del hombre cuando éste estd a 10 m del poste? [Suge-
rencia: Use tridngulos semejantes. ]

52.
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Altura de un arbol Un maderero determina la altura de un
arbol alto al medir uno mas pequefio que estd a 125 pies de dis-
tancia del primero, y luego moviéndose de manera que sus 0jos
estén en la linea de vista a lo largo de las cumbres de los drboles
y midiendo la distancia a la que €l estd del arbol pequefio (vea la
figura). Suponga que el drbol pequeiio mide 20 pies de alto, el
hombre estd a 25 pies del drbol pequefio y el nivel de sus ojos
estd a 5 pies sobre el suelo. ;Cudl es la altura del drbol més alto?

Problema de mezclas ;Qué cantidad de una solucién
acida al 60% debe mezclarse con una solucién al 30% para pro-
ducir 300 mL de una solucién al 50%?

Problema de mezclas ;Qué cantidad de dcido puro debe
agregarse a 300 mL de una solucién al 50% para producir una
solucién dcida al 60%?

. Problema de mezclas Una joyera tiene cinco anillos,

cada uno de los cuales pesa 18 g, hechos de una aleacién de 10%
de plata 'y 90% de oro. Ella decide fundir los anillos y agregar
suficiente plata para reducir el contenido de oro a 75%. ;Cuénta
plata debe agregar?

Problema de mezclas Una olla tiene 6 L de salmuera a
una concentracién de 120 g/L. ;Cudnta agua debe hervirse para
aumentar la concentracién a 200 g/L?

Problema de mezclas El radiador de un auto est4 lleno de
una solucién al 60% de anticongelante y 40% de agua. El fabri-
cante del anticongelante sugiere que para operar el auto en ve-
rano, el enfriamiento éptimo del auto se obtiene con sélo 50% de
anticongelante. Si la capacidad del radiador es 3.6 L, ;cudnto li-
quido de enfriamiento debe drenarse y sustituirse con agua para
reducir la concentracién de anticongelante al nivel recomendado?

. Problema de mezclas Una clinica utiliza una solucién de

blanqueador para esterilizar cajas de Petri en las que crecen cul-
tivos. El tanque de esterilizacién contiene 100 galones de solu-
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cién de blanqueador doméstico comun al 2%, mezclado con
agua destilada pura. Nuevas investigaciones indican que la con-
centracién de blanqueador debe ser al 5% para completar la es-
terilizacién. ;Cudnto de la solucién debe drenarse y sustituirse
con blanqueador para aumentar el contenido de blanqueador al
nivel recomendado?

Problema de mezclas Una botella contiene 750 mL de
jugos de frutas con una concentracién de 50% de jugo de frutas
puro. Jill toma 100 mL del ponche y luego vuelve a llenar la bo-
tella con una cantidad igual de una marca mds barata del pon-
che. Si la concentracion del jugo en la botella se reduce ahora al
48%, (cual era la concentracion del ponche que agreg6 Jill?

Problema de mezclas Un comerciante mezcla té que
vende en $3.00 por libra con té que vende en $2.75 por libra para
producir 80 Ib de una mezcla que vende en $2.90 por libra. ;Cuén-
tas libras de cada tipo de té debe usar el comerciante en la mezcla?

Compartir un trabajo Candy y Tim comparten una ruta
para vender periddicos. Candy tarda 70 minutos en entregar to-
dos los periédicos; Tim tarda 80 minutos. ;Cudnto tiempo les
lleva a los dos cuando trabajan juntos?

Compartir un trabajo Stan e Hilda pueden podar el césped
en 40 minutos si trabajan juntos. Si Hilda trabaja el doble de rapido
que Stan, ;cudnto tiempo le lleva a Stan podar el césped €l solo?

Compartir un trabajo Betty y Karen han sido contrata-
dos para pintar las casas en un nuevo fraccionamiento habita-
cional. Trabajando juntas, las mujeres pueden pintar una casa en
dos tercios del tiempo que tarda Karen si trabaja sola. Betty
tarda 6 horas en pintar una casa ella sola. ;Cudnto tarda Karen
en pintar una casa si trabaja sola?

Compartir un trabajo Los vecinos Bob y Jim, que viven
en casas contiguas entre s, usan mangueras de ambas casas
para llenar la piscina de Bob. Saben que tardan 18 horas usando
ambas mangueras. También saben que la manguera de Bob, si
se usa sola, toma 20% menos tiempo que la manguera de Jim
sola. ;Cudnto tiempo se requiere para llenar la piscina con cada
una de las mangueras sola?

Compartir un trabajo Irene y Henry, trabajando juntos,
pueden lavar todas las ventanas de su casa en 1 h 48 minutos.

Trabajando solo, Henry tarda 11 h mds que Irene para hacer el
trabajo. /Cudnto tarda cada persona trabajando sola para lavar
todas las ventanas?

Compartir un trabajo Jack, Kay y Lynn reparten volan-
tes de publicidad en una pequefia poblacion. Si cada persona
trabaja sola, Jack tarda 4 h en repartir todos los volantes, y
Lynn tarda 1 h mds de lo que tarda Kay. Trabajando juntos,
pueden repartir todos los volantes en 40% del tiempo que tarda
Kay trabajando sola. ;Cudnto le toma a Kay repartir todos los
volantes ella sola?

. Distancia, rapidez y tiempo Wendy hizo un viaje de

Davenport a Omaha, una distancia de 300 millas. En parte,
viaj6 en autobus que llegé a la estacion de ferrocarril justo a
tiempo para que completara su viaje en tren. El autobuis prome-
dié 40 mi/h y el tren promedié 60 mi/h. Todo el viaje tomé

51 h. (Cuanto tardé6 Wendy en el tren?

Distancia, rapidez y tiempo Dos ciclistas estdn a 90
millas entre si. Arrancan en sus bicicletas al mismo tiempo uno
hacia el otro. Uno de ellos pedalea el doble de rdpido que el
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otro. Si se encuentran 2 h mds tarde, ;a qué velocidad promedio
estd viajando cada uno de ellos?

Distancia, rapidez y tiempo Un piloto vol6 en jet de
Montreal a Los Angeles, una distancia de 2500 millas. En el
viaje de regreso, el promedio de velocidad fue 20% mads rapido
que el de ida. El viaje redondo tardé 9 h 10 minutos. ;Cudl fue
la velocidad de Montreal a Los Angeles?

Distancia, rapidez y tiempo Una mujer que maneja un
auto de 14 pies de largo estd rebasando a un camién de 30 pies
de largo. El cami6n esté corriendo a 50 mi/h. ;Con qué rapidez
debe ir el auto de la mujer para que pueda pasar por completo al
camién en 6 s, desde la posicion mostrada en la figura (a) hasta
la posicion de la figura (b)? [Sugerencia: Use pies y segundos
en lugar de millas y horas.]

(b)
Distancia, rapidez y tiempo Un vendedor viaja en auto
de Ajax a Barrington, una distancia de 120 millas a una veloci-
dad constante. A continuacién aumenta su velocidad en 10 mi/h
para recorrer las 150 millas de Barrington a Collins. Si el se-
gundo tramo de su viaje tomé 6 minutos mas que el primer
tramo, ;/con qué rapidez manejaba entre Ajax y Barrington?

Distancia, rapidez y tiempo Kiran viaj6 de Tortula a
Cactus una distancia de 250 millas. Ella aument6 su velocidad en
10 mi/h para el viaje de 360 millas de Cactus a Dry Junction. Si el
viaje total tom6 11 h, ;cudl fue su velocidad de Tortula a Cactus?

Distancia, rapidez y tiempo A una tripulacién les tomé

2 h 40 min remar 6 km corriente arriba y regresar. Si la rapidez

de la corriente era de 3 km/h, ;cul era la velocidad de remar de
la tripulacién en aguas tranquilas?

Velocidad de un bote Dos botes pesqueros salen de un
puerto al mismo tiempo, uno de ellos dirigiéndose al este y el
otro al sur. El bote con direccién al este viaja a 3 mi/h mds répido
que el que va al sur. Después de dos horas, los botes estdn a 30
millas entre si. Encuentre la rapidez del bote que se dirige al sur.
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Ley de la palanca La figura muestra un sistema de palan-
cas, semejante a un subibaja (balancin) que se puede hallar en
un parque de recreo infantil. Para que el sistema esté en equili-
brio, el producto del peso y su distancia desde el fulcro debe ser
igual en cada lado; esto es,

WiXp = WX

Esta ecuacién recibe el nombre de ley de la palanca y fue des-
cubierta por Arquimedes (vea pagina 729).

Una mujer y su hijo estdn jugando en un subibaja. El mucha-
cho estd en un extremo, a 8 pies del fulcro. Si el hijo pesa 100
Ib y la madre pesa 125 1b, ;dénde debe sentarse la mujer para
que el subibaja esté balanceado?

w,
wy

,/»f/le)\
e

Ley de la palanca Una tabla de 30 pies de largo esté apo-
yada en lo alto de un edificio de techo plano, con 5 pies de la
tabla sobresaliendo del borde, como se ve en la figura. Un tra-
bajador que pesa 240 1b se sienta en un extremo de la tabla.
(Cudl es el peso mdximo que puede ser colgado del extremo de
la tabla que sobresale si debe estar en equilibrio? (Use la ley de
la palanca expresada en el Ejercicio 75.)

Dimensiones de una caja Una caja grande de madera
terciada tiene un volumen de 180 pies’. Su longitud es 9 pies
mds que su peso, y su ancho es 4 pies menor que su altura.
(Cuales son las dimensiones de la caja?

x+9

x—4

Radio de una esfera Un joyero tiene tres pequefias esfe-
ras de oro macizo, de 2 mm de radio, 3 mm y 4 mm. El decide
fundirlas y hacer con ellas una sola esfera. ;Cudl serd el radio
de esta esfera mds grande?

Dimensiones de una caja Una caja con una base cua-
drada y sin tapa ha de hacerse de una pieza cuadrada de cart6n al
cortarle cuadros de 4 pulgadas de cada esquina y doblar los lados,
como se muestra en la figura. La caja ha de contener 100 pulg.®.
(De qué dimension se necesita la pieza de cartéon?
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B pulg.

80. Dimensiones de una lata Una lata cilindrica tiene un

volumen de 407 cm® y mide 10 cm de alto. ;Cuél es su didme-
tro? [Sugerencia: Use la férmula de volumen que aparece al fi-
nal del libro.]

. Radio de un tanque Un tanque esférico tiene una capaci-

dad de 750 galones. Usando el dato de que un galén es 0.1337
pies® aproximadamente, encuentre el radio del tanque (al centé-
simo de pie mds cercano).

. Dimensiones de un lote Un lote urbano tiene la forma

de un tridngulo recto cuya hipotenusa es 7 pies mas larga que
uno de los otros lados. El perimetro del lote es de 392 pies.
(Cudl es la longitud de cada lado del lote?

. Costos de construccion La ciudad de Foxton estd a 10

millas al norte de un camino abandonado de direccién este-
oeste que pasa por Grimley, como se ve en la figura. El punto
del camino abandonado mds cercano a Foxton estd a 40 millas
de Grimley. Oficiales del condado estan por construir un nuevo
camino que enlaza las dos ciudades. Han determinado que res-
taurar el camino antiguo costaria $100,000 por milla, mientras
que construir un nuevo camino costaria $200,000 por milla.
(Cuénto del camino abandonado debe usarse (como se indica
en la figura) si los oficiales tienen intencién de gastar exacta-
mente $6.8 millones de ddlares? ;Costaria menos que esto la
construcciéon de un nuevo camino que conecte las ciudades di-
rectamente?

. Distancia, rapidez y tiempo Un entablado o andén de

madera estd paralelo y a 210 pies tierra adentro del borde de
una playa recta. Una playa arenosa estd entre el andén y el
borde de la playa. Un hombre estd de pie en el andén, exacta-
mente a 750 pies de su sombrilla para playa al otro lado de la
arena, que estd recta en el borde de la playa. El hombre camina
a 4 pies/s en el andén y a 2 pies/s en la arena. ;Qué distancia
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debe caminar en el andén antes de entrar a la arena si desea lle-
gar a su sombrilla en exactamente 4 minutos 45 segundos?

Volumen de grano Estin cayendo granos de un canal al
suelo, formando una pila cénica cuyo didmetro es siempre el
triple de su altura. ;| De qué altura es la pila (al centésimo de pie
més cercano) cuando contiene 1000 pies® de grano?

Monitores de TV Dos monitores de TV, colocados uno al
lado del otro en un estante de una tienda de aparatos eléctricos,
tienen la misma altura de pantalla. Uno de ellos tiene una pan-
talla convencional, que es 5 pulgadas mds ancha que su altura;
el otro tiene una pantalla mds ancha, de alta definicion, que es
1.8 veces mds ancha que su altura. La medida diagonal de la
pantalla mds ancha es 14 pulgadas mds que la medida diagonal
de la pantalla mas pequefia. ;Cudl es la altura de las pantallas,
correcta al 0.1 de pulgada mas cercano?

Dimensiones de una estructura Un silo de almacena-
miento para maiz estd formado de una seccion cilindrica hecha
de malla de alambre, rematada por un techo cénico de estafio,
como se ve en la figura. La altura del techo es un tercio de la al-
tura de toda la estructura. Si el volumen total de la estructura es

14007 pies® y su radio es 10 pies, ¢cudl es su altura? [Sugerencia:

Use las formulas de volumen al final del libro.]

88. Comparacion de areas Un alambre de 360 pulgadas de
largo se corta en dos piezas. A una de éstas se le da forma de
cuadrado y de circulo a la otra. Si las dos figuras tienen la
misma drea, ;cudles son las longitudes de las dos piezas de
alambre (al décimo de pulgada mds cercano)?

89. Un antiguo problema chino Este problema ha sido to-
mado de un libro de texto chino llamado Chui-chang suan-shu,
o Nueve Capitulos del Arte Matemdtico, que fue escrito hacia el
afio 250 a.C.

Un tallo de bambu de 10 pies de largo se descompone en
forma tal que su punta toca el suelo a 3 pies de la base del
tallo, como se ve en la figura. ;Cuadl es la altura de la rotura?

[Sugerencia: Use el Teorema de Pitdgoras.]

ee==apies

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

90. Investigacion historica Lea las notas biograficas acerca
de Pitdgoras (pdgina 219), Euclides (pdgina 497) y Arquimedes
(pagina 729). Escoja uno de estos matemadticos e investigue mas
sobre €l en la biblioteca o en Internet. Escriba un breve ensayo
de lo que haya encontrado. Incluya informacién biografica y una
descripcion de la matemaética por la cual €l es famoso.

91. Una ecuacion cuadratica de Babilonia Los antiguos
babilonios sabian como resolver ecuaciones cuadraticas. A con-
tinuacion veamos un problema de una tablilla cuneiforme ha-
llada en una escuela de Babilonia, que data del afio 2000 a.C.

Tengo un junco, sé su longitud. De él tomo un ctbito que
cabe 60 veces a lo largo de mi campo. Lo devuelvo al junco
que he dividido, y cabe 30 veces a lo ancho de mi campo.
El drea de mi campo es de 375 nindas (una medida) cuadra-
das. ;Cuadl era la longitud original del junco?

Resuelva este problema. Use el dato que 1 ninda = 12 cubitos.

PROYECTO DE
1GNNSl Ecuaciones a lo largo del tiempo

En este proyecto estudiamos ecuaciones que fueron creadas y
resueltas por los pueblos antiguos de Egipto, Babilonia, India y
China. El lector puede hallar el proyecto en el sitio web compa-
fiero de este libro: www.stewartmath.com
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X 4 +7=<19
1 11=<19 ¢
2 15=19 ¢
3 19=19 ¢
4 23=19 X
5 27=19 X

Resolucion de desigualdades lineales B Resolucién de desigualdades
no lineales > Desigualdades con valor absoluto » Modelado con
desigualdades

Algunos problemas en dlgebra llevan a desigualdades en lugar de ecuaciones. Una des-
igualdad se ve muy semejante a una ecuacion, excepto que en lugar del signo igual hay uno
de los simbolos <, >, =< 0 =. A continuacién veamos un ejemplo de una desigualdad:

dx=7=19

La tabla que aparece al margen muestra que algunos nimeros satisfacen la desigualdad y
algunos nimeros no la satisfacen.

Resolver una desigualdad que contenga una variable significa hallar todos los valores de
la variable que hagan verdadera la desigualdad. A diferencia de una ecuacién, una desigual-
dad por lo general tiene un infinito de soluciones, que forma un intervalo o una unién de in-
tervalos en la recta real. La siguiente ilustracion muestra el modo en que una desigualdad
difiere de su ecuacion correspondiente:

Solucion Grafica

Ecuacion: 4x +7 =19 x=3 0 3

| >
T >

Desigualdad 4x + 7 = 19 =3 —t 0 —t ;

Para resolver desigualdades, usamos las reglas siguientes para aislar la variable en un
lado del signo de desigualdad. Estas reglas nos dicen cudndo dos desigualdades son equiva-
lentes (el simbolo < significa “es equivalente a”). En estas reglas los simbolos A, By C
representan nimeros reales o expresiones algebraicas. A continuacién expresamos las reglas
para desigualdades que contienen el simbolo =, pero aplican a los cuatro simbolos de des-
igualdad.

5.SNA>0 y B>0,

entonces A =B <&

6. SIA=B y C=D,

REGLAS PARA DESIGUALDADES

Regla Descripcion

1. A=B & A+C=B+C Sumar la misma cantidad a cada lado de una desigualdad da
una desigualdad equivalente.

2 A=sB & A-C=B-C Restar la misma cantidad de cada lado de una desigualdad da
una desigualdad equivalente.

3. SiC >0, entonces A=B < CA=CB Multiplicar cada lado de una desigualdad por la misma
cantidad positiva da una desigualdad equivalente.

4, SiC <0, entonces A=B < CA=CB Multiplicar cada lado de una desigualdad por la misma

1
— =
A

entoncesA + C=B + D

cantidad negativa invierte la direccion de la desigualdad.

Tomar reciprocos de cada lado de una desigualdad que contenga
cantidades positivas invierte la direccion de la desigualdad.

| =

Las desigualdades se pueden sumar.

Ponga especial atencién a las Reglas 3 y 4. La Regla 3 dice que podemos multiplicar (o
dividir) cada lado de una desigualdad por un nimero positivo, pero la Regla 4 dice que si
multiplicamos cada lado de una desigualdad por un nimero negativo, entonces invertimos
la direccion de la desigualdad. Por ejemplo, si empezamos con la desigualdad

3<5
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y multiplicamos por 2, obtenemos
6<10
pero si multiplicamos por —2, obtenemos

—6>—10

V Solucidn de desigualdades lineales

Una desigualdad es lineal si cada término es constante o un multiplo de la variable. Para
resolver una desigualdad lineal, aislamos la variable en un lado del signo de desigualdad.

EJEMPLO 1 | Resolver una desigualdad lineal
Resuelva la desigualdad 3x < 9x + 4 y trace el conjunto solucién.
SOLUCION

3x<9%x + 4 Desigualdad dada

3x — 9% <9x +4 — 9x Reste 9x

—6x <4 Simplifique
(—%)(—6)6) > (—%)(4) Multiplique por —¢ e invierta la desigualdad
x> —_% Simplifique

El conjunto solucién estd formado por todos los nimeros mayores a — 3. En otras palabras,

la solucién de la desigualdad es el intervalo (— z oo). Estd graficada en la Figura 1.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 21 |

EJEMPLO 2 | Resolver un par de desigualdades simultaneas
Resuelva las desigualdades 4 = 3x — 2 < 13.

SOLUCION  EI conjunto solucién estd formado por todos los valores de x que satisfa-
cen las desigualdades 4 = 3x — 2 y 3x — 2 < 13. Usando las Reglas 1 y 3, vemos que las
siguientes desigualdades son equivalentes:

4=3x—-—2<13 Desigualdad dada
6=3x<15 Sume 2
2=x<5 Divida entre 3

Por lo tanto, el conjunto de solucién es [2, 5), como se ve en la Figura 2.

“ _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 31 |

V Solucidn de desigualdades no lineales

Para resolver desigualdades que contengan cuadrados y otras potencias de la variable, usa-
mos factorizacién, junto con el principio siguiente.

EL SIGNO DE UN PRODUCTO O COCIENTE
Si un producto o un cociente tienen un nimero par de factores negativos, entonces
su valor es positivo.

Si un producto o un cociente tienen un nimero impar de factores negativos,
entonces su valor es negativo.




@

(—,2)  (2,3) (3, )
0 2 3
FIGURA 3
Valor de Valor de Valor de
prueba prueba prueba
x=1 3= 2% x=4

———e————e 9+ —o————>»
0 2 3

FIGURA 4
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Por ejemplo, para resolver la desigualdad x> — 5x = —6, primero movemos todos los
términos al lado izquierdo y factorizamos para obtener

x—2)x—=3)=0
Esta forma de la desigualdad nos dice que el producto (x — 2)(x — 3) debe ser negativo o
cero, de modo que, para resolver la desigualdad, debemos determinar en dénde cada factor

es negativo o positivo (porque el signo de un producto depende del signo de los factores).
Los detalles se explican en el Ejemplo 3, en el que usamos la guia siguiente.

GUIA PARA RESOLVER DESIGUALDADES NO LINEALES

1. Pase todos los términos a un lado. Si es necesario, reescriba la desigual-
dad de modo que todos los términos diferentes de cero aparezcan en un lado
del signo de desigualdad. Si el lado diferente de cero de la desigualdad con-
tiene cocientes, paselos a un comuin denominador.

2. Factorice. Factorice el lado diferente de cero de la desigualdad.

3. Encuentre los intervalos. Determine los valores para los cuales cada fac-
tor es cero. Estos nimeros dividirdn la recta real en intervalos. Haga una lista
de los intervalos que estdn determinados por estos nimeros.

4. Haga una tabla o diagrama. Use valores de prueba para hacer una tabla o
diagrama de los signos de cada factor en cada intervalo. En el dltimo renglén
de la tabla determine el signo del producto (o cociente) de estos factores.

5. Resuelva. Determine la solucién de la desigualdad a partir del dltimo ren-
glén de la tabla de signos. Asegurese de verificar si la desigualdad queda satis-
fecha por algunos o todos los puntos extremos de los intervalos. (Esto puede
ocurrir si la desigualdad contiene = o =.

La técnica de factorizacion que se describe en esta guia funciona sélo si todos los térmi-
nos diferentes de cero aparecen en un lado del simbolo de desigualdad. Si la desigualdad no
se escribe en esta forma, primero la reescribimos, como se indica en el Paso 1.

EJEMPLO 3 | Resolver una desigualdad cuadratica
Resuelva la desigualdad x*> < 5x — 6.
SOLUCION  Seguiremos la gufa dada lineas antes.

Pase todos los términos a un lado.  Pasamos todos los términos al lado izquierdo.
X¥=5x—6 Desigualdad dada
X—5%+6=0 Reste 5x, sume 6
Factorice. Factorizando el lado izquierdo de la desigualdad, obtenemos
(x—=2)x—=3)=0 Factorice
Encuentre los intervalos. Los factores del lado izquierdo son x — 2 y x — 3. Estos fac-

tores son cero cuando x es 2 y 3, respectivamente. Como se ve en la Figura 3, los nimeros
2 y 3 dividen la recta real en los tres intervalos

(=00,2),(2,3),(3,)

Los factores x — 2 y x — 3 cambian de signo sé6lo en 2 y 3, respectivamente. Por lo tanto,
estos factores mantienen su signo en cada uno de estos tres intervalos.

Haga una tabla o diagrama. Para determinar el signo de cada factor en cada uno de los
intervalos que encontramos, usamos valores de prueba. Escogemos un nimero dentro de
cada intervalo y comprobamos el signo de los factores x — 2 y x — 3 en el nimero que
escojamos. Para el intervalo (—oo, 2), escojamos el valor de prueba 1 (vea Figura 4). Sus-
tituyendo 1 por x en los factores x — 2 y x — 3, obtenemos

x—2=1-2=-1<0
x—3=1—-3=-2<0
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Por lo tanto ambos factores son negativos en este intervalo. Notese que necesitamos verifi-
car s6lo un valor de prueba por cada intervalo porque los factores x — 2 y x — 3 no cambian
signo en ninguno de los tres intervalos que encontramos.

Usando los valores de prueba x = 23y x =4 para los intervalos (2, 3) y (3, o) (vea
Figura 4), respectivamente, construimos la siguiente tabla de signos. El renglén final de la
tabla se obtiene del dato que la expresion del tltimo renglén es el producto de los dos fac-
tores.

Intervalo (00, 2) 2,3) (3, )
Signo de x — 2 — + +
Signode x — 3 - - +
Signo de (x — 2)x — 3) + - +

Si el lector asf lo prefiere, puede representar esta informacién en una recta real, como en
el siguiente diagrama de signos. Las rectas verticales indican los puntos en los que la recta
real estd dividida en intervalos:

2 3
Signode x — 2 - + +
Signode x — 3 - - +
Signo de (x — 2)(x — 3) + — +

Resuelva. Leemos de la tabla o el diagrama que (x — 2)(x — 3) es negativo en el inter-
valo (2, 3). Entonces, la solucion de la desigualdad (x — 2)(x — 3) =< Oes

rl2=x=3)=[23

Hemos incluido los puntos extremos 2 y 3 porque buscamos valores de x tales que el pro-
ducto es menor o igual a cero. La solucién estd ilustrada en la Figura 5.

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 41 |

EJEMPLO 4 | Resolver una desigualdad con factores repetidos
Resuelva la desigualdad x(x — 1)*(x — 3) < 0.

SOLUCION  Todos los términos diferentes de cero ya estdn en un lado de la desigual-
dad, y el lado diferente de cero de la desigualdad ya esta factorizado. Por lo tanto, empe-
zamos por hallar los intervalos para esta desigualdad.

Encuentre los intervalos. Los factores del lado izquierdo son x, (x — 1)*y x — 3. Estos
son cero cuando x = 0, 1, 3. Estos ndmeros dividen la recta real en los intervalos

(=00,0), (0, 1), (1,3), (3, 00)

Haga un diagrama. Hacemos el siguiente diagrama, usando puntos de prueba para deter-
minar el signo de cada factor en cada intervalo.

Signo de x - + +
Signo de (x — 1)2 + + +
Signo de (x — 3) — — —
Signo de x(x — 1)2(x — 3) +

+ o+ o+ o+



FIGURA 6

@ Es tentador simplemente multipli-
car ambos lados de la desigualdad por

1 — x (como se haria si fuera una ecua-
cion.) Pero esto no funciona porque no
sabemos si 1 — x es positivo o0 nega-
tivo, de modo que no podemos decir si
la desigualdad necesita ser invertida.
(Vea Ejercicio 123.)

0 1
FIGURA 7
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Resuelva. Del diagrama vemos que x(x — 1)*(x — 3) < 0 para x en el intervalo (0, 1) o
para x en (1, 3). Por lo tanto, el conjunto solucién es la unién de estos dos intervalos:

0, Hu(,3)
El conjunto solucién estéd graficado en la Figura 6.
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EJEMPLO 5 | Resolver una desigualdad con un cociente

. 1 +x
Resuelva la desigualdad =1

SOLUCION

Pase todos los términos a un lado.
camos usando un denominador comun.

Movemos los términos al lado izquierdo y simplifi-

1 +x )
=1 Desigualdad dada
1 —x
1+x
-1=0 Reste 1
1—x
1+x 1—x )
- =0 Denominador comun 1 — x
1—x 1-—x
1+x—1+x ) o
=0 Combine las fracciones
1 —x
2x o
=0 Simplifique
1 —x

Encuentre los intervalos. Los factores del lado izquierdo son 2x y 1 — x. Estos son cero
cuando x es 0 y 1. Estos nimeros dividen la recta real en los intervalos

(00,0),(0,1), (1, 00)

Haga un diagrama. Hacemos el siguiente diagrama usando puntos de prueba para deter-
minar el signo de cada factor en cada intervalo.

0 1
Signo de 2x - + +
Signode 1 — x + + -
Signo de I 2_)LX — + _
Resuelva.

Del diagrama vemos que 1 T =0 para x en el intervalo [0, 1). Incluimos el
- X

punto extremo 0 porque la desigualdad original requiere que el cociente sea mayor o igual
a 1. No obstante, no incluimos el otro punto extremo 1 porque el cociente de la desigualdad
no estd definido en 1. Por lo tanto, el conjunto solucidn es el intervalo

[0, 1)
El conjunto solucién esta graficado en la Figura 7.
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El Ejemplo 5 muestra que siempre debemos comprobar los puntos extremos del conjunto
solucién para ver si satisfacen la desigualdad original.
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Estas propiedades se cumplen cuando x
es sustituida por cualquier expresion al-
gebraica. (En la figura supusimos que
c>0.)
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V Desigualdades con valor absoluto

Usamos las siguientes propiedades para resolver desigualdades que contienen valor absoluto.

PROPIEDADES DE DESIGUALDADES CON VALOR ABSOLUTO

Desigualdad Forma equivalente Grafica

1. x| <c —c<x<c ‘
=@ 0 c

2. |x|=c —c=x=c 1
—c 0 c

3. |x|>c x<-c o c<x 1 >
=@ 0 c

4. |x|=c X=—Cc 0 CcC=X 1 >
—c 0 c

Estas propiedades se pueden demostrar con el uso de la definicién de valor absoluto. Para
demostrar la Propiedad 1, por ejemplo, observe que la desigualdad | x| < ¢ dice que la
distancia de x a 0 es menor que c, y de la Figura 8 vemos que esto es verdadero si y sélo si
X estd entre — y c.

EJEMPLO 6 | Resolver una desigualdad con valor absoluto
Resuelva la desigualdad | x — 5| < 2.

SOLUCION 1 Ladesigualdad |x — 5| < 2 es equivalente a
—2<x—-5<2 Propiedad 1
3<x <7 Sume 5

El conjunto solucién es el intervalo abierto (3, 7).

SOLUCION 2 Geométricamente, el conjunto solucién estd formado por todos los ni-
meros x cuya distancia desde 5 es menor a 2. De la Figura 9 vemos que éste es el inter-
valo (3, 7).
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EJEMPLO 7 | Resolver una desigualdad con valor absoluto
Resuelva la desigualdad | 3x + 2| = 4.

SOLUCION  Por la Propiedad 4, la desigualdad | 3x + 2| = 4 es equivalente a
3x+2=4 0 3x+2=-4
3x=2 3x= -6 Reste 2
x =3 x=-2 Divida entre 3

Entonces el conjunto solucién es
{rlx=-2 o x=% = (~c0,~2] U[3.00)
El conjunto estd graficado en la Figura 10.
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V¥ Modelado con desigualdades

Modelar problemas practicos lleva a desigualdades porque con frecuencia estamos interesa-
dos en determinar cudndo una cantidad es mayor (0 menor) que otra.



SECCION 1.7 | Desigualdades 79

EJEMPLO 8 | Boletos para carnaval

Un carnaval tiene dos planes para boletos

Plan A: Cuota de $5 la entrada y $0.25 cada juego mecdnico

Plan B: Cuota de $2 la entrada y $0.50 cada juego mecanico
(Cudntos juegos mecdnicos tendria que tomar para que el Plan A sea menos costoso que el
Plan B?
SOLUCION Identifique la variable. Nos piden el niimero de viajes en juego meca-
nico para el cual es menos costoso que el Plan B. Por lo tanto, hacemos

X = ndmero de viajes en juego mecanico

Convierta las palabras en algebra. La informacion del problema puede organizarse
como sigue.

En palabras En algebra
Numero de viajes X

Costo con Plan A 5+ 0.25x
Costo con plan B 2 + 0.50x

Formule el modelo. A continuacién formulamos el modelo.

costo con - costo con
Plan A Plan B

5+ 0.25x <2 + 0.50x
Resuelva. A continuacion despejamos x.
3+ 0.25x < 0.50x Reste 2
3<0.25x Reste 0.25x
12 <x Divida entre 0.25
Entonces, si usted piensa tomar mds de 12 viajes, el Plan A es menos costoso.

© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 107 |

EJEMPLO 9 | Relacién entre escalas Fahrenheit y Celsius

Las instrucciones en una botella de medicina indican que la botella debe conservarse a una
temperatura entre 5°C y 30°C. ;Qué intervalo de temperaturas corresponde en una escala
Fahrenheit?

SOLUCION  La relacién entre grados Celsius (C) y grados Fahrenheit (F) estd dada
por la ecuacién C = g(F — 32). Expresando el enunciado de la botella en términos de
desigualdades, tenemos

5<C<30
Entonces las temperaturas Fahrenheit correspondientes satisfacen las desigualdades
5<3(F —32) <30 Sustituya C=3(F—32)

%- S<F-32< %- 30 Multiplique por 2

I<F —32<54 Simplifique
9+ 32 < F <54+ 32 Sume 32
41 < F < 86 Simplifique

La medicina debe conservarse a una temperatura entre 41°F y 86°F.

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 105 |
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1.7 EJERCICIOS

CONCEPTOS

1. Llene el espacio en blanco con un signo de desigualdad apro-
piado.

(a) Six<5,entoncesx —3 ___ 2.
(b) Six =S5, entonces 3x _____ 15.
(¢c) Six=2,entonces —3x____ —6.
(d) Six < —2,entonces —x____ 2.

2. ;Verdadero o falso?

(a) Six(x + 1) > 0, entonces x y x + 1 son ambos positivos o
ambos negativos.

(b) Six(x + 1) > 5, entonces x y x + 1 son cada uno mayores a 5.

3. (a) La solucién de la desigualdad | x| = 3 es el intervalo

(b) La solucién de la desigualdad | x| = 3 es una uni6n de dos
intervalos U

4. (a) El conjunto de todos los puntos sobre la recta real cuya dis-
tancia desde cero es menor a 3 puede ser descrito por la des-
igualdad de valor absoluto | x|

(b) EI conjunto de todos los puntos sobre la recta real cuya dis-
tancia desde cero es mayor a 3 puede ser descrito por la
desigualdad de valor absoluto | x |

HABILIDADES

5-10 m Sea S = {2, —1,0,3, 1, V2, 2, 4}. Determine cudles ele-
mentos de S satisfacen la desigualdad.

5.3-2x=!
T.1<2x—4=<7

1
2

6. 2x — 1 =x

8. 2=3-x<2

9. 10. x> +2 <4

=

==

11—-34 m Resuelva la desigualdad lineal. Exprese la solucién
usando notacién de intervalos y grafique el conjunto solucién.

11. 2x =7 12. —4x =10

13. 2x — 5>3 14. 3x + 11 <5

15.7—x=5 16. 5 —3x= —16

17. 2x + 1 <0 18. 0 <5 — 2x

19. 3x + 11 =6x + 8 20. 6 —x=2x+9

2L ix—-3>2 22, Zx+1<i—2x

23, 4x+2<ix-—1 24.2—lx=t+x

25. 4 —3x = —(1 + 8x) 26. 2(7x — 3) = 12x + 16

27.2=x+5<4 28. 5=3x—4=14

29, —1<2x—5<7 30. 1<3x+4=16

31 —2<8-2x=-1 2. 3=x+7=1

g L2132 L 4-3x 1
6 12 3 2 5 4

35—72 m Resuelva la desigualdad no lineal. Exprese la solucién
usando notacién de intervalos y grafique el conjunto solucién.

3B (x+2)x—3)<0 36. (x —5)(x+4)=0
37. x2x +7) =0 38. x(2-3x) =0
39. x2—3x—18=0 40. x> +5x+6>0
® 41 22 +x=1 42, ><x+2
43. 3x> —3x <2x>+ 4 44, 5x> +3x=3x2+2
45. x* > 3(x + 6) 46. x> +2x>3
47. x> < 4 48. x> =9
49. (x +2)x — (xr—3)=0
50. (x —5)x—2)(x+1)>0
51 (x —4)(x +2)°<0 52. (x+3)(x+1)>0
T3 (-2 (x—3)x+1)=0
54. (¥ - 1)=0
55. x3 —4x>0 56. 16x < x°
-3 2x + 6
57. 2= 58. 2 <0
x+1 x—2
4 +1
~59, 59 60. —2 <™
2x +3 X —
2x + 1 3+x
61. = 62. =1
x—5 3 -
63. 1 <» 64. —— > 3x
X x+ 1
2 2 3 4
65. 1 + =— 66. -——=1
x + 1 X x— 1 X
6 6 5
67. — 2= 68. > = t4
x—1 X 2 x+1
x+2 x-—1 1 1
69. 70. =0
x+3 x—2 x+1 x+2
71. x* > x? 72. x° > x?

73—88 m Resuelva la desigualdad con valor absoluto. Exprese la res-
puesta usando notacién de intervalos y grafique el conjunto solucién.

73. [x| =4 74. |3x| <15

75. |2x| >7 76. 3| x| =1

77. |x—5] =3 78. |x+ 1] =1
®.79. [2x - 3] =04 80. [5x — 2| <6
8L |3x—-2|=5 82. [8x + 3| > 12
~ .83, x72‘<2 84. x+1’24

3 2
85. |x + 6] < 0.001 86.3— |2x+4| =1

87.8—|2x—1|=6 88. 7|x+2| +5>4

88—92 m Se da una frase que describe un conjunto de nimeros rea-
les. Exprese la frase como una desigualdad que contenga un valor
absoluto.

89. Todos los nimeros reales x menos 3 unidades desde 0



90. Todos los niimeros reales x mas 2 unidades desde 0
91. Todos los ntimeros reales x menos 5 unidades desde 7
92. Todos los niimeros reales x como maximo 4 desde 2

93—98 m Se grafica un conjunto de nimeros reales. Encuentre una
desigualdad que contenga un valor absoluto que describa el con-
junto.

93, b ————t
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
4. e e R B e S
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
95, ——
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
96. ot ——f——f———+—0 >
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
97. b ————t—t—+ >

-5-4-3-2-101 2 3 45

98, O O]
-5-4-3-2-101 2 3 4 5

Y

99—102 m Determine los valores de la variable para la cual la ex-
presion estd definida como nimero real.

99. V16 — 9x? 100. V3x2 — 5x + 2

1 12 1 —
101. (27) 102. =
x“—=5x— 14

2+ x
103. De la desigualdad despeje x, suponiendo que a, b y ¢ son
constantes positivas.

(@) a(bx — ¢) = be

(b) a=bx+c<2a

104. Suponga que a, b, ¢ y d son nimeros positivos tales que

a C
7<7
b d
D ‘ a<a+c<c
emuestre que — .
R A

APLICACIONES

©105. Escalas de temperatura Use la relacién entre Cy F
dada en el Ejemplo 9 para hallar el intervalo en la escala
Fahrenheit correspondiente al intervalo de temperatura

20 = C = 30.

106. Escalas de temperatura ;Cudl intervalo en la escala
Celsius corresponde al intervalo de temperatura 50 = F' =
95?

©.107. Costo de renta de un auto Una compaiifa de renta de
autos ofrece dos planes para renta de un auto.

Plan A:  $30 por dia y $0.10 por milla
Plan B:  $50 por dia con kilometraje ilimitado

108. Costo de llamadas de larga distancia Una compafifa
telefonica ofrece dos planes de llamadas de larga distancia.

Plan A:  $25 por mes y $0.05 por minuto
Plan B:  $5 por mes y $0.12 por minuto

(Para cudntos minutos de llamadas de larga distancia serfa
financieramente ventajoso el Plan B?
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109. Costo de manejar un auto Se estima que el costo
anual de manejar cierto auto nuevo estd dado por la formula

C = 0.35m + 2200

donde m representa el nimero de millas recorridas por afio y

C es el costo en dolares. Juana compré ese auto y decide pre-
supuestar entre $6400 y $7100 para costos de manejo del aiio
siguiente. (Cudl es el intervalo correspondiente de millas que
ella puede manejar su nuevo auto?

110. Temperatura del aire Cuando el aire asciende, se dilata
y, al dilatarse, se enfria a razén de alrededor de 1°C por cada
100 metros de ascenso hasta unos 12 km.

(a) Si la temperatura del suelo es de 20°C, escriba una
férmula para la temperatura a una altura h.

(b) ;Qué intervalo de temperaturas se puede esperar si un
avion despega y alcanza una altitud maxima de 5 km?

111. Precio de boleto en una aerolinea Una aerolinea
que hace vuelos especiales encuentra que, en sus vuelos de sa-
bados de Filadelfia a Londres, los 120 asientos se venderan si
el precio es de $200. No obstante, por cada aumento de $3 en el
precio del boleto, el nimero de asientos disminuye en uno.

(a) Encuentre una férmula para el nimero de asientos vendi-
dos si el precio del boleto es de P ddlares.

(b) Durante cierto periodo, el nimero de asientos vendidos
para este vuelo variaban entre 90 y 115. ;Cudl era la va-
riacion correspondiente de precios de boletos?

112. Precisién de una bascula Un comerciante de café
vende a un cliente 3 1b de café Hawaiian Kona a $6.50 por li-
bra. La bdscula del comerciante es precisa con variacién no
mayor de £0.03 Ib. ;Cudnto podria habérsele cobrado de mds
o de menos al cliente por la posible imprecision de la bascula?

113. Gravedad La fuerza gravitacional F ejercida por la Tierra
sobre un cuerpo que tiene una masa de 100 kg esta dada por la
ecuacion

4,000,000
F = —r
donde d es la distancia (en km) del objeto desde el centro de
la Tierra, y la fuerza F' se mide en newtons (N). ;Para qué dis-
tancias serd entre 0.0004 N y 0.01 N la fuerza gravitacional
ejercida por la Tierra sobre este cuerpo?

114. Temperatura de una fogata En la cercania de una fo-
gata, la temperatura 7 en °C a una distancia de x metros del
centro de la fogata estd dada por

_ 600,000
x? + 300
(A qué intervalo de distancias desde el centro de la fogata era
la temperatura menor a 500°C?

L
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115.

116.

117.

118.
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Una pelota en caida Usando cilculo, se puede demostrar
que si una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba con
una velocidad inicial de 16 pies/s desde lo alto de un edificio
de 128 pies de alto, entonces su altura & sobre el suelo 7 se-
gundos después serd

h =128 + 16t — 167

(Durante qué intervalo de tiempo estard la pelota al menos a
32 pies sobre el suelo?

—)

EEEEEEEEEE
EEEEEEEEHE|

Rendimiento de gasolina El rendimiento de gasolina g
(medido en millas/gal) para un auto en particular, manejado a
v mi/h, estd dado por la férmula g = 10 + 0.90 — 0.0117,
mientras v esté entre 10 mi/h y 75 mi/h. ;Para qué intervalo de
velocidades el rendimiento del vehiculo serd de 30 mi/gal o
mejor?

Distancia de parada Para cierto modelo de auto, la dis-
tancia d requerida para parar el vehiculo si estd corriendo a
v mi/h estd dada por la férmula

2
v
d=v+ —
20
donde d se mide en pies. Kerry desea que su distancia de pa-
rada no rebase los 240 pies. ;A qué intervalo de velocidades
puede manejar ella?

}<7 240 pies—>|

Utilidades de un fabricante Si un fabricante vende
x unidades de cierto producto, el ingreso R y el costo C (en
ddlares) estan dados por

R = 20x

C = 2000 + 8x + 0.0025x>
Utilice el hecho de que

utilidad = ingreso — costo

para determinar cudntas unidades debe vender el fabri-
cante para disfrutar de una utilidad de al menos $2400.

119.

120.

121.

Cercar un jardin Una jardinera tiene 120 pies de
cerca resistente a venados. Ella desea encerrar un jardin
rectangular de verduras en su patio trasero, y que el
drea encerrada sea al menos de 800 pies®. ;Qué inter-
valo de valores es posible para la longitud de su jardin?

Grueso de un laminado Una compaiiia fabrica la-
minados industriales (hojas delgadas con base de nylon)
de 0.020 pulgadas de grosor, con una tolerancia de
0.003 pulgadas.

(a) Encuentre una desigualdad que contenga valores
absolutos que describa el intervalo del posible
grueso para el laminado.

(b) Resuelva la desigualdad que haya encontrado en la
parte (a).

i0.0ZO pulg.

f

Intervalo de estatura El promedio de estatura de
hombres adultos es de 68.2 pulgadas y 95% de ellos
tiene una estatura /i que satisface la siguiente desigual-
dad

‘h — 68.2

‘52
2.9

Resuelva la desigualdad para hallar el intervalo de esta-
turas.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

122.

123.

124.

iLas potencias preservan el orden? Sia < b,
(a* < b*? (Verifique valores positivos y negativos para
ayb.)Sia<b,;a> < b*?Con base en sus observacio-
nes, exprese una regla general acerca de la relacién en-
tre "y b" cuando a < b y n es un entero positivo.

{Qué esta mal aqui? Es tentador tratar de resolver
una desigualdad como si fuera una ecuacién. Por ejem-
plo, podriamos tratar de resolver 1 < 3/x multiplicando
ambos lados por x, para obtener x < 3, de modo que la
solucidn seria (—oo, 3). Pero eso estd mal; por ejemplo,
x = —1 estd en el intervalo pero no satisface la des-
igualdad original. Explique por qué este método no fun-
ciona (piense en el signo de x). A continuacién resuelva
correctamente la desigualdad.

Uso de distancias para resolver desigualdades de
valor absoluto Recuerde que|a — b|es la distancia

entre a y b en la recta numérica. Para cualquier nime-

ro x, ;qué representan |x — 1| <<|x — 3|? Use esta inter-
pretacién para resolver la desigualdad |x — 1| <|x — 3|
geométricamente. En general, si a < b, jcuadl es la solu-
cion de la desigualdad |x — a|<|x — b|?
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1.8 GEOMETRIA DE COORDENADAS

El plano cartesiano recibe ese nombre
en honor al matematico francés René
Descartes (1596—1650), aun cuando
otro francés, Pierre Fermat

(1601 —1665), inventd los principios de
geometria de coordenadas al mismo
tiempo. (Vea sus biograffas en las pagi-

nas 181y 99.)

Aun cuando la notacién para un punto
(a, b) es la misma que la notacién para
un intervalo abierto (a, b), el contexto

debe dejar claro cudl significado se

persigue.

El plano coordenado P> Las formulas para distancia y punto medio
P> Graficas de ecuaciones con dos variables P Puntos de interseccion
P Circulos > Simetria

El plano coordenado es el vinculo entre el dlgebra y la geometria. En el plano coordenado
podemos trazar graficas de ecuaciones algebraicas. Las gréficas, a su vez, nos permiten
“ver” la relacién entre las variables de la ecuacién. En esta seccién estudiamos el plano
coordenado.

V El plano coordenado

En la misma forma en que puntos sobre una recta pueden ser identificados con nimeros
reales para formar la recta coordenada, los puntos en un plano se pueden identificar con
pares ordenados de nimeros para formar el plano coordenado o plano cartesiano. Para
hacer esto, trazamos dos rectas reales perpendiculares que se cruzan en 0 en cada recta. Por
lo general, una recta es horizontal con direccién positiva a la derecha y se llama eje x; la
otra recta es vertical con direccidn positiva hacia arriba y se denomina eje y. El punto de
interseccién del eje x y el eje y es el origen O, y los dos ejes dividen el plano en cuatro
cuadrantes, marcados I, I, IIl y IV en la Figura 1. (Los puntos sobre los ejes coordenados
no se asignan a ningun cuadrante.)

A YA
\
+ Pl(a,b
)
\
|1
1 \
‘ 1
T | ! (5,007
IR S B >
o| a X 0 X
III { IV =T
1 Qf—ﬁ
T |
FIGURA 1 FIGURA 2

Cualquier punto P del plano coordenado puede ser localizado por un par ordenado de
nimeros (a, b), como se muestra en la Figura 1. El primer nimero a se llama coordenada
x de P; el segundo nimero b se llama coordenada y de P. Podemos considerar las coorde-
nadas de P como su “direccién”, porque especifican su ubicacién en el plano. Varios puntos
estan marcados en la Figura 2.

EJEMPLO 1 | Graficar regiones en el plano coordenado

Describa y trace las regiones dadas por cada conjunto.

@ {(xy)|x=0} (b) {(x.y)|y=1} © {Gy) [yl <1}

SOLUCION
(a) Los puntos cuyas coordenadas x son 0 o positivos se encuentran sobre el eje y o a la
derecha del mismo, como se ve en la Figura 3(a).

(b) El conjunto de todos los puntos con coordenada y = 1 es una recta horizontal que estd
una unidad arriba del eje x, como se ve en la Figura 3(b).



84 CAPITULO 1 | Fundamentos

Coordenadas como direcciones
Las coordenadas de un punto en el
plano xy determinan de manera Unica
su ubicacion. Podemos considerar las
coordenadas como la “direccion” del
punto. En Salt Lake City, Utah, las direc-
ciones de casi todos los edificios estan
de hecho expresadas como coordena-
das. La ciudad esta dividida en cua-
drantes con la Calle Principal como eje
vertical (Norte—Sur) y la Calle del Tem-
plo S.como eje horizontal
(Oriente—Poniente). Una direccién
como

1760 W 2100S

indica una ubicacién a 17.6 manzanas
al poniente de la Calle Principal y 21

manzanas al sur de la Calle del Templo S.

(Esta es la direccién de la oficina prin-
cipal de correos en Salt Lake City.) Con
este sistema l6gico es posible que al-
guien no familiarizado con la ciudad
pueda localizar de inmediato cualquier
direccion, tan facil como uno localiza
un punto en el plano coordenado.

J 500 North St.

?

S.Temple St. @

[ A 4th South St.
—_ kWS @® |
S =8 S |l
= #F % 1% oth South st.
Z z z

13th South St.

\ 7, 17th South St.

21st South St.

et

IS Ised yiL

“ls

Post Office
1760 W 2100 S

(¢) Recuerde, de la Seccion 1.7, que

ly] <1 siy sélo si -1<y<l1

Entonces la region dada estd formada por los puntos del plano cuyos ejes coordenados
yestdn entre —1 y 1. Por lo tanto, la regién dada consta de todos los puntos que estin
entre (pero no sobre) las rectas horizontales y = 1 y y = —1. Estas rectas se muestran
como lineas interrumpidas en la Figura 3(c) para indicar que los puntos sobre estas
rectas no estdn en el conjunto.

y y y
| =t
+ + 0 L + + O + + e O 2]
1 il Rl
(a)x=0 by=1 © ]yl <1
FIGURA 3
“ _ AHORA INTENTE HACER LOS EJERCICIOS 23,25 Y 29 |

V Las formulas para distancia y punto medio

A continuacién encontramos una férmula para la distancia d(A, B) entre dos puntos A(x;, y;)
y B(x,, y,) del plano. Recuerde de la Seccién 1.1 que la distancia entre los puntos @ y b en
una recta numérica es d(a, b) = | b — a|. Entonces, de la Figura 4, vemos que la distancia
entre los puntos A(x;, y;) y C(x,, y,) sobre una recta horizontal debe ser |x, — x, |, y la dis-
tancia entre B(x,, y,) y C(x,, y,) sobre una recta vertical debe ser |y, — y, |.

y
B(x,,
y 1 (X2, ¥2)
[y = »i
TTA(x, M); Clxz, 31)
0 X, X

FIGURA 4

Como el tridngulo ABC es un tridngulo rectdngulo, el Teorema de Pitdgoras da

d(A,B) = \/|x2 - X |2 + [y —w |2 = \/(Xz - Xl)z + (- y1)2

FORMULA PARA DISTANCIAS
La distancia entre los puntos A(x,,y;) y B(x,,y,) en el plano es

d(A,B) = V(x, — ) + (v, — »1)°

EJEMPLO 2 | Aplicar la férmula para distancias
(Cudl de los puntos P(1,—2) o Q(8, 9) estd mds cercano al punto A(S, 3)?
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y SOLUCION  Por la Férmula para distancias tenemos
20189
8 Y. d(P,A) = V(55— 172+ [3—(-2)P = V& + 5 = V4l
6 / d(0.A) = V(5 —8)2+ (3—9)2= V(=3)> + (=6)> = V45
/
4 // Esto demuestra que d(P, A) < d(Q, A), de modo que P estd mds cercano a A (vea Figura 5).
) 2453 & _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 33 |
//
ol 21 — é — Ahora encontremos las coordenadas (x, y) del punto medio M del segmento de recta que
) o une al punto A(x,, y;) al punto B(x,, ¥,). En la Figura 6 observe que los tridngulos APM y
P(1,-2) MQB son congruentes porque d(A, M)= d(M, B) y los dngulos correspondientes son igua-
les.
FIGURA 5 YA Bl )
2> )2

Punto medio ~
M()C, y) Q
Alxy, 1) i ? A

 p
| |

I X — X |

=Y

FIGURA 6 0

Se deduce que d(A, P) = d(M, Q), por lo que

X — X = X — X

X+ x
Despejando x de esta ecuacién obtendremos 2x = x; + x,, por lo que x = ! 2
ity
2

mismo modo, y =

FORMULA DEL PUNTO MEDIO

El punto medio del segmento de recta de A(x;, y,) al punto B(x,, y,) es
<x1 tx ot )’2>
2 72

EJEMPLO 3 | Aplicar la férmula del punto medio

Demuestre que el cuadrildtero con vértices P(1, 2), Q(4, 4), R(5, 9) y S(2, 7) es un parale-
logramo al probar que sus diagonales se bisecan entre si.

SOLUCION Si las dos diagonales tienen el mismo punto medio, entonces deben bise-
carse entre si. El punto medio de la diagonal PR es

(Les229)_(5,11)
27 2 T2
y el punto medio de la diagonal QS es
44+24+7\ 11
( 2 7 2 ) - (3’ 2)
de modo que cada diagonal biseca a la otra, como se ve en la Figura 7. (Un teorema de
geometria elemental dice que el cuadrildtero es por lo tanto un paralelogramo.)

® _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 37

FIGURA 7
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Principio fundamental de la
Geometria Analitica

Un punto (x, y) estd sobre la grafica de
una ecuacion si y sélo si sus coordena-
das satisfacen la ecuacion.

VA /
4
=2 -3
0 3 X
/
FIGURA 8

En el Capitulo 10 se presenta una dis-
cusion detallada de pardbolas y sus
propiedades geométricas.

YA
\\ /

T T =22

\ 1./ N

-4 0 4 | X

FIGURA 9

V Graficas de ecuaciones con dos variables

Una ecuacién con dos variables, por ejemplo y = x* + 1, expresa una relacién entre dos
cantidades. Un punto (x, y) satisface la ecuacion si hace verdadera a la ecuacién cuando los
valores para x y y son sustituidos en la ecuacion. Por ejemplo, el punto (3, 10) satisface la ecua-
ciény = x* + 1 porque 10 = 3* + 1, pero el punto (1, 3) no la satisface porque 3 # 1> + 1.

LA GRAFICA DE UNA ECUACION

La grafica de una ecuacién en x y y es el conjunto de todos los puntos (x, y) del
plano de coordenadas que satisface la ecuacion.

La grifica de una ecuacién es una curva, de manera que para graficar una ecuacién loca-
lizamos tantos puntos como podamos y a continuacién los enlazamos con una curva sin
cambios bruscos de direccion.

EJEMPLO 4 | Trazar una gréfica localizando puntos
Trace la gréfica de la ecuacién 2x — y = 3.

SOLUCION  Primero despejamos y de la ecuacién dada para obtener
y=2x—3
Esto nos ayuda a calcular las coordenadas y en la tabla siguiente.

x y=2x-3 (x,y)
-1 -5 (—1,-5)
0 -3 (0, -3)
1 -1 (1,—1)
2 1 2.1)
3 3 (3.3)
4 5 (4,5)

Desde luego que hay un infinito de puntos y es imposible localizarlos todos, pero, cuantos
mds puntos localicemos, mejor podemos imaginar el aspecto de la grafica representada por
la ecuacién. Localizamos los puntos hallados en la Figura 8; parecen encontrarse sobre una
recta, por lo cual completamos la gréfica al unir los puntos con una recta. (En la Seccién
1.10 verificamos que la grafica de esta ecuacion es en verdad una recta.)
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EJEMPLO 5 | Trazar una gréfica al localizar puntos
Trace la gréfica de la ecuacién y = x* — 2.

SOLUCION  En la tabla siguiente encontramos algunos de los puntos que satisfacen la
ecuacién. En la Figura 9 localizamos estos puntos y luego los conectamos por medio de
una curva sin cambios bruscos de direccion. Una curva con esta forma recibe el nombre
de pardbola.

x y=x>-2 (x,y)
-3 7 (=3,7)
-2 2 (—2,2)
-1 -1 (-1,-1)
0 2 0, -2)
1 -1 (1,—1)
2 2 2,2)
3 7 (3,7)
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EJEMPLO 6 | Grafica de una ecuacién con valor absoluto

Trace la gréfica de la ecuacién y = | x]|.

SOLUCION  Hacemos una tabla de valores:
A
j x y = |x| (x.y)
-3 3 (=3,3)
2 y=|x]| -2 2 (=2,2)
-1 1 (-1,1)
N 0 0 (0,0)
T ol T T 1 1 (1,1)
‘ ‘ ‘ ‘ 2 2 (2,2)
FIGURA 10 3 3 (3.3)
En la Figura 10 localizamos estos puntos y los usamos para trazar la grifica de la ecua-
cion.
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V¥ Puntos de interseccion

Las coordenadas x de los puntos donde una gréfica interseca al eje x reciben el nombre de
puntos de interseccion x de la grifica y se obtienen al hacer y = 0 en la ecuacién de la
gréfica. Las coordenadas y de los puntos donde una grifica interseca al eje y se denominan
puntos de interseccion y de la grifica y se obtienen al hacer x = 0 en la ecuacién de la

gréfica.

DEFINICION DE PUNTOS DE INTERSECCION
Puntos de interseccion

Puntos de interseccion x:

Las coordenadas x de los puntos donde la
gréfica de una ecuacién interseca al eje x

Puntos de interseccion y:

Las coordenadas y de los puntos donde la
grafica de una ecuacion interseca al eje y

Como hallarlos

Hagay =0y
despeje x

Hagax =0y
despeje y

En dénde estan sobre la grafica

y

QA X

EJEMPLO 7 | Hallar puntos de interseccion

Encuentre los puntos de interseccién x y y de la ecuacién y = x* — 2.

SOLUCION

Para hallar los puntos de interseccién x, hacemos y = 0 y despejamos x. Asi,

0:
x? =

X =

x>=2
2
+V2

Haga y = 0
Sume 2 a cada lado

Tome la raiz cuadrada

Los puntos de interseccién x son V2 y —V/2.
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VA
P(x, y)
0 ¥
FIGURA 12

Para hallar los puntos de interseccion y, hacemos x = 0 y despejamos y. Asi,
y=02-2 Haga x = 0
y=-2

El punto de interseccién y es —2.
La gréfica de esta ecuacidn se trazé en el Ejemplo 5. Se repite en la Figura 11 con los
puntos de interseccion x y y marcados.

y=x*-2

Puntos de
interseccion x

Punto de
interseccion y

FIGURA 11
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V Circunferencias

Hasta este punto, hemos estudiado cémo hallar la grifica de una ecuacién en x y y. El pro-
blema inverso es hallar una ecuacién de una grafica, es decir, una ecuacién que represente
una curva determinada en el plano xy. Esa ecuacién queda satisfecha por las coordenadas
de los puntos sobre la curva y por ningtin otro punto. Esto es la otra mitad del principio
fundamental de la geometria analitica formulado por Descartes y Fermat. La idea es que si
una curva geométrica puede ser representada por una ecuacion algebraica, entonces las re-
glas de dlgebra se pueden usar para analizar la curva.

Como ejemplo de este tipo de problema, encontremos la ecuacién de una circunferencia
con radio r y centro (h, k). Por definicién, la circunferencia es el conjunto de todos los
puntos P(x, y) cuya distancia desde el centro C(h, k) es r (vea Figura 12). Por lo tanto, P
estd sobre la circunferencia si y s6lo si d(P, C)= r. De la férmula para distancias tenemos

Vi —h2+ -k =r

(x — h)2 +(y — k)2 =r? Eleve al cuadrado cada lado

Esta es la ecuacién deseada.

ECUACION DE UNA CIRCUNFERENCIA
Una ecuacién de la circunferencia con centro (k, k) y radio r es
(x—h)2+(y—k)2=r2

Esta se llama forma ordinaria para la ecuacion de la circunferencia. Si el centro
de la circunferencia es el origen (0, 0), entonces la ecuacidn es

X2+ y2 =2

EJEMPLO 8 | Grafica de una circunferencia
Grafique cada ecuacion.

(@) x2+y2 =25 () (x =2+ (y+1)>=25
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SOLUCION

(a) Reescribiendo la ecuacién como x* + y* = 5% vemos que ésta es una ecuacién de la
circunferencia de radio 5 con centro en el origen. Su grafica se ilustra en la Figura 13.
(b) Reescribiendo la ecuacién como (x — 2)* + (y + 1)? = 5% vemos que ésta es una

ecuacién de la circunferencia de radio 5 con centro en (2, —1). Su grifica se ilustra en
la Figura 14.

yA
0 o X
(2,-1)
(x =22+ (y+1?*=25
FIGURA 13 FIGURA 14
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EJEMPLO 9 | Hallar una ecuacion de una circunferencia

(a) Encuentre la ecuacién de la circunferencia con radio 3 y centro (2, —5).

(b) Encuentre la ecuacién de la circunferencia que tiene los puntos P(1, 8) y Q(5, —6)
como los puntos extremos de un didmetro.

SOLUCION

FIGURA 15

(a) Usando la ecuacién de la circunferencia con r = 3, h = 2y k = —5, obtenemos
(x—2)2+(y+5)2=9
La gréfica se muestra en la Figura 15.

(b) Primero observamos que el centro es el punto medio del didmetro PQ, de modo que,
por la Férmula del Punto Medio, el centro es

(1 ;5’856) —6)

El radio r es la distancia de P al centro, y por la Férmula para Distancias,
rP=0B-17+1-8)2=2+(-7)7=53

Por lo tanto, la ecuacion de la circunferencia es

(x =32+ (y—1)2 =53 (x=3P+(-1)72=53
FIGURA 16 La gréfica se muestra en la Figura 16.
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Desarrollemos la ecuacién de la circunferencia del ejemplo precedente.
(x=3) +(—-1)7*=53 Forma ordinaria
xX2—6x+9+y2—2y+1=253 Desarrolle los cuadrados
x> —6x +y2—2y =43 Reste 10 para obtener forma desarrollada
Suponga que nos dan la ecuacién de una circunferencia en forma desarrollada. Entonces,
Completar el cuadrado se usa en mu- para hallar su centro y radio, debemos regresar la ecuacién a su forma ordinaria. Eso sig-
chos contextos en dlgebra. En la Sec- nifica que debemos invertir los pasos del calculo precedente y, para hacerlo, necesitamos

cién 1.5 usamos completar el cuadrado  saber qué sumar a una expresion como x* — 6x para hacerla un cuadrado perfecto, es decir,
para resolver ecuaciones cuadrdticas. necesitamos completar el cuadrado, como en el ejemplo siguiente.
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@ Debemos agregar los mismos nu-
meros a cada lado para mantener la
igualdad.

FIGURA 17

EJEMPLO 10 | Identificar una ecuacién de un circulo

Demuestre que la ecuacién x* + y> + 2x — 6y + 7 = 0 representa una circunferencia, y
encuentre el centro y el radio.

SOLUCION  Primero agrupamos los términos en x y en y. A continuacién completa-
mos el cuadrado para x* + 2y al sumar (% . 2)2 = 1, y completamos el cuadrado para
y* — 6y al sumar [+ (—6)]* =

(x* + 2x )+ (»* — 6y )= -7 Agrupe términos

Complete el cuadrado al

2 2 _ = —
(e + 20 + 1)+(y 6y +9) THIAY sumar 1y 9 a cada lado
(x+ 1)+ (y—3)7=3 Factorice y simplifique

Comparando esta ecuacién con la ecuacién ordinaria de una circunferencia, vemos que
h=—1,k=3yr= V3, de modo que la ecuacién dada representa una circunferencia
con centro (—1, 3) y radio V3.
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V Simetria

La Figura 17 muestra la gréfica de y = x°. Nétese que la parte de la grafica a la izquierda
del eje y es la imagen espejo de la parte a la derecha del eje y. La razén es que si el punto
(x, y) estd en la gréfica, entonces también estd (—x, y), y estos puntos son reflexiones uno
del otro respecto del eje y. En esta situacion decimos que la grafica es simétrica con res-

DEFINICION DE SIMETRIA

Tipo de
simetria

Simetria con respecto
al eje x

Simetria con respecto
al eje y

Simetria con respecto
al origen

Como probar si Qué aspecto tiene la grafica
hay simetria (figuras en esta seccion) Significado geométrico
La ecuacién no Yy La grafica no cambia
cambia cuando y x5 cuando se refleja en
es sustituida por —y el eje x
0 X
(x9 _y)

(Figuras 13, 18)

La ecuacién no YA La grafica no cambia
cambia cuando x cuando se refleja en
es sustituida por —x (=%, ) (x,y) el eje y

VAN

(Figuras 9, 10, 11, 13, 17)

La ecuacién no y La gréfica no cambia
cambia cuando x (x,y) cuando gira 180°
es sustituida por —x alrededor del origen
y y por -y 0 -
X
(_X, -y )

(Figuras 13, 19)




FIGURA 18

f (2.5, —6.875)
(1.5, —10.125)

FIGURA 19
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pecto al eje y. Del mismo modo, decimos que una grafica es simétrica con respecto al eje x
si siempre que el punto (x, y) esté en la grafica, entonces también lo estard (x, —y). Una
gréfica es simétrica con respecto al origen si siempre que (x, y) esté en la gréfica, también
lo estard (—x, —y).

Los ejemplos restantes de esta seccion muestran como la simetria nos ayuda a trazar las
gréficas de ecuaciones.

EJEMPLO 11 | Usar simetria para trazar una grafica
Pruebe la simetria de la ecuacién x = y* y trace la gréfica.
SOLUCION  Siy es sustituida por —y en la ecuacién x = y?, obtenemos

2 Sustituya y por —y

x=(=y)
X = y2 Simplifique

y por lo tanto la ecuacién no cambid. En consecuencia, la grafica es simétrica respecto al
eje x. Pero cambiar x por —x da la ecuacién —x = y?, que no es la misma que la ecuacién
original, de modo que la grafica no es simétrica alrededor del eje y.

Usamos la simetria respecto al eje x para trazar la grafica al localizar primeramente los
puntos justo para y > 0 y a continuacién reflejar la gréfica en el eje x, como se ve en la
Figura 18.

y x=y? (x )
0 0 (0,0)
1 1 (1,1)
2 4 (4,2)
3 9 (9,3)
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EJEMPLO 12 | Usar simetria para trazar una grafica
Pruebe la simetrfa de la ecuacién y = x* — 9x y trace su gréfica.
SOLUCION  Si sustituimos x por —x y y por —y en la ecuacién, obtenemos
-y = (—x)3 - 9(—x) Sustituya x por —