Capitulo 2

La derivada y sus aplicaciones

2.1. Introduccion

En 1604 Galileo formulé la ley de la caida de los cuerpos : la caida de los cuerpos
es un movimiento uniformemente acelerado. Matematicamente se expresa diciendo que el
espacio s(t) recorrido es proporcional al cuadrado del tiempo:

s(t) = 2t

Pero esto no satisfizo a Galileo, quien deseaba comprender la esencia del movimiento de la
calda y fue aqui donde se equivocd, al igual que otros grandes del pensamiento cientifico
como Leonardo y Descartes. El crey6 que el principio era: la velocidad del cuerpo en caida
libre es proporcional a la distancia recorrida. Ahora, con el cdlculo diferencial e integral
no es dificil demostrar que este principio no conduce a la ley ya establecida. Mucho se ha
escrito sobre este famoso error, de preferir formular la ley como la velocidad proporcional
al espacio. Algunos historiadores de la ciencia lo atribuyen, ademas de la ausencia del
calculo, al rol jugado por la geometria en los albores de la ciencia moderna.

El proceso del cual salid la fisica cldsica consistic en un esfuerzo para racionalizar, o
dicho de otra forma, para geometrizar el espacio y matematizar las leyes de la naturaleza.
A decir verdad, se trata del mismo esfuerzo, pues geometrizar el espacio no quiere decir
otra cosa que aplicar al movimiento leyes geométricas. ;Y como -antes de Descartes- se
podia matematizar algo si no es geometrizdindolo? !

Para llegar a comprender la esencia del movimiento, era necesario llegar a la idea fisica
realmente dificil de velocidad instantdnea. Sea

s = f(t)

'A. Koyré: Estudios Galileanos. Siglo veintiuno, 1988.
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una funcién que nos da la posicién de un mévil en el instante ¢. Para encontrar la velocidad
v en un instante ¢t = ¢, consideremos el intervalo de tiempo transcurrido entre tg y tg + h,
h # 0. El camino recorrido en el intervalo dado es

As = f(to+h) — f(to).
La velocidad promedio v es

As  f(to+h) — f(to)

E:—: s

h h

para obtener la velocidad instantianea v es necesario hacer el intervalo de tiempo tan
pequenio como queramos, es decir,

o — lim f(to+h) — f(to)
h—0 h

Este limite corresponde a la derivada de una funcién y dice la rapidez con que estd va-
riando la funcién. Fue Newton en 1665 quien llegd a este concepto llevando el problema
fisico a una formulacién geométrica, que establece la equivalencia entre la existencia del
limite v y el problema de trazar la recta tangente en un punto ¢y al grafico de la funcion

f.

En primera instancia, no es claro qué es la tangente a una curva plana en un punto
dado, pues no es equivalente al caso de la geometria elemental de la circunferencia, en que
la tangente es la recta que tiene sélo un punto comun con ella. Para una curva cualquiera
esto pierde sentido.

Consideremos la curva y = f(z) y sobre ella un punto Py de abscisa a. Para definir la
tangente en el punto Py consideremos otro punto P de abscisa a + h y tracemos la secante
Py P que forma un angulo @ con el eje X. Entonces, la recta tangente en el punto Py es
la recta que se obtiene como caso limite de estas secantes cuando el punto P se acerca
indefinidamente a Py. La tangente del angulo & es:

QP _ fla+h)— f(a)
PQ h '

tana =

Para tener la inclinacion de la recta tangente debemos pasar al limite y obtenemos
que:

tana = lim tan@ = lim flath) - f(a)‘
PPy h—0 h

Con los conocimientos de geometria analitica sabemos que conociendo un punto y la
inclinacién de la recta, ella estd completamente determinada.
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fla+h) = f(a)

Py = (a, f(a))

2l

a a+h
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2.2. Definicion y formulas basicas de la derivada

2.2.1. Definiciones basicas

Definicion 2.2.1 Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene al punto
a. Llamaremos la derivada de la funcién f en el punto a al limite

. flat+h) = f(a)
1 2.1
hli% h ’ ( )
d d
cuando existe. En tal caso lo denotaremos por f'(a) 6 é(a) 6 J;(;:)

T=a

Ejemplo 2.2.2 1. Si f(z) = ¢; donde ¢ es una constante, entonces f'(a) = 0. Ya que

f(a—i—h})l—f(a) = Cgczo;paratodoh;«éo.

2. Si f(z) = mxz+ p, con m y p ndmeros fijos, entonces f'(a) = m. Ya que

fla+h)— f(a) :m(a—l—h)—l-z—(ma‘f‘p) :mTh:m ; para todo h # 0.

Por tanto, f'(a) = m.

3. Si f(x) = 22, entonces f’(a) = 2a. En efecto,

fla+h)—fla) (a+h)? — a?
h - h
B a® + 2ah + h? — a?
B h
_ h(2a+h)
B h
= 2a+h.

Por tanto,

oy e flath) — fla)
f'(a) = lim o

= lim 2a + h = 2a.
h—0 h—0
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1 1
4. Si f(z) = = entonces f'(a) = o cuando a # 0. En efecto,
1 1
flath)—fl@) _ zm—a
h h
_a—(a+h)
~ ha(a+h)
B —h
"~ ha(a+h)
_ -1
~ ala+h)
Por tanto,
. +h) — f(a) ) -1 1
! — 1 f(a‘ — 1 - =
fla) B h B a(a+ h) a?

5. Si f(z) =| = |, entonces f no tiene derivada en = 0. Esto es consecuencia de la no
existencia del limite 2.1 que define la derivada:

O+~ f©) _|h]

h h
Cuando h > 0, lim +m: h’mﬁzl Cuando h < 0, lim 7@_
e R i P g
lim — = -1
h—0—
6. Sif(x) = ¥z, entonces f no tiene derivada en x = 0. Como
JO+R) = fO) ) -gO)  VE-0_ 1
h h h h3’
— 1
limy_g fO+h) = /(O = lim — = oco. Por tanto f’(0) no existe.
h h—0 3
7. Si f(xz) = cosz, entonces f'(a) = —sena. Esto es consecuencia del limite relevante

6 de la seccién 1.4, que nos dice que

a) = }Ll,n% cos(a + Z) —cosa oo

Observacion 2.2.3 Segun lo visto en la seccién 1.5, el limite que define la derivada puede

escribirse como: Afa)
a
f(a) = —

- Az—0 Az
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Interpretacién geométrica de la derivada. Consideremos la curva y = f(z). Trace-
mos la recta secante a la curva que pasa por los puntos (a, f(a)) y (a+h, f(a+h)) tomando
h positivo y fijo. Esta recta forma un dngulo a(h) con la parte positiva del eje X, cuya
tangente es:

fa+h) = fa)

tan a(h) = h

Cuando hacemos tender h a 0, la recta secante va transformandose en una recta que
tiende a tocar a la curva solamente en el punto (a, f(a)). La pendiente de esta recta es
por tanto,

tana:}llfiﬁl) f(a—i_hf)b_f(a) :f'(a).

Figura 2.2.1: Interpretacion geométrica de la derivada.

Definicién 2.2.4 (i) Si f es una funcién con derivada en =z = a, llamaremos recta
tangente al grafico de f en el punto (a, f(a)) a la recta que pasa por el punto
(a, f(a)) y cuya pendiente es f/(a). Esta recta tiene por ecuacién:

y=f(a)(x—a)+ f(a). (2.2)

(ii) Si f'(a) = oo, entonces la recta tangente al gréfico de f en el punto (a, f(a)) es

r = Q.
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Figura 2.2.2: Recta tangente.

Ejemplo 2.2.5 1. La recta tangente a f(z) = z?2

parte 3:

en r = 1 es, segun ejemplo 2.2.2

y = 2xz—-1)+1
y = 2z-1

2. La recta tangente a f(x) = cosz en x = % es, segin ejemplo 2.2.2 parte 7:

71'( 7T)+ O&Tr
= —sen—(r— =)+ cos—
4 6 6 6

1 T \/§
V= plmgty

x 3

2 12" 2

3. La recta tangente a f(x) = /x en = 0 es, segin ejemplo 2.2.2 parte 6:

Definicion 2.2.6 = Si f es una funcién con derivada en x = a distinta de 0, llamare-
mos recta normal al grifico de f en el punto (a, f(a)) a la recta perpendicular a la
recta tangente en ese punto y que pasa por él. Es decir, es la recta cuya ecuacién es:

1
y:—ﬁaﬂw—®+fW) (2.3)
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= Si f'(a) = oo, entonces la recta normal al gréifico de f en el punto (a, f(a)) es

Yy N y=f(z) Y T

: — .

Figura 2.2.3: Recta normal.

2

Ejemplo 2.2.7 1. Larecta normal a f(z) =z en x = 1 es, seglin ejemplo 2.2.2 parte

3:
1
y = —§(x—1)+1
R
YT TRty
2y = —x+3.

2. La recta normal a f(z) =cosz en z = % es, seglin ejemplo 2.2.2 parte 7:

1 us U
VS T ez@ gty
= )Y
y = 2(m—%)+§
y = 2x—%+§

3. Larecta normal a f(z) = </x en 2 = 0 es, segin ejemplo 2.2.2 parte 6:

y = 0.
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Definicion 2.2.8 Diremos que una funcién f es derivable o diferenciable en un in-
tervalo abierto I si existe la derivada en cada punto del intervalo. En este caso podemos
definir la funcién derivada f’ cuyo dominio es I y su valor en cada punto z es f'(x).

Ejemplo 2.2.9 1. La funcién lineal y cuadratica son derivables en cualquier intervalo
abierto, segiin ejemplo 2.2.2, partes 2 y 3.

2. Las funciones valor absoluto y raiz ciibica no son derivables en ningin intervalo
abierto que contiene al cero, pues ellas no son derivables en x = 0. Ver ejemplo 2.2.2,
parte 6.

Derivadas laterales. Para poder extender la definicién 2.2.12 a un intervalo cerrado y
acotado en algliin extremo, es necesario definir las derivadas laterales tomando el limite a
la derecha o a la izquierda del punto en la expresion que define a la derivada, segin sea el
caso.

Definicién 2.2.10 (i) Llamaremos derivada a la derecha del punto z = a al limite:

fla+h) - fla)

Ii 2.4
hif{)lJr h ’ ( )
y lo denotaremos f (a).
(ii) Llamaremos derivada a la izquierda del punto z = a al limite:
- flath) - fla)
1 : 2.5
hmo- h (2:5)

y lo denotaremos f’ (a).

Observacién 2.2.11 Es consecuencia inmediata de las propiedades de limite que si las
derivadas a la derecha y a la izquierda de un punto son iguales, entonces existe la derivada
en el punto.

Definicion 2.2.12 Diremos que una funcién f es derivable o diferenciable en un
intervalo cerrado y acotado [a, ] si existe la derivada en cada punto del intervalo abierto
(a,b), existe la derivada a la derecha en = = a y existe la derivada a la izquierda en = = b.

Ejemplo 2.2.13 La funcién f(x) =| x | es derivable en intervalos de la forma [0, ], [a, 0],
cona<0yb>0.
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2.2.2. Férmulas elementales

Ahora comenzaremos a estudiar las propiedades basicas de la derivada.

Teorema 2.2.14 Si una funcion es derivable en un punto a, entonces ella es continua en
ese punto.

Demostraciéon: Para demostrar que f es continua en a, basta demostrar, segin la
ecuacién 1.16 de la seccién 1.5 que limy,_o[f(a + k) — f(a)] = 0. Como,

fla+h) - f(a)
h

fla+h)—fla) = “h.

Entonces:

lim[f(a+h) — f(a)] = f'(a) - lim h=0. 1

h—0 h—0
Observacion 2.2.15 Como puede verse facilmente del ejemplo 2.2.2, una funcién con-
tinua en un punto puede no tener derivada en él, como sucede con | z |, ¥/z en x = 0.

Teorema 2.2.16 Sean f y g funciones derivables en a. Entonces:
(i) f+gesderivableenay (f £g) (a) = f'(a) + ¢ (a).

(ii) f-g es derivable en a 'y (f-g)'(a) = f'(a) - gla) + f(a) - ¢'(a).

(iii) S es derivable en a si g(a) # 0 y se tiene:
g

Demostracion:

(i)

(f+9)(a) = lim Y
o [fath) @) | glath) -~ gla)
h—0 h h
g fat = f@) | glat k)~ gla)
h—0 h h—0 h
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(f-g)la+h) = (f-9)(a)

(f-9)(a) = lm

h—0 h
i [N 0+ e ) le) o))
h—0 h
i [Hlee st 1) gt g+ )= o)
h—0 h
) . gla+h)—g(a)  flat+h) = f(a)
- %%f(wrh)'}ff%g h - +9(a) - lim h
= f(a)g'(a) + g(a)f'(a).

(iii) Para probar la férmula de la derivada de un cuociente probaremos primero que:

G)l(” - g e s

L 1 1 'h,mg(a—l—h)—g(a)
~ limp_og(a+h) gla) h—0 h

1 /
= TG@r

1
Ahora, escribiendo i = f . = aplicamos la férmula del producto y se obtiene sin

dificultad la férmula buscada. H

1
Ejemplo 2.2.17 Si f(z) = = y g(z) = 22, entonces:
x

1.
d d, ., d (1
FUH0@ = e+ (3)
223 — 1
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2.
d 1d
@ _ 24 (1 120 (2
dx (- 9) () T <3:> + xdx (x )
1 1
= z° <——2> + =2z
x x
= 1
3.
d (f\ _ 2*(-3) 32
dr \g/) xt
- 3
= =
= 3z

Corolario 2.2.18 (i) Si f(z) = cg(x), entonces f'(z) = cg'(x), donde ¢ es una con-
stante.

(ii) Si f(x) = 2", entonces f'(x) = na"1 n e N.
(iii) Si f(z) = 2", entonces f'(x) = —nx™""1, neN.

Demostracién: Por ser aplicaciones directas del teorema 2.2.16 se deja como ejercicio.

[
. d 100 99
Ejemplo 2.2.19 1. d—(x )leOz .
x
2. A (27190) = —1002 101,

3. (27 + 925 — 723 +10) = 725 + 54a® — 2122

4.
d 2?42z (322 42)(2? - 1) — (2% +22) 22
de \ 22 -1 N (2 —1)2
- zt —5x? -2
@17
1 1

B L o1
Teorema 2.2.20 Si f(x) =xz9, q € Z, q # 0. Entonces f'(z) = —z4
q
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1 1

1 1 - -

q - A q — 24

Demostracién: f(z) =29, f(x+h) = (z +h)94, Tf _ m
Lol
M — x4
() _‘%gﬂ)gzlt_jﬁ___zl_‘

Para calcular este limite debemos racionalizar el numerador”, usando la férmula de fac-
torizacion:
a™ —b" = (a—b)(a™t+a™ b+ ... +ab™ 2+ o).
1 1

Tomando a = (z+ h)49 ,b=29 ,m = q, amplificamos por:
a7l at 4 abT

y nos queda que:

1 1 qg—1 g—2 1 qg—1
Af (x+h)4 —29 (x+h) 9 H+(x+h) 9 29+4...+2 4
h h ' = -2 1 -1
(x+h) 4 4+(x+h) 9 29+...42 ¢
B [(1:+h)—:1:]_ 1
h q—1 g—2 1 q—1

(x+h) 4 4(x+h) 9 z94+...+2 4

(x+h) 4 +(x+h) 9 294+... 42 9

Entonces, cuando h — 0, se tiene que,

1—gq 1 1
Af / 1 1 1 —_— 1 —_——
A T S Tt B W B 1§ -
x 49 42 49 2942 9 29+ gr 4
1 99
M d TAN 1 ——1 1 -
Ejemplo 2.2.21 & | 100 | = — 2100 = _—_ ¢ 100,

dx 100 100
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Regla de la cadena. La regla de la cadena es la férmula que permite derivar funciones
compuestas y es uno de los teoremas mas importantes del calculo. Para poder demostrarlo
necesitaremos algunos resultados intermedios.

Teorema 2.2.22 Si f tiene derivada en el punto z = a, entonces

fla+h) - f(a)
h

= /'(a) + G(h),

donde G es una funcién tal que G — 0 cuando h — 0.
Demostracién: Por hipdtesis existe el ndmero f’(a), por tanto, si h # 0 podemos definir

la funcién:

flat+h)—fla)
h
Es inmediato de la definicién de derivada que

G(h) = - f'(a).

G(h) — 0 cuando h — 0,

y ademds cumple con la propiedad del enunciado. Il

Corolario 2.2.23 (i) La funcién G definida en el teorema anterior se puede extender
para h = 0 definiéndola como G(0) = 0 y ademés resulta continua en este punto.

(ii) Af(z) =[f'(z) + G(h)]h o equivalentemente, Af(z) = [f'(z) + G(Az)]Ax.

Teorema 2.2.24 Regla de la cadena Sean f,g,u funciones tales que f(x) = g(u(x)),
g vy u derivables. Entonces, f es derivable y f'(x) = ¢'(u(z))u/(z).

Demostracién: Como f(z) = g(u(x)) y
fl@+h) = glu(z+h))
= g(u(z+h)+u(z) —u(x))
g(u + Au)(x).
Entonces,
Af(z) = g(u+ Au)(z) — f(z) = g(u + Au) — g(u(z)).

Por corolario 2.2.23, podemos escribir:
Af =[¢'(u) + G(Au)]Auw.
Por tanto,

2L + aaa) - 5
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En virtud del teorema 2.2.22 G(Au) — 0 cuando Au — 0 y por definicién de derivada
A
Tu — /(x) cuando h — 0, tenemos que:
A
Tf — ¢ (u(x))u'(z) cuando h — 0.0

Corolario 2.2.25 (i) Si f(z) = 2" con r € Q, entonces f'(x) = ra™ 1.
(ii) Si f(x) = [u(z)]” con n € N, entonces f’(x) = n[u(z)]" *u/(x).

Ejemplo 2.2.26 1. <4 (x%) _T (xé—l) e

dx 8 8
2.
d 1
322 —br+2 = d—(3x2—593+2)2
T ) Y GV
2
= %(3:(; —5r+2) %(633—5)

(6x — 5)
2322 —br +2

2.2.3. Las derivadas de las funciones trigonométricas

Teorema 2.2.27 (i) Si f(z) = senx, entonces f'(z) = cosz.

(i) Si f(z

= cos x, entonces f'(x) = —sen .
x (

= tanx, entonces f'(x) = sec? z.

(i

(iv

S
) S
(v) S
s

()

f(x)

f(x) = cotan x, entonces f'(x) = — cosec? x.
f(x)

flx) =

x) = secx, entonces f'(x) = secx tan x.
(v x) = cosec z, entonces f'(x) = — cosec zcotan x.
Demostracién:
(i)
, . sen(z+h)—senz |, 2 h h
z) = lim =lim —-sen—-cos |z +
=) h—0 h h—0 h 2 2

sen % i h
= Iim . lim cos | z + =
h—0 5 h—0 2

= COST.
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h) — -2 h h
f,(x) _ }1}{){(1] COS(w + h) COS T — }]fi}j’%) T . sen 5 . sen <x —+ 5)
h
sen = h
= —lim ——2 - lim sen <x+—>
h—0 3 — 2
= —8Senwx.

(iii) Usando la definicién de la funcién tan = y la férmula para derivar cuocientes, tenemos:

(=) d (Senx> 1 d senzx d cosx
r) = — = 08 & - —senx -
dr \cosz cos? z dz
1 1
= 3 (cos2 xr + sem2 x) = 7
cos? x Ccos? x

Las partes (iv), (v) y (vi) se hacen de manera andloga y se dejan como ejercicios. ll

2.2.4. Las derivadas de orden superior

La derivada de una funciéon en un punto, como ya hemos visto, es una medida de la
inclinacién de la recta tangente en el punto considerado. Ahora necesitamos medir cuan
separado estd el grafico de la funcién de su recta tangente. Por ejemplo, las tangencias
de las curvas y = 22, y = 23 o y = 2% con la recta y = 0 son muy diferentes. Lo que
realmente queremos medir es como se curva el grafico de f en una vecindad del punto de
tangencia.

Definicién 2.2.28 (i) Diremos que una funcién f es dos veces derivable en un punto
a si f' tiene derivada en a. A este nimero lo llamaremos segunda derivada de f
en a y lo denotaremos f”(a). Es decir,

(a) = lim flat+h) — f(a) (2.6)

h—0 h

(ii) Diremos que la funcién f es dos veces diferenciable en I C R, si f es dos veces
derivable en todo punto de I.

Otras notaciones usadas son:

d2
@ = Thw= 52
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(iii) Andlogamente podemos definir para n > 2, la derivada de orden n en el punto
a como la derivada de f"~1) en el punto a. Las notaciones usadas para este caso

son:
dTLf dnf
M) (q) = =
= Tw- 2L
Ejemplo 2.2.29 Si f(z) = sen x, entonces f'(z) = cos z, f"(z) = —sen z, f®(z) =
—cos z, f®(z) = sen z, etc.
En general, f4"*1(z) = cos x ; f@ 2 (z) = —sen =, fU3)(z) = —cos x|

f(4n+4) (.’L‘) =sen z, f(4n) =sen x,n 75 0.

Definicién 2.2.30 Sea f : (a,b) — R. Si f es continua diremos que es de clase C'(©) en
(a,b); si f' es continua diremos que f es de clase C(1) en (a,b); en general, diremos que f
es de clase C(™ en (a,b) si £ : (a,b) — R es continua.

1
Ejemplo 2.2.31 Sea f(x) = 2 sen — si 2 # 0y f(0) = 0. Entonces, si
x

= k=0, f es discontinua en 0.
» k=1, fes de clase C©, pero no es diferenciable en 0.

» k=2, f es diferenciable , pero no de clase C1).

2.2.5. Ejercicios resueltos

1. Dada la funcién f(z) = 22 + 3z + 2:

a) Usando la definicién, calcule S—f(x)
T

b) Encuentre la ecuacién de la recta tangente al grafico de f en el punto (1,6).
c) Encuentre la ecuacién de la recta normal al gréfico de f en el punto (1,6).
d) (Existe otro punto sobre la curva f donde su tangente sea paralela a la tangente

en (1,6) ?

Solucién:
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2 o 2 )
ﬁ(:v) _ tm [((w—i—h) +3(x+h)+2)— (22 + 3z + )]
dx h—0 h
i 224+ 2zh+h?>+3x+3h+2—2> -3z —2
= Ilim
h—0 h
~ lim h(2x 4+ 3+ h)
h—0 h
= }lin})(2x+3+h)
= 2z + 3.

Sixz =1, entonces f'(1) = 2z + 3|,=1 = 5. Esto nos dice que la recta tangente
en el punto (1,6) tiene pendiente 5 y por tanto su ecuacion es:

y = 5x—-1)+6
y = dr+1.

1
La pendiente de la recta normal en el punto (1,6) es —F y su ecuacioén es :

y = ——(xz—-1)+6
by = 31 —u=x.
Para que una recta sea paralela a la tangente en el punto (1,6), su pendiente

debe ser 5. Sea (z, f(z)) un punto sobre la curva donde la tangente tiene pen-
diente 5, entonces se debe tener:

fl(z)=22+3=5.

Lo que implica z = 1. Por tanto, no existe sobre la curva otro punto en el cual
la recta tangente tenga pendiente 5.

Dada la funcién f(z) = 2% + 322 — 1

a

S

o

d

)
)
)
)

d
Usando la definicién calcule %(a:)

Encuentre la ecuacién de la recta tangente al grafico de f en el punto (1, 3).
Encuentre la ecuacién de la recta normal al gréfico de f en el punto (1, 3).

i Existe otro punto sobre la curva f donde su tangente sea paralela a la tangente
en (1,3) 7
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Solucién:
a)
3 2 1) — = 2 1
ﬁ(w) — m ((z+h)>+3(x+h) ) — (z° + 3z )
dx h—0 h
i {x3+3xh2+3x2h+h3+3x2—|—6:ph—|—3h2 —1—2%—-322+1
= lim
h—0 h

. h(3zh + h? + 3h + 322 + 62)
= lim
h—0 h
= lim(3zh + h? + 3h + 32* + 6z)

= 322 + 6.

b) Cuando x = 1,f'(1) = 32 + 62|,—1 = 9. Lo que nos dice que la recta tangente
en el punto (1,3) tiene pendiente 9 y por tanto su ecuacién es:
y = 9x—1)+3
y = 9z —6.

¢) La recta normal en el punto (1,3) tiene ecuacién:

y = —=(z—-1)+3
9y = 28 —ux.

d) Sea (z,f(z)) un punto sobre la curva donde la tangente tiene pendiente 9,
entonces se debe tener que f'(z) = 9. Es decir,
322 462 =
3:°+62-9 =
Z+22-3 =
(z—1)(z+3) =

o O O ©

Ecuaciéon que tiene dos soluciones z = 1 y z = —3. Por tanto en el punto
(=3, f(=3)) = (—3,—1) la recta tangente es paralela a la recta tangente en
(1,3).

3. Se dice que dos curvas son tangentes en un punto P si ellas se intersectan en P y sus

rectas tangentes en P son iguales. Considere la funcién h(z) = —senz. Demuestre
7

1
que los grificos de h(x) y f(x) = +— son tangentes en todos los puntos de contacto.
x
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Solucién:

1
Supongamos f(z) = —. Entonces x( es un punto de contacto entre los graficos si y

1 1
sélo si f(xg) = h(xg), es decir, — = — sen xg, lo que implica sen xy = 1, por tanto,
i) i)
T
= — 4 2km.
X0 5 + 2km
f(xo) = o4 y por otro lado,
i (4k + 1)272
1 1 4
B (xg) = _x_% sen xqg + ﬂU_o cos Ty = —m. Se procede de modo analogo para
3
la funcién f(z) = ——, en que los puntos de interseccién son zy = ; + 2km.
T

Dada la funcién polinomial de grado 3
— 3 2
y=ax’+bx"+cx+d
encuentre a, b, ¢, d, de modo que se satisfagan las siguientes condiciones:

» La curva pasa por (0,0).

= En (0,0) la recta tangente forma un dngulo de 60 grados con la parte positiva
del eje X.

» Enz =1y 2= —1 la curva es paralela al eje X.

Solucién: Si la curva pasa por el punto (0, 0), entonces y(0) = 0 lo cual implica que
d = 0. Si la pendiente de la recta tangente en el origen es tan g, entonces tenemos
la ecuacién: y'(0) = /3. Como y/(x) = 3az? + 2bz + ¢, tenemos que y'(0) = ¢ = V/3.

Que la curva sea paralela al eje X en un punto, quiere decir que en ese punto su recta
tangente es paralela al eje X, lo que a su vez implica que en ese punto su derivada
es nula. Por tanto, tenemos dos ecuaciones:

(1) = 3a+2b+c
y(-1) = 3a—2b+c

V3

La resolucién de este sistema nos da los valores de a = 3 y b=0.

Asi, tenemos que el polinomio que satisface las condiciones pedidas es:

y(z) = —? 23+ V3.
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Calcule la derivada de la funcién sen x° expresada en grados.
Solucion:

Como z° no es un numero real, debemos expresar la funcién sen en radianes antes
X T

de derivarla, sen z° = sen 180" Por tanto tenemos la funcién f(z) = sen 180° la cual
se deriva usando la regla de la cadena con funcién u(z) = %, obteniéndose que
g) = ™ cos °E
@)= 155 130°

Derive las siguientes funciones usando las férmulas de derivacién:

x+1)%(z — 3)°

S
~—
—

-5
d YZ
T+5
a—zx
e) x
a+zx
NNCESL
) 1
Y ar — 1)
h) sen(4x — 3)
i) cos(4x — 3)2
§) x?tan—
Solucién:

a) Si f(z) = (z +1)*(x — 3)°, entonces
fl(z) = 2@+ 1)(z-3)°+(z+1)%( - 3)!
= (z+1)(z—3)*2(x —3) +5(z + 1))
(z+1)(7z — 1)(x — 3)*
b) Si f(z) = Va2 + 1, entonces
1

f/(.ilf) = 5 (£U2 + 1)_

1
2

(2z)
x
2 +1
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c) Si f(a:):\/%,entonces
1
o l(z=5\"% d (a5
fla) = 2\z+5 de \z+5
CLfz-5\": 10
- 2\z+5 (x +5)?
_ )
(¢ +5)%(z —5)2
d) Sif(x)= Z;i,entonces

e) Sif(x)=(8z— 3)%, entonces

fla) = §@e-3)75-8
_ 64
9(8z — 3)9
, 1
f) Si f(a:):m,entonces
, 1 \*d 1
fl) = =5 <4x—1> %(43}—1)
B 20
T (4 — 18

g) Si f(x) =sen(4x — 3), entonces f'(z) = 4cos(4x — 3).
h) Si f(z) = cos(4x — 3)2, entonces f'(x) = —8(4x — 3) sen(4x — 3)%.
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o 5, 1
i) Si f(x) = x*tan e entonces

1 d 1
f'(x) = 2z tan - + 2% — (tan —)

1
= 2x tan— — sec
T

7. Determine los puntos donde la derivada de las siguientes funciones no existe.

a) |senz|
b) Jcosxz

22 +1
c) 2

x2—1

0 si x es racional

d) g(z) = { 1 six es irracional
Solucion:

a) Aplicando la regla de la cadena y el ejemplo 2.2.2, parte 5, sabemos que | sen z|
es derivable en todos los puntos en que senz # 0, es decir, la derivada no existe
en los muiltiplos pares de g

b) La regla de la cadena y el ejemplo 2.2.2, parte 6, nos dicen que el uinico punto

en que la derivada no existe es para aquellos valores que anulan el coseno. Es
T

decir, si x = (2k + 1) 5

c) es facil ver que esta funcion es derivable en cada punto de su dominio R — {+1}.

d) En la seccién 1.5, hemos dicho que esta funcién es discontinua en todos sus
puntos, por tanto no puede ser derivable en ningin punto.

8. Pruebe que si f(z) es una funcién polinomial de grado n, entonces:

a) f™(z) es una constante independiente de z.
b) ftY(z) =0, para todo z.

Solucién: Si f(z) = a,z" + ap_12" ' 4 ...+ a12 + ag, con a, # 0, entonces f'(x)
es a lo mas un polinomio de grado n — 1. En efecto,

fl(x) =nape™  + (n— Dap_12" 2+ ... 4+ ay,
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f"(z) =n(n—Dapz™ 2+ (n—1D(n—2)ap_12" 3+ ... +ay .

Podemos observar que en cada etapa de derivacién va desapareciendo el término
constante, por tanto, al derivar n veces nos queda:

£ () = nlay,.

Esta funcién ya no depende de z y por consiguiente su derivada, o la derivada de
orden (n + 1) del polinomio inicial, es la funcién constante 0.

& (ot
dx? dz2? )’

9. Calcule:

Solucién:

d? 5 d%y d 3 d%y 2 %y
w(‘”w) = @(w@“’“@)
4 3 2 3
347y 2d%y d7y 2 A%y
= 35 13,228 6,2 Y 920 Y
dx? o da? * dax? o dx
. dty d3y d%y
_ .3 2

10. Demuestre que si y = 3 cos 2z + sen 2x, entonces 3" + 4y = 0.
Solucién:

y' = —6sen 2z + 2 cos 2x, entonces y” = —12cos 2x — 4sen 2z = —4y.

2.2.6. Ejercicios propuestos

1. Dada la funcién f(z) = 23 + 322 — 1:

d
a) Usando la definicién, calcule d—f(a:)
&

S

Encuentre la ecuacién de la recta tangente al grafico de f en el punto (—1,1).

o

)
)
) Encuentre la ecuacién de la recta normal al gréfico de f en el punto (—1,1).
d)

i Existe otro punto sobre la curva f donde su tangente sea paralela a la tangente
en (—1,1) 7

2. Usando la definicién de derivada, analice la existencia de la derivada en el origen
para las funciones:
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1
a) y=xsen—
x

b) y=cosx

3. Derive las siguientes funciones usando las férmulas de derivadas:

@) 2 —32+9
b) ‘
V1+a?
) 1+ a2
C .
1— 22

1+senx
d) \——.
) 1—senx

e) sen (4x* + 322 — 6).

1) \ sen x cos sen  cos 5’

g) costan(x? — 5z + 1).

h) tan(z? +1)°, la funcién estd expresada en grados.

4. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes y normales a la curva y(z) en el
punto (zg, yo)-

%) y(x) = sen = (s0,50) = (0,0).

5. Encuentre los puntos de tangencia entre las curvas:

1 1

0) f()=sen—yga) ="

1 1 1
b) f(x)=—sen —yg(z)=——.
= x &
6. Dada la funcién y,(z) = 2™

a) Grafique en un mismo diagrama yo, y3 € y4.
b) Calcule y (x).
c) La tangente en el punto (1, 1) a la curva y,, corta al eje de las abscisas en (z,0),

calcule lim y,(2).

d) ; Para qué punto (z,,y,) de la curva y, su tangente es paralela a la secante
que pasa por (0,0) y (1,1) 7
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10.

11.
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e) Calcule lim y,.

Determine una funcién polinomial de grado seis de modo que en los puntos (1,1),
(—1,1) la tangente sea horizontal y que ademéds pase por el origen.
Dada la funcién y(x) = z {/cos x, calcule: y(0),y'(0),y"(0),y" (0).

Dada una parabola y = axz? + bx + c.

a) ;Desde qué puntos se puede trazar dos tangentes a la curva?
b) (Desde qué puntos puede trazarse solamente una tangente a la curva?

c) ¢Desde qué puntos no se puede trazar ninguna tangente a la curva?

Dada la funcion:
CL1332 + bll‘ +c

CL2$2 + bQZL‘ + CQ’

fz) =

con a1 # 0y as # 0.

a) (En qué puntos la funcién f no es derivable ? (ver ejercicios resueltos de la
seccién 3.4).
b) (En qué puntos la funcién f tiene tangente paralela al eje X ?

Sea k € Ny f(x) = |z|*. Demuestre que f(z) es de clase C™) si n < k, pero f(z)
no es clase C™ sin > k. ;Qué sucede paran =k ?



