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 Límites y Continuidad

Continuidad.

El término Continuo tiene el mismo sentido en Matemáticas que en el lenguaje cotidiano.

Decir que una función es continua en x = c, significa que su gráfica no tiene interrupción en c, que no se rompe ni tiene saltos ni huecos. . Por ejemplo, en la siguiente figura se muestran tres valores de x  en los que f no es continua 

                    Y                                 f(c1) no está definida
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Tres  puntos de Discontinuidad:  
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En los demás puntos del intervalo  ]a , b[  la gráfica no se interrumpe  y   decimos que f es continua en ellos.

Así pues la continuidad de una función en  x = c  se destruye por alguna de estas causas:

· La función no está definida en x = c

· El límite de  f (x)    en  x = c   no existe

· El límite de  f (x)    en  x = c  existe pero no coincide con f ( x)

Todo ello nos lleva a la siguiente:

Definición :   Continuidad en un Punto.
Una función  f se dice Continua en c si se verifican las condiciones siguientes:

i )   f ( c)   está definida

ii)  
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iii)  
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Continuidad en un  intervalo abierto: Una función  f   se dice continua en un intervalo abierto   ]a , b[ si lo es en todos los puntos de ese intervalo.

Se dice que  f  es discontinua en c si f está definida en un intervalo abierto que contiene a C ( excepto quizás en c) y  f  no es continua en c.

Si cualquiera de las tres condiciones de Continuidad falla decimos que la función es Discontinua.
Ejemplos.- 

Analice la continuidad de las siguientes funciones:

1.-                      
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Solución  :      Análisis  en   
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i) 
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ii) ¿existe 
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Como se cumple   i)   ,   ii )    y    iii) ,     f ( x )   es continua     en  x = 
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En este caso 
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f es discontinua en  
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3.-    





                               f ( x )
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        si x ( -1

En este caso se tiene que:   i)  f ( -1 ) existe pues  f (-1)  =  0




         ii)
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]
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Entonces falla la 3era   condición, lo cual implica que  

f  es discontinua en  x  =  -1 ( la función presenta un quiebre)
4.-                        
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En este caso se tiene que:

f ( 0)    no está definida;  pero además  
[image: image25.wmf])

(

0

x

f

lím

x

®

   no existe.

Entonces  f(x)  es discontinua  en  x =0   

( la función presenta un   Salto)
5.-
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    En este caso f es   discontinua en x = 0 puesto que aún cuando  f (0) = 4   tenemos que 
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     no existe: falla la  3era. Condición ( la función tiene un Salto)


Clasificación de las Discontinuidades.

Recordemos la definición de Continuidad en un punto:  una función se dice continua en c si se verifican las condiciones siguientes:

i) f (c) está definida

ii) 
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iii) 
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Una función puede ser discontinua en diferentes casos: porque no se cumple   i)  ,  ii)  o iii) de la definición de Continuidad.

La Discontinuidad puede clasificarse así:

Discontinuidad de Primera Especie.

Una función   f  es Discontinua de Primera Especie si no se cumplen las condiciones  i)  o iii)  o bien ambas, de la definición de Continuidad. Es decir cuando la función posee un hueco o un quiebre.

En este caso la función se puede redefinir para que sea continua, es decir la discontinuidad se puede reparar. Toda función Discontinua de primera especie es Reparable.

Discontinuidad de Segunda Especie.

Una función  f  es Discontinua de Segunda Especie si no se cumple  ii) o bien simultáneamente i) o ii) de la definición de Continuidad. Es decir cuando la gráfica presenta un Salto.

En este caso, debido a la imposibilidad de hacerla continua decimos que la Discontinuidad es Irreparable.

Nota : debe observarse que para clasificar una discontinuidad en una función, es de primordial importancia el cálculo del límite de la función puesto que si éste existe la función se puede reparar;  en cambio, si no existe, la discontinuidad es irreparable.

Ejemplos.-

Clasifique las discontinuidades de las siguientes funciones:

1.- 
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Sol :     f   es discontinua en    
[image: image33.wmf] x = -1    y    x = -3    


Para  x  =  -1   se tiene que
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 Como existe  
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  pero f (-1) no está definida  entonces  f es discontinua de primera especie  y, por lo tanto, Reparable, en  x = -1.

                        f*(x)=
[image: image36.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

¹

+

+

+

 

-1

 x  

si

 

,

         

          

2

1

-1

 x 

si

  

,

   

3

4

1

2

x

x

x


Para x = - 3 se tiene que  
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4

1

2

3

+

+

+

-

®

x

x

x

lím

x

  no existe

Como no existe  
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 entonces f(x) es discontinua de Segunda Especie y por lo tanto Irreparable. En este caso puntual estamos frente a una Asíntota Vertical.

Gráficamente tenemos lo siguiente:


   f*(x)=
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2.-     f(x) = 
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Solución :

           Para x = 1       
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Luego, la discontinuidad en x = 1 es Irreparable

Para x = -1     
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Existe  
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   y  como  f(-1) = 0, se debe redefinir la función para hacerla continua en x = -1

               f*(x) = 
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Esta  f* es discontinua para x = 1  y continua para todos los otros puntos.
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