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Capitulo 1

Sistemas Lineales de Ecuaciones
Diferenciales

1.1. Introduccidon

Hasta aqui se han estudiado ecuaciones lineales con una sola funcién incégnita. Estudiaremos ahora
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, tanto porque permiten modelar problemas fisicos que
involucran la interaccién de varias funciones incégnita, como también porque a ellos pueden reducirse
ecuaciones lineales de grado superior.

Definicién 1.1.1. Un sistema lineal de EDO en K" (con K =R o K = C) es un sistema de n
ecuaciones escrito de la forma

X'(t) = AMX () +B(t), Vtel,  X(t) =X, (1.1)

donde A(t) € Myxn(K), B(t) € K" para cada t en I C R, I intervalo abierto no vacio y Xo € K"
son condiciones iniciales ent =1ty € I. En el caso B =0 se dice que el sistema es homogéneo. En
el caso que A es una matriz constante, se dice que el sistema es de coeficientes constantes.

1.2. Sistemas Lineales en R?

Ejemplo 1.2.1 (Polucién en dos estanques). Dos estanques 1 y 2, que contienen V[m3] de
agua, se encuentran interconectados por medio de un canal, por el cual fluye agua desde 1 a 2 a
razén de b[mTS] El sistema es alimentado a través del estanque 1 a razén de b[st], con un poluente
de concentacion o[%], que contamina el agua. El agua sale del sistema por un canal del estanque
2, con un caudal de b[mTS] En esta situacién se produce una contaminacién del agua en ambos
estanques. Para tratar de disminuir este efecto negativo, se propone anadir otro canal que conecte
a los dos estanques, para que devuelva flujo de 2 a 1, a razén de bA[mTS], donde A > 0. Sin embargo,
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para evitar el rebalse del sistema, se debe aumentar el flujo del canal ya existente a b(1 + )\)[mT?’]
., Cuanto ayuda esta solucién a disminuir la polucién del agua en los estanques?

~

b (1+A)

Figura 1.1: Polucién en dos estanques del ejemplo 1.2.1

Para el estanque 1, tenemos que la variacion de la cantidad de poluente por unidad de tiempo es la
diferencia de las concentraciones que entran y las que salen por unidad de tiempo, es decir:

7 [%9] :b[m?j - [%} +bA [m;] 25 [kg] H%] — b1+ A) [m;} 21 [kg] %[%]

Repitiendo el razonamiento para el estanque 2, resulta el sistema:

2(t) = bo+ %xz(t) - wxl(t)
2 = wxl(t) _ %:Q(t) _ %@(t).

Este es un sistema de ecuaciones, por lo que se puede escribir matricialmente:

(5)- Wl (2)+(%)
2 0wty |\ 0

Es decir, es de la forma (1.1), donde

__b(1+X) bA bo
A=| ,h) Wfn | B= ( 0 ), (1.2)

1% Vs

esto es, un sistema lineal de dos ecuaciones de primer orden no homogéneo a coeficientes constantes.
O

Veamos en general como podria resolverse un sistema lineal en R?, utilizando distintos métodos.

Supongamos A = ( Zi Z;z ) (matriz constante) y B(t) = ( 2;8 ) :
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1.2.1. Método de sustitucion

Para resolver el sistema,

!/
Ty = an®i+ apts + by
!
Zo = Q911 + G92X9 + bg
con las condiciones iniciales z;(0) = z¢ y 25(0) = 129, despejamos z; de la segunda ecuacién,

suponiendo Q921 7é 0, esto es
!
Ty — Q92T — bQ

T =
21

y luego derivamos:

n ! !/

Ty =
a21

Reemplazando en la primera ecuacion resulta:

" ! !/
Ty — (@11 + a20)Th + (a11092 — G12091)T2 = ag1by — a11ba + b,
Vv
traza(A) det(A)

que no es mas que una ecuacion de segundo orden, con condiciones iniciales

22(0) = 5
SEIQ(O) CLQl.Z'(l) + aggxg + bQ(O)

y con polinomio caracteristico asociado P(\) = A\? — tr(A)\ + det(A) = det(A — \T).

1.2.2. Método de Transformada de Laplace

Al sistema, que tenfamos, le aplicamos transformada de Laplace, y resulta:

SE.’L'l — .’L'(l) = 0,11,6371 + 0,12,6372 + Ebl
S£$2 - l‘g = a21£$1 + a22£$2 + LbQ

Asi tenemos el sistema:

(S — a11)£x1 — algﬁl‘g = £b1 + .T(l) /(S - G/QQ)
—CL21£.’II1 =+ (S — G,QQ)L.’L'Q = ng + .’Il'g /alg.

Sumando la ecuaciones resulta:

(S — 0,11)(8 — a22)£$1 — a12a21£x1 = (S — a22)£b1 + (S — CLQQ)JT(I) + 012£b2 + algﬂfg.



Simplificando:

(82 - ((Lll + CLQQ)S -+ 11092 — algagl)ﬁxl = ¢(S)
P(s)L(z1) = ¢(s),
donde ¢(8) = (S — agg)(£1 + .’l?(l)) + CL12(52 + $g) y P(S) = 82 — (CL11 + a/22)8 “+ a11a92 — G12a91 .
De esta forma la solucién general del sistema sera:

(S — a/22) (£b1 —+ 3?(1)) + alz(ﬁbz —+ xg)
s2 — (a11 + a22)$ + a11022 — Q12091

E.Tl =

(8 — an)(ﬁbg + CUg) + 921 (Ebl + iC(l))

s2 — (a11 + a20)s + a11a20 — G120G91

£I2

Ejemplo 1.2.2 (continuacién polucién en dos estanques). Volviendo al ejemplo de los es-
tanques, si reemplazamos los valores que teniamos en ese sistema, se obtiene:

11 2(1 1 0
<52+b(1+A)(V+ +M> Lx, = <s+u> (bf+x‘f) + brad

V) V2 Vv %

Resolvamos la ecuacion cuadrética del lado izquierdo:

_Sh+N) a4y [ 1
Ty % T+ N
—_———

y como A >0=12>6 >0,y por tanto resulta:

—b(1
slzw(l—kﬁ) <0 siA>0
—b(1
52=M(1—9) <0 siA>0.
V
Si introducimos los parametros
o= b(1+ M) 5= bA
- V ) - V,
se tiene:
L — bo + az? + B N sx? N abo
b (s+a(l+0)(s+a(l—0) (s+a(l+6)(s+a(l—0) s(s+a(l+6))(s+a(l—20))
Loy — a(z) + 29) 529 abo

Gral10)+a(l-0) Gtal+0)stall—0) sGral+0)s+al—0)



Los tres sumandos de cada ecuacién anterior tienen una antitransformada conocida:

at __ bt

¢ (omaem) = T

= (omaen) = 0
1 ) (c—b)e™ + (a — c)e® + (b— a)eCt.

e e RO

Por lo tanto los soluciones son:

—a(l4+60)t _ ,—a(1-0)t (1 + 9) —a(1+6)t (1 _ 0)6705(179)7:
€ €
z; = —(bo+ az + Bxd) 5 + 2 59 +
o (1 _ e)e—a(1+9) (1 + 9) —a(1-0)t t 429
2020(1 — 6?)
—a(1+6)t _ e—a(l—ﬁ)t (1 + 0) —a(1+0)t _ (1 _ e)e—a(l—e)t
ry = —a(x) +29) 5 + 59 +
b (1 _ e)efa(l—H?) (1 4 9) —a(l-0)t + 29
2020(1 — 62)
Luego

I = Cleslt + 0265115 + 03,

donde C',C5, C3 son constantes dadas de la agrupacién de términos semejantes en la expresion
anterior, que por tanto dependen sélo de las condiciones iniciales y de la geometria del sistema.
Para o se obtiene andlogamente:

C, s1t Cl Slt-i—Cé,

con C], (4, C5 constantes. Es importante notar que estas soluciones son estables, es decir, que cuando
t — oo las soluciones convergen a una solucién determinada, y puesto que s1, so < 0, entonces :

bo
fimnlt) = G= gy =V
, - bo _
fmelt) = G=Cn gy =V

por lo que concluimos que después de un tiempo suficientemente largo, la cantidad de poluente
en cada estanque serd muy cercana a oV, idependientemente del valor de A, es decir, tenemos la
misma solucion que si A = 0, que era como inicialmente estaba el sistema de estanques. En realidad
la situaciéon es mas compleja, ya que graficando las soluciones para A > 0 y A = 0 se aprecia que
la polucién es menor en el caso A > 0 para un intervalo de t considerable (aunque el limite es el
mismo). Ver figura 1.2.2.
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A=0

Figura 1.2: Comportamiento de la polucién en estanque 2 del ejemplo 1.2.2

Veamos ahora el método de la Transformada de Laplace en caso de un sistema lineal general a
coeficientes constantes:

X' = AX+B(), B,X€R"AE Myun(R)
X(O) = X, Xp € R"”

Analizamos la 7-ésima fila del sistemas:
n
ZL'; = Zaijxj -+ bz', .’EZ(O) = Ty;-
j=1
Aplicando Transformada de Laplace a cada ecuacién:
n
Sﬁxi — Ty = Zaijﬁxj+£bi, 1= 1,...,77,

i=1

n
S,C.’L'Z' — E aijﬁxj = Ebz — 204, 1= 1,...,n.

=1
O bien, matricialmente:

sCX — ALX = LB+ X,
sICX — ALX = LB+ X,,



esto es:
(sI — A)L’(X) = E(B) + Xo.

De esta forma, si (sI — A) € M,,«,(R) es invertible (en realidad basta tomar s > méx Ro(A), donde
Ro(A) son la parte real de los valores propios de A), podemos despejar £(X):

L(X) = (sI = A) 1(L(B) + Xo)

que es la generalizacion de la transformada de Laplace a sistemas donde A es una matriz a coefi-
cientes constantes. De lo anterior se deduce que:

Teorema 1.2.1. La solucion del sistema lineal 1.1, donde A € M, (R) tiene coeficientes con-
stantes, estd dada por L(X) = (s — A)"(L(B) + Xp), Vs > maxRo(A).

Ejemplo 1.2.3 (Masas atmosféricas). El siguiente es un modelo para la evolucién de las masas
atmosféricas en kilotoneladas [kton] de un contaminante en el hemisferio norte (¢;) y el hemisferio
sur (cg) de la Tierra (ver figura 1.2.3):

¢ = fi—ale—c) = Pa

g = fo—alcy—cy)— Bey.
La constante « > 0 representa inverso del tiempo de intercambio interhemisférico en [1/ano] y la
constante 5 > 0 el inverso del tiempo de vida quimica del contaminante en [1/ano]. Las emisiones

del contaminante en cada hemisferio son constantes conocidas f; = 30 y fo = 10 en [kton/ano].
Inicialmente ¢? = 84 y ¢§ = 60 en [kton].

ecuador

Figura 1.3: Masas atmosféricas del ejemplo 1.2.3

Introduzcamos la masa media entre los dos hemisferios como ¢(t) = (ci(t) + ¢(t)) y la emisién
media como f = %(f 1 + f2). Si derivamos la expresién de la masa media con respecto al tiempo

obtenemos: .

é(t) = (@) + &().
Luego, si sumamos las EDO que tenemos para c; y co, nos queda:
dt+cy = 20 =(fi+fo) —ala—catca—c1) = Bla+ca)
¢ f— Be
¢ = 20- 7,



que es una EDO para ¢, con condiciones iniciales dadas, i.e.,
1 1
7 (0) = 5(01(0) +¢2(0)) = 5(84 + 60)[kton] = T2[kton].

Asimismo,
— 1
c(0) = f—Be(0) = 5(30 +10) — 728 = [20 — 723][kton/ano],
donde S es desconocido.
Un método sencillo para resolver la EDO anterior es considerar la ecuacién homogénea asociada y
la solucién particular, ¢,.+ = cte = f/f. La homogénea,
¢ +pe=0,
que tiene asociado el polinomio caracteristico A + 5 = 0, de donde:

Chom = Ae P, A constante a determinar.

Luego, la solucién final es: B
e(t) = Ae Pt + i,

(t) 5
de aqui que €(0) =72 = Ae’ + f/B= A+ f/B, luego, A=72— f/By

c(t) = 727 Pt + %(1 —e P,

Si se estima que el limite de ¢(¢) cuando ¢ — +o00 es de 100 [kton], podemos encontrar una esti-
macién para 7!, esto es, para los afios de vida del contaminante:

lim ¢(t) = 100[kton]| = th'm [72e7P 4 %(1 —e )] =
— 00

)
t—o0

™|l

pero f = 20 [kton/afo]. Luego,

51— 100[kton]

~ 20[kton/afio] = 5 [afios].

Por lo tanto, los anos de vida de cada contaminante son 5 anos.
Para resolver el sistema podemos utilizar el método de la Transformada de Laplace a sistemas
lineales. Si escribimos matricialmente el sistema de la forma C' = AC + B, con

_f —a—p o [ f
a= (L) vs=(1)
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entonces, usando el Teorema 1.2.1
- _ s+a+f - Ly
or-aien g = (et e Y (4rd)
(fi + da+Qa+B)pi(s) + clda(s) + (fra+ fif + foa)pa(s)

(fo+ A+ da+ SB)di(s) + 3a(s) + (faa + foff + fra)ds(s)
donde

b1(s) = 1 S 1

CE PRy Ml Py P oy Ml e Py i ey

Para terminar, sélo falta encontrar las antitransformadas de cada componente del vector, lo que se
reduce a encontrar las antitransformadas de ¢1, ¢o v ¢3. Para esto usaremos una buena receta: si

con a, by c distintos, entonces

A =1lim(s —a)¢(s), B =1lm(s—b)¢(s), y C =lm(s — c)d(s).

s—a s—b s—c

Como ¢1(s) = m = s+ﬂ + s+2a+ﬂ, hallamos A;:
sgfflﬂ Pi(s)(s+B)=A= slj)mﬁ % = sl_1>mﬂ TFeTh = 2a-
De la misma manera, B; = —i, luego,
$i(s) = ! !

20(s + )  2a(s+2a+f)
Para ¢o,

sl45

¢2(S) = (s—l—ﬂ)(siZa—l—ﬂ) = s+ s—|—2a—|—ﬁ] = %[s—f—ﬂ s+22+ﬂ]'

Por 1ltimo,
Az B; Cs

¢3($):?+8+ﬁ+s+2a+ﬁ’

y utilizando la receta,

A = 1 S _ 1
-5 s(s+B)(s+2a+8)  BRa+p)
B = lim s+P __
so—B (s + B)(s + 2a+ 5) 2a03
o s+2a+ 0 1

s 1(121c1v+,8 s+ B)(s+2a+8) 2a2a+h8)
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Aplicando ahora antitransformada a estas funciones, asumiendo que si L[f] = g entonces L [g] = f

en ctp, que E’l[s%a] =e % y L72]=6§(t) — ae” ™, tenemos que

s+a

L) = L7 [2a(sl+ B)  2a(s +12a+ﬁ)] - % ) [Siﬁ] B % | [ﬁ]

= %e—ﬁt _ %e—@a-ﬁ-ﬂ)t
1 1
L7100 = 5™ [s j 5} - L [m}) = 5 (0(t) = Be™ = 5(t) + (20 + B)e” 1?7

= (Gt Bl — et

1 B = L By 1 a1
I e Tall £ R Ll e Rl e
_ 1 Voo 1 e

32a+8) 208° | 2a(2a+B)

Finalmente, agrupando constantes, la cantidad de contaminante en cada hemisferio resulta:

at) = pre P+ qe @At Ly
co(t) = poe P+ g PR 4y

donde p1, q1, 71, P2, g2, T2, son constantes dependientes sélo de ¢V, Y, f1, fo, 'y B.
Es interesante notar que después de un tiempo suficientemente largo, se llega a un equilibrio en las
cantidades de contaminacion, que para el hemisferio Norte es:

limc; =7r = (@4 B)h +ofs
s B(2a+B)

y para el hemisferio Sur es:
]im Co = T9o = afl + (a + 5)']02
50 BRa+p)

1.3. Existencia y Unicidad

Dado que los sistemas lineales se pueden escribrir de forma tan similar a las ecuaciones lineales
de primer orden escalares, y ademds todavia sirven metédos como Laplace (extendido a matrices),
queremos tener otras buenas propiedades, en particular un Teorema de Existencia y Unicidad. Para
ello partamos suponiendo que resolveremos el sistema en un subintervalo [ cerrado y acotado de [
y to € Iy. Introduzcamos algunos espacios:
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Definicién 1.3.1. C(ly,R™) ={f : I — R" | las componentes f; de f son funciones continuas en
I() 5 Vi = ]_,..TL }

Definicién 1.3.2. C(Iy, R™*") ={f : I — R™*" | las componentes f;; de f son funciones continuas
enly ,Vi,j=1,...,n }.

Teorema 1.3.1 (Existencia y Unicidad). Si A € C(ly,R™™) y B € C(Iy, R"), entonces dado
Xo € R™ y ty € Iy, eziste una unica solucion X € C(1y, R™) del sistema lineal:

X'ty = A@WX@E)+B(t), tel

X(to) = X()
tal que X' € C(Iy, R™).
Para la demostracién de este teorema primero escribiremos el sistema diferencial en forma integral.
Luego, usaremos un operador que entregue esta forma integral y veremos que sus puntos fijos son
soluciones del sistema en cuestion. Finalmente, demostraremos que la aplicacion es contractante,
utilizando una norma apropiada y concluiremos que tiene un tnico punto fijo. En realidad, esta
demostracion hace uso del Teorema del punto fijo, que se deduce del hecho de que toda sucesion de

Cauchy es convergente. Esto es cierto en C(Iy, R™) con la norma del supremo u otra similar, siempre
que I sea cerrado y acotado.

1. Supongamos por un momento que X (t) € C(ly, R"). Ademds, dado que A € C(I,R"*") y
B € C(I,R"), tenemos la continuidad de X'(¢t) = A(t)X (t) + B(t). Tomando la coordenada

i-ésima,
n
! t) = Z aij(t)a:j —+ bz(t)
j=1

Integrando entre #y y t, con t € I

/t: ds—/ (Za” s)z;(s +b())ds.

Luego, por Teo. Fundamenetal del Calculo
t n
zi(t) = 29 + / Z aij(s)xi(s) + bi(s) | ds.
to ]:1

Escribiendo matricialmente, lo anterior se traduce en:

X (1) = Xo + / (A(s)X (s) + B(s))ds,

to

donde la integral de un vector se entiende como la integral de cada componente.
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2.

Para X fijo, definamos la aplicacion:

U:C(Ip,R") — C(I,, R
X — U(X),
donde ¥(X)(t) = Xo+ ftz (A(s)X (s) + B(s))ds, Vt € Iy, de esta forma si ¥ tiene algin punto

fijo, es decir, si existe una funcién X € C(Ip, R") tal que X = ¥(X), estd serd la solucién
(continua) que estamos buscando.

Para estudiar la convergencia en el espacio vectorial C([y, R"), introduciremos la norma

[1X () lar = sup{e M1l X (2)] 2},

tely

donde ||.||o representa la norma euclidiana de R", que de ahora en adelante denotaremos
simplemente como ||.||. Es sencillo verificar que la norma recién definida efectivamente es una
norma, lo que se deja al lector.

También es 1til introducir la norma de Frobenius para matrices en M, y,(R)

1Al =

Antes de seguir, reparemos en algunas propiedades. Sea Y € R" y supongamos sin pérdida
de generalidad que Iy = [tg,ty + T, para algin 7' > 0.

(a)

ftiY(s)dsH < [LIY ()l ds, Vt € [to,to + T].
(b) [[A(s)Y (s)|| < M ||Y(s)]|, con M € R (constante), Vs € [to, o + 1.

La propiedad (a) Es sencilla usando la propiedad de monotonia de las integrales reales y
Cauchy-Schwartz. Para ver (b) notemos que:
2

1A()Y (s)II” = Z (Z aij(S)?Jj)

l ] 1“1] $)Y;

J 1 @nj(8)Y;

O o Zyk)

Cauchy—Schwartz =1
- (23ee) ()
i=1 j=1 k=1
= LA Y

14



Pero ||A(s)||p = ZZCL%(S) es una funcién continua de s en un intervalo cerrado y
i=1 j=1

acotado, por lo que alcanza su maximo, que llamaremos M, de donde se tiene la propiedad
(b).

Veamos ahora que ¥ es contractante para la nueva norma ||-||,,, ( el M escogido al crear la
norma es justamente el M de la propiedad (b)). Sean Y, Z € C(ly, R"), calculemos para t € I

@)@ -w(2)Ol = /(A(S)Y(8)+B(S))ds—/(A(S)Z(S)+B(8))ds

to to

/t A(s)(Y(5) — Z(s))ds

< A d
< II()(() Z(s))|l ds
por (a)
< M / 1¥(s) - Z(s)l| ds
~
por (b)
— M/ ||Y ||€2M(sft0)672M(sfto)d$
< M|y -2, / M0 s
to
62M(t—t0) €2M(t0 —t0)
= MI|Y-Z|,,- —
v -2 (S - i)
e2M(t—to)
= —5 Y- ZIIM——IIY 2y
_\,_/
<0
e?M(t—to)
< —— Y =Z]y-

- 2
Luego tenemos V¢ € I:

e 2M{=10) | (Y) () — U (Z)(1)]| < % 1Y = Z|| -
Tomando supremo
e MW W)O) - WO < IV = Zly /s
2 tely
[¥() = (@)l < SV~ Zly.
Por la tanto ¥ es contractante con constante L = 1/2.
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4. Recordando el Teo.de Punto fijo de Banach:

Teorema 1.3.2 (Punto fijo de Banach). Sea un espacio X dotado de una norma tal que
toda sucesion de Cauchy es convergente, y sea ¥ : X — X wuna contraccion, entonces eriste
un unico punto fijox € X.

Tenemos que existe un unico punto fijo de la aplicacién construida, y por ende una tnica
solucion del sistema lineal estudiado. Notar que a posteriori, la solucién es continua y del
sistema se deduce que su derivada también lo es.

Observacion. En el teorema anterior demostramos que existe una tnica solucién del sistema lineal
de primer orden, suponiendo que [, era un intervalo cerrado y acotado. En el caso que el problema
este definido en un intervalo I con un extremo abierto acotado, es decir, de la forma I = [to, 1o+ T,
se construye una solucién X,, € [to,to + 71T — %], y se considera la solucién:

X(t) = lim Xn(t) Vit € [to,to + T[

Notar que lo anterior define puntualmente la solucién. Para ver que el limite esta bien definido,
1

tomemos ¢ € I, se tiene entonces que 3ng : t € [to,tg + T — ], Vn > ng. Ademds, X, () es
constante, Vn > ng, pues de lo contrario se tendrian por lo menos dos soluciones de la misma
ecuacion diferencial definidas en un intervalo cerrado y acotado que difieren en £, lo que contradice el
Teo. de Existencia y Unicidad demostrado. Asi, la sucesién X,,() tiene garantizada la convergencia.
También hay que considerar que la solucién no tiene que ser necesariamente acotada, y puede
diverger en T, por ejemplo en el caso en que A y B sean funciones no acotadas en el intervalo
estudiado.

En el caso en que I no fuese acotado, por ejemplo I = [ty, oo[, se construye una solucién X, € I =

[to, n], y se considera la solucién
X(t) = lim X, (t) Vt € [to, o0
n—oo

Las mismas notas sobre la correcta definicién de este limite puntual anteriormente hechas, siguen
siendo vélidas.

Corolarios 1.3.1. (a) Si un sistema lineal homogéneo tiene una condicion inicial nula, entonces
la unica solucion del sistema es la funcion nula.

X' = AX
X(t) = I
X(to) = 0 } = X(t)=0, Vt €
(b) Sitenemos un sistema lineal con dos trayectorias que coinciden en un punto, entonces son la
misma; interpretado de otra forma, dos trayectorias X (t) e Y (t) € R™ distintas no se cruzan
(determinismo ).

X' = A(®)X + B()
Y’
X(to)

|
=
s
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1.4. Sistemas Homogéneos

En ecuaciones diferenciales es habitual estudiar primero las soluciones de la parte homogénea de
las ecuaciones, porque ellas entregan importante informacion para luego deducir las soluciones
generales. Partamos entonces estudiando detenidamente los sistemas homogéneos.

Definicién 1.4.1.
H={XeR"| X' =AW)X, teI}.

Definicién 1.4.2.
S={XeR"|X'=A@t)X + B(t), teI}.

Ademas, del Teo. de Existencia y Unicidad, sabemos que para cualquier condicion inicial, el sistema,
lineal homogéneo tiene una unica solucién, en particular para la base canénica de R", y entonces
podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 1.4.3. Llamaremos ¢y, soluciéon fundamental candnica k-ésima asociada a tg € I a la
solucion del sistema:

¢ = Alt)pr, tel
ok(to) = ex, Vk=1,.,n.

A la matriz formada por las soluciones fundamentales candnicas asociada a ty, es decir, que en
su columna k-ésima tiene a ¢, se llamard matriz canénica fundamental asociada a ty, y se deno-
tard por ®

Teorema 1.4.1. El conjunto {¢x}r_, es una base de H, y por lo tanto, dim(H) = n.
A esta base se le llama base fundamental canénica

Ejemplo 1.4.1 (Cadena con resortes). Se tiene una cadena de n cuentas conectadas por resortes
idénticos de constante eldstica £ y largo natural [y. Cada cuenta de masa m;, ¢ = 1...n, tiene
libertad para oscilar horizontalmente, pero cada una presenta un rozamiento lineal con el medio,
de constante ¢;, 2 = 1...n. Para cada cuenta tenemos la ecuaciéon de movimiento:

mz = —¢;xy — k[(x; — xio1) + (v, — x1)], Vi € {1,...,n},

donde se ha definido zy = x,4+1 = 0.
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Matricialmente tenemos:

n

m Z1
meo 4]
mMp—1 Tp-1
mp ) Tp
!
C1 ( T 2 —1 T
Co i) -1 2 —1 )
— —k ,
Cn—1 Tp—1 -1 2 -1 Tn—1
Cn \ Tn -1 2 T

es decir, tiene la forma
MX"+CX'+KX =0,

con X € R™. Para transformarlo en un sistema lineal, hacemos el cambio de variables:

X X'
Z:<X/>:>Z,:<X//)v

X'"=-MT1'K-M'C.

pero

Por lo tanto, se puede escribir el sistema lineal:

. 0 I
7= ( ~MK —M7c )%

Para determinar el conjunto de soluciones fundamentales asociadas, por ejemplo, al origen, bas-
tard resolver el sistema anterior con condiciones iniciales en cada vector canénico de R?"

Z(O) = €g-

(En total son 2n sistemas con condiciones iniciales a resolver). g

Demostracion del Teorema 1.4.1. Partamos probando que efectivamente es generador, es decir,

Sea X} € H la solucién del sistema homogéneo

X, = AX,, WVtel
Xh(t()) - X().
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Descompongamos X en la base candnica de R™:
X = zper + - -+ 2fen, Ty, .-, Ty € R.
Demostraremos que X, = xj¢; + - - - T ¢,,; para esto definimos V¢ € I
Z(t) = xppr+ 25, Ok = Oi(t)

= Z'(t) = zo¢) + - a5d,, pero ¢, = Agy,
= Z(t) = A(:E(l)qﬁl +-eagdy) = AZ(L)

Y ademads, por la definicién de los ¢y, tenemos que: Z(tg) = zjer + -« - + zhe,
.. Z es solucion del mismo sistema de ecuaciones diferenciales que X, con las mismas condiciones
iniciales. Luego, por teorema de existencia y unicidad, Z(t) = X(t) Vte I

Observacion. Notar que lo anterior demuestra también que si se tienen soluciones del sistema, ho-
mogéneo, entonces cualquier combinacién lineal de ellas también satisface el sistema, salvo las
condiciones iniciales.

Ahora veamos que {¢}}_; son soluciones Li.,
P.d.q.

D od(t) =0, Vt= o =0Vk =1,.,n
k=1

DSaud)=08 |6 g i g, ]| i |=
k=1 -~

-

\
L
)
o

[

Si pudieramos probar que det(®(t)) # 0, V¢, entonces la tnica solucién del sistema es & = 0, que
era lo que hay que demostrar. Se define el Wronskiano de una familia de funciones vectoriales,
justamente como el determinante de la matriz que tiene en sus columnas dichas funciones, asi

W (g1, ba, .., ¢n) = det(®)

Notamos también que:

10 00
01 -+ 00

Wito) =det | . . . . .| =det(l,) =1
00 0 1

Asi el Wronskiano es no nulo en un punto, lo que implica que no se anula en todo el intervalo.
En efecto, razonando por contradiccién, supongamos que existe ¢ € I tal que W () = 0, como
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el Wronskiano corresponde al determinate de la matriz fundamental candnica, tenemos que esta
matriz tiene sus columnas l.d., es decir, day, ..., o, constantes no todas nulas, tal que:

Pero vimos que cualquier combinacién lineal de soluciones fundamentales candnicas, también es
solucién del sistema homogéneo, y claramente la funcién nula también es solucién con la condicién
inicial impuesta en . Por lo tanto, por Teo. de Existencia y Unicidad,

a1¢1(t) et an¢n(t) =0 Vtel,

lo que es una contradiccién, pues en #; no se cumple. Luego, concluimos la independencia lineal
buscada, y por tanto, dim(H) =n O

Corolario 1.4.1. La solucion del sistema homogéneo

X, = AX, vtel
Xh(t()) = X()

estd dada por
Xy = g1 + - - - 25 b,

o equivalentemente
Xp = O(t) Xp.

Corolario 1.4.2 (Propiedades de la matriz canénica fundamental ® asociada a ;).
(a) ®(to) = I

(b) @'(t) = AD(t)

(c) @ es dnica.

(d) ® es invertible, ¥Vt eI

Demostracion. (a) Es directa de la definicién.
(b) Entendiendo la derivada en el sentido que se deriva componente a componente, se tiene que:

O =(g ¢ 0o )= 4y Ap ) =A( g0 6 i 1 g, ) =AD

(¢) Se concluye por Teo. de Exitencia y Unicidad aplicado al sistema formado por (b) , con las
conciones iniciales de (a).
(d) Se prob6 en la demostracién del teorema anterior que si:

Ity det(®(tg)) #0 = Vt eI det(d(t)) %0

Lo que prueba lo pedido, pues det(®(ty)) = 1.
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Para generalizar los resultados anteriores, definamos una matriz fundamental (no necesariamente
canénica) como la matriz M(t) = Wi e P % |t |» VE € I, donde ¢ son soluciones del

sistema:

1/)110 = A(t)¢k7 ta tO el
Yr(to) =ve ,Vk=1,.,n

donde {#;}™ es una base (no necesariamente canénica) de R", y entonces concluimos el siguiente
corolario:

Corolario 1.4.3. Sea una matriz fundamental M(t), entonces:
(i) Si existe ty tal que det(M(ty)) # 0, entonces det(M(t)) #0 , Vt € I.

(11) Si el sistema X' = AX tiene condiciones iniciales Xy no nulas, entonces X (t) = M (t) M~ (ty) Xo.

Demostracidon. (i) Consecuencia directa.
(77) De la observacién del teorema anterior, tenemos que una combinacién lineal de los 1; resuelve

el sistema, es decir:
X(t) = +ctpo+ -+ cpthy = MC

C1
donde el vector C = : queda dado por las condiciones iniciales, entonces

Cn

X(tg) = M(to)C = C = M(tg) ' Xo = X(t) = M(t)M (o) Xo

1.5. Soluciones Particulares

Teniendo bien estudiadas las soluciones del sistema homogéneo, solo falta encontrar las soluciones
particulares, gracias a que se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1. Dada una solucion particular X, de X' = AX + B, toda solucion del sistema se
escribe como suma de X, y alguna solucion del sistema homogéneo.

Xe =X, + Xh.
Demostracion. Sea X una solucién general del sistema, y X, una particular, entonces:

Xy = AXg+B
X, = AX,+B,
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restando las ecuaciones:

(XG’ - Xp), == A(XG - Xp)
Luego X¢ — X, es solucién de la homogénea, es decir:
Xh:XG_Xp :>XG:Xp+Xh,-
O

Ahora, buscamos una férmula de variaciéon de pardmetros, es decir, buscamos X, = ®(t)C(?),
ecuacién que podemos reemplazar en X], = AX), + B, pero falta una férmula para derivar productos
de matrices, que se estudia en el siguiente lema:

Lema 1.5.1. Sean A(t) € Mpyun(R), B(t) € Mpyp(R), X(t) € R™
i) (A()X (1)) = A'(t) X (1) + A(t) X'(1)
ii) (A(t)B(t)) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t)

Demostracion. (i) Por componentes:

n n

(Z a5 (t); (t)> = Z(aij(t)rrj (1) = Z(aéj (1) (t) + ai (t)=5(t))

= Z ag; (t)z;(t) + Z ai; (t)7;(t)

J=1

(77) Anélogo. O

Luego, volviendo al problema de varacién de parametros, podemos reemplazar X, = ®(t)C(t) y
derivar:

Xp(t) = A()X,(t) + B(t)
= (®()C(t)) A)®(t)C(t) + B(t)
= '()C{t)+DH)C'(t) = AWB)D{H)C(t) + B(t)
= C'(t) = @ '(t)B(1)
= C(t) Ji. ® 1(s)B(s)ds

Por lo tanto, X, = ®(¢) ftf) & !(s)B(s)ds, y se concluye el sigiuente teorema

Teorema 1.5.2 (Variaciéon de Pardmetros). La solucidn del sistema:

X'(t) = ABDX()+ B()
X(t) = Xo,
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estd dado por :
t
X(t) = ®(t)Xo + @(2) / ®~!(s)B(s)ds,
to
donde ® es la matriz fundamental candnica asociada a ty.

1.6. Exponencial de una Matriz

Para calcular ®(t) resulta 1til la nocién de exponecial de una matriz:

Definicién 1.6.1 (Exponencial de una Matriz). Sea M (t) € Myxn(R). La exponencial de M

se define como:
o0 MFE 2 M

M
kzk— [+MA+Zp et — e

Como estamos tratando en general con series de funciones en cada componente, es 1til tener presente
el siguiente lema:

Lema 1.6.1 (Criterio M de Weierstrass). Sean f; : S C R — R Vk € N funciones. Si eziste
una sucesion (My)gen de reales positivos tales que

|fe(x)] < Mg, Vn > ng, Yz € S,

y la serie Y, | M}, converge, entonces la serie de funciones ) ., fx(z) converge uniformemente

en S.

Demostracion. Como |fy(z)| < My, Vn > ng, Yo € S, por criterio de comparacién de series tenemos
que para cada x € S, Y27, fr(z) converge (convergencia puntual). Definamos entonces g : S — R

tal que g(z) = > 2oy fu(x).

Sean m > n > ng, hagamos la diferencia

S fil@) =D f@)| =) K@< D Il Z =Z

Como la serie > 77, M}, converge, podemos tomar limite m — oo

=D ful@) <D M,
k=1

k=1 k=
Pero como la serie de los M converge, tenemos que:

Ve >0, AN > ng, Vn > ny, g(x)—ka( )| <€ VzeSs.
k=1
Recordando que g(z) =Y 5, fi(z), se tiene la convergencia uniforme. O
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Teorema 1.6.1. Si las componentes de la matriz M (t) estdn uniformemente acotadas en un inter-
valo I, entonces cada componente de eM®) converge uniformemente en I.

Demostracion. P.d.q. (eM®),; converge uniformemente en 1.
Tenemos por definicion que
o0 k
My, _ N~ ME(0)ig
), = 3 CE s,
k=0
Esto es una serie de funciones, por lo que para demostrar la convergencia uniforme usaremos el

criterio M de Weierstrass. Veamos que, como cada componente esta uniformente acotada en I, se
tiene:

doeR: Vi, j |(M(t))z]| <a,Vtel
Luego,

n

> (M) (M)

k=1

Vi,j |(M?);] < < M)l [(M)gg] < o

Asi, por induccion, se tiene:
Vk>0Vi,j [(M*);| <ofn* 'Vt el

De esta forma encontramos una cota para los términios de la serie independiente de ¢

] <aofnFlvtel

Soélo falta ver que la serie se estas cotas converge, en efecto:

k().
VE > 0Vi,j ‘7(M (1)

P k k—1 p ko k—1
a’n a“n 1
E = 1+ E -
k! k! n

k=1 k=0
. 1 <= ofnk 1
- n k! n
k=0

Finalmente, por criterio M de Weierstras, se tiene que

i (M (2))s
!
— k!
converge uniformemente en I, y por tanto lo hace también
i (M*(2))is

k!
k=0
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Algunas propiedades de la exponencial de una matriz, son:

Propiedades 1.6.1. Sean A, B € M,,(R) matrices constantes, t,s € R, entonces:

1. =1

eV =T
elmxn =T,
%eAt — AeAt

pAlt+5) — pAt o As

At

et es invertible, y ()™t = e~ A

AB = BA & Be#' = ¢4tB

ST B N R

AB = BA & eAteBt = ¢(A+B)t

Demostracién. Las propiedades 1), 2), 3) son directas de la definicién.

4) Notamos que en cada intervalo [—b,b], b € R, las componentes de la matriz At estdn unifome-
kY. .1k

mente acotadas por | max(a;;)||b[, luego tenemos la convergencia uniformekde ZLp(x) =0 (4 ,2!”75 ,

es decir, tenemos la convergencia de la serie de potencias h(z) = Y-, (AD)igt por lo que sabemos

K
. ., Ak "tk_l .
que h,, converge uniformemente a h, y la sucesién hy(z) = >, _, k% converge uniformemente

en [—b,bl a ) h_, k% y principalmente que h(z) es derivable y que

0 Ak i_tk—l
B (z) = Zk% Vz € (—b,b),
k=1 ’
pero
e (Ak)i-tk_l e (A]H'l)i-tk S (Ak)i-tk
D= = W )
k=1 ’ k=0 ’ k=0 )
En conclusion,
d

E(eAt)ij = Aij(eAt)ij Vz € (—b, b),

y dado que b era arbitrario, se tiene el resultado para todo z € R.
5) Para cada s fijo, tomamos la funcién

w(t) — eA(t—|—s) . eAteAs,
de este modo

$(0) =0
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P (t) = AeMF) — AeMe = Ay(t)
Luego por Teo. de Existencia y Unicidad,
VteR, ¥(t) =0 = Vt, s € R eAlHs) = Ates,
6) De 5) sabemos que
eAte At = AW — [ 5 (AL = oAt
7) Por inducién, es ficil ver AB = BA < Vk € N{0}, A*B = BAF¥, pues

A*B = BAF /. A

A*'B = ABA* pero AB = BA
AMB = BAAF

Alc+1B — BAk+1.

Para la otra implicancia basta tomar & = 1. Ahora:

A’Ctk = BARtE SN AR
et BZ =D B=e"B

k=0 ' k=0

8) Andlogamente a 5) tomamos la funcién
Q/J(t) — eAteBt (A-|—B)t

que cumple con

$(0) =0,
y

wl(t) — AeAt Bt 4 eAtB eBt o (A 4 B)e(A+B)t

— Ae At Bt + BeAt Bt (A+ B)e(A—i—B)t
por 7)
= (A4 BN — ) = (44 B)u(),

es decir, tenemos:

P'(t) = (A+B)y(t)
$(0) = O.

Concluimos por Teo. de Existencia y Unicidad, que

Vie R y(t) =
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Las propiedades anteriores entregan mucha informacion sobre las soluciones de sistema lineales a
coeficientes constantes.

De 3) y 4) vemos que e4(*=%) cumple el mismo sistema que la matriz fundamental canénica asociada
a 1y, entonces, por Teo. de Existencia y Unicidad:

(t) =Mt el

Luego, recordando que en un sistema lineal cualquiera, la solucién esta dada por:

t
X (t) = ®(t) X, + ®(t) / ® '(s)B(s)ds,
to
en términos de la matrix exponencial queda:

t
X(t) = et X, +/ eA(t=%) B(s)ds.

to

El problema ahora se reduce sélo al cdlculo de la matriz exponencial, para esto nos ayudaran las
propiedades anteriores, y la forma de la matriz A, en el sentido de si es 0 no diagonalizable.

1.6.1. Caso diagonalizable

En el caso de que A(t) sea diagonalizable, por ejemplo, en los casos en que A es simétrica (A* = A),
antisimétrica (A* = —A), o normal (AA? = A’A), A se que puede escribir de la forma A = PDP™!,
con D, matriz diagonal formada por los valores propios de A, y P una matriz que tiene en sus

columnas los vectores propios respectivos. De esta forma tenemos, que si Aq,..., A, son los valores
propios de A, y vy, ..., v, sus respectivos vectores propios:
A -0 0
D= R P:(Ul‘v2"" |Un),
0 -\,
entonces

At _ _PDP- 't _ o (PDP1)ktk _ > DFk -1 _ p.Dtp—1
e =¢ —ZT_P > o | P =pe?p
k=0 k=0

donde

eMt ... 0
Dt __
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De esta forma la solucién del sistema homogéneo se puede escribir como:
Xp(t) = et Xy = PePle Poplx, = PePiC,

C1
donde C' = : es un vector constante que depende de las condiciones iniciales. O bien, desar-
Cn
rollando las matrices, tenemos:
_ At Aot Ant
Xp(t) = (Mo | eMuy| -0 | e, ) O

= ceM + ey + - - + e e,
Veamos un ejemplo para aplicar todo esto:

Ejemplo 1.6.1 (Confort de un auto). Un modelo para estudiar el confort de un auto estd dado
por
.’L‘” = —(k’l + kQ).’L' + (lel — k’ng)H

0" = (kn Ly — kyLo)x — (kL3 + ko L3)0

Las constantes k1, ko, L1 y Lo son respectivamente las rigideces y las distancias de los amortiguadores
traseros y delanteros al centro de masas G del auto. En un instante ¢ > 0, z:(¢) representa la posicién
vertical de G y 0(t) el giro del auto en torno a G.

Figura 1.4: Modelamiento de los amortiguadores de un auto del ejemplo 1.6.1

Este sistema de orden 2, lo llevamos a un sistema lineal tomando la variables: x, 0, 2, §', resultando:

!

x 0 0 10 x
o | 0 0 01 0
l" o —(kl =+ kg) lel — kQLQ 00 LE’
0’ kiLi — koL2 —(kiL? + k2L2%) 0 0 0’

En lo que sigue supongamos que k; = Aky y Ly = ALy, donde 0 < A < 1, pues generalmente el
G de los autos esta hacia delante del auto, debido al peso del motor. De esta forma se anulan los
términos de acoplamiento ki L; — koLs, y resulta el sistema:
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!

T 0010 x
9 | [0001 0 - B 2
@ | “lao0o0o0 o | dondea=—(1+Nkyb=-A(1+NkL
¢ 0b 0O g

Dado que tenemos la forma X' = AX, podemos calcular la exponencial de la matriz. Para esto
analicemos como son la potencias de A:

0 010 a 0 00
10001 2 | 0 b 01
A=l ao0o00 |7 |00ao0 |
06 00 0 0 00
luego, elevando a k:
a@ 0 0 0
0 o 0 1
2% _
AT = 0 0 o 0 |
0 0 0
y si multiplicamos por A, queda:
0 0 a 0
2R 0 0 0 b
a**tt 0 0 0
0 vt 0 0

Teniendo todas las potencias calculadas, procedemos a determinar la matriz exponencial:

p k! — (2k)! — (2k + 1)!
ad 0 0 0 0 0 d* 0
2tk 0 o 0 1 A s 0 0 0 b
= D o k + s
—~ (2k)! 0 0 a* 0 pare (2k + 1) a 0 0 O
0 0 0 v 0 v+t 0 0
Si tomamos a = —a? y b = —f32, resulta:
0 akt2k e (—1)k(a )2k
Z (2k)' - Z (Qk)v - Cos(at)
k=0 k=0
0 bthk o (_1)k(/3t)2k
2 G T ey = s,
k=0 k=0
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y de la mima manera:

o kt2k+1 1 o —1)k t 2k+1 1
Z e - Z =D (o)™ = —sin(at)
p (2k + 1)! ot (2k +1)! o
o0 pr42k+1 1 o —1)k(Bt)2k+1 1
yo U L GO L ),
kTl f&T (k+1)! B
Por lo tanto:
cos(at) 0 0 0 0 0 L sin(at) 0
At 0 cos(pt) 0 1 n 0 0 0 % sin(5t)
N 0 0 cos(at) 0 sin(at) 0 0 0
0 0 0 cos(ft) 0 sin(3t) 0 0

y reemplazamos en la formila obtenidad para sistema a coeficientes constantes, se tiene:

T __sin(at)
0 _singﬁt)
| | —cos(at)
o' — cos(ft)
es decir, la solucion del movimiento es:
— sin(at) —sin(ft)
t) = ——— 0(t) = ——
ot) = =, o) = =,

con @ = +/(1+ ANk y B = Ly/A1+ Nk, que fisicamente representan la frecuencia de cada modo.
Otro método para solucionar este problema es analizar los valores y vectores propios del sistema.

Calculemos los valores propios de A

~A 0 1 0
B 0 A 0 1 | 0 a2
det(A — \I) = det 0y o | = —a0r-b)
0 b 0 -\

En términos de las variables antes definidas quedan los valores propios imaginarios puros:

/\1 = ia, )\2 = —7;01, )\3 = Zﬁ, /\4 = —’Lﬁ,
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que tienen asociados respectivamente los vectores propios:

—i/Ck i/a 0 0
v = 1 ) Vo = 1 J V3 = O/ﬁ , Vg {)/6
0 0 1 1
Luego la solucion general sera:
z —i/a i/ 0 0
0 o 0 —ia 0 i —1 i 7
2 = C1€ t 1 + coe t 1 + cze Bt O//B + cue Bt {]/B ’
o' 0 0 1 1
o bien,

1 I O ) Al G R G R €7

it o iany [ 1] Bt . Bt 0
= (icge icre )< 0 + (icqe icge’™’) 1/8 )

Aqui se ve que el movimineto del sistema se expresa fundamentalmente s6lo como el movimiento

1/

vertical de G (representado en el vector ( 0

) y separadamente la rotacién del eje que une

los resotes, en torno a G, representado en el vector ( >, y por tanto la solucién general del

0
1/5
sistema no es mas que la combinacion lineal de estos dos movimiemtos fundamentales llamados
modos propios. Los valores propios cuando son imaginarios puros, representan la frecuencia natural
1/«

0
frecuencia propia w = «. Una aplicacion del conocimiento de este valor es que si se deseara tener un
fenémeno de resonancia, bastaria aplicar una fuerza externa sinoidal sobre el auto con esta misma

frecuencia (F' = Fysin(at), Fy constante). La misma interpretacién se tiene para la frecuencia § en

de cada modo propio, en este caso al modo de movimiento vertical de G tiene asociado la

0 , : . .
el modo 1/8 ) Para comprobar que este método entrega la misma solucién que la exponencial
de la matriz, impongamos las mismas condiciones iniciales, para determinar las constantes:

= —C + Co
= —C3+0¢C4
—1 —1
-1 = —a+e—
—1 —1
-1 = FC?, + C4E,



de donde se obtiene ¢; = ¢y =c3 =¢4 = —%, por tanto:

< “;Eg ) = %(—ei“t + et < 160‘ ) + %(—e“ﬁ + i) ( 1% > ;

recordando la identidad €% — e~** = 2isin(s), se obtiene:

(35) - oo (1) s )

que es el mismo resultado antes obtenido. O

1.6.2. Caso no diagonalizable

Si A es una matriz cuadrada cualquiera (en particular no diagonalizable) siempre existe una de-
scomposicién dada denominada Forma canoénica de Jordan.

Definicién 1.6.2. Si una matriz A € M, +,(C) tiene un valor propio A\; € C de multiplicidad
algebraica m, se dice que el Bloque de Jordan asociado a este wvalor propio es la matriz J; €
M pxm(C) dada por:

A 10 --- 0

0 N 1 :

Ji=1 1 0 XN .0

R |

0O ... ... 0 N\

La Forma canénica de Jordan asociada a A es la matriz J € My«n,(C), dada por:
J 0 - 0
g=| 0k

P
0 -~ 0 J,

donde en la diagonal estdn los k bloques de Jordan asociados a los k valores propios distintos de A.

Definicién 1.6.3. Se llama vectores propios generalizados de A € M, x,(C) asociados al val-
or propio \; de multiplicidad algebraica m, a un conjunto de vectores linealmente indpendientes
{v1,v9, ..., vm}, dado por:

AU1 = )\ivl
A’l)2 = )\Z"UQ =+ v
AUg = )\ﬂ)g + U2

Av,, = MU + Vet
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Con esto tenemos el siguiente teorema de descomposicion:

Teorema 1.6.2. Para toda matriz A € My, «,(C), existe una Forma de Jordan J asociada, tal que:
A=PJP™,

donde P € Py,yn(C) es la matriz que en su i-ésima columna tiene un vector propio generalizado
asociado al valor propio en la posicion (J);.

Este teorema es un resultado clasico del algebra lineal y su demostracion es un poco compleja. Una
demostracién se puede encontrar en el libro Finite Dimensional Vector Spaces, de P. Halmos (1958).

t

Para el cilculo de e?* en el caso general (no necesariamente diagonalizable) veamos la siguiente

propiedad:

Proposicién 1.6.1. Sea M € M, ,(C) diagonal por bloques de la forma

M, 0 -+ 0
0 0 M,
M; blogque de M, entonces
eM 0 0
M>
U
0
0 0 eMn

Demostracion. Recordemos que las matrices por bloques se pueden multiplicar como si los bloques
fueran numeros

M, 0 - 0 M, 0 .- 0 M12 0o --- 0
o 0 | Lo 0
o --- 0 M, o --- 0 M, o --- 0 Mz
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M{c o -+ 0

k
Luego, por induccién, M* = 0 MZ , aplicando esto a la matriz exponencial:
0 - 0 M
]‘Z_!f 0o --- 0 MF 0 -~ 0
00 1 My . : o k
M=) 4 G ! ],MZ _
k=0 : T T 0 k=0 : . . 0
0 Al/c[_:lf 0 -~ 0 Mk
eM 0 0
0 e
0
0 0 eMn
]
0 1 0 O
Calculemos ahora: e/it = ¢XilntMt donde N = [ © ° 7 ° | (\m es la multiplicidad del
|
0 0

valor propio \;).
Claramente \;I,,, y N conmutan, entonces

eJ,'t — e/\iImH‘Nt — e/\q;fmt

elit ... 0

N
et.

Sabemos que e*lm! = , pero falta conocer propiedades sobre N; para esto

0 . . e)‘lt

veamos las potencias de V:
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N' = N
0 1 0 0 01 0 0
N2 = N.N= —
1 : 1
0 0 0 - 0
0 0 0 1
Nm—lz 0
: 0
0 0
N™ = 0,,.

Por lo tanto, N es una matriz nilpotente de orden m, y tenemos que

©  Nkk m—1 NFkk 4k
Nt _ _ 2 Nk
M= el gl
k=0 k=0 k=m =0
t2 tm—l
= I+tN+ N +---+ ———N™!
2! (m—1)!
t2 tm—l
Lt 21 7T (me)!
2!
: t
0 1

Nt

En conclusion, e™" es una matriz triangular superior de la forma

Nt]i__{tk—’j sij-i=k>0

=00 & joi<o
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Finalmente,

Ait e . !
/6’ 0 0 Lt 5 (m—1)!
it — L : oL L ¢
N . . . . . . - g
\ 0 P PR P eAlt 0 e . e “ e 1
Ait At 2 Nt -t Nt
/ e te Ee i ce (m—l)!e g
— : .. .. .. t2 it
: . . . ael
.. .. telit
K O e)‘it

De esta forma hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposicién 1.6.2. Sea A € M,y,(C), y su descomposion en forma candnica de Jordan A =
PJP~!, entonces:

Ejemplo 1.6.2 (Equilibrio Marino). Suponga que la poblacién de ballenas b, plancton p y
temperatura del mar 7" estan regidas por el siguiente sistema discreto, donde n designa el ano y
A > 0 es un parametro de crecimiento:

bn+1 = )\bn + Dn
Pn+1 = /\pn + Tn
Tn+1 )\Tn + 17

con condiciones iniciales: by = 10, py = 100, Ty = 15.
Se quiere saber cémo evoluciona este sistema en el tiempo, dependiendo del parametro A. Para esto,
escribamos el sistema anterior se puede escribir como:

bpi1 A1 0 by, b
Py |=1] 0 X1 P, |, con condicién inicial | F,
Top 0 0 A T, T

Consideremos primero un caso mds general de sistemas discretos:

Xn+1 = AXn + B, n>0,
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con condicién inicial X, € R% donde A € R%**¢, B, € R%, n > 0. Como X, es la condicién inicial,
iterando tenemos:

X, = AXy+ By

X, = AX,+ B, = A(AXy+ By) + B, = A*X, + AB, + B,

X; = AXy+ By = A*Xy+ A’By + AB; + B,

X, = A"Xo+» A"B;_,.
7j=1

Probemos por induccién que efectivamente la solucion del sistema esta dada por:

n
Xp=A"Xg+ > A"7B;4, n>1
§=0
Para n = 1, resulta
X, = AX, + By,
que es solucién del sistema. Suponemos ahora que X,, = A" X, +Z]"-:1 A™~iB;_; satisface el sistema
propuesto, entonces hay que probar que
n+1
Xp = A" Xo+ ) A™B;
j=1
también lo satisface. En efecto,
n+1

X’n+1 — An-l—lXO + Z An+1_ij,1

J=1

— An—l—lXO + ZAn+1_ij—1 + An+1_(n+1)B(n+1)—1

i=1

= A"MXy+A)  A"IB; i+ I44Bn

i=1

= A (A"Xo + Z A”_ij_1> + B,,, usando la hipétesis de induccién
Jj=1

= AX, + B,.

Por tanto, X, satisface el sistema.
Estudiemos ahora la solucién del sistema discreto homogéneo, para el caso en que A sea diagonal-
izable, es decir A = PDP!, con

AN - 0
D = oo , donde Aq,... )\ son los valores propios de A.
0 -+ Mg
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Segtin lo anterior, la solucién de este sistema serd: X,, = A" X, pero A" = PD"P~!, entonces:

AT
X,=P| : .. : | P'X,.
0 --- A
De esta forma si queremos que nuestro problema tenga solucion, es decir que exista lim X,,, debemos
n—00
imponer que lim A} exista Vk =1,...,d, lo que equivale a pedir que [\¢| < 1,Vk=1,...,d.
n—o0

Si volvemos al problema especifico de las ballenas, estamos en el caso de un sistema homogéneo
discreto, pero donde la matriz A no es diagonalizable (tiene la forma de un bloque de Jordan), sin
embargo, sigue siendo vélida la solucién X,, = A" X, entonces sélo resta calcular A". Para esto
usaremos la siguiente propiedad:

AB=BA= (A+B)"=)_ (Z) AF¥B"* Win > 0,
k=0

es decir, si la matrices conmutan, se tiene la propiedad del Binomio de Newton, y la demostracion
de esto es idéntica. a la del Binomio original ( por induccién). En este caso podemos usar esta
formula, pues claramente

AMgN = AN = NX = N\,
Luego:

n

A" = (My+ N)" = (Z) NTENTE =) (Z) NeNE
0

k= k=0

con N una matriz nilpotente de orden 3, pero N** = (0 cuando n — k > 3 = n — 3 > k, luego la
suma sin los términos nulos queda:

A" — ji: (Z);Vﬁvn—k

k=n—2
ST PR P\ (RN Py N DX
n—2 n—1 n
1
- 7”(”2 )Am 2N 4 LN 4 AR

Usando en el desarrollo sobre las formas de Jordan, habiamos calculado todas sobre las potencias

38



de una matriz nilpotente, resulta entonces:

-1
ar = M=l )/\"‘2N2+n)\"‘1]\/'+(n>)\”
2 n
n(n—1) 00 1 010
= TAH 000 |+nA"tl 001 |+)\
000 000

n n— nn—1) yn—
)\ TL/\ 1 (2 ))\ 2
= {0 ax
0 0 A"

De esta forma vemos que se repite la solucién que teniamos para el caso diagonalizable: independiente
de la condiciones iniciales, nuestro modelo indica que cuando n — oo, si |A| > 1, el sistema diverge,
es decir las poblacidnes de ballenas y plancton se expanden indefinidamente, mientras que si |A\| < 1,
las poblaciones se extinguen y la temperatura del mar desciende a 0. ]
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