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Problema 1. Un estanque de capacidad §2 litros contiene inicialmente Qg litros de una solu-
cion salina de concentracion €y gramos por litro.

En t =0 entra por la parte superior del estanque una solucion de concentracion €, gramos
por litro a una velocidad de vy litros por minuto. Al mismo tiempo, por la parte inferior del
estanque, empieza a salir solucion a vy litros por minuto.

Cuando el estanque llega a la mitad de su capacidad (la cantidad de solucidn va aumentando)
se abre una sequnda llave que deja escapar solucion a vz litros por minuto.

Determine la cantidad de sal (en gramos) dentro del estanque para todo instante t (en min-
utos) inferior a N horas.

Note que se debe cumplir % > Qo y V() < Q para todo t € [0,60N] (el tiempo t esta en
minutos).

Caso t <t Caso t >t
V1, €1 U1, €1

U% U2¢U3¢

Solucién 1. Sean V (t) el volumen (en litros) de la solucion y x(t) la cantidad (en gramos)
de sal en el estanque en un instante t (en minutos).
Del enunciado se desprende que:

V) = Q
l’(O) = 6090

El volumen en todo instante antes de llevar a la mitad de su capacidad se expresa de la
forma:

V(t) = QQ + (Ul — ’Ug)t

1



Luego, el tiempo en el cual el estanque llega a la mitad de su capacidad es:

V(to) == QO + (’Ul — Ug)to
Q
5 = Q(] + (Ul — Ug)to
. -2
o= 2<U1 — 'U2)

» La variacion de sal ([g/min]) parat € [0,to] se expresa como la diferencia entre el flujo
de sal ([g/min]) que entra menos el flujo de sal ([g/min]) que sale, matematicamente:

'(t) =
o (8)fo/min] =

Flujo de sal entrante — Flujo de sal saliente

qmﬂmemmf—€¥%MAwﬂme/

x(t)

LEl(t) = €U — W

V2

x(t)vy
QQ + (1)1 — Ug)t

Se trata de una EDO lineal de orden 1 no homogenea a coeficientes variables:

:U'—l—( U2 )x = €U
QQ+(U1—U2)t i

El factor integrante es de la forma:
V2
exXp ( IH(QO + (U1 — Ug)t))
V1 — U2

V2 .
exp (/ QO + (’Ul — Ug)tdt) n

= (Qo+ (v1 —va)t) 1=

€101 —

Luego, la EDO queda de la forma:

2
—vg _I_

2 (Qo + (vy — ve)t) ™

v2 v2

(QO + (512 — v2)t> z(Qo + (v1 — v)t) 172

(x(Qo + (v — v9)t) ”1’0*2“2>,

v2

JI(QO + (Ul — Ug)t) v1—v2

Despejando x(t) obtenemos:

v

+O(Q + (v — va)t)= 7

€101 (QO + (Ul — Ug)t) vi—v2

v2

611)1(90 —+ (Ul — ’Ug)t) v1Tv2

/611)1 (QO + (Ul — ’Ug)t> ”11:2”2 dt + C

(Qo + (1)1 — ’l)g)t) ”23“1 /61111(90 + (Ul — Ug)t) “12:2“2 dt

€11 21

(Qo + (v1 — vo)t) 721

v2

+C(Qo + (Ul — UQ)'[Z) Y271

(v1 — v2) <

(Qo + (Ul — Ug)t) viTv2

P

v1—v2



Condiciones iniciales: x(0) = €y$2

L €101 2211 o2

oy = Q" op 4 oo
(v1 — vg) <U1u_2v2 + 1)

v2
GOQO = 6190+CQS2—“1

h

C = (eg—€e)Qt "™

s La variacion de sal para t > tq es:

2'(t) = Flujo de sal entrante — Flujo de sal saliente

S)lo/min] = exfo/You t/min] ~ Lk fo/Ywa + vx)min
(1)

l’/(t) = €1V — W(’UQ + Ug)
(t)(v2 + vs)

/
t) = —
* ( ) @t QO -+ (Ul — Ug)t

El volumen ahora disminuye para t > to sequn la ecuacion:

V(t) = V(to) + (Ul — Vg — Ug)(t — to)
Q

- 5 + ('Ul — Vg — Ug)(t —to)
La variacion de sal en t >ty es:
t
() = eu \z/((t)) (vg + v3)
t
,I,(t) = vy — x( )(02 + U3)

La condicion inicial para esta EDO es:

v €U
2(ty) = (Qo+ (01 — va)to) = 17
(Ul — ’UQ) <v1v—2v2 + 1)

v2

+C(Qo + (Ul — U2>t0) v2TUL
l'(to) = PO

(Qo + (U1 — Ug)to) v13”2+1

Aplicando el metodo del factor integrante nuevamente y evaluando en la condicion
inicial z(ty) = Py, se obtiene el valor de x(t) para t > ty. Encontrar la condicion
entre t y ) para que V(t) < Q para todo t € [0,60N], de lo contrario el estanque se
rebalsaria.



