MA34B - Primavera 2004
Guia de ejercicios: Teoria de decisiones y estimadores de Bayes

P1) Una empresa de productos electronicos esta decidiendo si va a producir o no un nuevo
implemento de comunicacion. La decisién de producir el implemento ( que denotaremos por
"a; " implica una inversion de US$ 5 millones y la demanda por un implemento de éste tipo es
desconocida. Si la demanda es alta, la empresa espera un retorno de US$ 2 millones
anuales durante 5 afios. Si la demanda es moderada , el retorno sera de US$ 1,6 millones
durante cuatro afios. Y una demanda baja significa un retorno de US$ 0,8 millones anuales
durante cuatro afos. Bajo el supuesto de que la tasa de interes es de 10% se calcularon los
valores actuales netos de los flujos, lo que arrojo la siguiente tabla de pagos ( en millones de
US$).

Sila producir no producir
Demanda es ai a
Alta 2.58 0
Moderada 0.07 0
Baja -2.46 0

Se estima que la probabilidad de tener demanda baja es de 0,1 y la probabilidad de una
demanda alta de 0,5.

a) ¢Cual es la decision bayesiana?

b) Se tiene a disposicion una investigacion con un costo de US$ 75.000 que tiene las
siguientes caracteristicas:

Los resultados del estudio se muestran favorables o desfavorables con las siguientes
probabilidades.

Sila

Demanda es favorable desfavorable
Alta 0.9 0.1
Moderada 0.5 0.5

Baja 0.0 1.0

¢, Debe la empresa realizar la investigacion?



Solucion:

Sean 01 = Demanda Alta
0, = Demanda Moderada
0; = Demanda Baja

La matriz de pagos es:

d1 d,

0 [(wW11=258 |wi2=0
02: (W21 =0,07 |w=0
0s: w31 =-2,46 |w3z =0

Del enunciado se tiene que para cada escenario de demanda, las probabilidades son:

&1 = P(e = 91) =05
&3 = P(e = 93) = 0,1

Como los 3 escenarios de demanda son los unicos posibles:
TPO=0)=1=&6=P0O=02)=1-P(06=61)-P0O0=63)=1-05-0,1=0,4
éQ = P(e = 92) = 0,4

a) La decision Bayesiana corresponde a la decision tomada a priori. Para cada decision a;
(i=1,2), el pago esperado es:

ai . p1= W11<i1 + W21E',2 + W31<i3 =2,58.0,5+0,07-0,4 -2,46-0,1 =1,702
Az p2=Wib + Walo + Wapé3 =0 (yaquewp =0 parai=1,2,3)
Como p1 > pg, se elige la decision ay

b) Sea x=1 si el estudio resulta favorable y x=0 si no es favorable. Del enunciado, las
probabilidades de los resultados del estudio dados los escenarios de demanda son:

P(x=1/6 = 81) = 0,9 P(x=0/6 = 01) = 0,1
P(x=1/0 = 0,) = 0,5 P(x=0/0 = 0,) = 0,5
P(x=1/6 = 05) = 0,0 P(x=0/6 = 0;) = 1,0



Debemos la probabilidad a posteriori de los escenarios de demanda condicionados a la
informacion otorgada por el estudio:

Para x=1:
£4(x=1)=£(0=04/x=1)= P(x=1/0 = 6,)- P(6 = 0,)

P(x=1/0 = 0;)- P(0 = 0,)+P(x=1/0 = 0,)- P(8 = 0,)+P(x=1/0 = 03)- P(0 = 0;)
Ex(x=1)=E(0=0,/x=1)= P(x=1/6 = 6,)- P(6 = 6,)

P(x=1/6 = 04)- P(6 = 0,)+P(x=1/6 = 6,)- P(6 = 0,)+P(x=1/6 = 03)- P(6 = 03)
E3(x=1)=£(0=05/x=1)= P(x=1/6 = 03)- P(6 = 63)

P(x=1/0 = 0;)- P(0 = 0,)+P(x=1/0 = 0,)- P(6 = 0,)+P(x=1/0 = 03)- P(0 = 03)
Parax=0:
£1(x=0)=g(6=04/x=0)= P(x=0/6 = 64)- P(6 = 04)

P(x=0/0 = 0,)- P(0 = 0,)+P(x=0/0 = 0,)- P(0 = 0,)+P(x=0/0 = 0;)- P(0 = 05)
E2(x=0)=£(6=0,/x=0)= P(x=0/6 = 6,)- P(6 = 0,)

P(x=0/6 = 64)- P(6 = 0,)+P(x=0/6 = 6,)- P(6 = 0,)+P(x=0/6 = 63)- P(6 = 03)
E3(x=0)=£(0=05/x=0)= P(x=0/0 = 63)- P(6 = 65)

P(x=0/8 = 61)- P(6 = 6;)+P(x=0/6 = 6,)- P(6 = 6,)+P(x=0/6 = 65)- P(6 = 65)

Los resultados obtenidos son:
EO=061/x=1)=0,69 EO=061/x=0)=0,14
EO=062/x=1)=0,31 EO=02/x=0)=0,57
EO=063/x=1)=0 EO=063/x=0)=0,29
Luego, los pagos esperados actualizados con las nuevas probabilidades de demanda son:
Para x=1:
ar: p1(x=1) = wi1&1(x=1) + wa1&2(x=1) + w3z1&3(x=1)

=2,58.0,69 + 0,07-0,31 - 2,46-0 = 1,802
az: p2(x=1)=0 (yaque wjp=0 parai=1,2,3)
Como p1 (x=1) > p2 (x=1), se elige la decision a
Para x=0:
ar:  p1(x=0) = wq11&1(x=0) + wa1E2(x=0) + w31&3(x=0)

= 2,58.0,14 + 0,07-0,57 - 2,46-0,29 = -0,31

az: pz2(x=1)=0 (yaquewp =0 parai=1,2,3)



Como p2 (x=1) > pq (x=1), se elige la decision a;

La politica de decisiones "3" entonces es la siguiente:
al si x=1

o=
a2 si x=0

El pago global esperado de acuerdo a la anterior decision es:
P (8) = &1-wq1-P(x=1/6=01) + E2-W21-P(x=1/0=07) + &3-W31-P(x=1/6=03)
=0,5-2,58.0,9 + 0,4-0,07-0,5 + 0,1-(-2,46)-0 = 1,175
El valor esperado de la informacion es entonces:
p (8) - p(a priori) = p (8) - p1 = 1,175 - 1,072 = 0,103 = US$ 103.000 > US$ 75.000

= Conviene realizar la investigacion.



P2) Supdngase que el numero de defectos en una cinta magnética de grabacion de 1200
pies tiene una distribucién de Poisson con media 6 desconocida y que la distribucion inicial
de 0 es una distribucion Gamma con parametros =3 y f=1. Cuando se seleccionan cinco
cintas al azar y se inspeccionan, el numero de defectos que resultan son 2,2,6,0 y 3. Si se
utiliza la funcion de pérdida del error cuadratico. ¢, Cual es la estimacion Bayes para 67?

Solucion:

Sea x; = n° de defectos, luego x; sigue una Poisson(0). Ademas la distribucién a priori de 6 es
una Gamma(a=3, B=1). La distribucién conjunta de "x" es entonces:

n aXin—0 eri —no
£,(x/0) = T f(xi/6) = P(X=x; /0) = He% =H—i'

i=1

y la distribucion a priori de 6 es:

n(0) = B ge

= T e y del enunciado x1=2, x,=2, X3=6, x4=0, Xs=3 (n=5)

.. La distribucion a posteriori de 6 dado x es proporcional al producto de la distribucion
conjunta de "x" con la distribucion a priori de 0, es decir:

£(0/X) o f(x/0)-(0)
£(0/x) oc 2Ng™. g~ g PO
E(0/x)

Reconociendo términos, se observa que §(06/x) corresponde a una distribucion Gamma de
parametros o' = Xx; + o, y B' = n + . Como se tiene funcién de pérdida del error cuadratico,
el estimador de Bayes es la esperanza de la distribucion a posteriori. En el caso de una
distribucion Gamma:

o D Xx+a 13+3 16

BIOM =5 =03 p =~ 541 6

NOTA: En el estudio de la proporcionalidad se consideran so6lo aquellos términos que
involucran a 6, ya que los demas se consideran constantes.



P3) Suponga que una empresa quiere decidir si lanzar o no un producto al mercado. Hay dos
estados de la naturaleza descritos por una demanda débil y una fuerte. Suponga que la
funcion de pérdida viene dada por:

0, ®,
d; 0 L
ds Ly 0

donde ©; eslademanda débil
0, es la demanda fuerte
d; la decision de no lanzar el producto al mercado
d, la decision de lanzar el producto al mercado

Suponga que los conocimientos a priori que la empresa tiene de los estados de la naturaleza
vienen dados por P(®;)= a Yy P(®, )= 1-a . Sea X la variable aleatoria definida por

X=1 si un cliente compra el producto
X= 0 si el cliente no compra el producto

Suponga que las distribuciones condicionales de X bajo los dos estados de la naturaleza
vienen dadas por :

P (X=1/0; )=0.25 P (X=0/0;)= 0.75
P(X=1/0;)=0.80 P (X=0/@;)= 0.20

La empresa puede probar el mercado del producto para revisar su probabilidad a priori sobre
el estado de la demanda (®,y0,) .

a) Antes de hacer una prueba de mercado. ¢, Cual seria la decisidén bayesiana de la empresa
siL1=L2 ?

b) Suponga que la empresa prueba el producto con un cliente y el cliente lo compra. ¢, Cual
es la decision bayesiana, suponiendo que L1=L2 ?

¢) Suponga que a=0.5, con lo que inicialmente la empresa empieza con los mismos
conocimientos a priori sobre que la demanda sea débil o fuerte. Suponga que el producto lo
prueban 5 clientes y que los valores de X observados son 1,1,0,1,0. ¢, Cual es el valor de o a
posteriori ? Suponiendo que L1=L2 ¢ Cual es la decision bayesiana de la empresa?

¢, Cual es el valor que la empresa da a la informacion muestral (prueba de mercado) en este
caso?



Solucion:

Se tiene la tabla de pagos:

0 Wm0 wip=lp
‘62 W21=L1  wz=0 ‘

Donde &1=P(01)=a, y £2=P(62)=1-a

a) La decision bayesiana a priori en este caso es aquella que minimiza la funcion de pérdida
esperada

di: p1 = W& + W21&2 = 0-a + L1-(1-a) = L1-(1-a1)
d2: p2 = Wi2&1 + Woebo = Lp-a + 0-(1-a) = Lyt

Como L1=L,=L, la decision a tomar depende de a.

Sia=0,5 seeligediod;
Sia<0.5 seeliged;
Sia>0.5 seelige d4

b) Para la decision a posteriori se debe incorporar la informacion muestral de compra del
cliente

Sea X=1 si el cliente compra y X=0 si no. Luego X sigue una distribucion de Bernoulli. Las

probabilidades para cada uno de estos valores dados 64 y 0, se encuentran en el enunciado.
Luego, actualizamos las probabilidades de estado usando el teorema de Bayes:

P(X =1/6,)-P@,) _ 0.25a

LAX=D)=P@O/X=1)= ZP(X=1/9]')'P(9]) B 0.25a+0.80(1-)

0.80x

X =D)=PO,/X=1)=1-P@ /X =1)= 0.25a+0.80(1-a)

0.80c

)= 0250 +080(1-a) '
0.25c

T 0250 +0.80(1-a)

di: p1(X=1) = wy1&1(X=1) + wp1Ea(X=1

d2: p2(X=1) = W1281(X=1) + Wla(X=1)

Como L4=L;, y el denominador es siempre mayor que 0 para todo o, debemos mirar los
numeradores para decidir en funcion de a. Luego :

Si a=0.76 se elige dy o d>
Si a<0.76 se elige dy, ya que p2 < p4
Si o>0.76 se elige dy, ya que p1 < p2



c) El desarrollo es el mismo que en la parte anterior, lo Unico que cambia es la informacion
muestral.

En este caso, si identificamos a cada cliente con un subindice para X, se tiene:
X1=1, X2=0, X3=0, X4=1, X5=0. Para calcular o a posterior se hace uso del teorema de Bayes:

PO/ X =1,X, =0,X, =0,X, =1, X, = 0)= N1 =LA =04, 20X, =L X =0/)PG) _
> P(X,=1X,=0,X,=0,X, =1,X;=0/6)P(6,)
J

PX, =1/ 6)P(X, =0/6)P(X,=0/6)PX, =1/6)P (X =0/6 ) (©)
> P(X,=1/6)P(X, =0/ 6)P(X,=0/ )R X, =1/ 6) P(X,=0/6,)P(0,)

0.25°-0.75%-0.5

= =0.30
0.25°-0.75*-0.5+0.80°-0.20°- 0.5

P,/ X, =1,X,=0,X,=0,X,=1,X,=0)=1-P(,/ X, =1,X,=0,X,=0,X,=1,X, =0)=0.70
Suponiendo Ly=L,=L, las pérdidas esperadas para cada decision son:

dq: p1(X) = wi1E1(X) + wa1E(X) = 0.7-L
da2: p2(X) = w12E1(X) + wa&a(X) = 0.3-L

Como p2(X) < p1(X) => elegimos ds

d) Al hacer una sola observacion sin saber el resultado, tenemos 2 casos:
Si X=1:

Utilizamos los resultados de la parte b) para a = 0.5, de donde:

P(04/X=1) = 0.24, y P(62/X=1) =1 - P(61/X=1)=1-0.24 = 0.76

Las pérdidas esperadas son:

di: p1(X=1) = w11E1(X=1) + w21E2(X=1) = 0.76-L
da: p2(X=1) = W12E1(X=1) + WaEx(X=1) = 0.24.L => elegimos d;

S| X=0, hacemos el desarrollo analogo a la pate b) pero para X=0, obteniendo:
P(64/X=0) = 0.79, y P(62/X=0) = 1 - P(64/X=0) =1-0.79 = 0.21
Las pérdidas esperadas son:

di: p1(X=0) = w11E1(X=0) + w21&2(X=0) = 0.21-L => elegimos dj
dz: p2(X=0) = w12E1(X=0) + wa&x(X=0) = 0.79-L

Luego, la politica de decisiones es:



d, siX=1

2

~ {dl si X=0

Se calcula ahora la pérdida esperada de la politica de decisiones:

p(d) = ZZ/_:W’Y@P(X =X(d;)/6) , donde X=X(d;) proviene de la politica de decisiones, y

corresponde al valor de X cuando se eligi6 la decision dj, es decir j=1,2 puesto que en la
politica de decisiones sélo aparecen las decisiones dq y d,. Luego:

p(8) = w11&1P(X=X(d1)/61)+ W21§2P(X=X(d1)/92)+ W12§1P(X=X(d2)/91)+ W22§2P(X=X(d2)/92)

=>

p(S) = W11§1P(X=0/91)+ W21<22P(X=0/92)+ w12§1P(X=1/91)+ W22§2P(X=1/92) =0.0.5-0.75 +
L-0.5-0.20 + L-0.5-0.25 + 0-0.5-0.80 = 0.225-L

De la parte a), la pérdida a priori es ppriori = 0.5-L, luego el valor de la informacion es:

VI = ppriori - p(8) = 0.5-L - 0.225.L = 0.275-L



P4) La longitud del tiempo que una persona debe esperar el bus cada mafana para ir al
trabajo, se distribuye uniformente en el intervalo (0,0), donde 6 es desconocida y su
distribucion a priori es Pareto con parametros 6o >0y a .

a.- Se decide tomar una muestra de tamafo n, Xq,.... X, Demuestre que la distribucion a
posteriori de ® dada la muestra es una distribucion de Pareto con parametro 6¢' y a +n
donde 6¢'= max{60,X1,....,Xn}.

b.- Se pide determinar el estimador Bayes de 0 utilizando la funcién de pérdida del error
cuadratico.

c.- Suponga que a =1. ¢ Cuantas mafianas debe observar el tiempo de espera, para estar
capacitado para especificar un intervalo de 0,01 unidades de tiempo, tal que la probabilidad
de que el valor desconocido de Log[®/6,'] caiga en este intervalo sea a lo menos 0,957

d.- Considere una muestra de tamafio n, Xi,.... X, y determine el estimador maximo verosimil
de 0p de la distribucion de Pareto cuando a es conocido.

Nota:

1. Se dice que la v.a. se distribuye Pareto con parametros xo y a si su f.d.p. es:

f(x/ xo,00)= 0 Si Xp < X
Xo+1 0 en otro caso



Solucion:

a) Sea X = longitud de tiempo que se espera el bus, luego X sigue una distribucion uniforme
en (0,0). Ademas, sabemos que 0 se distribuye segun una pareto de parametros 60>0y a,
es decir:

f(x/0) =1/6 cuando 0 <x;<0,y0 en otro caso.

La funcion de verosimilitud es f,(x/0) = 1/6" cuando todos los x; son menores que 6, o lo que
es lo mismo, cuando max{xs, Xz, ..., Xn} < 0y 0 en otro caso.

aly

0 5ig, <6
n(0/0g, o) = | &
0 en otro caso
Sabemos que:
1 aby
X/H 9 n. a+l
501 X) = [,X19x0) 9 o~
[ £.(x/0)2(6)d0 Ii.a% 40
Q an 0a+1

La expresién anterior es valida siempre y cuando 6 cumpla las 2 condiciones de bode de
cada funcion de distribucion, es decir, 8 > max{xi, xz, ..., Xa} y 6 = 6o, que es lo mismo que 6 >
0o = max{0o, X1, X2, ..., Xn}. Luego los limites de integracion son 6y = max{6o, X1, X2, ..., Xn} Y
0.

Al integrar entre estos limites se obtiene que £(0/x) es una Pareto con los parametros
indicados en el enunciado.

b) Bajo pérdida cuadratica, el estimador de Bayes es la esperanza de la variable 6/X. Como
la esperanza de una Pareto no aparece en tablas, es necesario calcularla a partir de la
f.d.p.:

E[0/X] :g[ag(g/)()dg , Y los limites de integracién son los mismo de la parte anterior. Se

obtiene de la integracion:

0" = E[0/X] = nm_l@}

c) La expresién a calcular era la siguiente:

P(0 < Ln(6/60) ) <0.01)>0.95
P(e® <0/, <e”°')>0.95
P(1<6/8, <e®)>0.95



De donde P(8; <6 < 8,e”°") > 0.95. Usando a = 1 la probabilidad se resuelve por medio de
la integral de la f.d.p. :

9(')60'01
' | 0.01\ __
P(6, <0< 6e""") = j 2(0)d 0> 0.95
%
El desarrollo de la integral da por resultado que n > 299

d) Se tiene que X ~ Pareto(0y, o), luego:

aby
f(x,/6,,a)=1 x*"

1

si 6, <x,

0 en otro caso

(ab))"
La funcién de verosmilitud es f,(X/6o, o) = fo“ , CUY0 maximo no se puede obtener por

derivacién. Sabemos que 6y < x; para i=1,...,n. Luego, la funcién de verosimilitud se

maximizara cuando 6y alcance su maximo valor, y esto ocurrira cuando 6y = min{x} (de las
restricciones planteadas).



