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Introduccion (1)

Muchas veces la 1dea de un investigador no sélo es estimar el(los) parametro(s) de un
poblacién, sino que también responder preguntas de investigacidon o crear un
procedimiento para decidir en base a informacién datos observados. Por ejemplo, un
médico podria preguntarse si el consumo de café aumenta el riesgo de cancer al
estomago, un ingeniero podria preguntarse si existen diferencias entre la resistencia a
la traccion de dos vigas, un socidlogo podria preguntarse si el ingreso de los hombres
casados es mayor que el de sus conyuges, o un matematico podria preguntarse si una
moneda se encuentra cargada o no st después de 1000 lanzamientos salen 479 caras.

En cada uno de estos casos el investigador postula o conjetura algo respecto de la
poblacion en estudio. En este sentido hace una afirmacién, la cual pretendera
rechazar o aceptar, respecto del(los) parametro(s) de una o mas poblaciones, en cuyo
caso planteara una hipotesis.

Usualmente el investigador no cuenta con toda la informacién de la poblacion, por lo
cual debera hacer uso de una muestra para poder determinar la veracidad o falsedad
de una hipotests.



Introduccion (2)

En Estadistica, las hipotesis son muy precisas. La aceptacion de una hipotesis
debe conducir al rechazo de las alternativas y viceversa. En Estadistica se
plantean dos tipos de hipotests, una denominada Ahspdtesis nula (H,) y otra
denominada hipdtesis alternativa (H, o H,).

La hipotesis nula representa la afirmacién de que o existe efecto o no hay
diferencia en los parametros involucrados.

Por ejemplo en un juicio H,, podria representar la afirmacion “el acusado en
inocente”, o en el caso del consumo de café y el cancer, H, seria “el café no
e . .
aumenta el riesgo”. Si Wy y My representan los ingresos promedios de
hombres y mujeres casados respectivamente, la hipotesis nula H, podria ser
(13 J— b
Hp = My

Por esto, si un investigador pretende buscar si existe un efecto o una
diferencia, entonces debe tratar de rechazar H, a favor de H,. Esta
interpretacion esta muy relacionada con los errores de decision que podemos
cometer, como veremos mas adelante.



Clasiticacion De Las Hipotesis

No Paramétricas

Ho: X~F
Hi: XAF
Hipotesis Donde © = {6g, 01} Simples
HO 0= 90
Hi: 6=064
Paramétricas Donde © = {6p,01}
Compuestas
Hpy: 6 €O
Hi{: 60

Donde ©gN©; =0y
QU C O



H

1potests Parametricas



Reglas De Decision

Todo procedimiento de toma de decisiones requiere de un
criterio de decision.

En este caso el criterio debe construirse en base a los
valores muestrales. El criterio se puede expresar como una
region o conjunto W de valores posibles tales que si la
muestra pertenece dicho conjunto entonces rechazamos (o
aceptamos) la hipotesis nula.

En términos algebraicos podriamos buscar una region W C
R" tal que si x;,X,,...,x, € W, entonces rechazamos H,,

A dicha region W le denominaremos “Regioén Critica” o
“Region de Rechazo”



Errores De Decision

La pregunta es entonces como encontrar dicha region de
rechazo.

Debemos pensar entonces las caracteristicas deseables que
debiera tener una region de rechazo.

Deberiamos escoger aquellas regiones que nos hagan tomar
decisiones lo mas acertadas (o lo menos equivocadas)

posible.

En este sentido, al decidir uno podria cometer dos tipos
basicos de error:

Q Rechazar la hipdtesis nula cuando en realidad esta es verdadera. En este caso
diremos que se ha cometido un Error de Tipo I.

Q Aceptar la hipdtesis nula cuando en realidad esta era falsa. En este caso
diremos que se ha cometido un Error de Tipo II.



Medidas Para Los Tipos De Error

Ciertamente la idea es equivocarse lo menos posible con
ambos tipos de error al utilizar bajo una determinada region
de rechazo.

El hecho de trabajar con una muestra no nos garantiza estar
libres del error. Podriamos contar la fraccion de veces que
nos equivocamos y tratar de alcanzar una cota maxima.

Si definimos como:

0 o = P(Cometer Error de Tipo I) = P(Rechazar H,/H, cierta) =
P(x,X,,...,x, € W/0 € Q)

a0 B = P(Cometer Error de Tipo II) = P(Aceptar H,/H, falsa) =
P(x;,X,,...,x, € W/0 & Q)

Entonces buscaremos minimizar o y [3.



L.a Funcion De Potencia

m [La Funcion de Potencia nos permite analizar el
comportamiento de una region critica en funcién de
los parametros involucrados en las hipotesis.

® Se define como:

mw (0) = P(Rechazar Hg/0) = P(x1,x2,...,xn € W/0)
= Una funcion de potencia ideal seria entonces aquella

que para valores de 0 en O fuera 0, y para 0 en O,
fuera 1.

m Se denomina Zamario del test a sup {1(0)/0 € O}.



Funcion De Potencia

/ Ideal

Ideal




LLema de Neyman-Pearson

= Si bien no es posible encontrar una funciéon de potencia
ideal, usualmente es posible encontrar una region de
rechazo, de modo que cuando nos encontremos en el
dominio de H,, la probabilidad de cometer un error de tipo
I esté acotada.

= El problema estd en que si queremos reducir o, aumenta [3,
es decir, hay un trade-off entre los errores.

m Fl Lema de Neyman-Pearson nos provee de un
procedimiento que permite encontrar aquella regién de
rechazo que minimiza los errores de decision, acotando la

probabilidad del Error de Tipo I.



Caso Hipotesis Parameétricas Simples

m Sea X, X,,...,.Xn una m.a.s. de una v.a. X con f.d.p.
f(x]0), y las hipotesis:

o0 H,:0=0,
o H, :0=0,

m Lema de Neyman-Pearson: Si " es una regla de
decision tal que para un k>0 fijo, se rechaza H, si
t,/f,>k, y se acepta H, si f,/f,<k, entonces para
toda regla 0 tal que ()<= a(0") se tiene que

B©)>=B(©").



[Lema de Neyman-Pearson (cont.)

Donde f. corresponde a la funcion de verosimilitud de
X{,X,,. ..,X_ evaluada en 0=0, (i=0,1).
Se denomina nzvel de significacion (Q,) a la cota maxima de la

probabilidad del Error de Tipo I.

Este procedimiento nos permite encontrar la FORMA de la
region de rechazo.

Para encontrar el valor critico de la region encontrada, se
combina el resultado anterior con la restriccion de cota
maxima para la probabilidad del Error de Tipo I, y se
despeja.

El lema de N-P es tal que minimiza aa+bf3, es decir, la
suma ponderada de los errores, donde a/b = k.



Ejemplo: Caso de Media de una Normal (1)

m Sea X,,X,,...,X_una m.a.s de una v.a. X~N(U,67),
suponga las hipotesis:
0 Hy:p=p,
o Hysp=p

m Considere que p,>H, un nivel de significacion
a=5%, y que la varianza G* es conocida.

m [a forma de la region de rechazo se determina a
través del Lema de Neyman-Pearson:



Ejemplo: Caso de Media de una Normal (2)

® En efecto se rechaza H, si £, /f, > k, luego:

sk

. Jo
exp{—riz Z (z; — p1)?}

> k

eaxp{— %Z(acz Ho)?}

mn
= Z x; > C
i=1
lLLuego la region de rechazo es de la forma W =
n

{d z;>C}oW={X>C'}.
i=1



Ejemplo: Caso de Media de una Normal (3)

m Ahora para rechazar necesitamos el valor de C (o
C’), el cual se puede obtener con la cota impuesta
sobre el error de tipo I. Es decir, se tiene que:

P(Rechazar Hg/Hg cierta) e

P(X >C'/u = pug) 0.05

X—u _ _
P(o—/\/ﬁ 0/\/—//1 ,Lbo) = 0.05
P(N(0,1) > Zs) = 0.05
= Zo = 1.645

# De donde podemos despejar C, y decidir st rechazar
o no H, en funcién de la media muestral obtenida.



Discusion

m  Como habria cambiado el problema si en vez de
tener estas hipotesis, hubiésemos considerado:

0 H,:p=ny,
0 Hytp=p,
como las hipotesis en cuestion?

m Siendo M, otro posible valor para p tal que
KA~ Mo
1 Laregion de rechazo es Ia misma

2. El error de tipo I no depende de u,



Extension del LLema de Neyman-Pearson (1)

® Podemos concluir que el problema se resuelve de la misma
manera para cualquier valor p, tal que p,>p,, es decir, el
procedimiento es valido para contrastar las hipotesis:

o H,:p=n,
o Hy:p>p,

= Por otro lado podemos observar que la funcion de potencia
es no decreciente, y por ende si T (0,)<=a => 1 (0)<=a
vV 0<=0,.

s Por lo tanto el procedimiento es valido también para las
hipotesis:
a0 Hy:p <=y,
0 Hysp>p



Extension del LLema de Neyman-Pearson (2)

= Concluimos que el Lema se puede aplicar entonces para hipotesis con
alternativas unilaterales.

cQué sucede con Ias alternativas bilaterales?



Hipotesis con Alternativa Bilateral (1)

= Supongamos el mismo problema de la media de la Normal, pero esta vez

consideremos las hipotesis:

0 Hy:p=pg
o H,:p#p,

m Sabemos que st P>, entonces la regiéon de rechazo que minimiza los
errores de decision es W, ={2X>C,}, pero si u<p,, entonces la region

critica que minimiza los errores es W,={2X<C,}.

m  S1 elegimos como region critica para el problema a W, sabemos que la
funcion de potencia Ty, crece a medida que U se aleja a la derecha de , (
lo que es razonable), pero no se comporta bien cuando nos alejamos de
en la direccién contraria. De hecho la region que maximiza la funcion de

potencia en este caso es W,



Hipotesis con Alternativa Bilateral (2)

Cuando una region de critica maximiza la funcién de potencia cuando
toma los valores de la hipodtesis alternativa se dice que dicha region es

Uniformemente Mas Potente (UMP).
En este caso la region W, es UMP para u>p,, y la region W, es UMP para

H<p,. Luego no es posible encontrar una region critica mas potente para
la hipotesis p # L.

Como no es posible encontrar una region UMP para alternativas
bilaterales, se recurre a la siguiente estrategia: separar la hipotesis
alternativa en dos y considerar dos tests de hipotesis separados, de modo
que la regiéon de rechazo final sea la unién de las regiones determinadas
por separado.

En el ejemplo W = W, U W,, de donde W={2X>C_1 6 2X<C,}.



Hipotesis con Alternativa Bilateral (3)

= Si graticasemos las funciones de potencia de las regiones por separado y
la potencia de la regién conjunta podriamos observar lo siguiente:
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Observaciones Finales

m Cuando no es posible encontrar un test UMP se
puede recurrir a otra técnica denomina Test de
Razon de Verosimilitud.

m Otra alternativa para decidir una hipotesis es a
través del denominado P-Valor, que es el minimo
nivel de significacion al cual rechazo H, para la
muestra observada, dicho de otro modo,
corresponde a la probabilidad de rechazar H, con
los valores observados. Corresponde a la de que el
evento dado por la region critica pueda haber sido
producto del azar.



H

1potesis No Parametricas



Introduccion (1)

Se tira un dado 102 veces, y se registra el numero veces que
se obtiene cada cara del mismo:

M| 1 2 3 4 5 6 | Total

f |12 | 11 | 22 | 20 | 16 | 21 | 102

:Con la informacion presentada podemos concluir si el dado
esta cargado o no?

Si llamamos X a la variable aleatoria que representa la
aparicion de una cara, entonces X=11,2,3,4,5,6}.

Denotemos por p,.=P(X=1) (i=1,...,0).



Introduccion (2)

m Pensemos ahora, qué deberia pasar st el dado el dado NO
estuviese cargado.

= Si el dado no estuviese cargado, deberiamos esperar que la

probabilidad de aparicion de cada cara fuese p;, = 1/6.

= Entonces, st en un dado no cargado el numero de
apariciones esperadas para cada cara, e, seria la misma:

102-1/6 = 17, i.e.:

Total

€;

17

17

17

17

17

17

102




Introduccion (3)

¢Como podriamos medir qué tan lejos estan nuestras observaciones de
las de un dado no cargado?

Lo obvio seria considerar las diferencias entre las frecuencias reales y
las esperadas.

Si llamamos d, = e, — £, entonces tenemos:

M| 1|2 |3|4 |5 |6

d| 5|6 |-5|-3|1]-4

Podriamos construir un indicador del error total que aporta cada
diferencia podria ser T = 2. d=.

S1 un dado no estuviese cargado, deberiamos esperar que T fuese
pequeno.

Ahora la pregunta es ¢qué tan pequenio podemos tolerar que sea T?



Condiciones de Borde

Desde el punto de vista del a Estadistica podriamos decidir
rechazar la hipodtesis de que el dado esta cargado si T>C
para algun valor C dado, de modo que la probabilidad de

cometer un error de tipo I no fuese superior a un nivel o

dado.

Podemos plantear entonces la hipétesis H, : “El dado NO
esta cargado”, y una region de critica preliminar de la forma

T>C.

Ahora bien, para poder resolver lo anterior necesitamos
conocer la distribucion bajo la cual se rige la hipotesis nula,
es decir, conocer la distribuciéon bajo la cual p, = 1/06.

Veremos que la distribucion aludida es la Multinomial



I.a Distribucion Multinomial

m Es una generalizacién de la distribucion Binomial,
donde, en vez de existir solo dos posibles resultados
para cada repeticion de experimento hay “k”
resulyados posibles.

m Si M. representa el resultado para el experimento 1,
se tiene que:

= Donde E(M,)=np,



El Estadistico Chi-Cuadrado

m Desde el punto de vista de los tests de hipotesis, la
hipotesis nula se puede escribir como:

Ho : p; = p;

m Donde p es la probabilidad a priori dad por la

distribucion Multinomial

m Para la construccion de la regién de rechazo se
puede recurrir al Test de Razén de Verosimilitud, y
se puede probar que asintoticamente el estadistico:




Procedimiento De Contraste

m Luego la region de rechazo es de la forma
W={Q>C}, donde C se obtiene acotando el error
de tipo L.

® En el caso del dado, se tiene que H, : p, = 1/6, y
que Q = 6.589.

= Por otro lado P(y:* > C)=0,05 => C = 11,07.

# De este modo NO se rechaza que el dado no esta
cargado.

m Una forma equivalente de decidir es con el P-Valor.



Contraste Para Otras Distribuciones (1)

m Si generalizamos el resultado, se puede utilizar este
procedimiento para hacer tests sobre otras
distribuciones.

Hp @ F(X) = Fp(X)
Hy @ F(X) # Fo(X)

m En el caso de distribuciones discretas, se procede a
calcular p. = P(X=i) (suponiendo H, cierta) para
todo el dominio de definicion de X.

m Se calcula el estadistico Q y se decide.



Contraste Para Otras Distribuciones (2)

m En el caso de v.as. continuas se procede a
discretizar la distribucién tomando intervalos

disjuntos equiespaciados (o equiprobables), y se
calcula p, como la probabilidad de caer en el

3L
1

intervalo

m Es importante considerar todos los posibles valores
para la v.a. en el calculo de los p..



Tablas De Contingencia

El estadistico chi cuadrado no soélo es util para hacer contrastes no
paramétricos, sino que también para hacer tests de independencia entre v.a.s.
discretas. (Se puede hacer en el caso continuo, siempre y cuando se
discreticen las variables involucradas)

Cuando dos v.as. discretas X e Y son independientes, se tiene que p; =
P(X=ie Y=j) = PX=)P(Y=j)=pp, V i, € AxB.

Se puede estimat p; y p; como
:Zfij/n pj =Y fij/n
()

Se puede probar que entonces

(fz] np’tpj)z 2
Q= ~ X1 (rm—
2 o, (1-1)(m-1)

Donde I,m son el nimero de filas y columnas de las celdas con los valores del
caso



Ejemplo (1)

® Supongamos que queremos ver SI existe O no
independencia entre el sexo de una persona y la
carrera universitaria que esperan estudiar 500
alumnos de un colegio mixto, obteniéndose los
siguientes resultados:

Ingenieria [ Medicina | Leyes| Total
Hombres 122 74 96 292
Mujeres 43 80 85 208
Total 165 154 181 500




Ejemplo (2)

S1 las variables X (sexo) e Y (carrera) fuesen independientes
deberia esperarse que:

pr = P(X=H e Y=D)=P(X=H)P(Y=I) =(292/500)*(208/500)
Luego la cantidad esperada de Hombres que quieren
Ingenieria deberia ser np;; = 96,36.

Luego armamos el estadistico Chi-cuadrado de la manera

usual, lo que nos da un valor de Q = 25,33 > C = 5,99 (x>
con 2 g.l. al 5% de significacion).

Por lo tanto se rechaza la hipétesis de independencia entre
X e Y, es dectr, la eleccion de carrera SI depende del sexo
de la persona.

El P-Valor asociado a 25,33 es 0,00, lo cual indica un fuerte
rechazo de la hipotesis.



