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Capitulo VI

Caos

VI.1. Ecuacion Logistica

La siguiente ecuadn es conocida como la ecuasilogstica:

% — [B(N)] - D(N)], donde: (VI.1)

B: tasa de nacimiento
D: tasa de mortalidad
N: # de habitantes.

Esta ecuadin tiene su origen en un modelo propuesto para cuantificar las varia-
ciones en el amero de un grupo de seres vivientes. En general la pdolae un
grupo de animales es afectada por los cambios que ocurren en su medio, ya sea
por de falta de alimento, exceso de pobbacidepredadores...etc.

En muchos sistemas bajicos, sociales y ecomicos, esta ecudm no se
puede aplicar directamente porque existen variables que obedecen a las estaciones
del &io o0 a ciclos temporales pre—establecidos. En estos casos el tiempo no es una
variable continua.

Si definimos el intervalo de tiemp& ¢t como la unidad de medida para el tiem-
po, entonces la ecudxi logstica se transforma en:

271



272 N6‘|Son ZamOI’anO H . version de 23 de agosto de 2004

AN(t)  Nyq— N,
dt tHAt “ = Nip1 = Ny = By N(t) — D,N?(1),
donde hemos supuesto que la tasa de crecimiento de la fbéscdirectamente
proporcional a la poblaén actualB(N) = B, - N,y la tasa de mortalidad pro-

porcional al cuadrado de la poblani D(N) = D, - N?, entonces:

N(t+1) = N(t)+ B,N(t)— D, N*(t),
N(t+1) = [B,+1]N(t)— D,N*(t),
Definiendo b=I[B,+1], D,=c, tenemos

N({t+1) = bN(t)—cN?(t), redefiniendoN(t) = -x(t):

z(t+1)=0b[1—z(t)] =(t)

Estalltima es la forma camica de la ecuadn logstica, y la que nosotros uti-
lizaremos a continuagn.

Cuandaz(t+1) toma la formar,; hablamos de umapecen lugar de un flujo.

Para llegar a esta expréni tuvimos quemodelarla tasa de crecimiento de
la poblacon de un cierto tipo de animales. Por ejemplo, supusimos que la tasa
de crecimiento era directamente proporcional a la pobadel instanteV(t).
Analogamente, la tasa de mortalidad la supusimos proporcional al cuadrado de la
poblacbn N (t)2. Estos son supuestos que describen, en primera aprogimati
comportamiento de algunos grupos de animales. Tieneaglknventaja de tener
un comportamientos bastantésncomplejo de lo que uno se imagina.

La importancia de esta ecuaniradica, como ya se mencimren la riqgueza y
generalidad de sus resultados. Las propiedades que aparecen con esbaiteraci
se repiten en otras ecuaciones que no tienen gran semejangataohailnica
condicibn que debe cumplirse para obtener un comportamiento similares, es que
la funcibn estudiada tenga segunda derivada negativa en la vecindadxieion

Si graficamos el mapeo,,; = f(z;), se encuentra que la conducta depende
fuertemente del valor que toma el paretro b. De hecho,
e si 0<b<1 , x;—0con ¢t rapidamente
e Si 4<b , Ty — 4oocon t7
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Ejercicio

Demostrar (o dar un argumento de plausibilidad) que justifique las dos afirma-
ciones anteriores.

Nos restringiremos a valores
del paametrob comprendidos
entrel < b < 4. En esta red@n
es donde ocurre la parte intere-
sante de esta furtm. En conse- X
cuencia:0 < z; < 1,Vt. De "
esta forma el mapeo copia el in- VX
tervalo[0,1] — [0, 1]. El teo- h=3
rema del punto fijo, garantiza
qgue en estas condiciones existe
un puntoz tal quezr = f(x). h=2

Veamos gaficamente donde
sucede esto. Los puntos fijos h=1
esfin determinados por la in-
tersecadn entre la inea recta A X
gue bisecta el primer cuadrante:
y1 = x Yy la padbolay =
ba (1 —x). Figura VI.1: La recta que aparece en la Figura,

El valor de este punto ﬁjoconstituye una herramienta muuyll Qar_a rep-

7, se obtiene igualando ambag‘esentar,(—:fl mapeo de la ecml!ogstlca en
ecuaciones; = - fqrma g@fica. Se incluye la funon z(t) para
distintos valores dé.

= bx(l—1=) =r=0 z=1-

S =

b= 1=z2=0 b=2=12=1/2

b= 4=2=3/4

El maximo de la iteradin se produce para= 1/2

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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df 1
—=0=b—-2bx = x=-.
dx * . 2
Para valores dé < 3,6 el sistema oscila con gedos 2, 4, ... . Estos puntos

se llaman atractores”. Paba> 3,6 el movimiento der;,; en el gafico se torna
cabtico, pierde la periodicidad. Sin embargo existen islas, por ejemplo €n
3,84... se produce un movimiento pédico conl’ = 3.
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Figura VI.2:

VI.1.1. Meétodo grafico para iterar la ecuacbn logjstica

Examinemos daficamente el comportamiento de la ecéadogstica,z;,; =
Fy(z;), utilizando la bisectriz) = x. El punto de intersecon de ambas curvas es
el punto fijo. Para determinar el punto siguiente se opera de la siguiente forma:

e se ubica el punto de partida en el eje x y se levanta la vertical hasta alcanzar
la curva proveniente de la ecuasilogstica,

e desde dicho punto, se traza una horizontal para llegar al eje vertical y as
determinarc(t + 1).

e A partir de este punto se traza la horizontal hasta llegar a la bisgctriz.
Con esto determinamos autatitamente la posién dezx(t + 1) en el ejer.

VI.1. ECUACION LOGISTICA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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(a)

Figura VI.3:

¢ Desde esta interseéri trazamos unarieavertical (hacia arriba o hacia abajo,
dependiendo del caso) hasta tocar la curvastaorp. Con esto hemos determinado
z(t+2). Ahora se vuelve al segundo punto de esta itéragi a$ sucesivamente...

En resumen: a partir de un punto de la ecaadogstica siempre se debe trazar
una horizontal buscando el eje ordenado. Del eje ordenado siempre una horizontal
buscando la bisectriz. De la bisectriz siempre una vertical para interceptar la curva
logistica.

VI.1.2. Como se genera el doblamiento de peydo

En el gi&fico de la Figura, al aumentar el paretrob, lentamente el punto
fijo (estable)r se desplaza y la pendiente de la curva comienza a ubicarse en la
vecindad d€—1). Al continuar aumentandg logra alcanzar este valor1). En
ese instante, como se indica en la Figura, desde cualquier punt@ue uno
comience, desp@s de un cierto iimero de iteraciones se queda atrapado en el
rectangulo que se indica? y () se ubican en unarlea perpendicular@a= x, de
forma que su intersedm cony = x sea el punto medio d2(Q. EntoncesPQ
son los ‘ertices de un cuadrado y las ordenadas correspondientes son los puntos
entre los que oscil&;,(x). Se incluyen otras figuras a continuatipara ilustrar

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Figura VI.4:

cOmo opera este mecanismo yégsucede con la doble iteraai, que es el tema
de la siguiente seamn.

Ver Figuras extralas de Los Alamos Science 1, 4-27 (1980) Mitchell J. Feigen-
baum,Universal Behavior in Nonlinear Systems.

VI.1. ECUACION LOGISTICA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura VI.5: Se muestra el punto fijo estable, en la figura superior y el mismo
punto en la doble iteradin. tambén es estable. La iteramn converge al punto
fijo desde cualquier punto inicial.

A continuacon estudiaremos lestabilidad de los puntos fijgscomo el sistema
evoluciona desde un punto fijo hacia otro par de puntos fijo$ gasesivamente
hasta tornarse 6éico.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Figura V1.6:Al aumentar el valor de b, la iteragn se torna inestable. Demora en
alcanzar el punto fijo. En la doble iteram, la pendiente en el punto fijo alcanza
el valor critico: pendiente unidad.

VI.1.3. Estabilidad de los puntos fijos

Para estudiar la estabilidad debemos operar en forma similar al empleado en
los sistemas aGhomos: se desarrolla la ecuati(o las ecuaciones, si hayaside
una) en serie de Taylor alrededor del punto fijo, se trunca el desarrollo en serie al

VI.1. ECUACION LOGISTICA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura VI.7:Al aumentar b, el punto fijo de la iteram directa se torna inestable.
En cambio el de la doble itera@n (cruce de la diagonal cori?) es estable y la
iteracion adquiere el péodo doble.

primer orden y se estudi@dmo evoluciona la iteraén. Si crece apidamente, el
punto fijo es inestable. Al contrario si la iteranitiende asiritticamente al punto
fijo éste es estable.

Procedamos con la iteraai:

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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N

Figura VI.8:La doble iteracbn alcanza un equilibrio superestable.

Fb(&?t) = bSEt(l — It) = Tty1,

Como se quiere encontrar la estabilidad del punto fijo, usamos un desarrollo
de Taylor en su vecindad. Tomemos un punte- x; cercano al punto fijo que
identificamos corr.

VI.1. ECUACION LOGISTICA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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12

Fy() Fy(z) + Fy |5 (20 — %) + Of (e — )7,

Fy(@) =x =~ T+ Fy |, (3 — ),

_ _ _ dF,
(441 — @) = oy, —T), (04 = dr m:g—c) )
Yi+1 = «avy, dondesedefidiy, =2 — T,
Y42 = o Yts

la| < 1 ESTABLE

Yign = QY =
la| >1 INESTABLE

K.L 1/
/*\

el s

Figura VI1.9:
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Calculemos el valor d&; para el punto fijo y dsestablecer el rango depara
el cual los puntos fijos permanecen estables.

F = b—-2bx,
, 1
Fl|.= b—2b (1—5) = —b+2,

F/|.> 1, |2—b/>1 = b>3, INESTABLE

2-b<1 =b<3 ESTABLE

Antes de llegar al valob = 3, la iteracbn rapidamente se acomoda en un pun-

to fijo y se establece all Al superarb = 3 este punto fijo se torna inestable

y la iteracbn comienza a oscilar entre dos puntos fijos. Al seguir aumentando
lentamente el valor d& comienzan a aparecer desdoblamientos sucesivos de los
puntos fijos. Finalmente desaparecen los puntos fijos, no mantiene la periodicidad
y comienzan a cubrir densamente el intervalo [0, 1]. Este égehen cético.

Ll ] ¥ WA €
B FLIG. & O.RIT3 e, IMICIMLES ¢ ®0C,00%0.0F wt 10ER b
WSSO | e 12.500,4.000) . % ea 10,00 CAF LOD 0 L TIRE 030 IIIII_ _

R

Lo

3o I TTE R T

Figura VI.10:
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Dentro del egi-
men c#&tico vuel-
ven a aparecer ven- 4
tanas con puntos fi- P i s
jos perbdicos que P
desaparecen al au- /
mentarb, pero que
presentan una es-
tructura de desdoblamien- Figura VI.11:
tos similar ala men-
cionada para valoresams bajos dé.

Ejemplo

Analicemos 6mo evoluciona la ecuam logstica en la vecindad de un punto
denominadsuperestable

Un punto superestable es &jque cumple los siguientes requisitos:

Fl:|f:07 j:Fb<j>

Se denomina superestable porque en el desarrollo en serie de Taylor es nece-
sario incluir erminos hasta segundo orden. Ocurre en los puntos fijos de las com-
posiciones de funcione f(z)) o f(f(f(f(x))))..., que son precisamente el ori-
gen de las bifurcaciones y los doblamientos de periodo. M’as adelante incluiremos
otros géficos donde se ilustran situacionegdstomplejas.

_ = / = 99 (‘rt B ‘7_:)2 =\3
Fy(ay) = T F L (0= )+ Pyl o+ 0l — 7))
—)2
Ty — T
Fyz) =z ~ T+0+F7 |, %,
_ (I‘t _:f)2 99
Tyy — T = —BT ,f=—F" |,, deestaforma’ > 0

pues, F”(z) < 0 para0 < z < 1.

y - Py
t+1 5 Yy

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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La solucbn de esta ecuam es:

VI.1.4. Propiedades de la doble iterad@n

Para averiguaramo el sistema se aleja de un punto fijo y se establece en otros
dos puntos fijos, debemos estudiar las propiedades de la dobledtenaein esta
ecuaocbn imponer la condiéin de punto fijo. Las soluciones obtenidas correspon-
der@n al par de puntos fijos, y z, encontrados al iterar la ecuanilogstica para
un cierto valor del pa@ametrob. En seguida podemos aplicar logtodos gaficos
para estudiar la estabilidad de dichos puntos.

La ecuaaddn de la iteradn doble es:
F}?(%) = Fb (Fb(l’t)) = Fb(bxt(l — Z['t)) =b [bIt(l — QZt)][l — b.It(l — $t>],

donde en la@ltima igualdad hemos hecho actuar el operddor;) sobre la expre-
sion bz (1 — x;), obteniendo el resultado indicado. Olaitionos de logdices,

gue en el siguiente paso son irrelevantes podemos considerar estatexpoaso

una funcén:

F2(z) = b2(1 —2)(1 — bx + ba?),

este es un polimonio de cuarto grado. Para encontrar los puntos fijos debemos
imponer quer = F7(z) :

v = F(z) = b’z2(1 — 2)(1 — bx + bz?)

Como esta ecuawn tiene una ra trivial z = 0, se transforma en una de tercer

grado:
1
0=—0+ (1 —2)(1 — bz + ba?).
Este polinomio puede tener undazaeal y dos complejas conjugadas o tres solu-
ciones reales. En la Figura se indican ldsea encontradas en forma ge&tnca.

VI.1. ECUACION LOGISTICA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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En la Figura se indica
la forma de la doble it-
eracbn (izquierda) y de la
triple iteracbn (derecha).
Los tres puntos obtenidos
al interceptar la recta =
x con la doble iteraéin
se obtienen tres puntos fi-
jos, incluyendo el origen.
Solo dos de ellos son es-
tables.

¢ Qe sucede cof(z)
en la vecindad del punto
fijo de F}}(z) = bz (1 —
x)?

ppul N E— S

* 1

A continuacon demostramos ¢ I 1
que, en el caso de peri-
odicidad doble, es decir
cuando hay dos puntos fi-
jos, la estabilidad de am- Figura VI.12:
bos puntos cambia de la
misma forma en ambos.
La importancia de este resultado es que al varikr estabilidad dambospuntos
se destruyesimulttneamenteDe otra forma al variab uno de los puntos per-
maneceia fijo y el otro desaparedeary de esta forma no teridmos el febmeno
del doblamiento de periodo.

Comencemos recordando las propiedades de los puntos fijos dobles:
FZ(z1) = x; porotra parte F?(xy) = o,
tambi’en Fb(ﬂfl) = T, Fb(dig) = 7.

Ahora escribamos la derivada de la doble iteda@valuada em = x5, utilizando
explicitamente la composign de funciones que se da en la doble itéragi, en
seguida, la regla de la cadena en la derivaci

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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dx B dx  dFy(z)

T=x2 T=x2

de(ZL‘)
dx

T=x9 T=x9

En la segunda igualdad se utdiia regla de la cadena.

A continuacdbn haremos uso de las relaciones que existen entre los dos puntos
fijos —ya establecidas @s arriba—, para relacionar la derivadasen= z, con
aquella enc = ;.

d Fy(z) dx d (z) dx
Agqui hemos reemplazadb,(Fy(z)) evaluado ene,, por Fy(z,), de acuerdo a
las propiedades de la doble itef@ti Enseguida, con el objeto de dejar todo el

téermino de la derecha en fudai dez;, realizamos un cambio al inverso del caso
anterior:

r=x9 T=x9 r=x1 T=x2

d(x) N dx R d(zx) _— dFy(x) N
Lo que hemos logrado hasta ahora es que:
dF{(x) _ d F, (Fy(x)) d Fy(x)
dv |,_,, dFy(v)  |,—,, d(@) |,y ’
utilizando nuevamente la regla de la cadena:
AFR(x)|  _ dFy(Fy))

dx R dx o—ry
Finalmente:

dF (x) d F{ ()

dl’ T=T2 B daj T=X1

Con este resultado hemos demostrado que la derivada de larfundir), eval-
uada en los puntas, y -, tiene efectivamente el mismo valor y que por lo tanto
las inestabilidades de estos puntos al vdrigliecta simuineamente a ambos.

Lo mismo sucede edrdenes ras altos, ya que tanmdm en esos casos la inesta-
bilidad se instala en ambos puntos. El ejercicio propuesto al final de estarsecci
ilustar esta afirmaon.

VI.1. ECUACION LOGISTICA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Ejemplo

Demostraremos la igualdad entre las derivadas de la doble @eratiiizando
un método nas corto y formal.

Utilizando las igualdadeB?(z1) = x1, FZ(x2) = o,y Fy(21) = x9, Fy(22) =
x1, tenemos:

F ' (x1) = Fy' (Fy(1)) By (21) = Fy'(22) By (21) = F ' (02).
Ejercicio
Sizq, s, ...T, forman un n-ciclo, tal que:

T, = F(z,), parar =1,2,..,n— 1, ytalque z; = Fy(z,),

Entoncescada unade ellos es un punto fijo d&”(z) con derivadas ienticas, es
decir

fr:an(fr) y Fgl(jr),:FgL(jl)/:"' :Fgl(j”)/'lj

Resumiendo: al aumentar el valor de |F;,(z)’|, aumenta hasta superar —en
valor absoluto— a la unidad y desaparece la estabilidad. En este punto l@iteraci
se aleja dex. ¢ Clainto se aleja? Esto se determina por la conduct@(aéx), la
doble iteracdn. Como se ve en la Figura correspondiente. Note que en la bifur-
cacbn ocurrida al aumentdr, aparecen tres puntos fijos, pero aquel ubicado en
el centro es inestable y aquellos de los extremjog z} son estables: su derivada

2/
B ()] < 1.

Para este nuevo valor deaparece la estabilidad en y z, y la iteracbn es
atraida hacia dichos puntos. Al seguir aumentarddecada vez con variaciones
mas pequias en su valor;; y z, se tornan inestables y debemos considerar el
comportamiento de la cuarta iteraniF,> o £ = F*) y ad sucesivamente
hasta que la iteragh cesa de oscilar entre uamero finito de valores y comienza
a recorrertodoslos valores que le son permitidos, sin repetirlos, en este punto
decimos que el comportamiento de la ecadogdstica se volvd cabtica. (La

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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iteracbn no se detiene en un punto fijo sino recorre un tramo sin repetiaming
nimero en especial). Para ciertos valores muy particulares (3.84 ... por ejemplo)
la iteracbn repentinamente adquiere una periodicidad triple, que corresponde a
los puntos fijose = F}2. Al variar muy lentamenté, se aprecia la aparim de la
misma estructura con que se ifi@l giafico para > 3. Debido a este fé@imeno

se dice que esta ecuanitiene una estructura deactal. Consiste que entre dos
nimeros cercanos dese repite la estructura de bifurcaciones que se observa en
el grafico global dé versus puntos fijos.

Al final de esta secon daremos una ideaas cuantitativa de esta idea.

Figura VI.13:

VI.1. ECUACION LOGISTICA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



289

Fisica Moderna

!

b

{
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Figura VI.15:
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VI.2. Dimension Fractal

En la Figura que se incluye, aparece undegie la costa de Noruega. El prob-
lema que se plantea es mediftao de la inea costera. El atodo propuesto por
Mandelbrot es el siguiente: construya unos cuadrados de)lgdon ellos cubra
toda la costa, sin excluir nidig tramo. Repita esta operaniun rumero grande
de veces, siempre disminuyendo el valoryd€&inalmente, grafique el logaritmo
del nimero de cuadrados versus el logaritmo del valor deldadid cuadrado cor-
respondiente. Suponiendo que @tado converge, calcule la pendiente de la recta
obtenida, el resultado g®r definicbn la dimensbn fractal de laihea quebrada.

-

o
4

-

Figura VI.16:

Esta definiabn tiene sentido porque coincide con el valor esperado para las
figuras georatricas conocidas: punto$néas rectagreas..

VI.2. DIMENSION FRACTAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Se denomina fractal porque —siendo una extansie la idea de dimertsi
usual—- su resultado puede ser uwmmero fraccionario.

Uno espera que esta defiriini sea de inté&@s en casos como el uriaé¢a que
ocupa una re@in finita del espacio pero tiene un largo infinito.

La definicbn dedimensbn fractales:

p;m{w},

e—0 | In(1/¢)

dondecs es el tam#ao de la cel-
da a usar en la medida ¥ (¢)

el numero de celdas utilizadas
al cubrir el objeto.

35k L(&)=as'""
D = 1524001

log,,[ L{8) (km))

3.0 L [ !

Otra forma de establecer .
esta dimengin es decir que oM ey 0
el nimero nmnimo de celdas
(N(g)) de lados necesario para
cubrir un conjunto de puntos
valfa Com%*D_ Figura VI.17:

Ejemplo

Calcule la dimensin fractal de un punto una recta y area y compruebe que
se obtienen los valores conocidos.

a) En el caso de un puntd/(e) = 1; para cualquiet basta con un cubo. Como
In1=0, = D=0.

b) Para unaihea, el dimero de trazos de largees:

L In L In1
Ne) ==, = D=2 nl/e

= =0+1 Si 0
5 In 1/{—:+ln 1/e +5 T
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c) Para una superficie elmero de cuadrados &g (c?), si el valor delarea esA:

2
D — lim In A/e

= D=210
e—0 In 1/e

Hasta aqu no hay nada nuevo y esta defidiciaparece como una exp@simas
engorrosa de un resultado conocido.

Ejemplo

Calcule la dimensin fractal del conjunto de Cantor.

1, g

29 /3 2/3 1

3079 279 Ans 2/3 7/9 8/9 1
Figura V1.18:

El conjunto de Cantor es un conjunto infinito de puntos desconectados cuya
dimensionalidad vaa entre O (un punto) y 1 (unaika continua).

Se construye de la siguiente forma:

Dado un segmento de lardg se procede a dividirlo en tres tramos iguales y
eliminar el central. Se repite esta opeéachasta infinito. El valor de la dimeidsi
fractal para este caso, suponieride- 1, es:

VI.2. DIMENSION FRACTAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 293

D=1 = — ~ . O
b In3® In3 0,63

Ejemplo

Calcule la dimengin de la figura de Koch. Esta figura triangular tiene un largo
infinito y ocupa un espacio finito. Uno espera que su dinggnséa mayor que la
unidad y menor que dos.

Para construirla se procede en forma similar al caso anterior: un segmento de
largo L, se divide en tres tramos iguales, se desprende el interior y en su lugar se
instala un par de lados del mismo largo que el que se desprdndinando un
angulo des0° entre ellos.

Figura VI.19:
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) = gm
3m)

D=1 =— ~ 1,260
ngrololniin In 3 26

VI.3. Atractores Extranos

Al estudiar la ecuadin logstica encontramos que para ciertos valores, g
sistema se establecen dos puntos fijos, cualquiera fueran los puntos iniciales.
Este es urtractor. Lo mismo podemos afirmar a medida que van apareciendo las
bifurcaciones.

Un atractor extrdio tiene las siguientes
dos caractésticas:

a) Es una atractor en un sentidasmgen-
eral que el re@n mencionado: todas las
orbitas que parten de una cierta Gyfini-
ta del espacio de fase son atraidas en forma
asinbtica —es decir cuando— oo—, hacia
un valle de atracéin que tiene una estruc-
tura compleja. El atractor el snismo no
permite ser dividido en regiones: la trayec-
toria frecuenta cada uno y todos los puntos
del valle a medida que transcurre el tiempo.

Figura VI.20:

b) El calificativo deextraho hace referencia a la sensibilidad demostrada a la
variacbn en las condiciones iniciales. A pesar de la conttacen volumen que
los caracterizaésta no implica que todas las longitudes sufren un acortamiento,
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puntos que inicialmente se encontraban arbitrariamente cerca llegan a estar expo-
nencialmente separados en el valle atractor para tiempos suficientemente largos.

Estas son las condiciones que debe
cumplir un atractor para ser llamado ex-
trano. Todos los atractores exfi@s cono-
cidos tienen dimenén fractal. Estdiltimo
concepto seéx definido n&s adelante.

En realidad el proceso de contramties
complejo, simuineamente existe un dobla-
miento de la superficie inicial que ubica co-
MO Vvecinos a puntos que inicialmente se
encontraban desconectados. En este sentido
este es un proceso disipativo.

V1.4. Mapeo de Lorenz

El meteoblogo E. Lorenz estaba intere-
sado en el estudidel problema de la con-
veccibn de un fluido entre dos placas parale-
las que se mantienen a temperaturas difer-
entes.En 1963 publicun trabajo en el cual
analizaba el comportamiento de un conjun-
to de tres ecuaciones diferenciales ordinar-
ias cuadaticas y acopladas. Las tres vari-
ables contenidas en estas ecuaciones rep-
resentaban la temperatura (dos de ellas) y
la velocidad. Los pametros que aparecen
en ellas sons el nUmero de Prandtl; el

Figura VI.21:

Figura VI1.22:

numero de Reynold$, el paametro de aspecto de las placas utilizadas en el ex-

perimento. Todos estos [@netros son positivos.

Despes de un adlis de las ecuaciones hidrodimicas asociadas a este prob-
lema, Lorenz logd reducir el problema a un conjunto de tres ecuaciones, que se

incluyen a continuaéin:

Universidad de Chile
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T = o(y—ux),

Yy = —xz+rzr—y,

z = xy—>bz.
El volumen inicial del fluido se contrae en a medida que el sistema evoluciona,
como se demuestra a continuaci

V-V=—(c+1+b), dondeV eslavelocidad del sistema.

Los valores de los pametros utilizados en las figuras que se muestran correspon-

8

—, r =28

3
Los puntos fijos de este sistema dependen de los valores de &aqiens,

como se especifica a continuaei

denao =10, b=

r=y=2=0, para0 <r < 1.

El origen es elinico punto fijo y tiene una estabilidad hipélica. Enr = 1, uno
de los atractores es nulo y los otros dos sdny —(1 + ¢). Como todas las
cantidades son positivas, los atrctores son estables.

Sir > 1, aparece una bifurcam y los nuevos valores de los puntos fijos son:

r=y==+br -1 2=r—1.
Estos puntos fijos no triviales son estables para

o(c+b+3)

l<r<r, conr= .
r r, r 0—b—1)

Parar > 7, todos los puntos fijos son inestables. Para los valores establecidos
b=28/3y o =10, se obtiene ~ 24, 74. Los diagramas e&h hechos con = 28.
A pesar de ser inestables el diagrama de fase es complejo, aparece una trayectoria
cabtica que oscila entre dos espiras sin repetivriuta:
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Figura VI.23:

A continuacon se incluye un
esquema que indica los caminos
gue pueden seguir ladrbitas
mientras se dan vueltas alrede-
dor de este atractor exira.

Otra alternativa para analizar
las orbitas consiste en graficar
Zp11 versus zg, dondez; cor-
responde al &ximo valor dez Figura VI.24:
en cada una de las vueltas que
describe en el espacio: es una
sucesbn de naximos dez;, para

r = 28, que se obtienen con
de
0.
dt
La estructura que se obtiene es la que aparece en la siguiente Fiqsrab®jo

se incluye un modelo &s simple, un tdngulo, que modela este comportamiento.
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Figura VI.25:
LY
:lll z,"-’-’f
L0 :":’f.-'::
!u -'Hﬁj . .,E -
w e M,
Figura VI.26:

Este mapeo de Poincare realizado en el
sistema de Lorenz permite presumir que
éste es un sistema @é#o, ya que el sis-
tema nads simple propuesto como alterna-
tiva al grafico z;,, versus z, €l triangulo
lo es parax > 1. Las ecuaciones del mapeo
triangular son:

| ax,, xn€l0,1/2], M
T T a(l = 3),  aeel/2,1]
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En resumen, para los anetros utiliza-
dos aqii , la trayectoria es muy sensible a
los valores que tomen las condiciones iniciales, es deaia@ica. Ademas es
atrdda a una re@n del espacio de fase y de acuerdoatulo realizado el vol-
umen de este atractor se contrae a cero. Esto indica que el volumen del flujo del
sistema tridimensional de Lorenz genera un conjunto de puntos cuya dimessi
menor que tres. Uno puede pensar que la dindensdrrecta es dos, sin embargo
de acuerdo al teorema dR@incare—Bendixsofgue nosotros no hemos incluido
agu) esto es imposible. Usando la defidicide dimengin fractal que estudi-
aremos en otra se@si, se puede demostrar en forma r@ita que la dimenén
correcta de este sistemacces- 2, 06.

VI.5. Mapeo de Henon

Este mapeo puede ser considerado como una eg@tebsilimensional de la
ecuacbn logstica. Las ecuaciones que lo rigen son:

— 2
Tyl = Yo+ 1—axg,

Yn+1 = b Tn

Los paémetros toman el siguiente rango de valotes:0, 0 < b < 1.

Entre sus propiedades podemos destacar que es invertible, podemos expresar
Y, Y x, enfuncondey, 1y z, 1.

Veamos el Jacobiano de esta transforimaci

J— O Trs1, Yns1) _ ‘ —2ax, 1 ‘

@, yn) b 0

sib > 0 sabemos que érea encerrada por esta transforroace contrae. Los
atractores tienearea nula.

Es instructivo incluir aqu el efecto que tiene esta transforn@ctisobre una
figura como una elipse por ejemplo. Descomponemos la transfarmaeiHenon
en tres transformaciones sucesivas, definidas con ldlletra
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Preservad@n de Area
Tl a2 = xZ,
y = 1—az?+y.

Contraccbn en el eje x
Ty: 2" = ba,
yl/ — y/'
Rotacbn en 90 grados
T3 : x//l — y//’

" "
= —XT.

Los puntos fijos se determi-
nan en la forma usual:

yn+1—axi =2, bx,=1y,.

La solucbn de estas ecuaciones
da el siguiente resultado:

1
vy = 5A-(1-b)[(1-b)+4a]'"},
Yy = bxl.
La estabilidad de estos puntos
se especifica a continuaaci:

(2", ba")

es siempre inestable,

(2%, bz%)

. )
es inestable gi> Z(l —b)2.

-
-

,)_

(
\

AN
RN
&

—
e

e

AN

Figura VI1.28:

Los resultados nuéricos incluidos agucorresponden al caso= 0,3y a =

1,4.

VI.5. MAPEO DE HENON
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A modo de curiosidad incluimos, sin explicaciones, la existencialteenos
universales: ameros gque se repiten en distintos modelos que contienen caos. La
aparicbn de estos mmeros tiene una interpretaai geongtrica. Aqu solo in-
cluiremos la receta.

En el mapeo de Henon,&i> a; = 0,3675 los puntos fijos se tornan inestables
y aparece un desdoblamiento del periodo. Para> a, = 0,9125 el 2-ciclo
se torna inestable y aparece un 4-ciclo, ¥ ascesivamente. Con el conjunto
de valores donde aparece el desdoblamiento, se puede obtener una ez
georrétrica que converge a urimero universal:

In ZAn-1 _ 4 6691. (V1.2)
Gp4+1 — Ap

Este es eimismo rimeroque se puede obtener usando el mapetstmg y
relacionando los distintos valores tleque provocan un desdoblamiento de los
puntos fijos en esa ecuaai. Por esto estelmero, denominado por conveanid
se le llama universal. Mencionamos esta propiedad como una curiosidad, mayores
detalles y la existencia de otraumero universal, puede ser encontrada en las
referencias dadas.
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Figura VI1.29: El mapeo de Henon, en el rango
de a mayor que 0,3675 adquiere un estructura
como la que se indica en la Figura. Al aumentar
la resolucdn de la iteradn, aparece un conjun-
to de tresineas que vuelve a repetirse al seguir
aumentando la resoluan.

V5. MAPEO DE HENON Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 303

L o

0ie

Figura VI.30: Se muestra la estructura de tres
lineas obtenidas al aumentar la resduacde

la iteracbn. estasiheas estn escondidas en el
grafico anterior debido allimero de decimales
usados.

La dimensbn fractal asocia-
da a este mapeo es = 1,26
para los valores de los g@ne-

trosa =1,4yb=0,3. |.‘=:-,'

L =% (LI

T -\.\_\_\‘I‘

lt‘hh?-h h e,

e ~Em
VI.6. Exponente de TNy
Liapunov NN

o L )
VI.6.1. Separacdn deorbitas
Dos trayectorias inicialmente

cercanos, al evolucionar en un . _
sistema no-lineal comienzan a Figura VI.31:

separarse.

Si lasérbitas iniciales son es-
tables, y el sistema es integrable (se conoce una solesiacta) la distancia entre

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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ellas aumenta linealmente dentro del espacio de fase.

En un sistema no-integrable, uno debe hacer la simaracunerica. La ex-
periencia indica que para ugbita regular (en oposich a cética) la distancia
tambén crece linealmente en el tiempo.

Ejemplo

El oscilador que se muestra a contin@gcse denomina la cadena de Toda.
Los resortes tienen una rigidez exponencial, pero para pegudesviaciones se
comportan como un resorte normal. Este es un sistema altamente no-lineal. Se
incluye al final de esta se@ri un géfico de la separamn entredrbitas cercanas.

" WWA

Figura VI.32:

Aproximacbn lineal:

2

| 1 2 x%
1-1’14-7+1+($1—$2>+§<$1—$2) +1+$2+?

V1.6. EXPONENTE DE LIAPUNOV Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 305

=LogD

[ R T T |
- O M &=

s a0 400 150 200 250
. Tiempo
D=separacian de las drbitas

Figura VI.33: El g&fico de la izquierda repre-
senta la separamn de dosorbitas en el regi-
men lineal. A continuaéin se acomg#a la sep-
aracbn como ocurre en el regimena&o. En
este caso debe utilizarse una escala libgeca.
La separadn es exponencial.

En cambio en el &gimen
cabtico hay un crecimiento ex-
ponencial de la distancia entre

dosorbitas en el tiempo. Sl

Si existe un tami@o maxi- 2000 & J\I,!F}
mo del espacio de fase, la dis- . il gy
tancia alcanza un &ximo vy = _LL[';-;;_._!J‘!“"}"]‘.!.' i
posteriormente larbitas se- 10008 | | l df’liﬁ_ L |
mejan dos trayectorais sin otra [ /Jh]h'p' | |
relacbn que el azar el espacio a0 11l I
de fase. wotl NP

1
Existe un exponente, llamado " e computen unms

exponente de Liapunov que caracteriza este alejamiento@bitas en regimen
cadtico (eM)
Figura V1.34:
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Para estudiarlo primero fijamos ugbita : 2*(¢) y a continuadn consid-
eramos una segundabita como una perturbamm de la inicial :z*(¢) + u(t),
conu(o) pequéo. Uno experimenta con varios valores:e). Los resultados
numeéricos obtenidos indican que el valor deno depende - dentro de fluctua-
ciones estddticas - del valor de(o), en otras palabrak caracteriza a lérbita
*(t).

Por otra parte un mismo valor decaracterizaodaslas 6rbitas de una regn
cabtica. \ representa de este modo una velocidad de separpobmedio de esta
region cabtica.

Diferentes regiones 6ticas, desconectadas, tienen en general distintos valores
de .

VI.6.2. Exponente de Liapunov

Una forma de diagnosticar el caos, como séafeen la sec@n anterior, es
midiendo la separadh entredrbitas que inicialmente se encuentran muy cercanas.
Para cuantificar esta sepa@tidefinimos la siguiente exprési:

ox(t) ~ |0z(o) e
A= lim an 0z(t)
t—oo ¢ dx (o)
En el caso de @s de una
dimenson, A se define como

el exponente de Liapunov as
grande del conjunto.

, o0x(o) —

ik
A > 0 garantiza la existencia X Y2y

de caos.

La idea fasica es que peqias desviacionesi (o)) en los datos iniciales son
aumentadas en forma exponencial en la itéracDe esta forma unarbita $lo
puede ser calculada para tiempdales que se cumple la siguiente desigualdad

02(0)|e* << L, Figura VI.35:
L = dimenson del espacio de fase donde ocurre este movimiento.
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Exponente de Liapunov (iteracbn unidimensional)

La idea es la siguiente. Calcule ubebita exacta partiendo de un puntg,
de manera que podamos evaluar distintas derivadas en torno abdiitaa En
seguida comience con un punto cercapé iz, Yy linealice el mapeo alrededor de
la 6rbita de referencia. Evia¢ la separadn entre ellas de acuerdo a la expoesi
gue obtendremos a continuani

N X (%)
—— & — N -ITQY"GI:CNH&&, & e
20 ﬁ O—i)
X Ko+ 8%, X X, +5><V,

Figura VI1.36: Definicon giéfica del coeficiente de Liapunov.

De acuerdo a la definionh indicada en la Figura, podemos obtener
e N — | fN(z, 4 ) — V()]

despejandad (z,) de esta expreg8nh y tomando —formalmente—, ldsiitese — 0
y N — oo, obtenemos la exprdési para el coeficiente de Liapunov propuesta al
comienzo.

, , |fN(xo+5)_fN(x0)|
it 00 L

Azo) =

Y

d fN(xo)

Az,) = lim (1/N) In T

N — o0

Zo

se entiende que las expresionesiesvaluadas en,.

De acuerdo a laregla de la cadena:

dfNx
dx

dfN-1 df
><di72 x...xdxo )

ITN-—-2

_dfN(z)
- diq

TN-1 TN_1
Zo
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de esta forma

d fN(xo)

X

N

= lim In Hﬁlmz lim ) In

N — o0 dl’ifl N —o0 ©

To i=1

d f(wi1)

dxi_y

lim In
N — oo

Esta es la expresn para el exponente de Liapunov:

xT*

N
.1 /
A= ]\}1_120 N E_l In |f ($Z~_1)

Empricamente se ha encontrado quéslite existe y que es independientexge

A describe la separam exponencial de daxbitas cercanas
16z N | ~ [0z,
limite fisico para\

_ Infla — bJ/[d,|]

3 : donde |a —b| ~ |dz,|e*?.

N <<

gue corresponde al tiempo de relagatilo que se demora el sistema en perder
toda la informadn que inicialmente pose’ia.

Dos dimensiones

En el caso de un sistema que tenga dos grados de libertad, debemos encon-
trar los autovalores de la matriz de2 que representa la parte linealizada de la
evolucbn y determinar si al menos uno de ellos es positivo. En este caso el mapeo
es catico. Si ambos son positivos, definimos como el exponente de Liapunov al
mayor de ellos.

A continuacon incluimos un ejemplo para ilustrar estétado.

El sistema est caracterizado por las dos ecuaciones que se incluyen a contin-
uacbn:

Tn41 = f(xrwyn)

Ynt1 = g(xm yn>
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Calculamos, en general n@mcamente, unarbita exacta. Linealizamos alrede-
dor de est@rbita exacta(z,,y,) — (z1,y1) — (22,42) — ---, de esta forma
el error de propagagn es:

0X,1 = A,60X,, donde

of of
5 oxr, Oy,
0X, = ( 5 " ) y A, = , es la matriz de Jacobi.
g Oy By
oxr, Oy,

A,, se evdla para cada iteradm en el puntqz,,y,) en la trayectoria exacta.
En forma similar al caso anterior unidimensional, calculamd&s en funcbn de
0X,:

0X, =A, 1A, 2 A0X, = J,0 X,.
El indice de Liapunov estardado por los autovalores de la matfjz

det|J, — u(n)I| =0,

sin embargo estos autovalores dependen @ielano de iteraciones, puesto que

la matriz cambia de acuerdo alimero de iteraciones. Sin embargo, se puede
esperar una convergencia de estos valores propios y, en este caso, los exponentes
de Liapunov se definen como:

pi(n) ~ €™ con n— oo, talque

1
Ai ~ —In p;(n) con n— oo.
n

Ai > 0 = expangbn de pequigasareas a lo largo de;(n), el vector propio
asociado con este valor. Alogamente) < 0 implica contracd@n en dicha di-
reccon.

La suposiobn que p;(n) ~ )™ no es necesariamente correcta, uno debe hacer
los clculos en un ejercicio concreto para verificar que es posible expresarla en
esta forma.

Como lasareas transformam\ A,, = det|J,,|AA,, dondeA A, es aldgin elmen-
to dearea escogido al inicio. Como dét = p; 12, entonces

AAn _ ein()\l—l-)\z) AAO
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A+ X =0 : preservaehrea,
A1+ A2 <0 : contraccbn delarea.

VI.7. Ejercicios

1.— Usando el riatodo gafico —es decir, ap@ndose en las propiedades de la
rectay = x—, determine el rang@ dentro del cual el sistema que representa
la siguiente ecuadih permanece estable.

S xn€l0,1/2],
LT a(l— ), za€[l/2,1]
2.— Dadalaecuadnz,, = f(z,) = Az, (1 — z?2), encuentre:
a) El valor der para el cual ocurre el aximo de la fundn f(x)

b) Indigue el valor raximo que puede tomat, para que en la iteramn
x, NO se salga del rango

establecidoz € [0, +1].

c¢) Calcule los puntos fijos de esta ecuecy el valor de A para el cual
estos puntos se tornan inestables.

3.— El mapeo de Lorenz éstlefinido mediante las siguientes ecuaciones:

T = —ocx+oy,

—TzZ+Trr—Y,
z = xzy—bz con b>0.
Encuentre: a) los puntos fijos, b) determine su estabilidad endiurug!

palametror. Demuestre que para un valor determinadordao existen
puntos fijos estables. Determine el valorrden funcbn deo, b.
- =

:-7):

encuentre el valor de que determina la estabilidad del sistema. Encuentre
el exponente de Liapunov para este caso.

4.— En el mapeo triangular:

Alz) = r (1_2 !
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5.— Considere la transformaci tipo tiendél,:

2ux para 0<z<1/2
Tu(x) =
2p(1—2) para 1/2 <2x<1

a) Paralosrangos: < < 1/2,1/2 < pu<1y1 < pu < 2, encuentre los
puntos fijos y su estabilidad.

b) A partir del diagrama de la primera iteranj dibuje esqueaticamente

el diagrama parT,EQ). Se recomienda estudiar inicialmente el case 1.
Usando este @fico infiera el imero de puntos fijos que existen en este
caso.

c) Encuentre los puntos fijos para una ite@miiobleT,ﬁQ). Compare con los
valores de la iteradn simple y deduzca su estabilidad.

Koch's Curve: 0:%—" - 1.2618

Figura VI.37:
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Figura VI.38:
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Figura VI.39:
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