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VI.1.2. Cómo se genera el doblamiento de perı́odo . . . . . . . . 275

VI.1.3. Estabilidad de los puntos fijos . . . . . . . . . . . . . . . 278

VI.1.4. Propiedades de la doble iteración . . . . . . . . . . . . . 284
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Caṕıtulo VI

Caos

VI.1. Ecuación Loǵıstica

La siguiente ecuación es conocida como la ecuación loǵıstica:

dN

dt
= [B(N)]−D(N)], donde: (VI.1)

B: tasa de nacimiento

D: tasa de mortalidad

N: # de habitantes.

Esta ecuación tiene su origen en un modelo propuesto para cuantificar las varia-
ciones en el ńumero de un grupo de seres vivientes. En general la población de un
grupo de animales es afectada por los cambios que ocurren en su medio, ya sea
por de falta de alimento, exceso de población, depredadores...etc.

En muchos sistemas biológicos, sociales y económicos, esta ecuación no se
puede aplicar directamente porque existen variables que obedecen a las estaciones
del ãno o a ciclos temporales pre–establecidos. En estos casos el tiempo no es una
variable continua.

Si definimos el intervalo de tiempo∆ t como la unidad de medida para el tiem-
po, entonces la ecuación loǵıstica se transforma en:
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dN(t)

d t
≡ Nt+1 −Nt

∆ t
= Nt+1 −Nt = Bo N(t)−DoN

2(t),

donde hemos supuesto que la tasa de crecimiento de la población es directamente
proporcional a la población actualB(N) = Bo · N , y la tasa de mortalidad pro-
porcional al cuadrado de la población:D(N) = Do · N2, entonces:

N(t + 1) = N(t) + Bo N(t)−Do N2(t),

N(t + 1) = [Bo + 1] N(t)−DoN
2(t),

Definiendo b ≡ [Bo + 1], Do ≡ c, tenemos

N(t + 1) = b N(t)− c N2(t), redefiniendoN(t) ≡ b

c
x(t) :

x(t + 1) = b [1− x(t)] x(t)

Estaúltima es la forma cańonica de la ecuación loǵıstica, y la que nosotros uti-
lizaremos a continuación.

Cuandox(t+1) toma la formaxt+1 hablamos de unmapeoen lugar de un flujo.

Para llegar a esta expresión, tuvimos quemodelar la tasa de crecimiento de
la poblacíon de un cierto tipo de animales. Por ejemplo, supusimos que la tasa
de crecimiento era directamente proporcional a la población del instanteN(t).
Analogamente, la tasa de mortalidad la supusimos proporcional al cuadrado de la
poblacíonN(t)2. Estos son supuestos que describen, en primera aproximación, el
comportamiento de algunos grupos de animales. Tiene además la ventaja de tener
un comportamientos bastante más complejo de lo que uno se imagina.

La importancia de esta ecuación radica, como ya se mencionó, en la riqueza y
generalidad de sus resultados. Las propiedades que aparecen con esta iteración,
se repiten en otras ecuaciones que no tienen gran semejanza conésta. Laúnica
condicíon que debe cumplirse para obtener un comportamiento similares, es que
la función estudiada tenga segunda derivada negativa en la vecindad del máximo.

Si graficamos el mapeoxt+1 = f(xt), se encuentra que la conducta depende
fuertemente del valor que toma el parámetro b. De hecho,

• si 0 < b < 1 , xt → 0 con t ↑ rápidamente

• si 4 < b , xt → +∞ con t ↑
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Ejercicio

Demostrar (o dar un argumento de plausibilidad) que justifique las dos afirma-
ciones anteriores.

Figura VI.1: La recta que aparece en la Figura,
constituye una herramienta muyútil para rep-
resentar el mapeo de la ecuación loǵıstica en
forma gŕafica. Se incluye la función x(t) para
distintos valores deb.

Nos restringiremos a valores
del paŕametrob comprendidos
entre1 < b < 4. En esta regíon
es donde ocurre la parte intere-
sante de esta función. En conse-
cuencia:0 ≤ xt ≤ 1 , ∀t . De
esta forma el mapeo copia el in-
tervalo[0, 1] → [0, 1]. El teo-
rema del punto fijo, garantiza
que en estas condiciones existe
un puntox tal quex = f(x).

Veamos gŕaficamente donde
sucede esto. Los puntos fijos
est́an determinados por la in-
terseccíon entre la ĺınea recta
que bisecta el primer cuadrante:
y1 = x y la paŕabola y =
b x (1− x).

El valor de este punto fijo
x̄, se obtiene igualando ambas
ecuacionesy1 = y:

x̄ = b x̄ (1− x̄) ⇒ x̄ = 0, x̄ = 1− 1

b

b = 1 ⇒ x̄ = 0 b = 2 ⇒ x̄ = 1/2

b = 4 ⇒ x̄ = 3/4

El máximo de la iteracíon se produce parax = 1/2

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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df

dx
= 0 = b− 2b x ⇒ x =

1

2
.

Para valores deb < 3,6 el sistema oscila con perı́odos 2, 4, ... . Estos puntos
se llaman atractores”. Parab > 3,6 el movimiento dext+1 en el gŕafico se torna
cáotico, pierde la periodicidad. Sin embargo existen islas, por ejemplo enb =
3,84... se produce un movimiento periódico conT = 3.

Figura VI.2:

VI.1.1. Método gráfico para iterar la ecuacíon loǵıstica

Examinemos gŕaficamente el comportamiento de la ecuación loǵıstica,xt+1 =
Fb(xt), utilizando la bisectrizy = x. El punto de intersección de ambas curvas es
el punto fijo. Para determinar el punto siguiente se opera de la siguiente forma:

• se ubica el punto de partida en el eje x y se levanta la vertical hasta alcanzar
la curva proveniente de la ecuación loǵıstica,

• desde dicho punto, se traza una horizontal para llegar al eje vertical y ası́
determinarx(t + 1).

• A partir de este punto se traza la horizontal hasta llegar a la bisectrizy = x.
Con esto determinamos automáticamente la posición dex(t + 1) en el ejex.
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Figura VI.3:

•Desde esta intersección trazamos una lı́neavertical(hacia arriba o hacia abajo,
dependiendo del caso) hasta tocar la curva logı́stica. Con esto hemos determinado
x(t+2). Ahora se vuelve al segundo punto de esta iteración, y aśı sucesivamente...

En resumen: a partir de un punto de la ecuación loǵıstica siempre se debe trazar
una horizontal buscando el eje ordenado. Del eje ordenado siempre una horizontal
buscando la bisectriz. De la bisectriz siempre una vertical para interceptar la curva
loǵıstica.

VI.1.2. Cómo se genera el doblamiento de perı́odo

En el gŕafico de la Figura, al aumentar el parámetrob, lentamente el punto
fijo (estable)x̄ se desplaza y la pendiente de la curva comienza a ubicarse en la
vecindad de(−1). Al continuar aumentandob, logra alcanzar este valor(−1). En
ese instante, como se indica en la Figura, desde cualquier puntox(0) que uno
comience, después de un cierto ńumero de iteraciones se queda atrapado en el
rect́angulo que se indica.P y Q se ubican en una lı́nea perpendicular ay = x, de
forma que su intersección cony = x sea el punto medio dePQ. EntoncesPQ
son los v́ertices de un cuadrado y las ordenadas correspondientes son los puntos
entre los que oscilaFb(x). Se incluyen otras figuras a continuación para ilustrar

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias



276 Nelson Zamorano H. versión de 23 de agosto de 2004

Figura VI.4:

cómo opera este mecanismo y qué sucede con la doble iteración, que es el tema
de la siguiente sección.

Ver Figuras extráıdas de Los Alamos Science 1, 4-27 (1980) Mitchell J. Feigen-
baum,Universal Behavior in Nonlinear Systems.
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Figura VI.5: Se muestra el punto fijo estable, en la figura superior y el mismo
punto en la doble iteración. tambíen es estable. La iteración converge al punto
fijo desde cualquier punto inicial.

A continuacíon estudiaremos laestabilidad de los puntos fijosy como el sistema
evoluciona desde un punto fijo hacia otro par de puntos fijos y ası́ sucesivamente
hasta tornarse caótico.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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Figura VI.6:Al aumentar el valor de b, la iteración se torna inestable. Demora en
alcanzar el punto fijo. En la doble iteración, la pendiente en el punto fijo alcanza
el valor cŕıtico: pendiente unidad.

VI.1.3. Estabilidad de los puntos fijos

Para estudiar la estabilidad debemos operar en forma similar al empleado en
los sistemas autónomos: se desarrolla la ecuación (o las ecuaciones, si hay más de
una) en serie de Taylor alrededor del punto fijo, se trunca el desarrollo en serie al
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Figura VI.7:Al aumentar b, el punto fijo de la iteración directa se torna inestable.
En cambio el de la doble iteración (cruce de la diagonal conf 2) es estable y la
iteración adquiere el perı́odo doble.

primer orden y se estudia cómo evoluciona la iteración. Si crece ŕapidamente, el
punto fijo es inestable. Al contrario si la iteración tiende asint́oticamente al punto
fijo éste es estable.

Procedamos con la iteración:

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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Figura VI.8:La doble iteracíon alcanza un equilibrio superestable.

Fb(xt) ≡ bxt(1− xt) = xt+1,

Como se quiere encontrar la estabilidad del punto fijo, usamos un desarrollo
de Taylor en su vecindad. Tomemos un puntox = xt cercano al punto fijo que
identificamos con̄x.
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Fb(xt) ' Fb(x̄) + F ′
b |x̄ (xt − x̄) + O[(xt − x̄)2],

Fb(xt) ≡ xt+1 ' x̄ + F ′
b |x=x̄ ·(xt − x̄),

(xt+1 − x̄) = α(xt − x̄),

(
α ≡ dFb

dx
|x=x̄

)
,

yt+1 = α yt, donde se definió yt ≡ xt − x̄,

yt+2 = α2 yt,

yt+n = αnyt ⇒
|α| < 1 ESTABLE

|α| > 1 INESTABLE

Figura VI.9:

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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Calculemos el valor deF ′
b para el punto fijo y aśı establecer el rango deb para

el cual los puntos fijos permanecen estables.

F ′
b = b− 2 b x,

F ′
b |x̄= b− 2 b

(
1− 1

b

)
= −b + 2,

F ′
b |x̄> 1, |2− b| > 1 ⇒ b > 3, INESTABLE

|2− b| < 1 ⇒ b < 3 ESTABLE.

Antes de llegar al valorb = 3, la iteracíon ŕapidamente se acomoda en un pun-
to fijo y se establece allı́ . Al superarb = 3 este punto fijo se torna inestable
y la iteracíon comienza a oscilar entre dos puntos fijos. Al seguir aumentando
lentamente el valor deb, comienzan a aparecer desdoblamientos sucesivos de los
puntos fijos. Finalmente desaparecen los puntos fijos, no mantiene la periodicidad
y comienzan a cubrir densamente el intervalo [0, 1]. Este es el régimen cáotico.

Figura VI.10:
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Fı́sica Moderna 283

Figura VI.11:

Dentro del ŕegi-
men cáotico vuel-
ven a aparecer ven-
tanas con puntos fi-
jos períodicos que
desaparecen al au-
mentarb, pero que
presentan una es-
tructura de desdoblamien-
tos similar a la men-
cionada para valores ḿas bajos deb.

Ejemplo

Analicemos ćomo evoluciona la ecuación loǵıstica en la vecindad de un punto
denominadosuperestable.

Un punto superestable es aquél que cumple los siguientes requisitos:

F ′
b|x̄ = 0, x̄ = Fb(x̄)

Se denomina superestable porque en el desarrollo en serie de Taylor es nece-
sario incluir t́erminos hasta segundo orden. Ocurre en los puntos fijos de las com-
posiciones de funcionesf(f(x)) o f(f(f(f(x))))..., que son precisamente el ori-
gen de las bifurcaciones y los doblamientos de periodo. M’as adelante incluiremos
otros gŕaficos donde se ilustran situaciones más complejas.

Fb(xt) = x̄ + F ′
b |x̄ (xt − x̄) + F”b |x̄

(xt − x̄)2

2
+ 0[(xt − x̄)3]

Fb(xt) ≡ xt+1 ≈ x̄ + 0 + F”b |x̄
(xt − x̄)2

2
,

xt+1 − x̄ = −β
(xt − x̄)2

2
, β ≡ −F”b |x̄, de esta formaβ > 0

pues, F”(x) < 0 para0 < x < 1.

yt+1 = −β

2
y2

t

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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La solucíon de esta ecuación es:

yt = −a2t

β
, (yo = −a

β
⇒ a) �

VI.1.4. Propiedades de la doble iteracíon

Para averiguar ćomo el sistema se aleja de un punto fijo y se establece en otros
dos puntos fijos, debemos estudiar las propiedades de la doble iteración, y en esta
ecuacíon imponer la condición de punto fijo. Las soluciones obtenidas correspon-
deŕan al par de puntos fijosx1 y x2 encontrados al iterar la ecuación loǵıstica para
un cierto valor del parámetrob. En seguida podemos aplicar los métodos gŕaficos
para estudiar la estabilidad de dichos puntos.

La ecuacíon de la iteracíon doble es:

F 2
b (xt) = Fb (Fb(xt)) = Fb(b xt(1− xt)) = b [b xt(1− xt)][1− b xt(1− xt)],

donde en láultima igualdad hemos hecho actuar el operadorFb(xt) sobre la expre-
sión bxt(1 − xt), obteniendo el resultado indicado. Olvidándonos de lośındices,
que en el siguiente paso son irrelevantes podemos considerar esta expresión como
una funcíon:

F 2
b (x) = b2x(1− x)(1− b x + b x2),

este es un polimonio de cuarto grado. Para encontrar los puntos fijos debemos
imponer quex = F 2

b (x) :

x = F 2
b (x) = b2x(1− x)(1− bx + bx2)

Como esta ecuación tiene una ráız trivial x = 0, se transforma en una de tercer
grado:

0 = − 1

b2
+ (1− x)(1− bx + bx2).

Este polinomio puede tener una raı́z real y dos complejas conjugadas o tres solu-
ciones reales. En la Figura se indican las raı́ces encontradas en forma geométrica.
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Figura VI.12:

En la Figura se indica
la forma de la doble it-
eracíon (izquierda) y de la
triple iteracíon (derecha).
Los tres puntos obtenidos
al interceptar la rectay =
x con la doble iteración
se obtienen tres puntos fi-
jos, incluyendo el origen.
Sólo dos de ellos son es-
tables.

¿Qúe sucede conF 2
b (x)

en la vecindad del punto
fijo de F 1

b (x) = b x (1 −
x)?

A continuacíon demostramos
que, en el caso de peri-
odicidad doble, es decir
cuando hay dos puntos fi-
jos, la estabilidad de am-
bos puntos cambia de la
misma forma en ambos.
La importancia de este resultado es que al variarb, la estabilidad deambospuntos
se destruyesimult́aneamente. De otra forma al variarb uno de los puntos per-
maneceŕıa fijo y el otro desaparecerı́a y de esta forma no tendrı́amos el feńomeno
del doblamiento de periodo.

Comencemos recordando las propiedades de los puntos fijos dobles:

F 2
b (x1) = x1 por otra parte F 2

b (x2) = x2,

tambi’en Fb(x1) = x2, Fb(x2) = x1.

Ahora escribamos la derivada de la doble iteración evaluada enx = x2, utilizando
expĺıcitamente la composición de funciones que se da en la doble iteración y, en
seguida, la regla de la cadena en la derivación:

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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dF 2
b (x)

dx

∣∣∣∣
x=x2

=
dFb (Fb(x))

dx

∣∣∣∣
x=x2

=
dFb (Fb(x))

dFb(x)

∣∣∣∣
x=x2

dFb(x)

dx

∣∣∣∣
x=x2

.

En la segunda igualdad se utilizó la regla de la cadena.

A continuacíon haremos uso de las relaciones que existen entre los dos puntos
fijos –ya establecidas ḿas arriba–, para relacionar la derivada enx = x2 con
aquella enx = x1.

dFb (Fb(x))

dFb(x)

∣∣∣∣
x=x2

d Fb(x)

dx

∣∣∣∣
x=x2

=
dFb(x)

d (x)

∣∣∣∣
x=x1

dFb(x)

dx

∣∣∣∣
x=x2

.

Aqúı hemos reemplazadoFb(Fb(x)) evaluado enx2, por Fb(x1), de acuerdo a
las propiedades de la doble iteración. Enseguida, con el objeto de dejar todo el
término de la derecha en función dex1, realizamos un cambio al inverso del caso
anterior:

dFb(x)

d (x)

∣∣∣∣
x=x1

dFb(x)

dx

∣∣∣∣
x=x2

=
dFb(x)

d (x)

∣∣∣∣
x=x1

dFb (Fb(x))

dFb(x)

∣∣∣∣
x=x1

.

Lo que hemos logrado hasta ahora es que:

dF 2
b (x)

dx

∣∣∣∣
x=x2

=
dFb (Fb(x))

dFb(x)

∣∣∣∣
x=x1

dFb(x)

d (x)

∣∣∣∣
x=x1

,

utilizando nuevamente la regla de la cadena:

dF 2
b (x)

dx

∣∣∣∣
x=x2

=
dFb (Fb(x))

dx

∣∣∣∣
x=x1

Finalmente:
dF 2

b (x)

dx

∣∣∣∣
x=x2

=
dF 2

b (x)

dx

∣∣∣∣
x=x1

.

Con este resultado hemos demostrado que la derivada de la función F 2
b (x), eval-

uada en los puntosx1 y x2 tiene efectivamente el mismo valor y que por lo tanto
las inestabilidades de estos puntos al variarb afecta simult́aneamente a ambos.

Lo mismo sucede eńordenes ḿas altos, ya que también en esos casos la inesta-
bilidad se instala en ambos puntos. El ejercicio propuesto al final de esta sección
ilustar esta afirmación.

VI.1. ECUACIÓN LOGÍSTICA Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Ejemplo

Demostraremos la igualdad entre las derivadas de la doble iteración utilizando
un método ḿas corto y formal.

Utilizando las igualdadesF 2
b (x1) = x1, F 2

b (x2) = x2, y Fb(x1) = x2, Fb(x2) =
x1, tenemos:

F 2
b
′(x1) = Fb

′ (Fb(x1)) Fb
′(x1) = Fb

′(x2) Fb
′(x1) = F 2

b
′(x2).

Ejercicio

Si x̄1, x̄2, ...x̄n forman un n-ciclo, tal que:

x̄r+1 = F (x̄r), para r = 1, 2, ..., n− 1, y tal que x̄1 = Fb(x̄n),

Entonces,cada unode ellos es un punto fijo deF n
b (x) con derivadas id́enticas, es

decir

x̄r = F n
b (x̄r) y F n

b (x̄r)
′ = F n

b (x̄1)
′ = · · · = F n

b (x̄n)′. �

Resumiendo: al aumentar el valor deb, |Fb(x̄)′|, aumenta hasta superar –en
valor absoluto– a la unidad y desaparece la estabilidad. En este punto la iteración
se aleja dēx. ¿Cúanto se aleja? Esto se determina por la conducta deF

(2)
b (x), la

doble iteracíon. Como se ve en la Figura correspondiente. Note que en la bifur-
cacíon ocurrida al aumentarb, aparecen tres puntos fijos, pero aquel ubicado en
el centro es inestable y aquellos de los extremosx∗1 y x∗2 son estables: su derivada
|F (2)′

b (x)| < 1.

Para este nuevo valor deb aparece la estabilidad enx1 y x2 y la iteracíon es
atráıda hacia dichos puntos. Al seguir aumentandob –cada vez con variaciones
más pequẽnas en su valor–,x1 y x2 se tornan inestables y debemos considerar el
comportamiento de la cuarta iteración F

(2)
b ◦ F

(2)
b = F

(4)
b y aśı sucesivamente

hasta que la iteración cesa de oscilar entre un número finito de valores y comienza
a recorrertodos los valores que le son permitidos, sin repetirlos, en este punto
decimos que el comportamiento de la ecuación loǵıstica se volvío cáotica. (La

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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iteracíon no se detiene en un punto fijo sino recorre un tramo sin repetir ningún
número en especial). Para ciertos valores muy particulares (3.84 ... por ejemplo)
la iteracíon repentinamente adquiere una periodicidad triple, que corresponde a
los puntos fijosx = F 3

b . Al variar muy lentamenteb, se aprecia la aparición de la
misma estructura con que se inició el gŕafico parab > 3. Debido a este feńomeno
se dice que esta ecuación tiene una estructura defractal. Consiste que entre dos
números cercanos deb se repite la estructura de bifurcaciones que se observa en
el gŕafico global deb versus puntos fijos.

Al final de esta sección daremos una idea más cuantitativa de esta idea.

Figura VI.13:
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Figura VI.14:

Figura VI.15:
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VI.2. Dimensión Fractal

En la Figura que se incluye, aparece un región de la costa de Noruega. El prob-
lema que se plantea es medir ellargo de la ĺınea costera. El ḿetodo propuesto por
Mandelbrot es el siguiente: construya unos cuadrados de ladoδ y con ellos cubra
toda la costa, sin excluir ningún tramo. Repita esta operación un ńumero grande
de veces, siempre disminuyendo el valor deδ. Finalmente, grafique el logaritmo
del ńumero de cuadrados versus el logaritmo del valor del ladoδ del cuadrado cor-
respondiente. Suponiendo que el método converge, calcule la pendiente de la recta
obtenida, el resultado espor definicíon la dimensíon fractal de la ĺınea quebrada.

Figura VI.16:

Esta definicíon tiene sentido porque coincide con el valor esperado para las
figuras geoḿetricas conocidas: puntos, lı́neas rectas,́areas..
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Se denomina fractal porque –siendo una extensión de la idea de dimensión
usual– su resultado puede ser un número fraccionario.

Uno espera que esta definición sea de interés en casos como el una lı́nea que
ocupa una región finita del espacio pero tiene un largo infinito.

La definicíon dedimensíon fractales:

Figura VI.17:

D ≡ ĺım
ε→ 0

{
ln N(ε)

ln(1/ε)

}
,

dondeε es el tamãno de la cel-
da a usar en la medida yN(ε)
el número de celdas utilizadas
al cubrir el objeto.

Otra forma de establecer
esta dimensión es decir que
el número ḿınimo de celdas
(N(ε)) de ladoε necesario para
cubrir un conjunto de puntos
vaŕıa comoε−D.

D ≡ ln ε−D

ln(1/ε)
= D.

Ejemplo

Calcule la dimensión fractal de un punto una recta y unárea y compruebe que
se obtienen los valores conocidos.

a) En el caso de un punto,N(ε) = 1; para cualquierε basta con un cubo. Como
ln 1 = 0, ⇒ D = 0.

b) Para una lı́nea, el ńumero de trazos de largoε es:

N(ε) =
L

ε
, ⇒ D =

ln L

ln 1/ε
+

ln 1/ε

ln 1/ε
= 0 + 1, si ε → 0

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias



292 Nelson Zamorano H. versión de 23 de agosto de 2004

c) Para una superficie el número de cuadrados esA/(ε2), si el valor deĺarea esA:

D = ĺım
ε→ 0

ln A/ε2

ln 1/ε
⇒ D = 2. �

Hasta aqúı no hay nada nuevo y esta definición aparece como una expresión más
engorrosa de un resultado conocido.

Ejemplo

Calcule la dimensión fractal del conjunto de Cantor.

Figura VI.18:

El conjunto de Cantor es un conjunto infinito de puntos desconectados cuya
dimensionalidad varı́a entre 0 (un punto) y 1 (una lı́nea continua).

Se construye de la siguiente forma:

Dado un segmento de largoL, se procede a dividirlo en tres tramos iguales y
eliminar el central. Se repite esta operación hasta infinito. El valor de la dimensión
fractal para este caso, suponiendoL = 1, es:
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ε = 1 ⇒ N(1) = 1 = 20

ε =
1

3
⇒ N(

1

3
) = 2

ε =
1

9
⇒ N(

1

9
) = 22

ε = (
1

3
)m ⇒ N(

1

3m
) = 2m

D ≡ ĺım
n→∞

ln 2n

ln 3n
=

ln 2

ln 3
∼ 0,63. �

Ejemplo

Calcule la dimensión de la figura de Koch. Esta figura triangular tiene un largo
infinito y ocupa un espacio finito. Uno espera que su dimensión sea mayor que la
unidad y menor que dos.

Para construirla se procede en forma similar al caso anterior: un segmento de
largoL, se divide en tres tramos iguales, se desprende el interior y en su lugar se
instala un par de lados del mismo largo que el que se desprendió, formando un
ángulo de60o entre ellos.

Figura VI.19:
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ε = 1 ⇒ N(1) = 1 = 40

ε =
1

3
⇒ N(

1

3
) = 4

ε =
1

9
⇒ N(

1

9
) = 42

ε = (
1

3
)m ⇒ N(

1

3m
) = 4m

D ≡ ĺım
n→∞

ln 4n

ln 3n
=

ln 4

ln 3
∼ 1, 26 �

VI.3. Atractores Extra ños

Al estudiar la ecuación loǵıstica encontramos que para ciertos valores deb, el
sistema se establecı́a en dos puntos fijos, cualquiera fueran los puntos iniciales.
Este es unatractor. Lo mismo podemos afirmar a medida que van apareciendo las
bifurcaciones.

Figura VI.20:

Un atractor extrãno tiene las siguientes
dos caracterı́sticas:

a) Es una atractor en un sentido más gen-
eral que el recíen mencionado: todas las
órbitas que parten de una cierta región fini-
ta del espacio de fase son atraidas en forma
asint́otica –es decir cuandot → ∞–, hacia
un valle de atracción que tiene una estruc-
tura compleja. El atractor en sı́ mismo no
permite ser dividido en regiones: la trayec-
toria frecuenta cada uno y todos los puntos
del valle a medida que transcurre el tiempo.

b) El calificativo deextráno hace referencia a la sensibilidad demostrada a la
variacíon en las condiciones iniciales. A pesar de la contracción en volumen que
los caracteriza,́esta no implica que todas las longitudes sufren un acortamiento,
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puntos que inicialmente se encontraban arbitrariamente cerca llegan a estar expo-
nencialmente separados en el valle atractor para tiempos suficientemente largos.

Figura VI.21:

Estas son las condiciones que debe
cumplir un atractor para ser llamado ex-
traño. Todos los atractores extraños cono-
cidos tienen dimensión fractal. Estéultimo
concepto será definido ḿas adelante.

En realidad el proceso de contracción es
complejo, simult́aneamente existe un dobla-
miento de la superficie inicial que ubica co-
mo vecinos a puntos que inicialmente se
encontraban desconectados. En este sentido
este es un proceso disipativo.

VI.4. Mapeo de Lorenz

Figura VI.22:

El meteoŕologo E. Lorenz estaba intere-
sado en el estudió del problema de la con-
veccíon de un fluido entre dos placas parale-
las que se mantienen a temperaturas difer-
entes.En 1963 publicó un trabajo en el cual
analizaba el comportamiento de un conjun-
to de tres ecuaciones diferenciales ordinar-
ias cuadŕaticas y acopladas. Las tres vari-
ables contenidas en estas ecuaciones rep-
resentaban la temperatura (dos de ellas) y
la velocidad. Los parámetros que aparecen
en ellas son:σ el número de Prandtl,r el
número de Reynolds,b el paŕametro de aspecto de las placas utilizadas en el ex-
perimento. Todos estos parámetros son positivos.

Despúes de un ańalis de las ecuaciones hidrodinámicas asociadas a este prob-
lema, Lorenz logŕo reducir el problema a un conjunto de tres ecuaciones, que se
incluyen a continuación:
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ẋ = σ (y − x),
ẏ = −x z + r x− y,
ż = x y − b z.

El volumen inicial del fluido se contrae en a medida que el sistema evoluciona,
como se demuestra a continuación:

∇ · ~V = −(σ + 1 + b), donde V es la velocidad del sistema.

Los valores de los parámetros utilizados en las figuras que se muestran correspon-

den a:σ = 10, b =
8

3
, r = 28.

Los puntos fijos de este sistema dependen de los valores de los parámetros,
como se especifica a continuación:

x = y = z = 0, para0 < r < 1.

El origen es eĺunico punto fijo y tiene una estabilidad hiperbólica. Enr = 1, uno
de los atractores es nulo y los otros dos son−b y −(1 + σ). Como todas las
cantidades son positivas, los atrctores son estables.

Si r > 1, aparece una bifurcación y los nuevos valores de los puntos fijos son:

x = y = ±[b(r − 1)]1/2 ; z = r − 1.

Estos puntos fijos no triviales son estables para

1 < r < r̄, con r̄ =
σ (σ + b + 3)

(σ − b− 1)
.

Parar > r̄, todos los puntos fijos son inestables. Para los valores establecidos
b = 8/3 y σ = 10, se obtiener ≈ 24, 74. Los diagramas están hechos conr = 28.
A pesar de ser inestables el diagrama de fase es complejo, aparece una trayectoria
cáotica que oscila entre dos espiras sin repetir suórbita:
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Figura VI.23:

Figura VI.24:

A continuacíon se incluye un
esquema que indica los caminos
que pueden seguir laśorbitas
mientras se dan vueltas alrede-
dor de este atractor extraño.

Otra alternativa para analizar
las órbitas consiste en graficar
zk+1 versus zk, dondezk cor-
responde al ḿaximo valor dez
en cada una de las vueltas que
describe en el espacio: es una
sucesíon de ḿaximos dezk para
r = 28, que se obtienen con
dzk

dt
= 0.

La estructura que se obtiene es la que aparece en la siguiente Figura. Más abajo
se incluye un modelo ḿas simple, un tríangulo, que modela este comportamiento.
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Figura VI.25:

Figura VI.26:

Figura VI.27:

Este mapeo de Poincare realizado en el
sistema de Lorenz permite presumir que
éste es un sistema caótico, ya que el sis-
tema ḿas simple propuesto como alterna-
tiva al gŕafico zk+1 versus zk, el triángulo
lo es paraa > 1. Las ecuaciones del mapeo
triangular son:

xn+1 =

{
axn, xnε[0, 1/2],
a(1− xn), xnε[1/2, 1]
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En resumen, para los parámetros utiliza-
dos aqúı , la trayectoria es muy sensible a
los valores que tomen las condiciones iniciales, es decir escaótica. Adeḿas es
atráıda a una región del espacio de fase y de acuerdo al cálculo realizado el vol-
umen de este atractor se contrae a cero. Esto indica que el volumen del flujo del
sistema tridimensional de Lorenz genera un conjunto de puntos cuya dimensión es
menor que tres. Uno puede pensar que la dimensión correcta es dos, sin embargo
de acuerdo al teorema dePoincare–Bendixson(que nosotros no hemos incluido
aqúı ) esto es imposible. Usando la definición de dimensíon fractal que estudi-
aremos en otra sección, se puede demostrar en forma numérica que la dimensión
correcta de este sistema esd = 2, 06.

VI.5. Mapeo de Henon

Este mapeo puede ser considerado como una extensión bidimensional de la
ecuacíon loǵıstica. Las ecuaciones que lo rigen son:

xn+1 = yn + 1− a x2
n,

yn+1 = b xn

Los paŕametros toman el siguiente rango de valores:a > 0 , 0 < b < 1.

Entre sus propiedades podemos destacar que es invertible, podemos expresar
yn y xn en funcíon deyn+1 y xn+1.

Veamos el Jacobiano de esta transformación:

J =
∂(xn+1, yn+1)

∂(xn, yn)
=

∣∣∣∣ −2axn 1
b 0

∣∣∣∣ = −b,

si b > 0 sabemos que elárea encerrada por esta transformación se contrae. Los
atractores tieneńarea nula.

Es instructivo incluir aqúı el efecto que tiene esta transformación sobre una
figura como una elipse por ejemplo. Descomponemos la transformación de Henon
en tres transformaciones sucesivas, definidas con la letraTi.
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Figura VI.28:

Preservacíon de Area
T1 : x′ = x,

y′ = 1− a x2 + y.

Contraccíon en el eje x
T2 : x′′ = b x′,

y′′ = y′.

Rotacíon en 90 grados
T3 : x′′′ = y′′,

y′′′ = −x′′.

Los puntos fijos se determi-
nan en la forma usual:

yn+1−a x2
n = xn, b xn = yn.

La solucíon de estas ecuaciones
da el siguiente resultado:

x∗± =
1

2a
{−(1−b)±[(1−b)2+4a]1/2},

y∗± = bx∗±.

La estabilidad de estos puntos
se especifica a continuación:

(x∗−, bx∗−)

es siempre inestable,
(x∗+, bx∗+)

es inestable sia >
3

4
(1− b)2 .

Los resultados nuḿericos incluidos aqúı corresponden al casob = 0,3 y a =
1, 4.
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A modo de curiosidad incluimos, sin explicaciones, la existencia de números
universales: ńumeros que se repiten en distintos modelos que contienen caos. La
aparicíon de estos ńumeros tiene una interpretación geoḿetrica. Aqúı sólo in-
cluiremos la receta.

En el mapeo de Henon, sia > a1 = 0,3675 los puntos fijos se tornan inestables
y aparece un desdoblamiento del periodo. Paraa > a2 = 0,9125 el 2-ciclo
se torna inestable y aparece un 4-ciclo, y ası́ sucesivamente. Con el conjunto
de valores donde aparece el desdoblamiento,an , se puede obtener una razón
geoḿetrica que converge a un número universal:

an − an−1

an+1 − an

= 4, 6691. (VI.2)

Este es elmismo ńumeroque se puede obtener usando el mapeo logı́stico y
relacionando los distintos valores debn que provocan un desdoblamiento de los
puntos fijos en esa ecuación. Por esto este número, denominado por convención δ
se le llama universal. Mencionamos esta propiedad como una curiosidad, mayores
detalles y la existencia de otro número universal, puede ser encontrada en las
referencias dadas.
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Figura VI.29: El mapeo de Henon, en el rango
de a mayor que 0,3675 adquiere un estructura
como la que se indica en la Figura. Al aumentar
la resolucíon de la iteracíon, aparece un conjun-
to de tres ĺıneas que vuelve a repetirse al seguir
aumentando la resolución.
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Figura VI.30: Se muestra la estructura de tres
lı́neas obtenidas al aumentar la resolución de
la iteracíon. estas lı́neas est́an escondidas en el
gráfico anterior debido al ńumero de decimales
usados.

Figura VI.31:

La dimensíon fractal asocia-
da a este mapeo esd = 1, 26
para los valores de los paráme-
trosa = 1, 4 y b = 0, 3.

VI.6. Exponente de
Liapunov

VI.6.1. Separacíon deórbitas

Dos trayectorias inicialmente
cercanos, al evolucionar en un
sistema no-lineal comienzan a
separarse.

Si lasórbitas iniciales son es-
tables, y el sistema es integrable (se conoce una solución exacta) la distancia entre
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ellas aumenta linealmente dentro del espacio de fase.

En un sistema no-integrable, uno debe hacer la simulación nuḿerica. La ex-
periencia indica que para unaórbita regular (en oposición a cáotica) la distancia
tambíen crece linealmente en el tiempo.

Ejemplo

El oscilador que se muestra a continuación se denomina la cadena de Toda.
Los resortes tienen una rigidez exponencial, pero para pequeñas desviaciones se
comportan como un resorte normal. Este es un sistema altamente no–lineal. Se
incluye al final de esta sección un gŕafico de la separación entreórbitas cercanas.

Figura VI.32:

H =
1

2

(
P 2

1

m1

+
P 2

2

m2

)
+ e−x1 + e(x1−x2) + ex2 .

Aproximacíon lineal:

1− x1 +
x2

1

2
+ 1 + (x1 − x2) +

1

2
(x1 − x2)

2 + 1 + x2 +
x2

2

2
· · ·
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Figura VI.33: El gŕafico de la izquierda repre-
senta la separación de dosórbitas en el regi-
men lineal. A continuación se acompãna la sep-
aracíon como ocurre en el regimen caótico. En
este caso debe utilizarse una escala logarı́tmica.
La separacíon es exponencial.

Figura VI.34:

En cambio en el ŕegimen
cáotico hay un crecimiento ex-
ponencial de la distancia entre
dosórbitas en el tiempo.

Si existe un tamãno máxi-
mo del espacio de fase, la dis-
tancia alcanza un ḿaximo y
posteriormente laśorbitas se-
mejan dos trayectorais sin otra
relacíon que el azar el espacio
de fase.

Existe un exponente, llamado
exponente de Liapunov que caracteriza este alejamiento entreórbitas en regimen
cáotico (eλt)
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Para estudiarlo primero fijamos unaórbita : x∗(t) y a continuacíon consid-
eramos una segundáorbita como una perturbación de la inicial :x∗(t) + u(t),
con u(o) pequẽno. Uno experimenta con varios valores deu(o). Los resultados
numéricos obtenidos indican que el valor deλ no depende - dentro de fluctua-
ciones estad́ısticas - del valor deu(o), en otras palabrasλ caracteriza a láorbita
x∗(t).

Por otra parte un mismo valor deλ caracterizatodas las órbitas de una región
cáotica.λ representa de este modo una velocidad de separación promedio de esta
región cáotica.

Diferentes regiones caóticas, desconectadas, tienen en general distintos valores
deλ.

VI.6.2. Exponente de Liapunov

Una forma de diagnosticar el caos, como se señaló en la seccíon anterior, es
midiendo la separación entréorbitas que inicialmente se encuentran muy cercanas.
Para cuantificar esta separación definimos la siguiente expresión:

Figura VI.35:

δx(t) ∼ |δx(o) |eλ t

λ ≡ ĺım
t→∞

1

t
Ln

∣∣∣∣ δx(t)

δx(o)

∣∣∣∣ , δx(o) → 0

En el caso de ḿas de una
dimensíon, λ se define como
el exponente de Liapunov ḿas
grande del conjunto.

λ > 0 garantiza la existencia
de caos.

La idea b́asica es que pequeñas desviaciones (δx(o)) en los datos iniciales son
aumentadas en forma exponencial en la iteración. De esta forma unáorbita śolo
puede ser calculada para tiempost tales que se cumple la siguiente desigualdad

|δx(o)|eλ t << L,

L ≡ dimensíon del espacio de fase donde ocurre este movimiento.
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Exponente de Liapunov (iteracíon unidimensional)

La idea es la siguiente. Calcule unaórbita exacta partiendo de un puntoxo,
de manera que podamos evaluar distintas derivadas en torno a dichaórbita. En
seguida comience con un punto cercanoxo+δxo y linealice el mapeo alrededor de
la órbita de referencia. Evalúe la separación entre ellas de acuerdo a la expresión
que obtendremos a continuación.

Figura VI.36: Definicíon gŕafica del coeficiente de Liapunov.

De acuerdo a la definición indicada en la Figura, podemos obtener

ε eN λ(xo) =
∣∣fN(xo + ε)− fN(xo)

∣∣ ,

despejandoλ(xo) de esta expresión y tomando –formalmente–, los lı́mitesε → 0
y N → ∞, obtenemos la expresión para el coeficiente de Liapunov propuesta al
comienzo.

λ(xo) = ĺım
N →∞

ĺım
ε→ 0

(1/N) ln

∣∣fN(xo + ε)− fN(xo)
∣∣

ε)
,

λ(xo) = ĺım
N →∞

(1/N) ln

∣∣∣∣d fN(xo)

d x

∣∣∣∣
xo

,

se entiende que las expresiones están evaluadas enxo.

De acuerdo a la regla de la cadena:

d fNx

d x

∣∣∣∣
xN−1

=
d fN(x)

dfN−1

∣∣∣∣∣
xN−1

× d fN−1

d fN−2

∣∣∣∣∣∣
xN−2

× ...× d f

d xo

∣∣∣∣∣∣∣
xo

,
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de esta forma

ĺım
N →∞

ln

∣∣∣∣d fN(xo)

d x

∣∣∣∣
xo

= ĺım
N →∞

ln ΠN
i=1

d f(xi−1)

d xi−1

= ĺım
N →∞

N∑
i=1

ln

∣∣∣∣d f(xi−1)

d xi−1

∣∣∣∣ .

Esta es la expresión para el exponente de Liapunov:

λ = ĺım
N→∞

1

N

N∑
i=1

ln |f ′(xi−1)|x∗|.

Emṕıricamente se ha encontrado queel lı́mite existe y que es independiente dexo

λ describe la separación exponencial de dośorbitas cercanas

|δxN | ∼ |δxo|eλ N

l ı́mite f́ısico paraλ

N << − ln[|a− b|/|δxo|]
λ

, donde |a− b| ∼ |δxo|eλ N .

que corresponde al tiempo de relajación: lo que se demora el sistema en perder
toda la informacíon que inicialmente pose’ia.

Dos dimensiones

En el caso de un sistema que tenga dos grados de libertad, debemos encon-
trar los autovalores de la matriz de 2×2 que representa la parte linealizada de la
evolucíon y determinar si al menos uno de ellos es positivo. En este caso el mapeo
es cáotico. Si ambos son positivos, definimos como el exponente de Liapunov al
mayor de ellos.

A continuacíon incluimos un ejemplo para ilustrar este método.

El sistema está caracterizado por las dos ecuaciones que se incluyen a contin-
uacíon:

xn+1 = f(xn, yn)

yn+1 = g(xn, yn)
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Calculamos, en general numéricamente, unáorbita exacta. Linealizamos alrede-
dor de estáorbita exacta:(xo, yo) → (x1, y1) → (x2, y2) → · · ·, de esta forma
el error de propagación es:

δXn+1 = AnδXn, donde

δXn =

(
δxn

δyn

)
y An =


∂f

∂xn

∂f

∂yn

∂γ

∂xn

∂γ

∂yn

 , es la matriz de Jacobi.

An se evaĺua para cada iteracción en el punto(xn, yn) en la trayectoria exacta.
En forma similar al caso anterior unidimensional, calculamosδ Xn en funcíon de
δ Xo:

δXn = An−1An−2 · · ·AoδXo ≡ Jn δ Xo.

El ı́ndice de Liapunov estará dado por los autovalores de la matrizJn:

det|Jn − µ(n)I| = 0,

sin embargo estos autovalores dependen del número de iteracionesn, puesto que
la matriz cambia de acuerdo al número de iteraciones. Sin embargo, se puede
esperar una convergencia de estos valores propios y, en este caso, los exponentes
de Liapunov se definen como:

µi(n) ∼ enλi , con n →∞, tal que

λi ∼
1

n
ln µi(n) con n →∞.

λi > 0 ⇒ expansíon de pequẽnasáreas a lo largo deei(n), el vector propio
asociado con este valor. Análogamente,λ < 0 implica contraccíon en dicha di-
reccíon.

La suposicíon que µi(n) ∼ eλin no es necesariamente correcta, uno debe hacer
los ćalculos en un ejercicio concreto para verificar que es posible expresarla en
esta forma.

Como laśareas transforman∆An = det|Jn|∆Ao, donde∆Ao es alǵun elmen-
to deárea escogido al inicio. Como detJn = µi µ2, entonces

∆ An = ei n(λ1+λ2) ∆Ao
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λ1 + λ2 = 0 : preserva eĺarea,
λ1 + λ2 < 0 : contraccíon delárea.

VI.7. Ejercicios

1.– Usando el ḿetodo gŕafico –es decir, apoyándose en las propiedades de la
rectay = x–, determine el rangoa dentro del cual el sistema que representa
la siguiente ecuación permanece estable.

xn+1 =

{
axn, xnε[0, 1/2],
a(1− xn), xnε[1/2, 1]

2.– Dada la ecuaciónxn+1 = f(xn) ≡ A xn (1− x2
n), encuentre:

a) El valor dex para el cual ocurre el ḿaximo de la funcíonf(x)

b) Indique el valor ḿaximo que puede tomarA, para que en la iteración
xn no se salga del rango

establecido:x ε [0, +1].

c) Calcule los puntos fijos de esta ecuación y el valor de A para el cual
estos puntos se tornan inestables.

3.– El mapeo de Lorenz está definido mediante las siguientes ecuaciones:

ẋ = −σ x + σ y,

ẏ = −x z + r x− y,

ż = x y − b z con b > 0.

Encuentre: a) los puntos fijos, b) determine su estabilidad en función del
paŕametror. Demuestre que para un valor determinado der, no existen
puntos fijos estables. Determine el valor der∗ en funcíon deσ, b.

4.– En el mapeo triangular:

∆(x) = r

(
1− 2

∣∣∣∣12 − x

∣∣∣∣ )
,

encuentre el valor der que determina la estabilidad del sistema. Encuentre
el exponente de Liapunov para este caso.

VI.7. EJERCICIOS Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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5.– Considere la transformación tipo tiendaTµ:

Tµ(x) =


2 µ x para 0 ≤ x ≤ 1/2

2 µ (1− x) para 1/2 ≤ x ≤ 1

a) Para los rangos:0 < µ < 1/2, 1/2 ≤ µ < 1 y 1 ≤ µ < 2, encuentre los
puntos fijos y su estabilidad.

b) A partir del diagrama de la primera iteración, dibuje esqueḿaticamente
el diagrama paraT (2)

µ . Se recomienda estudiar inicialmente el casoµ = 1.
Usando este gráfico infiera el ńumero de puntos fijos que existen en este
caso.

c) Encuentre los puntos fijos para una iteración dobleT (2)
µ . Compare con los

valores de la iteración simple y deduzca su estabilidad.

Figura VI.37:
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Figura VI.38:
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Figura VI.39:
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