Estimacion Puntual

22/08,05

Problema 1

Sean los valores muestrales X;, X5...X,, m.a.s de una v.a. X de funcién den-
sidad:

1

f(x/B) ﬂeXp(T)

x> a con a conocido
1. Dé el estimador de los momentos Bl de 5.
2. Dé el estimador de los maxima verosimilitud 52 de (5.

Calcule la esperanza y varianza de BQ.

Concluya si 52 es insesgado y consistente.

oo W

Utilizando la informacién de Fisher y la cota Crammer Rao, determine si
B2 es eficiente .

Datos: E(z) = f+a Var(z) = 3?
Solucion
1. Ocupando ecuaciéon de los momentos
1 n
E(XF) ==Y Xk
(X*) =~ ;
vk e N
Con k=1: E(z) =% = (de datos) B+a=1=

:>31=£—a



2.El estimador de maxima verosimillitud se obtiene resolviendo el problema:
mazgfn(T1,T2....20/0)

Como las variables son independientes, luego:

falxy, 220 /B) = T2, f(zi/B)

También utilizaremos la propiedad:
mazxgfn (1, T2....20,/0) <= mazsIn(f,(z1,22....2,/5))

Ty f(ai/B) = F exp(3), =2

=

n

In(fn (21, 22....2,/8)) = —nIn(B) — Z (xzﬁ— a) "

Derivando esta expresion e igualandola a 0:
-n
4. Como FE (ﬁg) = 8 = que (s es estimador insesgado

A 62
—

Esta propiedad junto a que Var(82)
consistente

o0 = .
— 0 hace que (33 sea un estimador

5. La informacion de fisher I,,(3) se puede obtener con tres férmulas distintas:

Oln(fn(x1, 22....tn/B)) Oln(fn(x1, 22....tn/B)) 0? In(fn (w1, 22

n/B))

E((

?) = Var( ) = —E(

BE] toJe] 0p?

Calculando con segunda férmula y derivando la expresion (1) obtenida en
parte 2:

In(ﬁ) _ Var(Bln(fn,(x1éxﬁ2...4xn/6))) — Var(—n% _ % ;7’:1(xi — a))

i Var(e) = 3

La cota de Crammer Rao indica que para cualquier estimador T de 3 :

SE(T)

ar op
Var) = 7 3y

N

Como ﬁg es insesgado tenemos que 8%—(;) =1



Para que sea eficiente el estimador debe cumplir la igualdad de la cota CR.
En este caso (3 si lo es pues :

OE(T)

V(I’/’(BQ) == ﬁ% = Ia(ﬁﬁ)

n

Problema 2

Sea X1, X5...X,, una m.a.s de probabilidad discreta de la forma: P(X = z) =

%(Z) con x=0,1,2.... y en donde h es diferenciable y a; no todos nulos

1. Dé las expresiones de h(6) y h'(6)
2. Dé el estimador de maxima verosimilitud de 6 en funcién de h y h’

3. Muestre que el estimador de maxima verosimilitud es el mismo que el
estimador por método de momentos

4. Aplique lo anterior para las siguientes distribuciones:
i. X — Binomial(N, p)(N conocido) ii.X — Poisson(\)
Solucion

1. h(f) se obtiene de la ecuacién Y~ P(X = z) = 1. De aqui obtengo que:

= f: a 0" = h'(0) = ixaaﬁx_l
=1

=0

2. Como cada uno de los X; son independientes, el estimador se calcula
resolviendo:

mazeP(X1 = 21, Xo = x9, ... X,, = 2, /0) = maw(;HP i =x;/0)

Hz 1P( —1‘1/9) Hz 18z, 7 9)7102

Como H?=1 ag, es una expresion no dependiente de 6 luego puedo resolver:

n

maxg W@Zizl

x;

Ocupando la propiedad del logaritmo: mazg — nln(h(6)) + >, z;6



Derivando e igualando a 0, encontramos una ecuacién implicita para nuestro
estimador 6, la cual es:

On'(6) _ i i _ be (2)
h(6) n

3. Por estimador de momentos: F(X) = X =

20 _ 0 z—1__ vy
Do mﬁ(e) = () Yooy waghtT =X
De 1. tenemos que Y -, za,0" "' = h/(). Entonces se llega a:

Or'(6) _ ©
n()

4.i. Una binomial tiene una distribucién:

_ _ (N z(1 _\N—2 _ N, p T 1
P(X =z)=Cap*(1—p) =C; O i gy

ay0”

Escribamos esta distribucién de la forma R0

» a, = CY (No depende de 6)

- 0=

_ 1
= h(0) = g
0:13p:>p=1%‘;9:h(9)=(1+9)1\’

Luego ocupando la expresion implicita (2) para el estimador :

6r'(6) _ 6NO+HNTT X —

h(d) — ()N
NO _ ¥ =2
5= X y tenemos que p = 175

Luego nuestro estimador para p es: p = %

ii.Para una Poisson queda propuesto

Cualquier duda o consulta: Ireus@ing.uchile.cl



