Tema 2

Campos escalares y vectoriales
continuos. Limite funcional.

En este tema, por abstraccién de las propiedades de la norma y la distancia euclidea,
se presentan las nociones de espacio normado y espacio métrico. La topologia usual de
RY es la generada por la norma euclidea, esto es, los abiertos son uniones de bolas
abiertas euclideas. El Teorema de Hausdorff, resultado principal de este tema, afirma que
dicha topologia coincide con la topologia asociada a cualquier norma en RY. Probamos
también las extensiones a R de los Teoremas de complitud y de Bolzano-Weierstrass.

Definimos los compactos de RY como los subconjuntos cerrados y acotados. Presen-
tamos dos caracterizaciones de los compactos que son estupendas herramientas en las
demostraciones por compacidad (aquellas cuyos enunciados estan ligados a la nocién de
compacto). La primera afirma que toda sucesién en un compacto se acumula (Teore-
ma 2.28) y la segunda que todo compacto verifica el axioma de Heine-Borel (Teorema
2.31). Introducimos también las nociones de convexidad y conexién en R que son las
extensiones geométrica y topoldgica, respectivamente, de la nociéon de intervalo de R.

Definimos la continuidad de funciones reales de varias variables reales y probamos
que tales funciones conservan los compactos y los conexos. El Teorema de Dini da
condiciones suficientes para que una sucesién de funciones que, en principio, converge
solo puntualmente converja uniformemente. El Teorema de Heine nos asegura que las
funciones continuas definidas en compactos son de hecho uniformemente continuas.

Terminamos la leccién estudiando el concepto de limite funcional (indispensable
para definir el concepto de funcién derivable) y la relacién que existe entre éste y la
continuidad.

En lo sucesivo, para cada natural N, RY denota el espacio vectorial real de las
N-uplas de ntmeros reales, es decir,

RY .= {z = (z1,...,7x5) : 21, ...,on € R}
con las definiciones usuales de suma y producto por escalares
r+y:=(r1+y, TNy +yn), AT :=(Axq,...,\TyN).
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20 2. Continuidad y limite funcional.

A las componentes x1, ..., xy de la N-upla que define el vector x se les denominan
coordenadas de dicho vector. Cuando haya lugar a confusién, y en especial cuando se
esté trabajando con sucesiones en RY, denotaremos a las coordenadas de un vector
r € RY en la forma x = (x(1),...,2(N)). Asi, por ejemplo, si {z,} es una sucesién de
vectores en R a la coordenada k-ésima del término x,, se le denotard z, (k).

2.1. Normas y distancias.

Recordemos que la norma euclidea en RY | es decir, la aplicacién || - ||z : RY — Ry

definida por
lzll2 = V/(2lz) = /2t + -+ 2% (x €RY)

goza de las siguientes propiedades:

i) [|[z]la=0<2=0.
i) |Azlla = [Al [|z]2, VA €R, Yz € RY.
iii) ||z +ylla < llzlla + llyll2, Yo,y € RY,

A (RN ||.]|2) se le lama el espacio euclideo (de dimensién N).

Ello nos invita a dar la siguiente definicién.
Definicién 2.1. Si X es un espacio vectorial real, una norma en X es una funcion
| -1l : X — Ry verificando

i) || =0 2x=0.

i) Az = |A ||z]|, YA € R, Vz € X  (homogeneidad).

i) |z 4yl < ||z + |lyll, Vz,y € X  (desigualdad triangular) .

El par ordenado (X, || - ||) se llama espacio normado .

Observaciones 2.2.
a) En 7) basta exigir sélo la condicién
|z]| =0=2 =0,
ya que de ii) se deduce que ||0]| = 0.

b) De la definicién se sigue que también se puede prescindir en la definicién de que
la norma toma valores no negativos, ya que

0= [l —z| <] + ] = 2[jz|| = [l = 0.
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c) De ii) y iii) se deduce facilmente que

[zl =llyll [ < [l £yll, Yo,y € X.

d) Por dltimo, de #ii) se deduce facilmente por induccién que

[o1 + o+ | <l + lJzall -+ flzall, Vo, - 2, € X

Ejemplos 2.3.

1. (R,|-|) es un espacio normado. De hecho, en R todas las normas son producto
del valor absoluto por una constante positiva.

2. Algunas normas en R”.
Ademads de la norma euclidea, en RY consideraremos entre otras la norma de la
suma v la norma del mdzrimo, dadas, respectivamente, por

2]l = laa] + -+ fn],

r e RN
lelloo == max{lzr], - Jan]}  EERD)

No es dificil comprobar (hdgase como ejercicio) que ambas son normas y que se
verifica la desigualdad (véase el Ejemplo 2.13)

7o < llzll2 < ll2lls < Nllzfloo (2 € RY).

Es conveniente dibujar la esfera unidad (elementos que tienen norma 1) en di-
mension 2 para tener una idea de como se comporta la norma. Si consideramos
la bola unidad cerrada asociada a una norma, esto es,

B:={z ¢ R? : |lz|| < 1},
ocurre que a bolas menores corresponden mayores normas.

3. En el espacio vectorial C[a, b] de las funciones reales continuas definidas en el in-
tervalo cerrado y acotado [a, b], se puede definir, por la propiedad de compacidad,
la norma dada por

[ flloo = max {[f(2)] : € [a,0]}  (f €Cla,b]).

Compruébese que de hecho es una norma.

Recordemos ahora que la distancia euclidea en R, es decir, la aplicacién

dy : RY x RY — R{

definida por
do(z,y) =l —yl:  (z,y €RY),

verifica las siguientes propiedades:
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1. do(z,y) =0 x=uy.
2. d2($ay> = dg(y,l')

3. do(x,z) < dy(z,y) + daly, 2).
Ello nos invita a dar la siguiente definicion.

Definicién 2.4. Una distancia (o métrica) definida en un conjunto no vacio E es una
funcién d : E x E — R{ que verifica:

. dz,y)=0&z=y.

2. d(z,y) =d(y,x), Vx,y € E (propiedad simétrica).

3. d(z,z) <d(xz,y) +d(y,z), Vo,y,z € E (desigualdad triangular).

Al par ordenado (F,d) se le denomina espacio métrico .

Observaciones 2.5.

a) Una aplicacién d : Ex E — R que verifique 1), 2) y 3) no toma valores negativos,
ya que
0=d(z,z) < d(z,y) +d(y, ) = 2d(z,y).

b) |d(z,y) —d(y,2)| < d(z, 2), Va,y,z € E.
En efecto, usando 2) y 3) se tiene

d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) = d(z,2) +d(y, 2) =
= d([L’,y) - d(yv Z) < d(Z‘,Z),
Intercambiando x por z y usando 2) se obtiene
d(ya 2) - d(x7 y) < d([L’, 2)7

por tanto,
|d(z,y) — d(y, 2)| < d(z,2), Vz,y,z € E.

c) De 3) se deduce por induccién la desigualdad

d(xlwrn) S d(.fCl,l'Q) + -+ d(xn—laxn)a vwla o, Ty S E
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Ejemplos 2.6.

1.

2.2.

Subespacio métrico.

Es claro que todo subconjunto A no vacio de un espacio métrico (F,d) también
es un espacio métrico, sin mas que considerar en A la restriccion de la distancia
de E. El conjunto A, dotado de esta métrica, es un subespacio métrico de (E, d).

Distancia asociada a una norma.
Si (X, | - ||) es un espacio normado, la distancia en X asociada a la norma viene
dada por

dz,y) =z -yl  (v,y € X).

Compruébese que efectivamente es una distancia. En particular, la distancia usual
en un subconjunto A de R viene dada por

d(&},y) = |.T - y|7 v%y € A
Espacio métrico producto.

Dados n espacios métricos (E1,dy),(Es, ds),...,(En, d,), podemos definir una dis-
tancia en el producto F; x Ey X ... X E, por

d((x1, ey 2n), (Y15 ooy Yn)) := max {dy (1, 91)s -y A (T, Yn) }-

Topologia de un espacio métrico.

Definicién 2.7. Sea (E,d) un espacio métrico. Dados a € E, r > 0, la bola abierta

(resp.

cerrada) de centro a y radio r son los conjuntos dados por
B(a,r):={zx € E:d(z,a) <1},

B(a,r) :={x € E :d(z,a) <r}.

La esfera de centro a y radio r es, por definicién, el conjunto

S(a,r):={z € E:d(x,a) =r}.

Un subconjunto O de un espacio métrico (F,d) se dice abierto si verifica la siguiente
condicién:

Va € O,3r >0: B(a,r) C O.

Es facil ver que una bola abierta es un conjunto abierto, que los conjuntos abiertos
son aquellos que se pueden expresar como union de bolas abiertas y, si notamos por &
a la familia de todos los conjuntos abiertos, se verifica:
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i) 0,E €S,
i) ACS = Uyes AES,
iii) 01,09 € = 01N 05 €
Por tanto, & es una topologia en E.

Dado que todo espacio normado (X, ||.||) es un espacio métrico con la distancia
definida por d(z,y) = |y — z|| (z,y € X), la topologia de un espacio normado es la
topologia asociada a la métrica descrita.

Definicién 2.8. Sea (F,d) un espacio métrico y sea § la familia de sus conjuntos
abiertos. Un subconjunto F' de E es cerrado si su complementario es abierto, esto es, si
E\F € 3. Si notamos F a la familia de los conjuntos cerrados, es ficil comprobar que
se verifica:

i) ),E e F.
i) BCF = Npegt €F.
iii) Fi,Fh e F=F UF, e F.

Es facil probar que las bolas cerradas y las esferas son conjuntos cerrados.
Sea, A un subconjunto de E, un elemento x € E se dice que es adherente a A si
para cada positivo r se verifica

B(z,r)NA# 0.

Se llama adherencia o cierre de A al conjunto de todos los valores adherentes de A, que
notaremos por A . Es inmediato que A C A.
Un elemento x € E se dice que es interior de A si se verifica que

Ir>0: B(z,r) C A

Notaremos por A al conjunto de todos los puntos interiores de A, conjunto que clara-
mente verifica AC A.

Por tltimo, llamaremos frontera de A al conjunto Fr(A) := A\ A.

Ejemplo 2.9. Pruébese que si A C R estd mayorado (resp. minorado) y no es vacio
entonces sup A € A (resp. inf A € A). Hallar Q,R \ Q, {% :n € N}.

El siguiente resultado, cuya demostracién se deja como ejercicio (jtambién!), resume
las primeras propiedades que relacionan los conceptos anteriores.
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Proposicién 2.10. Sea (E,d) un espacio métrico y notemos por S a la familia de sus
abiertos y por F a la de sus cerrados. Cada subconjunto A de E verifica:

i) (0€3,0C A)=0CA.
ii) A€ S.

o [}
ii1) A es el mayor abierto incluido en A, en consecuencia, A es la union de todos los
abiertos incluidos en A.

i) AeS e A=A
v) (FeF,ACF)=ACF.
vi) A€ F.

vii) A es el menor cerrado que contiene a A y coincide con la interseccion de todos
los cerrados que contienen a A.

viii) A€ F < A= A.

ir) (E\A)= E\A, equivalentemente A=E \ B\ A.

o

z) E\ A= E\A, equivalentemente A= E\ (E\ A).

De la igualdad E'\ A= E\A, se deduce que Fr(A) = AN (E\A).

A continuacién extendemos el concepto de convergencia en R a espacios métricos.

Definicién 2.11 (Convergencia en espacios métricos). Se dice que una sucesién
{z,} de elementos de un espacio métrico (E,d) es convergente si existe un elemento
x € F tal que

Ve>0, ImeN:n>m=d(z,,z) <e,

equivalentemente, si {d(z,,z)} — 0. Si se verifica la condicién anterior, diremos que
{x,} converge a x y en tal caso escribiremos {x,} — .

Es facil comprobar (ejercicio) que el elemento x que verifica la condicién de convergencia
es Unico y se llama limite de la sucesion {x,}, y entonces escribiremos z = lim x,,.

El concepto de sucesion de Cauchy en un espacio métrico es también copia literal
del dado para R.

Definicién 2.12 (sucesién de Cauchy). Una sucesién {z,} de elementos de un
espacio métrico (E,d) es de Cauchy si se verifica

Ve >0, ImeN:p,g>m=d(z, z,) <¢

— Y
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equivalentemente,
Ve>0, ImeN:(n>m,h eN)=dx,n,z,) <e.

Es inmediato comprobar que en un espacio métrico toda sucesién convergente es
de Cauchy. (Q,[.]) es un ejemplo de que el reciproco de esta afirmacién no es cierto.
Aquellos espacios métricos que verifican que toda sucesion de Cauchy es convergente se
llaman completos. Un espacio normado y completo para la métrica asociada a la norma
es un espacio de Banach. El espacio normado (C[0, 2], ||.]|1), es decir, el espacio vectorial
de las funciones reales continuas definidas en [0, 2] con la norma integral dada por

T / f()d,

no es completo® (véase Ejercicio 2.3).

Un subconjunto A de un espacio métrico (£, d) se dice completo si el espacio métrico
(A,d) es completo, es decir, si toda sucesién en A que sea de Cauchy converge a un
elemento de A.

Ejemplo 2.13 (Convergencia en (RY ||-||2). Si {z,} es una sucesién en R" denotare-
mos por z,(k) a la coordenada k-ésima del término x,,. Probaremos que la convergencia
en RY se reduce a la convergencia coordenada a coordenada, esto es:

(e "y o ()Y = 2(k), VE=1,2,--- N

donde z = (z(1),...,z(N)).
Demostracion:
Probemos primeramente que para todo vector x € R¥ se verifica

2]l < [l2ll2 < Nzl (1)

Denotando por z(k) a las componentes del vector z, se prueba facilmente la primera
desigualdad, ya que

|z||2, ;= max {|Jz(k)|: k=1,..,N}*=

N
max {x(k)* 1k =1,..,N} <> a(k)’ = |3
k=1

Y por otro lado

N
lzllo == | Y (k)2 < \/||x||§o+ N tellZ = VN|zlloe < Nzl
k=1
La no complitud del espacio (C[0,2],]|.]|1) no es consecuencia de la norma elegida, sino de que es

necesario ampliar sensiblemente el conjunto de funciones integrables para conseguir la complitud y que
en consecuencia las cosas marchen bien. Algo andlogo ocurre con Q y su “completacion” a R
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De la primera desigualdad de (1) se sigue que si una sucesién {z,} en R tiene
limite x, entonces {z,(k)} — x(k) para todo k = 1, ..., N. Supongamos ahora que

{z,(k)} — x(k), Yk =1,...,N.
Entonces, dado € > 0, para cada k = 1,--- , N existe un natural my tal que si n > my

entonces |z, (k) — x(k)| < &. Luego, si tomamos m := max {my,--- ,my}, se obtiene
para n > m que

|z, — z||2 < N||zp — 2]|oc = N max {|z,(1) — z(1)], ..., |2, (N) — x(N)|} < N% =¢.
.
Es muy ficil probar que en (RY, || - ||2) se verifica
{z,} es de Cauchy < {z,(k)} es de Cauchy Vk=1,2,--- N.
Como consecuencia del Teorema de complitud de R, se tiene que (RY,] - ||2) es un
espacio de Banach.
Esttdiese la convergencia en (RY,||.|l;) v en (RY,||.|le0)-
Ejemplo 2.14 (Convergencia en (Cla,bl, || - ||s)). De la definicién de la norma ||. ||
se sigue que
{fn} iy fe e>0,9meN:n>m=|f.(z)— f(z)] <e, V€ [a,b]).
La convergencia en (Cla, b], ||.||e) €s la convergencia uniforme , que implica la conver-

gencia puntual pero el reciproco no es cierto (véanse los Ejercicios 2.2 y 2.4).

Proposicién 2.15 (Caract. secuencial de la adherencia en esp. métricos). Sea
A un subconjunto de un espacio métrico E y x € E. Equivalen:

i) = es un punto adherente a A.
ii) Eziste una sucesion en A que converge a x.

En consecuencia, como A € F < A D A, un subconjunto A de un espacio métrico es
cerrado si, y solo si, A contiene los limites de todas las sucesiones en A convergentes.
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Demostracion:
i) = 1) Supongamos que x es un punto adherente a A, por tanto

B(x,l) NA=#Q, VneN.
n

En consecuencia, para cada natural n, podemos elegir un elemento a,, € A que verifique
d(an,x) < % Es claro que la sucesién {a,}, asi construida, cuyos términos estdn en A,
converge a .

i1) = 1) Supongamos que {a,} es una sucesiéon en A convergente a x. Por tanto,
para cada ¢ > 0, existe un natural m tal que

n>m= a, € B(z,¢),

y en consecuencia, B(x,e) N A # (), para todo £ > 0. .

El siguiente resultado es 1til para justificar que ciertos espacios métricos son comple-
tos. Su demostracion hace uso de la anterior caracterizacion secuencial de la adherencia.

Proposicién 2.16.

i) Todo subconjunto completo de un espacio métrico es cerrado.

it) Todo subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es completo.

Demostracion:

i) Supongamos que A es un subconjunto completo de un espacio métrico E. Sea
x € A, por tanto, en vista de la Proposicién 2.15, existe una sucesién {a, } de elementos
de A convergente a z. La sucesion {a,} es de Cauchy y, por ser A completo, ha de
converger a un elemento de A, por tanto, x € A. Hemos probado que A C A, y, por
tanto, A es cerrado.

i1) Sea A un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo E. Fijamos una
sucesion {a,} de Cauchy en A. Por ser E completo, existe un elemento x € E que
es el limite de la sucesién {a,}, por tanto, usando de nuevo la Proposicién 2.15, x es
adherente a A, y por ser A cerrado, concluimos que x € A, luego A es completo. .

Observacién 2.17. Notese que, como consecuencia de la caracterizacion secuencial
de la adherencia (Proposicién 2.15), en un espacio métrico es suficiente conocer las
sucesiones convergentes y sus limites para conocer los conjuntos cerrados, y, por tanto,
la topologia.
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Nota 2.18. El concepto de convergencia de una sucesion es topoldgico, esto es, depende
de la topologia del espacio métrico, pero no de la distancia concreta que se utilice. Esto
significa simplemente que si dos distancias d y d* generan la misma topologia, entonces
las sucesiones convergentes coinciden para ambas distancias. En efecto, supongamos
que {z,} converge a x en la distancia d. Dado € > 0, puesto que Bg«(z,¢) es un abierto
que contiene a x y d genera la misma topologia que d*, ha de existir » > 0 tal que
By(x,r) C Bg«(z,¢). Como estamos suponiendo que {z,} converge en la distancia d,
ha de existir un natural m verificando que

n>m= d(z,,x)<r.

En vista de la eleccién de r se tiene también que d*(z,,x) < & para n > m, y, por tanto
{z,} converge también a x en la distancia d*.

Probaremos que “dos normas cualesquiera en R generan la misma topologia”. Para
preparar la prueba de este importantisimo resultado introducimos el siguiente concepto.

Definicién 2.19. Dos normas || - || y || - || en un mismo espacio vectorial X se dicen
equivalentes si existen constantes m, M > 0 verificando

mllzl| <l || < Mllz||, V2 € X.

Es inmediato probar que la relacién binaria que hemos definido entre normas es de
equivalencia.

Proposicién 2.20. Sean || - || y || - || dos normas en el espacio vectorial X. Equivalen
las siguientes condiciones:

i) Las normas || - || v || - || son equivalentes.

i1) Ambas normas generan la misma topologia.

Demostracion:
i) = i) Sea O un abierto para la topologia asociada a || - ||. Dado a € O, existe
r > 0 tal que
B”.H(a, 7“) C O,

pero, por ser, ambas normas equivalentes, existe una constante m > 0 tal que
m|jz]| < |z, Vz € X.

Por tanto, se tiene
Bm A (CL, mr) - B”.” (CL, 7“) C O,

y O es abierto para la topologia asociada a la norma ||.|[|. La inclusién contraria es
consecuencia de la otra desigualdad ente las normas.
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i1) = 1) Por ser las bolas abiertas conjuntos abiertos, existe una constante s > 0 tal
que
By-4(0,5) € By (0, 1).

Sea x € X un elemento no nulo, entonces, es claro que se verifica

|sizill<s= |arsi] < 1= shet <t
s —||lx x

2[ = | 2[[ =

En vista de la hipdtesis, ambas normas estan en las mismas condiciones, luego también

se puede probar que existe una constante M tal que || z || < M|z, Vz € X. .

Para probar el Teorema de Hausdorff, en primer lugar, generalizaremos al espacio
euclideo el Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definicién 2.21 (conjunto acotado). Un subconjunto A de un espacio métrico (E, d)
se dice acotado si existen M > 0y z¢ € F tales que A C B(xg, M). Asi, un subconjunto
A de un espacio normado (X, || - ||), es acotado si existe M > 0 tal que |ja|]| < M,
Va € A.

Pruébese que toda sucesion convergente es acotada. De hecho, toda sucesion de
Cauchy en un espacio métrico es también acotada.

Teorema 2.22 (Bolzano-Weierstrass en (RY .| - ||)2))- (RY, || - ||2) verifica la pro-
piedad de Bolzano-Weierstrass, es decir, toda sucesion acotada en (RY || - |2) admite
una parcial convergente.

Demostracion:

Haremos la prueba por induccién sobre la dimension del espacio. Para N = 1, se
trata del Teorema de Bolzano-Weierstrass, que es conocido en R. Supongamos que se
verifica para RY. En RV*! se tiene que

(z,9)ll2 = Vz(1) +a(N)?+y?% V(z,y) €RY xR. (%)

Fijamos una sucesién acotada en R¥*1 que podemos suponer de la forma {(x,,y,)},
donde z,, € RY, y, € R, para cada natural n. En vista de (x), las sucesiones {z,, } e {y.}
son acotadas. Por hipétesis de induccion, la primera admite una parcial convergente,
que escribiremos {4, }, ahora bien, por ser {y,(»)} acotada (parcial de una acotada),
el Teorema de Bolzano-Weierstrass nos asegura que admite una parcial convergente que
escribiremos {Yy(r(n)) }?. Finalmente, la sucesién en RN dada por {(2o(r(n))s Yo(r(n))) }
es una parcial convergente de {(z,,y,)}- .

Teorema 2.23 (Hausdorff). Todas las normas en RY son equivalentes.

?Obsérvese que si notamos {y,} = {2, (n)}, entonces {y, )} = {Zo(r(n))}
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Demostracion:
Probaremos que si || -|| es una norma cualquiera en RY, entonces equivale a la norma
euclidea. Notamos por {e1, ez, -+ ,ex} a la base canénica de RY. Dado cualquier vector

r € RY que se escriba de la forma z = z(1)e; + - - - + 2(N)ey, se tiene
lz|| = ||z(1)er + - - + x(N)en|] < (por la desigualdad triangular)

< |z fleall + -+ [z(N)] [len]] <
< (lleall + -+ llen D/l
< (leall + -+ + llen |22,
luego, tomando M = |le1]| + - -+ + ||en]|| se tiene que

]l < M|z, Vo € RY.

Ahora definimos
m = inf{e]l : ol = 1}.

Probaremos que m es un minimo®. Sabemos que por ser m el infimo del conjunto
anterior, existe una sucesién {z,,} de elementos de RY verificando

lenllz =1, {llzall} = m
(véanse el Ejemplo 2.9 y la Proposicién 2.15).
Como (RY || - ||2) verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass (Teorema 2.22), ha
de existir un elemento zy € RY y una sucesién parcial {z,(n)} de {z,} tal que
[
{xa(n)} _>2 o,

con lo que se tiene
[zoll2 = lim {[|zowm 2} =1,

en particular xg # 0. Por la desigualdad ya probada entre las normas se tiene
| 2ol = [lzoll | < #om) = woll < M|2o@m) — 2oll2, Yn €N,

y en virtud de la convergencia en la norma euclidea de {z,@)} a xo, concluimos que
{Ilzo@m ||} converge a [|zol|, por tanto m = ||zo| > 0.
Queremos probar ahora que

mllzllz < 2], Vo eRY,

desigualdad que es cierta si x = 0. Si x # 0, se tiene

3De haber pospuesto la demostracién de este teorema a la obtencién de la propiedad de compacidad

X

]l

x
=1l=m< H—H = ml|z|ls < ||z]. .
2 [ ]]2

(Proposicién 2.51), esto habria sido inmediato. En efecto, dado que la funcién norma || - || es continua
en (RN, || ]l2) (ndtese que | ||z]| — ||yl | < ||z —y| < M||z —yl|2) ¥ que la esfera unidad para la norma
euclidea S).|,(0,1) es compacta, por la propiedad de compacidad, el conjunto {||z| : [[z[|2 = 1} tiene

minimo.
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Dado que “no existe mds espacio vectorial real de dimensién N que RV”, pode-
mos decir que en “cualquier” espacio vectorial real finito-dimensional todas las normas
son equivalentes (véase problema 2.8). En realidad, tal propiedad caracteriza la finito-
dimensionalidad de un espacio vectorial.

Como corolario del teorema anterior y de la Proposicién 2.20 se obtiene:

Corolario 2.24. Eriste una unica topologia en RN que proceda de una norma a la que
llamaremos la topologia de la norma .

En todo lo que sigue, se supondra que RY estd dotado de la topologia de la norma,
cuyos abiertos no son més que uniones de bolas abiertas para alguna norma. En el caso
de R, los abiertos son uniones de intervalos abiertos.

La segunda consecuencia del Teorema de Hausdorff es que el concepto de sucesion
de Cauchy en RY es independiente de la norma. Este hecho, junto con el Teorema de
complitud de R y el Ejemplo 2.13 nos prueban el siguiente resultado.

Teorema 2.25 (complitud). En RY, toda sucesion de Cauchy es convergente, esto
es, RN es un espacio de Banach con cualquier norma.

La tercera consecuencia del Teorema de Hausdorff es que el concepto de acotacién
en RY es independiente de la norma.
El Teorema 2.22 admite ahora el siguiente enunciado.

Teorema 2.26 (Bolzano-Weierstrass). RY verifica la propiedad de Bolzano- Weiers-
trass, es decir, toda sucesion acotada admite una parcial convergente.
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2.3. Compactos, convexos y conexos.

Dedicamos esta seccién a presentar tres tipos distinguidos de subconjuntos de R¥:
los compactos, los convexos y los conexos.

En la demostracién del Teorema de Hausdorff sélo se ha tenido en cuenta que
S)12(0,1) es un conjunto acotado y cerrado. * Ello nos motiva a destacar estos subcon-
juntos de R¥.

Definicién 2.27. Un subconjunto K de RY es compacto si es cerrado y acotado.

Decir cuéles de los siguientes conjuntos son compactos: N, {% :n € N}, {a}, B(a,r),
E(a,’r‘), S(CL,T), [a’ab] U [Cv d]? {(x7y) < R?: 2 > O}

Obsérvese que el punto crucial de la demostracion del tan citado Teorema de Haus-
dorff consiste en probar que toda sucesion en la esfera S ,(0,1) se acumula, es decir,
admite una parcial convergente a un punto de dicha esfera. Esto nos motiva la siguiente
caracterizacién de los compactos de RY que sera una herramienta bésica en futuras
demostraciones y que a su vez nos permite extender dicho concepto a espacios métricos
cualesquiera.

Teorema 2.28 (Caracterizacién de los compactos de RY). Sea K un subconjunto
de RN . Equivalen:

i) K es compacto (cerrado y acotado de RY).

ii) Toda sucesion de puntos de K admite una sucesion parcial que converge a un
punto de K.

Demostracion:

i) = i) Sea {x, } una sucesién en K. Por hipétesis, {z,} es acotada y, por el Teorema
de Bolzano-Weierstrass, tiene una subsucesion {z,(,)} convergente a un vector = que
necesariamente ha de pertenecer a K, por ser K un conjunto cerrado.

ii) = i) K es cerrado: Sea r € K y {,,} una sucesién en K convergente a x. Por
hipétesis, existe {Zom)} — y € K. Puesto que también {24, } — =, deducimos de la
unicidad del limite que z € K. Hemos probado que K C K y por tanto K es cerrado.

K es acotado: Supongamos que K no es acotado. Se tiene entonces que
K\B(0,n) # 0, Vn € N, luego podemos elegir para cada natural n, un elemento
x, € K\B(0,n). La sucesiéon {x,} asi elegida no puede tener ninguna parcial conver-
gente ya que ||z,|| > n, Vn € N, y, por tanto, todas sus parciales son no acotadas.
Hemos probado que si K es no acotado, entonces no se verifica ii). .

4Del Teorema de Bolzano-Weierstrass se sigue que toda sucesién en un conjunto acotado admite
una parcial convergente; si ademas el conjunto es cerrado, la caracterizacién secuencial de la adherencia
(Proposicién 2.15) nos asegura que el limite se queda en el conjunto.
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Definicién 2.29. Un subconjunto K de un espacio métrico es compacto si toda sucesién
de puntos de K admite una sucesion parcial que converge a un punto de K.

Recordamos que en un espacio métrico (F,d) todo subconjunto A C E es también
un espacio métrico con la distancia inducida. Como todo espacio métrico tiene una
topologia que procede de la distancia, a la topologia asociada a la restriccion de d al
subconjunto A se le llama topologia inducida en A. En cualquier espacio métrico, los
abiertos son uniones de bolas abiertas. Ahora bien, una bola abierta en A no es mas que
un conjunto del tipo {z € A : d(x,a) < r}, donde a € Ay r > 0, pero este conjunto no
es otra cosa que B(a,r)N A. Por tanto, si G es un abierto de A, existe un abierto O de
E tal que G = O N A, esto es, los abiertos de A o abiertos relativos en A no son otra
cosa que las intersecciones con A de los abiertos de E. Reciprocamente, es muy facil
probar que los conjuntos que se escriben como interseccién de un abierto de E con A
son, de hecho, abiertos de A.

Los cerrados de A son los complementos en A de los abiertos de A. Por razones
similares, también los cerrados de A se obtienen intersecando A con los cerrados de E.

Por ejemplo, ]3,1] es abierto de ]0, 1] y no es abierto. ;Cuales son los abiertos y los
cerrados de Z?

Nota 2.30. Es interesante observar que en espacios métricos coinciden los subconjuntos
compactos (anterior definicién) y los subespacios compactos (con la topologia inducida).

Es facil probar que todo subconjunto compacto de un espacio métrico es cerrado y
acotado®, pero el reciproco no es cierto (véase el ejercicio 2.5).

El siguiente teorema caracteriza la compacidad en los espacios métricos en términos
de su topologia y permite definir dicho concepto en espacios topoldgicos generales.

Teorema 2.31 (Heine-Borel-Lebesgue). Sea K un subconjunto de un espacio métri-
co (E,d). Equivalen:

i) K es compacto.

ii) K werifica el axioma de Heine-Borel: todo recubrimiento por abiertos de K admite
un subrecubrimiento finito, esto es, siU es una familia de abiertos de E tales que
K CUyey U, entonces existenn € N y Uy, --- U, €U tal que K C |J;_, U;.

La demostracion puede verse en el apéndice (véase también el ejercicio 2.27).

La propiedad arquimediana de R nos asegura que {]+,1[: n € N} (respectivamente
{] = n,n[: n € N}) es un recubrimiento por abiertos del conjunto |0, 1] (resp. R).

°La verificacién de este hecho es una simple adaptacién de ii) = i) del Teorema 2.28, entendiendo
como 7) ser cerrado y acotado en un espacio métrico



Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 35

Pruébese que en ninguno de los casos anteriores se puede extraer un subrecubrimiento
finito de los recubrimientos ;Contradice este hecho el teorema anterior?

El axioma de Heine-Borel (afirmacién i) del anterior teorema) se toma como defini-
ciéon de compacidad en un espacio topoldgico cualquiera y es una valiosa herramienta
en muchas demostraciones (véase por ejemplo el Teorema de Dini, Teorema 2.52).

Nota 2.32. Obsérvese que en al axioma de Heine-Borel se pueden sustituir simulta-
neamente los abiertos por abiertos relativos y la inclusion por igualdad, es decir, la
compacidad sélo depende de la topologia del conjunto en cuestion. Con més precision,
a nivel de espacios topoldgicos también coinciden los subconjuntos compactos y los
subespacios compactos.

Finalizamos esta seccion presentando dos extensiones de la nocién de intervalo de R
a subconjuntos de RY, una de naturaleza geométrica y otra de naturaleza topolégica.

Recordemos que un subconjunto I de R es un intervalo si para cualesquiera x,y € [
con x < y, se tiene que [z, y] C I. Como obviamente se tiene

[z yl ={z+tly—2):0<t <1},

entonces [ es un intervalo si, y sélo si, para cualesquiera x,y € I y cualquier ¢t € [0, 1],
se verifica  + t(y — x) € I. En efecto, basta considerar la desigualdad

min{z,y} < (1 —t)z + ty < max{z,y}, Vt € [0,1].

La propiedad anterior que caracteriza a los intervalos tiene perfecto sentido en RY vy,
por tanto, nos invita a generalizar el concepto de intervalo de la siguiente forma:

Definicién 2.33. Un subconjunto A de RY es convezo si se verifica
a,be A=a+tlb—a)e A, Vtel0,1],

es decir, para cualesquiera dos elementos a,b en A, el segmento de extremos a y b
estd contenido en A.

Obviamente el anterior concepto tiene sentido en cualquier espacio vectorial. Es in-
mediato comprobar que en RY las bolas abiertas son conjuntos convexos, e igual ocurre
con las bolas cerradas. Como caso particular, por supuesto, se obtiene que los intervalos
son conjuntos convexos. Al fin y al cabo, intentamos abstraer una propiedad que tienen
(y que de hecho caracteriza a) los intervalos.

Para presentar la otra generalizacién de intervalo, la conexién, nos inspiraremos en
esta otra caracterizacion de los intervalos:

Proposicién 2.34. Sea C' C R. FEquivalen:
i) C es un intervalo.
i1) No existen particiones no triviales de C' en abiertos relativos, esto es, si Oq, 04

son abiertos en C tales que Oy N Oy =0 y C = O U Oy, entonces Oy =) o bien
Oy = 0.
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Demostracion:

i) = i) Sea C' un intervalo y, razonando por reduccién al absurdo, supongamos
que C es la unién disjunta de dos abiertos O; y O, de C' no vacios. Sean entonces
a € O1,b € Oy. Podemos suponer sin perder de generalidad que a < b. Como C' es un
intervalo, se tiene que [a,b] C C. Definamos

¢ = sup([a,b] N Oy).

Como [a, b] es cerrado, es claro que ¢ € [a,b] C C. Si ¢ € Oy, entonces ¢ < b, y al ser
[a, b] un intervalo y O; un abierto de C, se tiene que existe § > 0 tal que

[c,c+0[C [a,b]
= [c,c+6] Cla,b]NOy,
Je=d,c+4d6[NCCOy

lo que contradice la definicién de c.
Un razonamiento andlogo (hdgase) muestra que ¢ ¢ Os, lo que lleva a contradiccion.
Hemos probado que un intervalo no admite particiones no triviales en abiertos relativos.
it) = 1) Si C' no fuese un intervalo, entonces existirian ntimeros reales z,y € C'y
un real z ¢ C' tales que = < z < y. Entonces, la particién

C=(—-o00,zlNC)YU(]z,+0[ N C)

contradice ii). .

Definicién 2.35. Un conjunto C' de un espacio métrico es conexo si verifica que la
unica particién de C en dos abiertos relativos es la trivial.

En la siguiente seccion probaremos que, en los espacios normados, todo conjunto
convexo es conexo, en particular, los segmentos y las bolas son conexos. Claramente un
conjunto formado por dos elementos no es conexo.

Por supuesto, la definicién de conexién puede darse en espacios topolédgicos.
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2.4. Funciones continuas.

Recordemos que “la” topologia de R¥ es la topologia de la norma.

Definicién 2.36 (campo escalar y vectorial). Sean M,N € Ny A C R". Un
campo escalar en A es una funcién de A en R. Una funcién f = (f1,..., fu) : A = RM
se llama campo vectorial en A, y a los campos escalares f;, parai = 1,..., M, se les
denomina campo escalar de f o funciones componentes de f.

Definicién 2.37 (campo vectorial continuo). Sean M,N e N, ACRY ac Ay
f: A — RM un campo vectorial. Se dice que f es continuo en el punto a si para toda
sucesion {a,} en A convergente a a, se tiene que la sucesién {f(a,)} converge a f(a),
es decir:

[V{an} en A {an} — a] = {f(an)} — f(a)
donde la convergencia de las sucesiones es relativa a las topologias de RY y RM.

Se dice que la funciéon f es continua en B C A si lo es en todos los puntos de B. Se
dice que la funcién f es continua si es continua en A.

Como consecuencia inmediata del Ejemplo 2.13, el estudio de la continuidad de los
campos vectoriales se reduce al de sus campos escalares componentes como se recoge
en el siguiente enunciado.

Proposicién 2.38 (Reduccién a campos escalares). Sean M, N € N, A c R,
=01, fu): A= RM un campo vectorial en A y a un punto de A. Entonces
f es continuo en a < f; es continuo en a, Vi =1,..., M.

El concepto de continuidad se extiende literalmente a funciones definidas entre es-
pacios métricos:

Definicién 2.39. Sean (E,d), (F, p) espacios métricos, AC E, f: A— Fya¢€ A. Se
dice que la funcién f es continua en el punto a si

[V{an} en 4, fa.} 5 a] = {f(an)} © f(a)
Se dice que la funcién f es continua en B C A si lo es en cada punto de B. Se dice que

f es continua si es continua en A.

Como la convergencia de una sucesion es un concepto topoldgico, el concepto de
continuidad también es topoldgico, es decir, depende de las topologias de los espacios
métricos pero no de las métricas concretas que se utilicen.

Los siguientes resultados se demuestran rutinariamente y se dejan como ejercicios.



38 2. Continuidad y limite funcional.

Proposicién 2.40 (Regla de la cadena para la continuidad). Sean F, E5, Ej3
espacios métricos, A C Ei, f : A — FEy, B C FEy, g : B — E3 y supongamos que
f(A) C B. Si f es continua en un punto a de A y g es continua en f(a), entonces
la composicion g o f es continua en a. Como consecuencia, st f y g son continuas,
entonces go [ es continua.

Pongamos ahora de manifiesto la buena convivencia entre el dlgebra y la topologia
de un espacio normado (X, ||.||). Esto es,

1. La suma en (X, |.||) es continua, es decir, la aplicacién de X x X en X definida
por (z,y) — x +y. En efecto, si {(zn,yn)} — (x,y), entonces

1z +y) = (@n +ya) | < llw—znll + ly = ynll <2 max {[le —zal, [ly —val} — 0.

2. El producto por escalares en X es continuo, es decir la aplicacion de R x X en X
definida por (A\,z) — Az. En efecto, si {\,} — A\, {z,} — =z, se tiene

Az = Annl| < [(A = An)z + An(@ = 20)[| < A = An] [l2]] + [An] l2 = 20| <
(Nl +[Anl) max {[A = Au], [l = zn[} — 0,

donde se ha tenido en cuenta que {\,} es acotada.

En particular, el producto en R es continuo.

3. Lanorma ||.|| es continua, es decir la aplicacién de X en R definida por x — ||z]|.
Basta tener en cuenta la desigualdad

2l = llzall | < [l = |-

Ahora es inmediata la demostracion del siguiente resultado:

Corolario 2.41. Sean (E,d) un espacio métrico, (X,|.]|) un espacio normado y
ac ACE.

i) Si f,g: A— X son continuas en a y A € R, entonces f + g y \f son continuas
en a.

ii) St f: A—=Ryg:A— X son continuas en a, entonces fg es continua en a.

iii) Si f: A— R es continua ena y f(x) #0, Vr € A, entonces % es continua en a.

i) Si f,g: A— R son continuas en a y g(x) #0, Vo € A, entonces 5 es continua
en a.
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Proposiciéon 2.42 (Continuidad de la restriccién). Sean E y F' espacios métri-
cos, BCACEFEuyf:A— F,qy consideremos la aplicacion restriccion de f a B,
fi : B — F definida por fip(x) := f(x), Yo € B. Entonces fip es continua en todo
punto de B en el que f sea continua. En consecuencia, si la funcion f es continua,
entonces su restriccion a B también lo es.

Es importante destacar que la continuidad no se transfiere a extensiones (las fun-
ciones definidas en un sélo punto son continuas, luego si la continuidad se transfiriese
a extensiones, concluirfamos que todas las funciones son continuas). Sin embargo, se
tiene el siguiente resultado parcial.

Proposicién 2.43 (Caréacter local de la continuidad). Sean E, F' espacios métri-
cos, ACFE, f:A— Fybe B CA. Si B esun “entorno relativo” de b (eziste
r >0 tal que B(b,r)NA C B)y fig es continua en b, entonces f es continua en b. En

particular, si f : B — I, B C E es abierto y si fip es continua, entonces f es continua
en B.

Demostracion:
Sea r > 0 tal que B(b,r) N A C B. Si {a,} es una sucesién en A convergente al
punto b, entonces
dneN: n>m= a,€ B(br),

con lo que para n > m se tiene que a, € B. Asi {@y1n}neny €s una sucesién en B que
converge al punto b, ya que es parcial de la sucesién {a,}. Por ser fiz continua en b se

tiene que {f(amin)}neny — f(b) vy, por tanto, también { f(a,)} — f(b). .

Ejemplos 2.44 (funciones continuas).

1. Las proyecciones de RY en R son continuas, es decir las aplicaciones 7, : RY — R
(k=1,...,N) definidas por my(z1,...,TN) = Z.

2. Toda funcién polinémica de RY en R es continua.

3. Toda funcién racional R = g en /N variables es continua en su conjunto de
definicion:
{(Il,...,.TN) S RN : Q(‘r17"'7xN> 7£ O}
4. Las funciones elementales reales de variable real (exponencial, logaritmo, raices,

funciones trigonométricas) son continuas en su dominio de definicién.

La siguiente caracterizacion proporcionara la manera satisfactoria de introducir en
espacios topoldgicos el concepto de continuidad en un punto.
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Proposicién 2.45 (e-0-caracterizacién de la continuidad). Sean (E,d), (F,p)
espacios métricos, AC E, f: A— F ya € A. Fquivalen las siquientes afirmaciones:

i) f es continua en a.

re A

ii) Ve > 0, 35>0:{d(x’a)<5

} = p(f(x), f(a)) < e, equivalentemente
Ve >0, 30 >0: f(B(a,d)NA) C B(f(a),e).

Demostracion:
i) = 4i) Supongamos que no se verifica 7). Entonces existe un positivo ¢ con la
siguiente propiedad:

d(as,a) <9

V(5>0, das cA: { p(f(ag),f(a)) S

en particular
d(an,a) < %

p(f(an), f(a)) = &

Es inmediato que la sucesién {a,} en A asi definida converge hacia a mientras que

{f(an)} no converge a f(a).

i1) = 1) Sea {a,} una sucesién en A convergente hacia a. Fijemos ¢ > 0 y tomemos
0 > 0 tal que

Vn € N, HaneA:{

[z € A, d(z,a) <] = p(f(x), fla)) <e.

Como {a,} — a, existe un natural m tal que si n > m se verifica que d(a,,a) < d, y
por tanto

p(f(an), f(a)) <e.

Hemos probado que f es continua en a. .

Es importante observar que, en la e-d-caracterizacion de la continuidad, el nimero
positivo ¢ depende tanto del niimero positivo € elegido, como del punto a de A prefijado.
En general, para un mismo ¢ positivo pueden aparecer distintos ¢ dependiendo del punto
a de A del que se trate.

En el caso en que, para cada ¢ > 0 fijo pueda encontrarse un positivo  comun,
valido para todos los puntos de A, la funcion gozard de propiedades adicionales que la
diferencian de las funciones que son tinicamente continuas.

Definicién 2.46 (continuidad uniforme). Sean (F,d) y (F,p) espacios métricos,
ACFEy f:A— F una funcién. Se dice que f es uniformemente continua si

Ve>0,30 >0:[r,y € A, d(z,y) <d] = p(f(2), f(y) <e
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No es dificil comprobar que una funcién f : A — F es uniformemente continua si,
y solo si, se verifica la condicién

an, by, € A, Yn € N, {d(an,b,)} — 0= p(f(an), f(bn)) — 0.

Es inmediato que si f es uniformemente continua, entonces f es continua. El recipro-
co no es cierto, de hecho existen funciones continuas muy sencillas que no son uniforme-
mente continuas:

La funcién f : Rt — R definida por f(x) = % es continua y, sin embargo, no es
uniformemente continua ya que para cada natural n se tiene que

P(E)-() -

(Como consecuencia % puede no ser uniformemente continua aunque lo sea f).

La funcién f : R — R definida por f(z) = x? es continua y, sin embargo, no es
uniformemente continua ya que para cada natural n se tiene que

1
‘f(n+ —) —f(n)
n
(Como consecuencia el producto de funciones uniformemente continuas no tiene por
qué serlo).
En general, el producto por escalares en un espacio normado (X, ||.||) es continuo

pero no es uniformemente continuo ya que para cada vector x no nulo y para cada
natural n se tiene

(o) Gome)) =z v 1 (o) =1 (o)

Es claro que toda restriccién de una funciéon uniformemente continua también lo es.

> 2.

1 1
= |t 3ot = 30

Proposicién 2.47 (Caracterizacién de la continuidad global). Sean (E,d), (F, p)
espacios métricos, A C E y f : A — F. Denotemos por Sg (resp. Sa) la familia de
los abiertos de F (resp. abiertos relativos de A) y por Fr (resp. Fa) la familia de los
cerrados de F' (resp. cerrados relativos de A). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es continua, equivalentemente (Proposicion 2.45):

Vae A, Ve >0, 36, >0 { d(ngae)jiéa }:> p(f(x), fla)) <e.

ii) La imagen inversa por f de cualquier abierto de F' es un abierto relativo de A:

OeSr= f10)e€Ja.
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iii) La imagen inversa por f de cualquier cerrado de F' es un cerrado relativo de A:

CeFr= fHO)e Fa.

i) La funcion f aplica valores adherentes de cualquier subconjunto de A en valores
adherentes de la imagen de dicho conjunto, esto es:

f(BNA) cC f(B), VB C A.

Es importante destacar que en las sentencias ii) y i) el calificativo relativo es
obligado. Si no fuese asi, entonces todos los conjuntos de un espacio métrico serian
cerrados (cada subconjunto S se puede escribir de la forma S = f~'({0}) donde f :
S — R es la funcién constantemente cero, y por tanto S es la imagen inversa por una
funcién continua de un cerrado), y en consecuencia también abiertos. Si la funcién toma
valores reales y esta definida en todo el espacio métrico, se tiene el siguiente resultado
que permite reconocer subconjuntos abiertos y cerrados de un espacio métrico de forma
muy sencilla.

Corolario 2.48. Sean (E,d) un espacio métrico y f : E — R una aplicacion continua.
Denotemos por S (resp. F) la familia de los abiertos (resp. cerrados) de E. Entonces
para todo a € R se tiene que:

)
ii) {x € £ f(x)

iii) {z € E: f(z) <a} € F.
w) {rek: f(z)
()

Ejemplo 2.49. Los conjuntos

1
A:{(x,y)ERQ: O<x,y<5}

y

B={(r,y) €R*: 0 < 2®+y*>—sen (zy) < 2, ye* > 2}
son abiertos de R?.
En efecto, puesto que A = A; N Ay, donde

Al ={(z,y) €R*: 0<a}y Ay ={(z,y) €eR*: 2y <1}

el resultado se sigue de la continuidad de la aplicacién proyeccién primera 7; : R?2 — R
y de la aplicacién polinémica P : R? — R definida por P(z,y) = zy, y del hecho de
que

Ay =m71(]0, +00]) y A2 = P7H(] — oo, 1))
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La prueba de que B es abierto es andloga a la anterior sin mas que considerar las
funciones continuas de R? en R

f(l',y) = 372 +y2 — sen (':Ey) ) g(xay) = yex’

ya que
B = f7(10,2[) n g~ (]2, +o0]).

Probaremos ahora que la compacidad y la conexién se conservan por funciones
continuas.

Teorema 2.50 (Conservacién de la compacidad por continuidad). Sean E, F
espacios métricos, K un subconjunto compacto de ' y f : K — F continua. Entonces
f(K) es compacto.

Demostracion:

Sea {y,} una sucesién en f(K). Tomemos una sucesiéon {z,} en K tal que
f(xn) = yn, Yn € N. Al ser K compacto I{z,,)} — = € K. La continuidad de f
nos asegura que {f(z,m))} — f(x), es decir:

{vom} — flz) € FK).

Hemos probado que f(K) es compacto. .

Corolario 2.51 (Propiedad de compacidad). Sean E un espacio métrico, K un
subconjunto compacto de E y f : K — R una funcion continua. Entonces f estd acotada
y alcanza su mdximo y su minimo absolutos.

Demostracion:
f(K) es un compacto de R, luego cerrado y acotado, de donde se deduce facilmente
que el conjunto f(K) tiene maximo y minimo. .

El siguiente resultado da condiciones suficientes para que una sucesion de funciones
que, en principio, converge sélo puntualmente, converja de hecho uniformemente. La
demostracion que damos a continuacién es un buen ejemplo de utilizacién del axioma
de Heine-Borel.

Teorema 2.52 (Dini). Sean K un subconjunto compacto de un espacio métrico y { f,}
una sucesion monotona de funciones continuas de K en R que converge puntualmente
en K a una funcion continua f. Entonces la convergencia es uniforme en K.
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Demostracion:
Sea € > 0. Para cada natural n definimos

Uy ={zxeK:|f(x)— f(z)] <e}

La continuidad de las funciones f,, y f nos permite asegurar que U,, es un abierto relativo
de K. La monotonia de la sucesion {f,} nos dice que {U,} es una sucesién creciente
de abiertos relativos. La convergencia puntual implica que dicha familia recubre K.
Por 1ltimo, la compacidad de K (axioma de Heine-Borel y la Nota 2.32), nos permite
afirmar que existe m natural tal que K = U,,, y por tanto:

n>m=|f.(x) — f(z)| <e, Ve K.

El siguiente resultado prueba que las funciones continuas definidas en compactos
son de hecho uniformemente continuas.

Teorema 2.53 (Heine). Sean E y F espacios métricos, K C E un subconjunto com-
pacto y f : K — F una funcion continua. Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion:
Notemos por d y p las distancias de E'y F, respectivamente. Supongamos que f no
es uniformemente continua. Entonces existe ¢, > 0 tal que

Vo >0, Jas,ys € K@ d(xs,ys) < 6y p(f(zs), [(ys)) > €o.

En consecuencia

1
Vn €N, I, y, € K : d(zp,yn) < ~ Y p(f(zn), f(yn)) > €o.

Como K es compacto, 3{z,»)} — & € K. Se tiene, para cada natural n, que

d(yo(n)a SL‘) < d(ya(n)7 xo(n)) + d(xa(n)v $) < m + d<x0(n)v x)a

de donde se deduce que {y,(n)} — . Por tltimo, la continuidad de f nos asegura que
{f<xa(n))} - f(]?) y {f(ya(n))} - f(l’)
lo que contradice que p(f(x,), f(yn)) > €5, Vn € N. .

En el Apéndice D del tema se da otra demostracion del Teorema de Heine que usa
el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue.

Queda claro que, en virtud de la Nota 2.32, en los enunciados del Teorema de Dini
y de Heine podemos suponer que K es un espacio métrico compacto (en lugar de un
subconjunto compacto de un espacio métrico).
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Recordemos que si X e Y son conjuntos, A, B CY,y f: X — Y, entonces

FU7HA) = An f(X)
FHAUB) = A UfNB),  fHANB) = (A)Nnf (D).

Teorema 2.54 (Conservacién de la conexién por la continuidad). Sean E, F
dos espacios métricos, C' un subconjunto conexo no vacio de E y f : C' — F' continua.
Entonces f(C) es conexo.

Demostracion:
Sea f(C') = U UV una particién de f(C') en abiertos relativos. Si O es un abierto
de F tal que U = O N f(C), entonces

fU)=fHONfC) = fFHO)NfFHfIC) = fFHO)nC = f(0),

lo que prueba que f~'(U) es un abierto relativo de C. Andlogamente f~'(V) tam-
bién es un abierto relativo de C. Asi, en vista del comentario anterior al teorema,
{f7HU), f~4V)} es una particién de C en abiertos relativos, y al ser C' conexo uno de
los dos es vacio. Como en este caso, al ser U,V C f(C'), se verifica que f(f~1(U)) =U,
f(f~1(V)) =V, concluimos que o bien U = ) o bien V = (). Asi, la tinica particién de
f(C) en abiertos relativos es la trivial. .

La anterior proposicion generaliza el teorema del valor intermedio: “Una funcion
real continua definida en un intervalo si toma dos valores toma todos los intermedios”
. Por qué?

Corolario 2.55. Los segmentos en RY son conezos.

Demostracion:

El segmento [z,y] es la imagen del intervalo [0,1] por la funcién continua
f(t) = z+t(y—x). En general, los segmentos de extremos z e y ([z, ], [z, y], ]z, y], |z, y[)
son conexos (hagase!). .

A continuacién mostramos que un conjunto C' que verifique la propiedad que aparece
en el Teorema 2.54, para cualquier funcién continua valuada en {0, 1}, ha de ser conexo.
A pesar de la sencillez de la prueba, esta caracterizacién resulta muy util para probar
ciertas propiedades de estabilidad de los conjuntos conexos.

Proposicién 2.56 (Caracterizacién de la conexidén). Sea C' un subconjunto no
vacio de un espacio métrico. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) C' es conexo.

ii) Toda funcion continua de C' en {0,1} es constante.
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Demostracion:

i) = ii) Es consecuencia del teorema anterior y de que los tnicos intervalos no vacios
contenidos en {0,1} son {0} y {1}.

1) = 1) Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que C' no es conexo.

Sea C' = U UV una particién no trivial de C' en abiertos relativos. Entonces la funcién
f:C —{0,1} definida por

0 sizelU

f(x>'_{1 sizeV
es continua (por el cardcter local de la continuidad), y verifica f(C) = {0,1}, y por
tanto, i) no es cierta. .

Los siguientes resultados nos ayudan a probar la conexién de ciertos subconjuntos.

Proposicion 2.57. Todo conjunto comprendido entre un conexo y su cierre €s conexo,
es decir si C' es conexo y C C D C C, entonces D es conexo.

Demostracion:

Si D = () es claro. Supongamos D # () y sea f : D — {0, 1} una aplicacién continua.
Por ser C' conexo, en vista de la Proposicién 2.56 ha de ser fio constante. Como D C C
y f es continua se tiene que

f(D) = f(€nD)c f(C).

Por tanto, f es constante. .

Proposicién 2.58. Sea {C; : i € I} una familia de conexos de un espacio métrico tal
que dos cualesquiera tienen interseccion no vacia. Entonces |J,c; C; es conezo.

Demostracion:

Sea f : U Ci — {0,1} continua. Queremos probar que f es constante. Sean
r,y € U, Ci. Existen entonces r,s € I tales que x € C, ey € (. Como fic, vy
fic, son constantes y existe ¢ € C, N Cy concluimos que f(z) = f(c) = f(y). .

Corolario 2.59. Todo convezxo de RY es conezo.

Demostracion:
Sea C' un subconjunto convexo de RY y tomemos ¢ € C. Entonces C' = U,cc[c, 7]
es conexo por ser uniéon de conexos con al menos el punto ¢ en comun. .
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2.5. Limite funcional.

Recordemos que “la” topologia de RY sigue siendo la topologia de la norma.

Definicién 2.60. Sean (F,d) un espacio métrico y A un subconjunto no vacio de E.
Se dice que o € E es un punto de acumulacion de A si existe una sucesién {a,} de
puntos de A distintos de a y convergente a «, equivalentemente, si

B(a,e) N (A\{a}) # 0, Ve > 0.

Denotaremos por A" al conjunto de los puntos de acumulacién de A. Se dice que un
punto a € A es un punto aislado de A si existe € > 0 tal que B(a,e) N A = {a}.

Es inmediato que todo punto adherente a A o es de acumulacién de A o es aislado.
En consecuencia los puntos de A o son de acumulacion o son aislados.

Definicién 2.61. Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos, A C E, f : A — F, a un
punto de acumulacion de A y £ € F'. Se dice que f tiende a ¢ cuando x tiende a «, y
se nota f(z) — ¢ cuando x — a, si para toda sucesién de puntos de A distintos de « y
convergente a «, se verifica que la sucesién imagen converge a ¢, es decir:

[V{an} en A, a, # o, {an} > a ] = {f(a.)} 2 .

Supuesta la existencia de un tal ¢, de la unicidad del limite secuencial se sigue que tal
elemento es unico, se llama limite de la funcion f en el punto « y se nota

lim f(z) =¢.

r—

Como consecuencia inmediata del Ejemplo 2.13, el estudio de la existencia del limite
de los campos vectoriales se reduce al de sus campos escalares componentes, tal como
se recoge en el siguiente enunciado.

Proposicién 2.62 (Reduccién a campos escalares). Sean M, N naturales,
ACRY f=(fi,..fu) : A — RM un campo vectorial en A y o un punto de
acumulacion de A. Entonces

f tiene limite en a < f; tiene limite en o, Vi =1, ..., M.
En tal caso,

lim f(2) = (lim fi(2), .. I fas(x)).

Tr—

Proposicién 2.63 (Algebra de limites). Sean A C RY, o un punto de acumulacion
de A, f,g: A— R y X eR. Se verifica:



48 2. Continuidad y limite funcional.

i) Si f, g tienen limite en «, entonces f + g y Af tienen limite en o y

lim (f +¢)(z) = lim f(z) + lim g(z),

Tr—« r—

m(Af)(z) = A lim f(z).

r—x r—«

ii) Si f, g tienen limite en a, entonces fg tiene limite en o y

lim (fg)(x) = lim f(@) Jim (o).

rT—

iii) Si f,g tienen limite en o, g(x) #0 Vo € A, ylim,_, g(x) # 0, entonces 5 tiene

limite en v gy
]‘. Tr—Q
lim £ (z) = Moo f(2)
r—a g lim, ., g(x)

Notas 2.64.

a) Puesto que en los espacios métricos la convergencia secuencial depende sélo de la
topologia, se tiene que, al igual que ocurria con la continuidad, también el concepto
de limite funcional es de caracter topologico: depende de las topologias de los espacios
métricos pero no de las métricas concretas que se utilicen.

b) Puede ocurrir que el punto a no pertenezca al conjunto A, pero que sea de acu-
mulacién. En el caso en que « pertenezca a A, el valor que tome la funcién f en a no
afecta para nada a la existencia del limite, ni al valor de éste.

c) Noétese que, en la Definicion 2.61, basta exigir la condicién

[V{a,} en A, a, # a, {a,} Lo | = {f(an)} es convergente.

. / . . . ’, . .
En efecto, si {a,} vy {a, } son dos sucesiones que verifican la hip6tesis anterior, entonces

., ’ ’ ’ , . . .
la sucesién “mezcla” {ay,ay,as, ay, ..., a,,a,,...} estd en las mismas circunstancias, y

n?
por tanto, la sucesion imagen

/

{f(a), f(a)), f(az), flag),- .., flan), flay,), ...}

es convergente, lo que conlleva a que
lim f(a,) =lim f(a,).

La relacion entre la continuidad de una funcién en un punto y la existencia de limite
funcional en dicho punto se recoge en el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.65. Sean E, F espacios métricos, AC E, f: A— F ya un punto de
A.

i) Sia es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.
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ii) Sia es un punto de acumulacion de A, entonces [ es continua en a si, y sdlo si,

lim, ., f(z)= f(a).

La demostraciéon se deja como ejercicio.

El siguiente resultado recoge el utilisimo proceso de cambio a coordenadas polares a
la hora de estudiar limites de funciones de dos variables reales. Claramente, via el uso
de traslaciones, no es restrictivo el llevar a cabo el estudio del limite en el punto (0,0).

Recordemos que la funcién paso a coordenadas polares es la funcién de Rf x R en
R? definida por

(p,9) = (p cos U, p sen ),

que es una aplicacién sobreyectiva, aplica el eje {0} x R en (0,0), y que es periédica de
periodo 27 en la variable 9. En consecuencia, esta aplicacion induce una biyecciéon de
la franja R* x| — 7, 7] sobre R? \ {(0,0)}. En efecto: dado (x,y) € R?\ {(0,0)} existe
un unico (p,v) € RT x| — m, 7] tal que

r=pcosv,y=p sen 1.
De hecho, p y ¥ son el médulo y el “argumento principal” de (z,y), y (p, ) se pueden

obtener a a partir de (z,y) mediante las expresiones p = \/x2 + y? y

2 arctan == en otro caso.

19:{7T size€R7,y=0
paes

Al par (p, ) se le llama coordenadas polares del punto (z,y).

Proposiciéon 2.66 (coordenadas polares). Sean f : R?*\ {(0,0)} — R una funcidn
y £ un numero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) limg y)—(0,0) f(2,y) = L.
i) Ye > 0,30 >0:0 < ||(z,9)] <0 =|f(x,y) — (| <e.
iii) lim, .o f(p cos ¥, p sen ) = { uniformemente en 9, es decir:

Ve>0,30>0:0<p<d,veR=|f(pcosd,p sen ) —{ <e.

i) Para cualquier sucesion {p,} de positivos convergente a cero y cualquier sucesion
de reales {9, } (si queremos |9,| < 7), se verifica que

{f(pn cos ﬁnapn Sen 1977,)} — L.
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Demostracion:
i) = ii) Se deja como ejercicio (véase la € — d-caracterizacion de la continuidad).
i1) = i1i). Sea € > 0 fijo. Por hipétesis

30>0:0<|[(z,y)|2<d=|f(z,y) —{] <e.
Ahora, si p es tal que 0 < p < 6, entonces para todo real ¥ se verifica que
[(p cos ¥, p sen V)|2 = p <3,

luego se tiene que
|f(p cos ¥, p sen 9) — | <e.

i11) = v) Sean {p,} una sucesién de nimeros reales positivos convergente a cero y
{¥,,} una sucesién de nimeros reales. Para ¢ > 0 fijo, por hipdtesis

35>0:(0<p<0,9€R)=|f(pcos?,p sen V) —{| <e.
Como {p,} — 0, entonces
dJneN:n>m=0<p, <9,
y por tanto, en vista de la hipdtesis
n>m = |f(p, cos Oy, p, sen V,) — | < e.

En consecuencia,

{f(pn cos Uy, pn sen 0,)} — L.

iv) = i) Sea {(z,, y,)} una sucesién en R?\ {(0,0)} convergente a (0,0). Para cada
natural n tomemos p,, := ||(n, yn)|l2 ¥ ¥n € R tal que

Tp = Pn €08 Uy Y = pn sen 9.
De la continuidad de la norma se sigue que {p,} — 0, y por tanto por iv)

{f(@n,yn)} = {f(pn cos Uy, pp sen 9,)} — L.

Corolario 2.67 (Limites direccionales). Sea f : R*\ {(a,b)} — R. Si ewiste
lim . ) (ap) f(2,y) = £ entonces, para todo ) €] — m,m| existe

lin%f(cH—p cos U,b+ p sen ) = /.
p—

Los anteriores limites se llaman limites direccionales en la direccion v.
En consecuencia, de existir limite han de existir todos los limites direccionales y ser
wquales al limate.
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En la préctica es usual para calcular los limites direccionales de f(z,y) en el punto
(a,b), considerar las rectas y = b+ m(z — a) (de pendiente m y que pasa por (a,b)) y
hallar el limite

lim f(z,b+m(z —a)).

Obsérvese que de no existir un limite direccional o en el caso de que dos limites
direccionales sean distintos podemos afirmar que no hay limite. Supuesto que todos los
limites direccionales existen y son iguales, éste es el candidato a limite, aunque puede
que no haya limite (véase Ejercicio 2.27, g).
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2.6. Apéndice.

2.6.1. A) Teorema de Heine-Borel-Lebesque.
Teorema de Heine-Borel-Lebesgue. Sea K un subconjunto de un espacio métri-
co. Equivalen:

i) K es compacto, esto es, toda sucesion de puntos de K admite una sucesion parcial
convergente a un punto de K.

ii) K verifica el azioma de Heine-Borel : todo recubrimiento por abiertos de K ad-
mite un subrecubrimiento finito, esto es, sild es una familia de abiertos de E tales
que K C Jyq, U, entonces existenn € Ny Uy, --- ,U, € U tal que K C |JI, U;.

En la demostracion del teorema anterior usaremos los dos siguientes resultados auxi-
liares, de interés en si mismos:

Proposiciéon 2.68. Sea {z,} una sucesion de un espacio métrico E y x € E. Son
equivalentes:

a) La sucesion {x,} admite una parcial convergente a x.
b) Para cada positivo €, el conjunto {n € N: x, € B(x,¢)} es infinito.

Demostracion:
Por definicién de convergencia es claro que a) = b).
b) = a) Supongamos b) cierto y definamos o : N — N de la siguiente manera:

o(1) =min {n € N:z, € B(z,1)}.

Supuesto definido o(k), para k < n, definimos

1
o(n+1) = min {mGN:m>a(n),xm€B<x, )}
n+1

Asi conseguimos una sucesién parcial {z,)} que, por la forma de construirla, clara-
mente converge a . "

Lema 2.69 (del nimero de Lebesgue). Sea K un subconjunto compacto de un
espacio métrico. Entonces para todo recubrimiento por abiertos U de K existe r > 0 tal
que

re K=3U el :B(z,r) CU.

En tal caso se dice que r es un numero de Lebesque asociado al recubrimiento U.




Acosta, Aparicio, Moreno y Villena 53

Demostracion:
Si no existiera un nimero de Lebesgue, entonces habria un recubrimiento por abier-
tos U de K tal que

1
nEN:(EIanK:B(xn,E> ¢ U, VUGU).

Por hipétesis {x,} admite una parcial convergente a un elemento x de K. Por tanto,
ha de existir un conjunto U € U tal que x € U, y, por ser este conjunto abierto, para
algtiin positivo p se verifica B(z, p) C U. Ahora, elegimos % < £,y sabemos que existe
n > N tal que d(z,,z) < £. Entonces, si y € B(z,,5), se tiene

d(z,y) < d(z,z,) + d(x,, y) < p.

Asi

B(xn, g) C B(z,p) C U.
Como % < % < £, obtenemos que B(z, %) C B(wz,,5) C U, lo que contradice la
eleccion de x,,. .

Demostracion del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue.
i) = i) Probamos primero que dado un positivo ¢, existe un subconjunto finito
F C K tal que K C |J,cp B(%,€). De no ser asi, tomemos

v € K, x9€ K\ B(xy,¢),

y en general,
Tny1 € K\ UL B(z;,¢).

Obtendriamos asf una sucesién en K verificando que d(x,, x,,) > € sin # m, o sea {z,}
es una sucesion sin parciales convergentes (pues ni siquiera pueden ser de Cauchy), lo
que contradice la hipotesis.

Ahora probamos que K verifica el axioma de Heine-Borel. Fijamos un recubrimiento
por abiertos U de K. Sea r un nimero de Lebesgue asociado al recubrimiento. Sabemos
que existe un conjunto finito F* C K tal que K C J,.p B(z,r). Ahora bien, cada
una de las bolas anteriores esta contenida en algin abierto del recubrimiento por ser
r un numero de Lebesgue, por tanto, éste admite un subrecubrimiento finito, como
queriamos demostrar.
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i1) = 1) Sea {x,} una sucesién en K y supongamos que no admite ninguna parcial
convergente a ningin elemento de K. Por la Proposicién 2.68, ha de ocurrir

ye K=3r,>0:{neN:x, € B(y,r,)} es finito.

Como la familia de conjuntos
{B(y,ry) 1y € K}

es un recubrimiento por abiertos de K, por hipdtesis, deben de existir elementos
Y1, , Ym tales que
K C B(ybryl) U---uU B(ymarym>7

lo cual es una contradiccién, ya que en tal caso
N={neN:z, e K} C {nEN:anUB(yj,ryj)}
j=1

seria finito, ya que cada una de las bolas B(y;, r,,) cuya unién recubre K contiene a un
numero finito de términos de la sucesion.
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2.6.2. B) Desigualdad entre la media geométrica y aritmética.

Proposicién. Sea n un natural mayor o igual que 2. Entonces

a;+as + ... + ay,
n

0<ay,as,....,a, = Yai1as...a, <

v la igualdad ocurre si, y s6lo si, a; = as = ... = Q.
Demostracion:

Si alguno de los a; es nulo la proposicion es inmediata. También es inmediato que si
todos los a; son iguales se da la igualdad. Queda asi reducida la demostracion a probar
la siguiente implicacion:

ay+as + ... +ay
n

[0 < ay,ag,..,a,, a1 < as | = Yajay...a, <

que a su vez se deduce de probar

[0 < x1,T0, ., Tpy T1T2.Ty =1, ;y <1<z ]|=n<xi+20+..+7, (%)

aq

Varas o, ——,1=1,2, ...,n). Vamos a demostrar (*)

(basta aplicar (*) a los numeros x; =
por induccién.
Comprobemos la implicacién para n = 2.

r<l<z = (1-2)(1—-22) <0 & l+mmay<x;+z0 = 2<21+ 20
Supongamos (*) cierta para n y probémosla para n + 1. Sean
0<®1,29, .., Ty Tpt1y, T1T2...TpTpyr = 1, 1 <1 < 9

y consideremos los siguientes n numeros (z1x3), 3, ..., Ty, Tni1. Bs claro que todos son
positivos y su producto vale 1. Tanto si todos son iguales (en cuyo caso son todos iguales
a 1) como si no (en cuyo caso aplicamos la hipdtesis de induccién) tenemos que

n< 1T+ T3+ ... +Tp +Tp

y por tanto (usando la desigualdad 1+ z129 < x1 + 5 vista en la prueba para n = 2)
concluimos que

n+l<zizot+aos+ ...+, +x,01+1=
=(14+zz)+as+ ...+, + x40 <

<21+ T2tx3+ ... + T+ Tyt
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2.6.3. C) Demostracion de la caracterizacién de la continuidad
global.

Demostracion de la Proposicion 2.47.

i) = ii) Sea O C F abierto. Si f~1(O) es vacio no hay nada que demostrar. En
otro caso sea a € f~(0) fijo. Tomemos € > 0 tal que B(f(a),e) C O. La hipétesis nos
asegura la existencia de un positivo 9, tal que

f(B(a,0.) N A) C B(f(a),e),

y en consecuencia

Bla,6,)NAC f1(0).

Hemos probado que f~'(O) contiene la interseccién de A con una bola centrada en cada
uno de sus puntos, luego f~!(0O) es un abierto relativo de A.

i1) = 1ii) Si C' es un cerrado de F, entonces

A\fTHO) = fHINC)

es un abierto relativo de A, y por tanto f~(C) es un cerrado relativo de A.

i11) = iv) Sea B C A. Por hipétesis, f~* (f(B)) es un cerrado relativo de A que,

evidentemente, contiene a B, por tanto, ha de contener al cierre de B en la topologia
relativa a A, esto es,

BnAc f! (W)

Aplicando f obtenemos f(BN A) C f(B).
iv) = i) Si no ocurre i), entonces

d(zs,a) <o

Ja € A,3g9 >0 V6> 0,35 € A verificando { p(f(zs), f(a)) = £

y por tanto B := {5 : 6§ > 0} es un subconjunto de A tal que a € By f(a) ¢ f(B),y
en consecuencia no se verifica iv). ]
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2.6.4. D) Otra demostracion del Teorema de Heine.

Muchas veces la compacidad se usa para “uniformizar” una condiciéon que a priori
no parece ser uniforme. Como muestra de esta idea, daremos una nueva demostracién
del Teorema de Heine, que es directa.

Teorema de Heine. Sea I’ un espacio métrico, K un espacio métrico compacto y
f : K — F una funcién continua. Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Notemos por d y p las distancias de K y F', respectivamente. Por la
g-0-caracterizacion de continuidad, dado un positivo ¢, para cada punto x de K existe
un positivo d(x) tal que

y € K,d(y,z) <d(z) = p(f(y), f(z)) <e.

Ahora, variando el punto x, recubrimos el compacto por una unién de abiertos, sin mas
que considerar

d(x)
K€ Uper B (2.%5).
Por ser K compacto, se tiene que, en vista del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue,
podemos obtener un subrecubrimiento finito. Esto es, existen elementos

x1,To,- -, 2, € K tales que

(%) KCQB(:C“%),

donde hemos notado por d; a los positivos que verifican la condiciéon de continuidad en
el punto x;.

Tomamos 6 = min{% :1<i<n}ysizye K verifican que d(z,y) < J, entonces,
por (x), se verifica que, para algin i se tiene z € B (:L‘i, %), por tanto, como ¢ < ¢;
obtenemos que z,y € B(x;,0;) y usando la continuidad de f en x; se tiene que

p(f(x), f(x:) < e, p(f(y), flz:)) <e.

Finalmente, usando la desigualdad triangular se deduce que

p(f(y), f(x)) < 2e.
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2.6.5. E) Férmula para el argumento de un nimero complejo.

Proposicién. Para todo z = x + iy € C*, si definimos ¥} por

z+|z|

¥ =2arctan 2= si  ze€ C"\R~
V= si z € R™

entonces U es el inico nimero real en | — 7, w| que verifica que

z = |z| (cos¥ + isen?).

Demostracion. Supuesto que existan dos elementos ¥,y que verifiquen lo anterior,
entonces, se tendria que

cos ¥} = cos vy, sen ¥ = sen vy,

por tanto,
cos( — ¥y) = cos ¥ cos ¥y + sen ¥ sen g = 1,

de donde ¥ — ¥y € 27Z y como U, Yy €] — 7, 7|, entonces ¥ = Vy.
Comprobamos ahora la existencia y tnicamente lo hacemos en el caso de que
z € C*\{R~}. Tomamos

Yy
¥ = 2arctan ,
x + |z
v _ _y
por tanto tan 3 = -, de donde
5 0 0 coszg—senQ% 1—tan2§
cos?d = cos” — —sen” — = 5 5 = s =
2 2  cos? 5+ sen? 5 l+tan®3

()P -y P4y 2zle—y® 2z(x+z]) oz

(x+2])? + y? w24y 4 |22+ 22l2] 202|(|z| +2) 2|
Analogamente se tiene
U 2sen 2 cos ¥ 2 tan 2
sent) = 2sen — cos — = 192 219: 219:
2 2  sen? 5+ cos? 5 1 + tan? 5
Yy
o 25m 2yl +e)
2 2 2
(:B_EW +1 y© + (JJ + ‘Z’)
2y(z + |2]) 2y +2]) oy

Y2+ a2+ 2 4 2xlz] 22|(]z] +2) 2|

Dado z € C* se llama argumento de z a todo nimero real t que verifique la igualdad
z = |z|(cost + isent).
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2.8. Resumen de resultados del Tema 2.

Espacio normado. Si X es un espacio vectorial real, una norma en X es una
funcién || - || : X — Ry verificando

i) |zl =0 x=0.

i) |[Az|| = A ||lz]], VA €R, V& € X  (homogeneidad).

i) ||z +yl < |zl + [lyl|, Vz,y € X  (desigualdad triangular).

El par ordenado (X, || - ||) se llama espacio normado.

Espacio métrico. Una distancia (o métrica) definida en un conjunto no vacio £
es una funcién d : £ x E — RJ que verifica:

. dz,y)=0<z=uy.

2. d(z,y) =d(y,x), Vr,y € E (propiedad simétrica).

3. d(z,z) <d(z,y)+d(y,z), Ya,y,z € E (desigualdad triangular).

Al par ordenado (F,d) se le denomina espacio métrico.

Topologia de un espacio métrico. Sea (E,d) un espacio métrico.
Dado a € E,r > 0, la bola abierta (resp. cerrada) de centro a y radio r son los
conjuntos dados por

B(a,r):={x € E:d(x,a) <r}, Bla,r):={xc E:d(x,a)<r}.

La esfera de centro a y radio r es el conjunto S(a,r) :={z € E : d(x,a) =r}.
Un subconjunto O de un espacio métrico (F,d) se dice abierto si verifica:

Va € O,3r >0: B(a,r) C O.

Asi pues, un subconjunto es abierto si puede expresarse como unién de bolas abiertas.
Todo espacio normado es un espacio topoldgico con la topologia asociada a la dis-
tancia definida por d(z,y) := ||z — y||.

Convergencia. Una sucesién {z,} de elementos de un espacio métrico (E,d) es
convergente a = si {d(z,,x)} — 0. El concepto de convergencia es topoldgico, esto
es, si en un espacio F dos distancias d y d* generan la misma topologia, entonces las
sucesiones convergentes en (E,d) y en (E,d*) son las mismas (y ademds tienen los
mismos limites).

La convergencia en el espacio normado (Cla, b], ||| ) se llama convergencia uniforme,
esto es,

{fn}Mfﬁ[V8>0,ElmEN:an:>|fn(x)—f(x)|Se, Va € [a,b] .
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Una sucesién {z,} de elementos de un espacio métrico (E,d) es de Cauchy si se
verifica
Ve >0, ImeN:p,qg>m=d(z,,z,) <e.

Toda sucesién convergente es de Cauchy, pero el reciproco no es cierto. Aquellos es-
pacios métricos que verifican que toda sucesion de Cauchy es convergente se llaman
completos. Un espacio normado y completo para la métrica asociada a la norma es un
espacio de Banach.

Normas equivalentes. Dos normas || - || y || - || en un mismo espacio vectorial X
se dicen equivalentes si existen constantes m, M > 0 verificando

mllz]| <l |l < Mllz|], Vo € X,
equivalentemente, (Proposicién 2.20) si ambas normas generan la misma topologia.

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en RY son equivalentes.

Como consecuencia, existe una tnica topologia en RY que proceda de una norma, a
la que llamamos topologia de la norma en R¥. Los abiertos en R son las uniones de
bolas abiertas para cualquier norma.

Teorema de complitud. En RY, toda sucesién de Cauchy es convergente, esto es,
R es un espacio de Banach con cualquier norma.

Conjunto acotado. Un subconjunto A de un espacio métrico (E, d) se dice acotado
si A C B(xg, M) para convenientes xg € E, M > 0.
Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. RY verifica la propiedad de Bolzano-Weiers-
trass, es decir, toda sucesion acotada en R admite una parcial convergente.

Compactos. En R" los subconjuntos cerrados y acotados se llaman compactos.

Los compactos de RY se caracterizan como aquellos subconjuntos K en los que
toda sucesién de puntos de K admite una sucesion parcial convergente a un punto de
K (Teorema 2.28). Esta caracterizacion es la que se toma como definicién de compacto
en un espacio métrico.

En un espacio métrico el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue afirma que un
subconjunto K es compacto si, y solo si, verifica el axioma de Heine-Borel: todo recubri-
miento por abiertos de K admite un subrecubrimiento finito, esto es, si U/ es una familia
de abiertos de E tales que K C J;;o, U, entonces existen n € Ny Uy,--- U, € U tal
que K C |J_, U;. Esta caracterizacién es la que se toma como definicién de compacto
en un espacio topolégico.

En general, si A es un subconjunto de un espacio métrico (E,d), los abiertos de A
o abiertos relativos son las intersecciones de los abiertos de E' con A. A dicha topologia
en A se le llama la topologia inducida.

Nota: La compacidad de un subconjunto K de un espacio topolégico es una pro-
piedad intrinseca del espacio topolégico (K, topologia inducida).
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Convexos. Un subconjunto A de R es convexo si

la,b] :={a+t(b—a):te|0,1]} C A, Va,be A.

Conexos. Un subconjunto C' de R es conexo si verifica que la tinica particién de
C' en dos abiertos relativos es la trivial. Todo convexo de R es conexo.

Funcién continua. Sean (F,d), (F,p) espacios métricos, A C E, f: A — Fy
a € A. Se dice que la funciéon f es continua en el punto a si

[V{a.} en A, {a,} % a] = {f(a.)} > f(a)

El concepto de continuidad entre espacios métricos es topologico.

El estudio de la continuidad de los campos vectoriales se reduce al de sus campos
escalares componentes: Si f = (f1,..., far) : A CRY — RM es un campo vectorial y a
es un punto de A, entonces

f es continuo en a < f; es continuo en a, Vi =1, ..., M.

Regla de la cadena para funciones continuas. Sean E, F», F3 espacios métri-
cos, ACFy, f:A— Ey, BCE,, g: B — FEj3y supongamos que f(A) C B. Si f es
continua en un punto a de A y g es continua en f(a), entonces la composicion g o f es
continua en a. Como consecuencia, si f y g son continuas, entonces g o f es continua.

Algebra de las funciones continuas. Sean (E, d) un espacio métrico, (X, |.||) un
espacio normado y a € A C E.

i) Si f,g: A — X son continuas en a y A € R, entonces f + g y A\f son continuas
en a.

ii) Si f:A—Ryg:A— X son continuas en a, entonces fg es continua en a.

iii) Si f: A— R es continua en a y f(x) #0, VYx € A, entonces % es continua en a.

iv) Si f,g: A — R son continuas en a y g(x) # 0, Vx € A, entonces 5 es continua

en a.

Caracter local de la continuidad. Sean F, F' espacios métricos, A C E, f: A —
Fybe B C A.SiB esun “entorno relativo” de b (existe r > 0 tal que B(b,r)NA C B)
¥ fip es continua en b, entonces f es continua en b. En particular, si f : £ — F, B C E
es abierto y si fip es continua, entonces f es continua en B.

¢ — 0-caracterizaciéon de la continuidad. Sean (E,d), (F,p) espacios métricos,
ACE, f:A— F yae€ A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) [ es continua en a.
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g reA ,
i) Ye >0, 30 >0 { d(z,0) < 0 } = p(f(z), f(a)) < e, equivalentemente,

Ve >0, 30 >0: f(B(a,0)NA)C B(f(a),e).

Como consecuencia de la caracterizacion de la continuidad global (Proposicién 2.47)
se tiene:

Sean (E,d) un espacio métrico y f : E — R una aplicacién continua. Denotemos
por & (resp. F) la familia de los abiertos (resp. cerrados) de E. Entonces para todo
a € R se tiene que:

i) {reE: f(z

i) {r e E: f(z

w) {reE: f(x

X

()
(x) >
iii) {v € E: f(x) < a} € F.
()
(x) =

Los compactos se conservan por funciones continuas (Teorema 2.50) y, como conse-
cuencia las funciones continuas en un compacto valuadas en R alcanzan su minimo y su
méximo absolutos (Propiedad de compacidad: Corolario 2.51). Asimismo, los conexos
se conservan por funciones continuas (Teorema 2.54).

Teorema de Dini. Sean K un subconjunto compacto de un espacio métrico y { f,}
una sucesion monétona de funciones continuas de K en R que converge puntualmente
en K a una funcion continua f. Entonces la convergencia es uniforme en K.

Continuidad uniforme. Sean (F,d) y (F, p) espacios métricos, AC Ey f: A — F
una funcion. Se dice que f es uniformemente continua si

Ve > 0,30 >0: [z,y € A, d(z,y) < d] = p(f(z), f(y)) <e

Teorema de Heine. Sean E y F espacios métricos, K C E compactoy f: K — F
una funcion continua. Entonces f es uniformemente continua.

Limite funcional. Sean (F,d) y (F,p) espacios métricos, A C E, f: A — F, «
un punto de acumulaciéon de A y ¢ € F. Se dice que £ es el limite de f en « (o que f
tiende a ¢ cuando x tiende a «, y se nota f(z) — ¢ cuando = — «), si

[V{an} en A a, # o, {an} > a] = {fla,)} 2L

El concepto de limite funcional entre espacios métricos es también topoldgico.
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Reduccién a campos escalares. Sean M, N naturales, A C RN f = (fi,..., far)
A — RM un campo vectorial en A y o un punto de acumulacién de A. Entonces

f tiene limite en o < f; tiene limite en o, Yo =1, ..., M.
En tal caso,

lim f(x) = (hin fi(x), ..., liin fu(x)).

T—«

Algebra de limites. Sean A C RY, o un punto de acumulacién de A, f,g: A — R
v A € R. Se verifica:

i) Si f,g tienen limite en «, entonces f + g y Af tienen limite en v y

lim (f + g)(2) = lim f(z) + lim g(z),

T—Q r—

lim (Af)(z) = A lim f().

r—

ii) Si f, g tienen limite en «, entonces fg tiene limite en o y

lim (fg)(x) = lim f(x) lim g(z).

T—Qx

ii) Si f,g tienen limite en o, g(x) # 0 V& € A, y lim,_, g(z) # 0, entonces L tiene

limite en o y !
lim i(x) _ M
7—a g lim, .o g()

Relacion entre limite funcional y continuidad. Sean F, F' espacios métricos,
ACE, f:A— F ya un punto de A.

i) Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.

ii) Si a es un punto de acumulacién de A, entonces f es continua en a si, y sélo si,

lim, ., f(z)= f(a).

Coordenadas polares. Existe una biyeccién de R™ x| — 7, 7| sobre R? \ {(0,0)}.

Esto es, dado (x,y) € R?\ {(0,0)} existe un tnico (p,9) € Rt x| — 7, 7] tal que
xr=pcosv,y=p sen V.

Al par (p, ) se le llama coordenadas polares del punto (x,y).

Proposicién (coordenadas polares). Sean f : R?\ {(0,0)} — R una funcién y ¢
un numero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

Z) lim(x’y)a(&o) f(CC, y) =/.
i) Ve > 0,30 >0:0 < ||(z,9)]| <0 =|f(z,y) — ] <e.
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iii) lim, .o f(p cos ¥, p sen ) = { uniformemente en ¥, es decir:

Ve>0,30>0:0<p <0, €R=|f(pcos?,psen ) —{| <e.

i) Para cualquier sucesion {p,} de positivos convergente a cero y cualquier sucesion
de reales {9,} (si queremos |9,| < 7), se verifica que

{f(pn Cos ﬁn7pn sen ﬁn)} — /.

Limites direccionales. Sea [ : R*\ {(a,b)} — R. Si existe lim, y)—(ap) f(z,y) = ¢
entonces, para todo ¥ €| — m, 7| existe

lir%f(a—i-pcos Y0+ p sen ) = L.
p—

Los anteriores Iimites se llaman limites direccionales en la direccién 9.
En consecuencia, de existir Iimite han de existir todos los limites direccionales y ser
iguales al Iimite.






