Auxiliar 3, Céalculo en Varias Variables

Prof. Marcelo Leseigneur
Prof. Aux. Rodrigo Assar, Sebastian Court

Sean (X, | - |lx) e (Y,] - |ly) dos espacios vectoriales normados reales y ¢ : X — Y una transformacién
lineal. Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) ¢ es continua en 0.

(#4) M > 0 tal que Va € X se tiene que ||¢p(z)]ly < M|z|x.
(#i1) ¢ es continua.

Indicacién: Se propone el siguiente esquema de demostracion:
() = (i)

(791) = (4) (que es trivial).

Considere la aplicacién I : C[0,1] — R dada por:

1(f) = / f(x)dz,

donde C[0,1] = {f :[0,1] = R tal que f es continua} y estd dotado de la norma uniforme.
Demuestre que I es continua. (Usar problema anterior)

Sea el operador D : C1[0,1] — C[0,1] definido por D(f) = f’, donde ambos espacios estdn dotados de la
norma uniforme y se defini6

C'0,1] = {f:]0,1] = R tal que f" es continua.}

.Es D un operador continuo?

Para ello analice la continuidad en 0. Considere la sucesién de funciones f,,(z) = L sin(n

2rx). Comente.
Sea (X, d) un espacio métrico completo y {F,}nen una sucesién de conjuntos cerrados decrecientes no
vacios (i.e F,41 C F,) y tales que diam(F,,) = sup(d(z,y) : =,y € F,) — 0 si n — oo. Pruebe que
Npen Fn =1{Z} con 7 € X.

Indicacién: Pruebe primero que () F,, # ¢. Para ello considere z,, € F,, y pruebe que es una sucesién

neN
de Cauchy. Concluya usando que si T € F,, < 3{z,}nen tal que z, — T. Por tltimo pruebe que la

interseccién es un unico elemento razonando por contradiccion.

Para cada conjunto A, determine el interior, adherencia y frontera. Indique si son abiertos, cerrados u
otros. Dibuje cada conjunto.

a) A=,en(n,n+1)donde N={0,1,2,...}
b) A={(r1,72) ER?: 21 =29 =0}

¢) A={(z1,20) eR?:2; € Q}

d) A={(21,0)€R?: 0 <z <4}



Considere RY con la norma 2. Sea T : RV — R una funcién contractante y a € RY.
Se definen las siguientes funciones:

To=T
y para cada n =1,2,... se define
a n-—1
T,(x) = — T
(@) =~ + ——T(z)

(a) Demuestre que existe una tinica sucesién {z,}, € RY tal que T),(z,) =z, Vn € N.

(b) Asumiendo que la sucesién de la parte anterior converge en RV a g, demuestre que entonces T'(y) =
Yy =xo.

Sea X un conjunto con dos métricas p y o definidas en él:

a) Pruebe que p(x,y) + o(z,y) es una métrica en X.

b) Suponga que p(z,y) < o(z,y) Vz,y € X. Probar que S C X es cerrado con respecto a o si lo es
con respecto a p.

Sea (E,||||) un e.v.n. y F un s.e.v de E. Demuestre que
B01|CF=F=E

Indicacién: Suponga que F ¢ E =310 € E 9 #0conzg & F



