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Preliminares

El objetivo de estas notas es dar una introduccién al tema de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (en adelante ODE) a nivel elemental. Las notas estdn dirigidas a estudiantes de
la materia Analisis II — Matemadtica 3 de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la
Universidad de Buenos Aires. Al diseniar estas notas debemos tener en cuenta que en esta
materia el tema de ODE se dicta en no mas de 5 semanas. Es por esta razon que ciertos
temas se dejan para desarrollar en los trabajos practicos. Entre esos temas estan los métodos
de resolucion de ecuaciones de primer orden y muchos ejemplos de aplicaciones que estdn como
ejercicio para los alumnos.

En estas notas discutiremos algunos problemas en los cuales aparecen ODE, daremos la
demostracién del Teorema de Existencia y Unicidad local de solucién y analizaremos el dominio
de definicion de las mismas. A fin de dar claridad al texto, daremos las demostraciones bajo
condiciones simples.

Se dardn los métodos de resolucion de ecuaciones y sistemas lineales a coeficientes constantes
(tanto homogéneos como no homogéneos).

Por otro lado, se discutird la nociéon de diagrama de fases y su relacién con la posibilidad
de prediccién del comportamiento de las soluciones sin conocer una férmula analitica de las
mismas. Se vera cémo son los diagramas de fases de sistemas lineales a coeficientes constantes
de dimensién 2 y también para sistemas no lineales conservativos. Se discutird la nocién de
estabilidad lineal y se utilizard para determinar la estabilidad de equilibrios de sistemas no
lineales de dimensién 2.






CAPITULO 1

Introduccién

1. Generalidades.

Sea V(t,z,y,z) un campo de velocidades correspondiente a un fluido (por ejemplo). En el
curso ya vimos que una particula que se mueve en el fluido sigue una trayectoria o(t) tal que su
vector velocidad, o'(t), verifica o’(t) = V (¢, 0(t)) para todo tiempo t.

Esto es un sistema de ecuaciones diferenciales de ler. orden. A saber, sio(t) = (z(t),y(t), z(t))
se debe tener para todo t,
Vl(ta x,Y, Z)a
VZ(ta x,y, Z)v
Va(t, z,y, 2).

:,U/
(1.1) y'
z/

Claramente, para determinar la posicién de una particula en un instante ¢ debemos conocer
también su posicién en alguin instante £y ya que en un instante dado habra particulas en diferentes
puntos y por lo tanto sus trayectorias no son iguales.

De modo que lo que nos plantearemos serd encontrar una solucién de (1.1) sujeta a que
o(ty) = Xo donde ty € R y Xo € R? son dados.

Por ejemplo, en una variable podriamos intentar resolver el problema
/
=z,
{ z(0) = 1.

d
= — log z(t). Por lo tanto, lo que queremos es que

x(t)  dt

x x'(t)

Tenemos — =1, pero
T

%bg z(t) =1 para todo t.

De aqui que se deba tener log x(t) = t + ¢ para alguna constante ¢. Como para t = 0 tenemos
x2(0) = 1. Debe ser log1 = ¢. Esto nos dice que ¢ = 0 y por lo tanto logz(t) = t o lo que es
equivalente

Por otro lado, si tenemos
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la misma cuenta nos da loga = ¢. Por lo tanto,
logx =t +loga

_ et-i—log a _ t

T ae .

Vemos que a distintos datos iniciales le corresponden distintas soluciones y ademads, si son
distintas en ¢ = 0 son distintas para todo t. Veremos mas adelante que este hecho es una
propiedad general de las soluciones de ODE que dice que dos trayectorias de particulas diferentes
no se cortan.

Veamos otro ejemplo de sistema de ecuaciones.

Supongamos que tenemos una particula de masa unitaria sujeta a un campo de fuerzas
F = (Fy, F», F3). Entonces, como la fuerza es la masa por la aceleracion, si o(t) es la trayectoria
de la particula, se verifica

a’(t) = F(t,o(t)) para todo t.

Es decir,

" = Fl(tv z,Y, Z)a

y” = FQ(ta z,Y, Z)a

Z// == F3(t7 x,Y, Z)

Ahora bien, si llamamos 79 = z, 21 = 2', 9 =y, y1 = v, 20 = 2z, 21 = 2. Entonces,

obtenemos el siguiente sistema de primer orden:
T = 71,

xll = Fl(t7$0a Yo, ZO)a

y6 = Y1,
y/l = FQ(t733073/0720)7
Z(I) = Z1,

Zi = FS(t7 Zo, Yo, ZO)‘

Este mismo enfoque permite tratar el caso en que el campo de fuerzas depende de la velocidad
(',y',2"). Esto es asi cuando, por ejemplo, hay algiin tipo de friccién (como la resistencia del
aire). Esta fuerza de friccién es proporcional a la velocidad y con sentido opuesto. De modo
que en general la fuerza serd de la forma F = F(t,z,y, z,2',y',2’) y tendremos (reordenando las
ecuaciones)

Ty = T1,
/
Yo = Y1,
/
20 = 21,

/
T = Fl(t,3707y07207$17y1721)7

/
Y1 = FQ(ta x[)vy();zo;xlayl?zl)’

/
\ /1 — F3(t7x07y07207$17y1721)'

Es decir, un sistema de ecuaciones de la forma

¢ =Gt ),
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donde ¢ ahora no es la trayectoria de una particula en el espacio, sino en lo que se llama el
“Espacio de Fases” donde una fase es un par (o,0’) donde o = posicién y o’ = velocidad.

En el espacio de fases ¢ es una trayectoria del campo G. De modo que cualquier teoria y
cualquier informaciéon que podamos recoger para sistemas de ler orden, nos dard informacion
para sistemas de 2do. orden (mediante la reduccién descripta arriba). Pero ahora, si queremos
determinar la trayectoria o de la particula a partir de la trayectoria ¢ en el espacio de fases,
necesitamos datos iniciales para ¢ y éstos son o(tg), o'(tg). Es decir, hay que dar la posicién y
velocidad en un mismo tiempo tg para obtener la trayectoria de una particula sujeta a un campo
de fuerzas. Esto es bastante intuitivo desde el punto de vista fisico dado que una particula sujeta
a un campo de fuerzas que empieza, digamos en el instante ¢t = 0, en un cierto lugar, podria
tener trayectorias distintas si originalmente su velocidad apunta en direcciones distintas.

En general, si tengo una ecuacién de orden n:
(1.2) o™ = ft, a2 2" 2P,

podemos reducirla a un sistema de n ecuaciones con n incégnitas de la siguiente forma: Llamamos
zo==x,21 =, 20 =", 23 = 2", xy_1 = 2(® V. Mediante este proceso (1.2) resulta

equivalente a

Ty = T1,
:L'll = T2,
Ty = X3,
/ p—
(1.3) T3 = T4,

/

xn72 - xn—17
/

Ly

1= f(tu Ty T, T2, 71"71—1)'

\
Luego, en este caso, vemos que tenemos que dar condiciones iniciales

x(to), ' (to), 2" (to), 2" (to), - .., ™ V(ty),

para determinar la trayectoria z(t).

Un caso particular de sistemas de ecuaciones de ler. orden que resultan ser de especial
importancia son los sistemas lineales, es decir aquellos sistemas X' = V (¢, X), X € R" en donde
V' es una funcién lineal de X para cada t y continua con respecto a t. Estos sistemas tienen la
forma

/
T] = a1171 + @122 + - - - + A1pn,

$/2 = 2121 + a22x2 + - - - + A2, T,
(1.4)

/
Ty, = Ap1T1 + ap2x2 + -+ - + Applnp.

Aqui (z1,22, -+ ,2,) = X y la matriz (a;j) es la matriz asociada a la funcién lineal V. Los a;;
son, en general, funciones continuas de la variable ¢. Cuando los coeficientes a;; no dependen de
t, decimos que se trata de un sistema lineal de ler. orden con coeficientes constantes.
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Uno de los motivos que da especial importancia al estudio de los sistemas lineales, es que los
mismos pueden dar informacion relevante sobre el comportamiento de las soluciones de sistemas
mas generales (sistemas no lineales). Veremos esto con mas detalle en el ultimo capitulo.

2. Descripcién de algunos métodos de resolucién de ecuaciones de ler. orden.

Para el caso particular de 1 ecuacién de ler. orden, existen varios métodos para hallar las
soluciones. En estas notas sélo mostraremos el més sencillo de estos, que ya hemos usado, y es
el llamado método de separacion de variables. ;En qué consiste?

Supongamos que la ecuacién tiene la forma

entonces, debe tenerse (si f(z) # 0)

Sea F(s) = /fcéz,)’ es decir F'(s) = ! . Entonces
d x'(t)

SR((0) = Fa(0) (1) =

Sea ahora G(t) = /g(t) dt. Entonces,

S FGa(t) = 60,
De aqui que
F(z(t) =G(t) + ¢ (i.e. F(z) =G(t)+¢)
y si podemos despejar de aqui  tendremos la solucién general z(¢) dependiendo de una constante
¢ a determinar por los datos iniciales.

En la practica, la forma de escribir este razonamiento es como sigue:

o=
o odt’
por lo tanto,
dx
= F@(t)

Llevamos todo lo que depende de x a la izquierda y lo que depende de t a la derecha operando
con los diferenciales como si fueran nimeros. Entonces se obtiene

fcz) = g(t) dt.

Integrando a ambos lados (olvidando que dependen de distinta variable, ya que son los diferen-
ciales los que nos dicen respecto de qué variable integramos)

o= [
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o lo que es lo mismo

EJEMPLO 1.1. Hallemos la solucién general de 2’ = 2. Aplicando el método de separacién
de variables, tenemos

dz 9 dx 1 1
i ?:dt = —;:t—i—c = a::—t+c.
Si, por ejemplo, z(0) = 1 se tiene —1 = ¢. Por lo tanto la solucién es
1
T=17

Observemos que la solucién hallada no esta definida para todos los valores de ¢. El intervalo
(que contiene al 0) en donde se encuentra definida la solucién es (—oo, 1) y no puede extenderse
més alld de ahi. En principio, de la ecuacién diferencial 2/ = 22, no habfa ningin elemento que
nos hiciera pensar que algo asi podria suceder, dado que la funcién V(z) = 22 es “tan buena’
€como uno quiere.

Este ejemplo nos dice que en el desarrollo de la teoria general no podemos esperar un
resultado de existencia que nos diga que si V(x) es regular entonces vaya a existir una solucién
definida para todo tiempo t. El resultado de existencia sera local.

EJjeEmMpPLO 1.2. Hallar, por el método de separacién de variables, las soluciones del problema

a' = \/Ea
z(0) = 0.

Aplicando el método de separacién de variables (suponiendo que z(t) # 0 para t > 0 para
poder dividir por y/z) obtenemos

dx
N3
Como z(0) = 0 se sigue que ¢ =0 y por lo tanto
Lo

x(t) = Zt

=dt = 2Jr=t+ec

Pero observemos que, como z/(0) = 0 podemos prolongar x a t < 0 como la funcién idénti-
camente nula. Es decir, tenemos una solucién dada por

1,42 :

<t sit >0
x(t) = 4 b? > ’

0 sit<0.

Por otro lado, si resolvemos por el mismo método este problema con dato inicial 0 dado en
un 7 > 0 (es decir, pidiendo que z(7) = 0) y resolviendo para t > 7 obtenemos

1
z(t) = i(t —7)? parat>T
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y como antes podemos extender esta solucién a t < 7 como la funcién idénticamente 0. Es decir,

tenemos
1 2 :
5(t) = 7t —1) S?t>T,
0 sit<T.

Observemos que ambas funciones son solucién de la ecuacién z’ = \/z y satisfacen z(0) = 0. O

Vemos con este ejemplo que no siempre existe una tnica soluciéon al problema de valores
iniciales. Para obtener unicidad, que desde el punto de vista de las aplicaciones fisicas es una
propiedad importante, habrd que pedir hipdtesis adicionales sobre la funcién f(t,x) del segundo
miembro de la ecuacién que garanticen la unicidad. Observar que f(x) = v/ no es regular en
x = 0. En el proximo capitulo estableceremos condiciones que aseguran unicidad de solucién.

Ejercicios

(1) Para cada una de las ecuaciones diferenciales que siguen, encontrar la solucién general
y, en los casos que se indica, la solucién particular que satisfaga la condicién dada:

1+ 1+ 22
() =1 (b) @/ = T ()

(c)a' —2tx=t, x(1)=0 (d) 2/ —tant = cost

(e) ' —z'/3 =0, z(0)=0

En todos los casos dar el intervalo maximal de existencia de las soluciones y decir
si son Unicas.

(2) Siy = y(t) denota el nimero de habitantes de una poblacién en funcién del tiempo,
se denomina tasa de crecimiento de la poblacion a la funcién definida como el cociente
y'/y.

(a) Caracterizar (encontrar la ecuacién) de las poblaciones con tasa de crecimiento
constante.

(b) Dibujar el grafico de y(t) para poblaciones con tasa de crecimiento constante,
positiva y negativa.
(c) ;Cuadles son las poblaciones con tasa de crecimiento nula?

(d) Una poblacién tiene tasa de crecimiento constante. El 1 de enero de 1992 tenia 1000
individuos, y cuatro meses después tenia 1020. Estimar el nimero de individuos
que tendra el 1 de enero del ano 2010, usando los resultados anteriores.

(e) Caracterizar las poblaciones cuya tasa de crecimiento es una funcién lineal de t
(at +b).

(f) Caracterizar las poblaciones cuya tasa de crecimiento es igual a r — cy, donde r
y ¢ son constantes positivas. Este es el llamado crecimiento logistico, en tanto
que el correspondiente a tasas constantes es llamado crecimiento exponencial (por
razones obvias ;no?). Para poblaciones pequenas, ambas formas de crecimiento
son muy similares. Comprobar esta afirmacién y comprobar también que en el
crecimiento logistico y(t) tiende asintéticamente a la recta y = r/c.
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(3) Si un cultivo de bacterias crece con un coeficiente de variacién proporcional a la canti-
dad existente y se sabe ademés que la poblacion se duplica en 1 hora ;Cuanto habra
aumentado en 2 horas?.

(4) Verifique que las siguientes ecuaciones son homogéneas de grado cero y resuelva:

r+1

(a) to’ = x + 2texp(—x/t) (b) tea’ = 222 — 2 (c) 2’ = a z(1)=0

(5) Demuestre que la sustitucién y = at+bx +c cambia 2’ = f(at+ bz +¢) en una ecuacién
con variables separables y aplique este método para resolver las ecuaciones siguientes:

(a) 2’ = (z + 1) (b) 2’ =sen?(t —z +1)

(6) (a) Siae # bd demuestre que pueden elegirse constantes h, k de modo que las sustitu-
ciones t = s — h, x = y — k reducen la ecuacion:

dx F(at+bx+c)

dat " \dttex+f

a una ecuacién homogénea.
(b) Resuelva las ecuaciones:
;T +t+4 , T+t+4
S by g/ =~ "=
8) @ rT+t—06 )@ t—z—6
(7) Resuelva las ecuaciones siguientes:

(a) (y —23)dz + (x +y3)dy =0 (b) coszcos?ydr — 2senzsenycosydy =0
(c) 322 —y?)dy — 2xydz =0 (d) xdy = (z° + 23y* + y) dz
(e) ydx +xdy =0
(8) Sia,b: [x1,z2]—R son continuas,
(a) probar:
(i) y(z) = ke Jz et (k € R) son todas las soluciones de
Y +a(z)y = 0en [z, 9]
x €z t
(i) y(z) = —e Jz a(t)dt/ b(t)ele )% 4t es una solucién de

1
v +a(x)y +b(z) =0 en [z1, 2]

(b) describir todas las soluciones de:
Y +a(z)y+b(z) =0 en [z1,z9]

(¢) Comprobar que Vy; € R existe una dnica solucién de la ecuacion y' +a(z)y+b(z) =

0 en [z1,x2] tal que y(x1) = y1, y que cualquier solucién de la ecuacién homogénea
y' + a(z)y = 0 que se anule en un punto x € [z1,x2] es idénticamente nula.

(9) Hallar la ecuacién de una curva tal que la pendiente de la recta tangente en un punto
cualquiera es la mitad de la pendiente de la recta que une el punto con el origen.
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(10)

(11)

(12)

(14)

(16)
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Hallar la ecuacion de las curvas tales que la normal en un punto cualquiera pasa por el
origen.

Demostrar que la curva para la cual la pendiente de la tangente en cualquier punto es
proporcional a la abscisa del punto de contacto es una parabola.

(a) Hallar las soluciones de:
i. y+y=senz
ii. y 4y =3cos(2x)
(b) Halle las soluciones de y’ + y = senz + 3 cos(2z) cuya gréfica pase por el origen
(Piense, y no haga cuentas de més).

Dada la ecuacién no homogénea 3’ 4+ a(x)y = b(x) donde a,b : R—R son continuas con
periodop >0y b # 0.
(a) Pruebe que una solucién ® de esta ecuacién verifica:
O(z+p)=0(x) VeeR & @(0) = D(p)
(b) Encuentre las soluciones de periodo 27 para las ecuaciones:

y' + 3y = cosx, y' + cos(z)y = sen(2z)

Suponga que el ritmo al que se enfria un cuerpo caliente es proporcional a la diferencia
de temperatura entre él y el ambiente que lo rodea (ley de enfriamiento de Newton). Un
cuerpo se calienta 110 °C y se expone al aire libre a una temperatura de 10 °C. Al cabo
de una hora su temperatura es de 60 °C. ;Cuéanto tiempo adicional debe transcurrir
para que se enfrie a 30 °C?

Si la resistencia del aire que actiia sobre un cuerpo de masa m en caida libre ejerce una

fuerza retardadora sobre el mismo proporcional a la velocidad (= —kv) , la ecuacién
diferencial del movimiento es:

d%y dy . dv

W:g—ca, oblenazg—cv

donde ¢ = k/m. Supongamos v = 0 en el instante ¢t = 0, y ¢ > 0. Encontrar lim;_,. v(t)
(llamada velocidad terminal).
Si la fuerza retardadora es proporcional al cuadrado de la velocidad, la ecuacién se

convierte en:
dv 9
— =g —cv
a9

Si v(0) = 0, encuentre la velocidad terminal en este caso.

La ecuacién y' + P(z)y = Q(x)y™, que se conoce como la ecuacién de Bernoulli, es lineal
cuando n = 0, 1. Demuestre que se puede reducir a una ecuacién lineal para cualquier
valor de n # 1 por el cambio de variable z = y' =", y aplique este método para resolver
las ecuaciones siguientes:

(a) ay +y=a'y’

(b) 2y*y +y® =xcosx

(c) xy —3y=a"



CAPI{TULO 2

Existencia y unicidad de solucion

En este capitulo daremos resultados de existencia y unicidad local de solucién para sistemas
de ler. orden de la forma

X' = F(t, X).

Necesitamos ciertas propiedades del campo F', a saber

DEFINICION 2.1. Sea F'(t, X) definida parat € I y X € Q donde [ es un intervalo de la recta
vy £ es un abierto de R™. Decimos que F' es Lipschitz en la variable X en I x € si F' es continua
en las variables t y X en I x € y existe una constante L tal que para todot € I, X,Y € Q,

1F(t, X) = F(t,Y)| < L|X =Y.

Decimos que F' es localmente Lipschitz en la variable X en I x  si para todo intervalo
cerrado y acotado J contenido en I y todo conjunto cerrado y acotado €' contenido en ) se
tiene que F es Lipschitz en J x .

OBSERVACION 2.1. La condicién de Lipschitz local dice que hay una constante como la L de
arriba para cada subconjunto J x Q' como los descriptos, pero la constante puede ser distinta
para distintas elecciones de los conjuntos. Ademds es esencial aqui que los conjuntos J y €’ sean
acotados y estén contenidos, junto con sus bordes, en I y 2 respectivamente .

EJEMPLO 2.1. Sean [ y € intervalos de la recta. Si f : I x  — R es continua y existe
fz(t,x) y es continua en I x 2, se sigue que f es localmente Lipschitz en la variable z en I x Q.

En efecto, sea J un intervalo cerrado y acotado contenido en I y sea Q' un intervalo cerrado
y acotado contenido en el intervalo Q. Sea L = max{|f,(t,z)] : t € J,z € Q}. Sit e J,
x,y €V se tiene

|f(tx) = fty)l = 1/fa(t,0) (z —y)| < Lz -y,
ya que 6 es un punto en el intervalo de extremos x e y y por lo tanto pertenece al intervalo
Q. ]

OBSERVACION 2.2. El ejemplo 2.1 se generaliza a R™ pero no haremos los detalles aqui.

EJEMPLO 2.2. Sea F(t,X) = A(t) X +b(t) con A(t) € R™*™ y b(t) € R™. Si los coeficientes
a;j(t), bi(t) de la matriz A(t) y el vector b(t) son funciones continuas de la variable ¢ en un
intervalo I se sigue que F' es localmente Lipschitz en la variable X en I x R™. Si el intervalo 1
es cerrado y acotado, F' es Lipschitz en la variable X en I x R™.

15
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En efecto, sélo tenemos que ver esta ultima afirmacién. Sea K una constante mayor que
la;j(t)| para t € I y para todo 4,5 = 1,...,n. Entonces,
2

IADX — AQY|? = [AD)X = V)IP = [ D ay®)(z; )

i=1 \j=1

<Cp Y ai (1) (x5 — y;)° < CuKn | X =Y.

ij=1
Por lo tanto ||A(t)X — A(#)Y|| < L||X — Y| donde L? = C,K?n y se sigue que F(t, X) es
Lipschitz con constante L ya que F(t,X) — F(t,Y) = A(t)X — A(t)Y. O

Estamos en condiciones de enunciar el teorema de existencia de solucion para un sistema de
ler. orden.

TEOREMA 2.1. Sean I un intervalo de la recta y 2 un abierto de R". Sea F(t, X) un campo
localmente Lipschitz en la variable X en I xQ. Seant € I y& € Q). Si T es interior a I, existen
A >0 y una funcion continuamente diferenciable X : [T — A\, 7+ A C I — Q tales que

X'(t) = F(t,X(t)), paratodote [t —\T1+ N,
X(r)=¢.
Si T es el extremo izquierdo de I, existen A > 0 y una funcion continuamente diferenciable
X :[r,m+ A CI— Q tales que
X'(t) = F(t,X(t)), paratodot € [r,7+ )\,
X(r)=¢.
Se tiene el resultado andlogo si T es el extremo derecho del intervalo 1.

OBSERVACION 2.3. Este teorema no lo demostraremos con esta generalidad. Daremos la
demostracién de una version muy simplificada para el caso de una ecuaciéon. A saber,

TEOREMA 2.2. Sea I un intervalo de la recta. Sea f(t,x) una funcién Lipschitz en la variable
zenlxR. Seant eI, &€ R. SiT esinterior a I, existen A > 0 y una funcion continuamente
diferenciable x : [T — A\, 7+ A\] C I — R tales que

2'(t) = f(t,z(t)), paratodot €[t —\ 1+,
x(1) =¢.

Se tienen los resultados andlogos si T es un extremo del intervalo I.

(2.1)

DEMOSTRACION. Supongamos que z(t) es una solucién del problema. Integrando la ecuacién
diferencial a partir de 7 y usando la condicién inicial tenemos

(2.2) x(t) =€+ / f(s,z(s)) ds, para ten [T — A\, 7+ Al

Reciprocamente, si z(t) es una funcién continua en [7 — A\, 7+ A] y es solucién de la ecuacién
integral (2.2) se sigue que z es continuamente diferenciable y que ' = f(¢,x). Por otro lado,
evaluando en ¢t = 7 en la ecuacién integral (2.2) vemos que z(7) = £. Por lo tanto (2.2) es
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equivalente a (2.1). El método de construccién de una solucién serd, por lo tanto, buscar una
solucién de la ecuacion integral. Y ésto lo haremos por un método iterativo. A saber, definiremos
inductivamente

i) (t) =

3
t
0=+ [ Floas)) ds
e, inductivamente,

(2.3) o) = €+ [ Ss.mi1(5))ds

Observemos que estas funciones estan definidas en 1.

Si probamos que la sucesién de funciones continuas xj(t) converge uniformemente en |7 —
A, 7+ A] a una funcién z(t) se tendrd, por un lado, que z(t) es continua en [T — A\, 7 + A] y, por

el otro, que
/fsa:k ds—>/fsa:

Por lo tanto x serd una solucién continua de (2.2) y en consecuencia una solucién de (2.1).

Veamos entonces que la sucesion de funciones asi construida converge uniformemente en
[T — A\,7 + \] para algin A > 0. Para eso, veamos que existe A > 0 tal que la sucesién es
uniformemente de Cauchy en [7 — A\, 7 + A]. Esto significa que satisface que para todo ¢ > 0,
existe ko tal que para todo t € [T — A\, 7+ A y k,j > ko,

[ar(t) — 2;(1)] < e.

Con este fin acotaremos primero las diferencias de dos términos consecutivos. Para esto
necesitaremos utilizar la condiciéon de Lipschitz en la variable  de f en I x R. Sea L la
constante de Lipschtiz, entonces como

e (t) =€+ / F(s,20(s)) ds

t)y=¢ —|—/ f(s,xp—1(s)) ds,

restando ambas ecuaciones vemos que

e (t) — 2k (t) =/ [f(s,2(s)) = f (5, 21-1(s))] ds.

De aqui que, para t > T,

|1 (t) — zp(8)] < / [f(s,2x(s)) = f (s, 2-1(s))| ds < L/ |21 (s) — wh-1(s)| ds.

1
Sea ahora A\ < o7 tal que I := [T — A\, 7 + A] C I. Entonces,
max{|zpi1(t) —zk(t)], t € [1, 7+ N} < L[t — 7| max{|zg(t) — 2x_1(t)|, t € [7, 7 + A]}

< %max{\xk(t) —zpa )], t € [r, 7+ A}
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A una desigualdad andloga se llega en el intervalo [7 — A\, 7].
Llamemos ahora my = max{|z(t) — xx_1(¢t)|, t € I\}. Tenemos entonces,
1
Mpt1 < 5 Mk

Iterando esta desigualdad, obtenemos

1
my < le
Finalmente, si j = k + m,
m—1
|2k (t) — ()] = [2k(t) — Zpam(t)] = | (Thgi(t) — Trgig1(1))]
i=0
m— m—1 my m— 1 m
= ka+z+1<m12 2k+z 2725 k1"
=0 1=0 1=0

Por lo tanto, dado € > 0 si j, k > ko donde % < e se tiene para t € [T — A\, T + )],

25(8) — ax(D)] < e.

Claramente, de la demostracién se ve que si 7 es el extremo izquiedo de I y A < 1/2L es tal
que [7,7 + A] C I, se tiene una solucién en el intervalo [7,7 + A].

Andlogamente, si 7 es el extremo derecho de I y A < 1/2L es tal que [t — A, 7] C I, se tiene
una solucién en el intervalo [7 — A, 7]. O

Antes de discutir cudl es el mayor intervalo que contiene a 7 donde hay definida una solucién
del problema, veamos un resultado de continuidad de las soluciones respecto del dato inicial que
implicara la unicidad de solucién.

TEOREMA 2.3. Sean I y f como en el Teorema 2.2. Sean 7 € I y &,& € R.

Sean x1, 2 : [T,n] C I — R soluciones de
(2.4) ' = f(t,x) en [,1],
con x;(1) =&, 1=1,2.
Eziste una constante C(n) dependiente de n tal que
(2.5) |21(t) — 22(t)| < C(n) €1 — &2|  parat € [7,7].
Se tiene el mismo resultado si x1,x2 : [n, 7] C I — R son soluciones de

x = f(t,l’) en [7%7_]7
con x;(1) =&, 1=1,2.
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DEMOSTRACION. Lo demostraremos en el caso que > 7. La demostracién del otro caso es
enteramente analoga.

Sea L la constante de Lipschitz de f en I x R. Integrando la ecuacién (2.4) para x; de 7 a
t, tenemos

z1(t) =& +/ f(s,z1(s)) ds.

Andlogamente, integrando (2.4) para z2 obtenemos

x2(t) = &2 +/ f(s,z2(s)) ds.

Restando ambas ecuaciones
t

r1(t) — wo(t) = &1 — &2 + / (s, 21(5)) — f(s,2a(s))] ds

T

y por lo tanto,
t
(2.6) 1 (1) — 2a(t)] < |61 — o] + L / j21(s) — a(s)] ds.

Para obtener de (2.6) una desigualdad para |z1(t) — z2(t)| usaremos el

LEMA 2.1 (de Gronwall). Sea g > 0 continua en un intervalo que contiene a 7. Si

(2.7) g(t) < A+B‘/:g(s) ds|,

se sigue que

g(t) < AePlt=Tl,

Suponiendo probado el Lema de Gronwall, podemos aplicarlo con ¢(t) = |z1(t) — z2(t)| ¥y
obtenemos

[21(t) = @2(t)] < €1 — &ale"T < C) |6~ &f site [r).
donde C(n) = eH1=7), O

Probemos ahora el Lema de Gronwall.

DEMOSTRACION DEL LEMA DE GRONWALL. Lo haremos en el caso t > 7. La demostracién
en el otro caso es totalmente andloga.

¢
Sea G(t) = / g(s) ds. Entonces (2.7) nos dice que

G'(t) < A+ BG(t).

O, lo que es lo mismo,
G'(t) — BG(t) < A.

Multipliquemos la inecuacién por e~ B¢=7) Tenemos
(e B G1) = e PTG (1) - BG(1) < Ae BUT).
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Integrando de 7 a t y usando que G(7) = 0, tenemos

B(t— ) < A/ = —%(e’B(H) —-1),

De aqui que

se sigue que

A B(t—7 B(t—T
g(t)SA—I—BE(e (¢ )—1):Ae (=)

que es lo que queriamos demostrar. O

Como corolario del Teorema 2.3 se obtiene el resultado de unicidad. A saber,

TEOREMA 2.4. Sean I y f como en el Teorema 2.2. Sean T € 1 y& € R. Sean 7€ Jy C I,
TeJ Clyxi:J; =R parai=1,2 tales que

x, = f(t,z;) en J;
zi(T) = &
Entonces, x1(t) = za(t) sit € JyNJa.
DEMOSTRACION. Sea T € [t1,t2] C J1 N Ja. Probaremos que x; = zg en [t1,t3]. Como el

intervalo es arbitrario, se sigue que x1 = x2 en J; N Js.

Probamos primero que z1 = x2 en [7,t2]. (Podriamos tener 7 = t; y no habria que probar
nada més). En efecto, por el Teorema 2.3 tenemos

|21 (t) — 22(t)] < C(t2) [ =& =0 en [7,t2].
Andlogamente,
w1 (t) — w2(t)] < C(t1) [§ =€l =0 en [ty,7].

El teorema esta demostrado. O

OBSERVACION 2.4. Estos resultados de continuidad respecto de los datos iniciales y de uni-
cidad son validos bajo las condiciones del Teorema 2.1. Pero no daremos sus demostraciones
aqui aunque son enteramente similares a las demostraciones de los Teoremas 2.3 y 2.4.

OBSERVACION 2.5 (Prolongacién de soluciones). A partir del Teorema 2.4 vemos que si
tenemos una solucién x; del problema

(2.8) {x/:f(t,x),
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en un intervalo 7 € J; C I y una solucién xo del problema (2.8) en 7 € Jy C I, tenemos en
realidad una solucién z de (2.8) en J; U Jo. En efecto, si definimos

_ t): {xl(t) siteJ,

xg(t) sit e J2,

se tiene que Z estd bien definida en J; U Ja y es solucién de (2.8) ahi.

Podemos por lo tanto definir la solucion mazimal de (2.8). A saber, sea 7 € J C I el mayor
intervalo donde hay definida una solucién, es decir

J =U{J : 7€ Jy Jes un intervalo en el que hay definida una solucién de (2.8)}.

Entonces hay una solucién definida en J, esta solucién es Unica y no es posible prolongarla a
un intervalo més grande que J. Esta es la llamada solucién mazimal.

OBSERVACION 2.6. Supongamos que f(t, ) es Lipschitz en la variable x en [t1,t2] x R para
todo intervalo cerrado y acotado [t1, 2] contenido en I. Veamos que la solucién maximal esta
definida en todo I.

En efecto, sea T € [t1,t3] C I. Aplicando el Teorema 2.2 con I reemplazado por el intervalo
[T,t2], la construccién nos da una solucién en todo [7,t2] si to —7 < 1/2L. Sino, obtenemos una
solucién x; en [r,7 4 1/2L]. Consideremos ahora, para 71 = 7+ 1/2L el problema

{x’ = f(t,x) en [r, 71+ A,

x(11) = z1(m1).

Por el Teorema 2.2, si to — 73 < 1/2L, existe una solucién xy en [11,t3]. Esta solucién se
pega bien con z1 en 71 y por lo tanto obtenemos una solucién en [r, t].

Si por el contrario, to — 71 > 1/2L, existe una solucién x5 en [r1, 71 + 1/2L], y por lo tanto
tenemos una solucién en [r,7 + 2 5-].

Siguiendo asi, como existe un k € N tal que 7 + k& i > ty, vemos que en un numero finito
de pasos debemos tener una solucién definida en todo [7, t2].

Andlogamente se ve que hay una solucién definida en [t1, T].

Por lo tanto, hay una solucién definida en [t1,t3]. De donde, la solucién maximal estd
definida ahi. Como el intervalo 7 € [t1,t2] C I es arbitrario, se sigue que la solucién maximal
estd definida en todo I.

OBSERVACION 2.7. Cuando la solucién maximal estd definida en todo I, decimos que la
solucién es global. Por la Observacién 2.6, vemos que bajo las condiciones del Teorema 2.2, la
solucién maximal es global. Este resultado también es cierto si, en el Teorema 2.2, en lugar de
una funcién f(¢,x) tenemos un campo F'(t, X) Lipschitz en la variable X en J x R"™ para todo
intervalo cerrado y acotado J C I. Es decir, el resultado de existencia global es valido para
sistemas de n ecuaciones con n incognitas de la forma

X' = F(t,X)

si F' es Lipschitz en la variable X en J x R™ para todo intervalo cerrado y acotado J C I.
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En particular, las soluciones de un sistema lineal con coeficientes continuos en un intervalo
abierto I son globales, tanto en el caso homogéneo como no homogéneo. Enunciaremos este
resultado para referencia posterior.

TEOREMA 2.5. Sea I C R un intervalo abierto (posiblemente todo R). Sean a;;(t), bi(t)
funciones continuas en I para i,j =1,---,n. Sean 7 € I, £ € R". FEuxiste entonces una unica
solucion X = (x1,--+ ,x,) de

/
] = anxy + aex2 + - - + a1y + by,

Ty = 11 + A2 + - - - + Agply + bo,
(2.9)

/
T, = Qp121 + ap2Zo + - - + AppTy + bn7

que satisface X (1) = . Esta solucion estd definida en todo el intervalo I.

OBSERVACION 2.8. La condicién de Lipschitcianidad global no puede relajarse a Lipschit-
cianidad local. En efecto, como vimos en la introduccion, la solucién del problema

/ 2

=z

z(0)=1

1
es x(t) = -3 Por lo tanto, el intervalo maximal de existencia para este problema es (—oo, 1),

mientras que I = R; ya que, en este ejemplo, f(¢,7) = 22 es localmente Lipschitz en la variable
xz en R x R (pero no lo es globalmente).

Ejercicios
(1) Sea F': R — R una funcién localmente Lipschitz. Probar que si () es una solucién de
@'(t) = F(x(t))

que verifica z(tg +T') = x(ty) para algin ty € R entonces x(t) es una funcién periédica
de periodo T'.

(2) Sea F': R — R una funcién localmente Lipschitz. Verificar que si z1(¢t) y x2(t) son dos
soluciones de

a'(t) = F(x(t))
tales que z1(t1) = x2(t2) para ciertos t1,t2 € R, entonces Im(x1) = Im(z2).

(3) Sea F' : R — R una funcién localmente Lipschitz tal que F'(p;) = F(p2) = 0 con
p1 < p2. Probar que si xg € (p1,p2), entonces la solucién de

Z'(t) = F(z(t)), z(0) = xo
estd definida para todo t € R.
(4) Sea F': R — R una funcién localmente Lipschitz y sea x(t) una solucién de
o' (t) = F(x(t))

tal que x(t) — xp cuando t — +oo . Probar que F(zg) = 0.



CAPiTULO 3

Sistemas lineales de ler. orden y ecuaciones lineales de orden n

FEn este capitulo estudiaremos el conjunto de soluciones de sistemas lineales de n ecuaciones
con n incégnitas. Probaremos, en el caso homogéneo, que el conjunto de soluciones es un espacio
vectorial lo que nos dice cémo serd la solucién general. Dada la relacion entre ecuaciones de
orden n y sistemas de n ecuaciones, deduciremos resultados andlogos para el caso de ecuaciones.
Finalmente, daremos un método para encontrar la solucién general de sistemas (resp. ecuaciones)
no homogéneas a partir de la solucién general del sistema (resp. ecuacién) homogéneo asociado.

1. Generalidades y sistemas homogéneos

Empecemos probando que el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo forma
un espacio vectorial de dimension n.

TEOREMA 3.1. Sea I C R un intervalo abierto. Sean a;j(t) funciones continuas en I.
Sea A(t) = (ai;(t)) € R™™™. El conjunto de las soluciones del sistema lineal homogéneo de n
ecuaciones con n incognitas

(3.1) X'=At)X

es un espacio vectorial de dimension n.

DEMOSTRACION. Recordemos que todas las soluciones estdn definidas en todo el intervalo I.
Por lo tanto, podemos sumarlas y multiplicarlas por escalares. Lo que tenemos que ver, para ver
que es un espacio vectorial, es que al sumar dos soluciones obtenemos otra solucién y lo mismo
sucede si multiplicamos una solucién por un escalar. Esto es consecuencia de la linealidad de la
operacién de derivacién y de la funcién A(¢)X (en la variable X). En efecto, sean X; y Xy dos
soluciones y X = X; + X3 es decir, X es la funcién de I en R™ definida por X (t) = X;(t) + Xa(t)
para cada t € I. Veamos que X es también solucién de (3.1). Tenemos,

X'(t) = X1(t) + X5(t) = A@)X1(t) + A() Xa(t) = A()(X1(t) + Xa(t)) = A1) X (2).
Por lo tanto X satisface (3.1).

Sea ahora ¢ € R y sea X = ¢ X1, entonces
X'(t) = eXi(t) = cA() X1 (t) = A(t)(eXa (1)) = A()X (D).
y nuevamente obtenemos que X es solucién de (3.1).

Veamos ahora que hay una base del espacio de soluciones formada por exactamente n solu-

ciones. Para esto, aplicamos el Teorema 2.5 con 7 € I cualquiera fijo. Sean X;, i =1,...,n, las
soluciones maximales de (3.1) que verifican X;(7) = e;, donde {ey,...,e,} es la base canénica
de R".

23
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Obtenemos asi n soluciones. Veamos que son linealmente independientes, ésto es, que la
Unica manera de obtener la funcién 0 al hacer una combinacién lineal de estas soluciones es
tomando todos los coeficientes iguales a 0.

Supongamos entonces que tenemos constantes ci, ..., c, tales que
(3.2) aXi(t)+ -+ cpXn(t) =0 paratodot e I.
Debemos probar que necesariamente ¢; = cg = - -+ = ¢, = 0. En efecto, tomando ¢ = 7 en (3.2)
obtenemos

cier + -+ cpen = 0.

Como {eq,..., ey} son linealmente independientes, se sigue que necesariamente ¢; = ¢ = -+ =
¢n = 0 como queriamos demostrar.

Resta ver que {X1,...,X,} generan el espacio de soluciones de (3.1). Es decir, que toda
solucién puede escribirse como combinacién lineal de estas n soluciones. En efecto, sea X una
solucién de (3.1) y sea & = X (7). Como {ey,...,e,} es una base de R", existen constantes
ci,...,c, tales que

§=cie1 + -+ cpén.
Construyamos ahora la siguiente funcién: Y (t) = 1 X3 (t) + - - - + ¢, X, (t) para t € I. Entonces,
como el conjunto de soluciones de (3.1) es un espacio vectorial, se sigue que Y es también una
solucién de (3.1). Pero, por la eleccién de las constantes c1, - - , ¢,, se tiene que Y (7) = €. De
modo que tenemos dos soluciones de (3.1) con el mismo dato inicial £ en ¢t = 7. Por el teorema
de unicidad de solucién se sigue que X =Y. Recordando quién es Y vemos que

X(t)=aXq1(t)+ -+ cpnXn(t) paratodot eI,

como queriamos demostrar. O

Un resultado importante, del cual esencialmente ya probamos una parte en el teorema an-
terior es el siguiente

PROPOSICION 3.1. Sean {X1,...,X,} soluciones de (3.1) y sea T € I cualquiera. Entonces
{X1,..., X} son linealmente independientes como funciones de t en I si y sdlo si los vectores
{X1(7),...,Xn(7)} son linealmente independientes en R™.

DEMOSTRACION. Como en la demostracién del Teorema 3.1 supongamos que los vectores
{X1(7),...,Xn(7)} son linealmente independientes en R™.

Veamos que las funciones { X1, . . ., X}, } son linealmente independientes. En efecto, sicy, ..., ¢,
son constantes tales que la funcién ¢1 X5 (t) +- - - 4+ ¢, X, (¢) es la funcién 0, veamos que ¢; = cg =
-+ =¢p = 0. En efecto, evaluando en ¢t = 7 vemos que

aXi(t)+ -+ enXn(r)=0
y como {X;(7),...,Xn(7)} son linealmente independientes en R", se sigue que ¢; = cg = -+ =
c, = 0.

Reciprocamente, supongamos que las soluciones {X,..., X, } son linealmente independi-
entes y veamos que los vectores {X1(7),...,X,(7)} también lo son. En efecto, supongamos
que

aXi(1t)+ -+ epnXn(r)=0.
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Sea Y(t) = 1 X1(t) + -+ + ¢, Xn(t) para t € I. Entonces, Y es una solucién de (3.1) con dato
inicial Y (7) = 0. Por el teorema de unicidad de solucién se sigue que Y = 0. Esto es,
aXi(t)+ -+ Xn(t) =0 paratodot e I.

Como las funciones { X1, ..., X, } son linealmente independientes obtenemos que necesariamente
c1 =co =---= ¢, =0 como queriamos demostrar. O

Tenemos inmediatamente el siguiente corolario

COROLARIO 3.1. Sean {Xi,...,X,} soluciones de (3.1) y sea T, € I cualesquiera. En-
tonces los vectores {X1(7),...,Xn(7)} son linealmente independientes si y solo si los vectores

{X1(n),... , Xn(n)} lo son.

OBSERVACION 3.1. Sea {Xji,...,X,} una base de soluciones de (3.1). Construyamos una
matriz ubicando a estos vectores como columnas y llamémosla Q(t). A una matriz de este tipo
la llamamos matriz fundamental. Es facil ver que

Q'(t) = A(t)Q(t) paratodot € I.
ya que las columnas de A(t)Q(t) son los vectores A(t)X;(t).

Como el determinante de una matriz es no nulo si y sélo si sus columnas son linealmente
independientes, el Corolario 3.1 dice que

det Q(7) # 0 para un 7 € I siy sélo si det Q(t) # 0 para todo ¢ € I.
Observemos ademds que como toda solucién de (3.1) es combinacién lineal de las columnas
de @), se sigue que toda solucién es de la forma
C1
X(t) =Q(t)C para algin vector C =
Cn
Observemos por otro lado, que dada una matriz U(t) € R"*" cualquiera (es decir, si no

pedimos que las columnas sean solucién de un mismo sistema lineal homogéneo), no tiene por
qué ser cierto que el determinante es distinto de cero en un punto si y sélo si lo es en todos los

puntos. Por ejemplo, si
t 0

se tiene que det U(0) =0y det U(1) =1,

A partir de los resultados anteriores sobre el conjunto de soluciones de sistemas lineales, y
dada la equivalencia de una ecuacién de orden n con un sistema de primer orden de n ecuaciones
con n incégnitas, obtenemos resultados sobre el conjunto de soluciones de una ecuacién lineal
de orden n. En efecto,

Consideremos la ecuacién

(3.3) 2™ 4 a1 ()2 4+ ap_o ()2 + - ar ()2 + ap(t)x = f(1).
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Como vimos en la introduccién, si z es solucién de (3.3) se sigue que X = (z,2/, 2", ..., z(~1)
es solucién del sistema
/
(1o = 21,
/
T = T2,
(3.4) z
o
xn—Q - xTL—l)
/
xp_1 = —ap(t)zg —ar1(t)xy — - — ap—1(t)xn—1 + f(1).
Reciprocamente, sea X = (zg,x1," - ,Tp—1) una solucién de (3.4), entonces la funcién z(t) =

xo(t) es solucién de (3.3). En efecto, la primer ecuacién del sistema (3.4) dice que 21 = 2/, la
segunda dice que xo = x| = 2. La tercera dice que x3 = 2z, = 2. Y asf hasta la peniltima
que dice que x,_; = 2/, , = z(®~1). Finalmente, con esta informacién la tltima ecuacién dice
que

2™ =z = —ag(t)xg — a1 ()1 — - — an_1(t)Tn_1 + f(t)
= —a, 1 ()Y — a4y o ()2 — o —ay (D)2 — ag(t)x + f(t).

Es decir, x es solucién de (3.3).

Se tiene, por lo tanto, el siguiente resultado

TEOREMA 3.2.

(1) Sea I un intervalo abierto de la recta y sea 7 € I. Sean a;(t), i=1,...,n—1y f(t)
funciones continuas en I. Para cada n-upla (Yo, Y1, - .., Yn—1) eziste una inica solucion

de (3.3) que satisface
(1) = o, '(r) = y1, & (7) = yo, - 2"V (7) = Y1,
Ademds la solucion estd definida en todo el intervalo I.

(2) Sea I un intervalo abierto de la recta y sean a;(t), it =1,...,n—1 funciones continuas
en I. El conjunto de soluciones de (3.3) cuando f = 0 — es decir en el caso de la
ecuacion lineal homogénea de orden n — es un espacio vectorial de dimension n.

(3) Bagjo las mismas hipdtesis que en (2), un conjunto {x1,...,zn} de soluciones de (3.3)
es linealmente independiente — y por ende una base de soluciones — si y solo si

x1(T) xa(r) o @p(T)
G() () e ah(r)
W(x1,x9,...,25)(7) := det 2y (7) z5(T) T zp(7) £ 0
n—'l n—'l ' n—:l
") oV e 2
W(z1,x2,...,xy,) se llama el Wronskiano de las soluciones x1, ...,z y, dado un con-

Junto de soluciones de la ecuacion lineal (3.3) en el caso homogéneo f = 0, se tiene que
W(x1,xo,...,x,)(7) # 0 para algin T € I si y sélo si W(x1,x9,...,2,)(t) # 0 para
todot e l.
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DEMOSTRACION. Probemos (1). Veamos primero la existencia de solucién para cada n-upla
de datos iniciales.

Sea & = (Yo, Y1s---,Yn—1) vy sea X = (xg,x1,...,2p—1) la solucién de (3.4) con dato ini-
cial X(7) = ¢ Como vimos antes, © = x es solucién de (3.3) y ademds 2/ = z1, 2" =
Za, ...,z D = 2. 1. Por lo tanto, z(1) = yo, 2 (1) = y1, ..., x(”_l)(T) = Yn_1. Y por lo

tanto existe solucién, como queriamos demostrar.

Probemos ahora la unicidad de solucién. En efecto, si z y Z son dos soluciones de (3.3) con
los mismos datos iniciales en t = 7, veamos que son iguales.

Sean X = (z,2', 2", ... 2Dy y X = (2,#,%",...,2"1). Entonces X y X son soluciones

de (3.4) y X(7) = X (7). Por el teorema de unicidad de solucidn, se sigue que X (t) = X (¢t) para
todo t € I. En particular, 2(t) = &(t) para todo ¢t € I, como afirmamos.

Probemos (2). Recordemos que en este caso f = 0. Por lo tanto se trata de una ecuacién
homogénea y el sistema lineal equivalente también es homogéneo. Es fécil ver que el conjunto
de soluciones es un espacio vectorial.

Para ver que el espacio vectorial de soluciones tiene dimension n, basta demostrar que hay

n soluciones !, 22, ..., 2" linealmente independientes tales que cualquier solucién se expresa
en la forma x = ciz! + o2 + - - - 4 ¢, ™ para alguna eleccién de constantes c1, ..., ¢,. Veamos
entonces que ésto es asi.

Fijemos 7 € I. Para cada i = 1,...,n, sea X; = (2}, 2%,...,2¢_;) la solucién de (3.4) con
Xi(1) = e; donde {ey,..., ey} es la base candnica de R™. Sabemos que {Xi,...,X,} es una
base del conjunto de soluciones de (3.4).

Sea ahora z una solucién de (3.3) y lamemos X = (x, 2/, 2", ...,z 1). Como X es solucién
de (3.4), existen constantes ci,...,c, tales que X = 1 X; + -+ + ¢, Xy, en particular

1 2
T =c1xy + ez + -+ epay.

con xg, ..., 1 soluciones de (3.3).
Veamos que las soluciones {:c(l), ...,z } son linealmente independientes. En efecto, si tuvié-
ramos

T =c1xp 4+ cxd + -+ cprl =0,

tendriamos

o =c1(xp) + c2(af) + -+ enlaf) =0,

7 = c1(xg)” + ca(ad)” + -+ + enlag)” =0,

2 = ¢ (@)Y @)Y 4 e (@)Y = 0.

k) — ajz, se sigue que

Como el sistema (3.4) dice que (z})(
X = (:U,m’,:v",...,m(”fl)) =1 X1 +Xo+ -+ Xn=0
y como {X7, ..., X,,} son linealmente independientes,
co=cp=---=cp=0.

Con lo cual hemos demostrado el punto (2).
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Finalmente, probemos el punto (3). Sean {x1,xs,...,x,} soluciones de (3.3). Veamos que
son linealmente independientes si y sélo si { X7, Xo,..., X,,} lo son, donde
~1
(3.5) Xi = (wg, a2l x"Y)
es solucién del sistema equivalente (3.4). En efecto, supongamos que {Xi, Xo,...,X,} son

linealmente independientes, y que se tiene para ciertas constantes
cxy + oo + -+ ey, =0

y veamos que ¢; = ¢g = --- = ¢, = 0. En efecto, como en la demostracién del punto (2), si
llamamos x = c1x1 + caxo + - - - + cpxy, vemos, derivando sucesivamente, que

/ / / /
T =c1x] +caxry + -+ cepx, =0,

n—1) (n—1) (n—1)

a =12 + oy o f et =0,

Por lo tanto, ¢1 X1 + c2Xo + -+ + ¢ X, = 0. Como {Xi, Xo,...,X,,} son linealmente
independientes, se sigue que ¢y =cg =--+ = ¢, = 0.

Supongamos ahora que {x1,x9,...,2z,} son linealmente independientes, y que se tiene para
ciertas constantes

(36) X=X1+xXo+ -4+, X,=0

y veamos que ¢; = cg = --- = ¢, = 0. En efecto, se sigue de (3.6), mirando la primer entrada
del vector X, que

c1x1 + cex2 + -+ cpTn = 0.

Como {z1,x2,...,x,} son linealmente independientes, se sigue que ¢; = ¢y =+ = ¢, =0.

Ahora, recordemos que un conjunto de n soluciones de un sistema lineal homogéneo de n
ecuaciones con n incégnitas es linealmente independiente si y sélo si, para la matriz Q(¢) cuyas
columnas son las n soluciones del sistema, se tiene

det Q(7) #0 para algin 7 € I.

y que
det Q(7) # 0 para algin 7 € I si y sélo si det Q(t) # 0 para todo t € I.

Como en nuestro caso, las soluciones {Xi,..., Xy} del sistema (3.4) vienen dadas por (3.5),
la matriz Q(7) resulta

n(r)  (r) 20 (7)
zy(r)  ah(r) 71, (7)
o= | @@ ) ")
x&”:%) xé”% )

Por lo que det(Q(7)) = W(z1,x2,...,2,)(7) y se tiene lo enunciado en el punto (3). O
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2. Sistemas no homogéneos

Analizaremos ahora el caso de sistemas lineales no homogéneos y veremos un método — el
método de variacion de pardmetros o de constantes — que nos permite hallar las soluciones de
un sistema lineal no homogéneo si conocemos una base del conjunto de soluciones del sistema
homogéneo asociado.

TEOREMA 3.3. La solucidn general del sistema lineal (2.9) tiene la siguiente forma
(3.7) X(t) = Xp(t) + Xu(t)
donde X, es una solucion particular del sistema (2.9) y Xp es la solucidn general del sistema

lineal homogéneo asociado, es decir, de (2.9) pero con b; = 0.

DEMOSTRACION. Sea X, una solucién particular de (2.9) y sea X otra solucién. Sea Y =
X — X,,. Entonces, si A = (a;;) es la matriz asociada al sistema (2.9) se sigue que

V' =X'— X, = A(t)X + b(t) — (A(t) X, + b(t)) = A(t)(X — X,) = A(1)Y.
Por lo tanto, Y es una solucién del sistema homogéneo asociado. Es decir, una solucion de
(3.8) Y' = A@t)Y.
Sea ahora X = X}, +Y donde Y es una solucién de (3.8), entonces
X' =X, +Y' = A(t)X, +b(t) + A(t)Y (t) = A(t)(Xp +Y) +b(t) = A(t) X 4 b(t).
Es decir, X es solucién de (2.9). O

Veamos ahora el método de variacién de constantes.

TEOREMA 3.4. Sea A(t) € R™ ™ continua en un intervalo abierto I. Sea {Xi,---,Xn}
una base del conjunto de soluciones de (3.8). Sea b(t) € R™ continuo en I. Existen funciones
c1(t), -+ ,cn(t) continuamente diferenciables en I tales que

X, (1) = (X1 (t) + - - + cn(t) Xn(t)

es una solucion particular del sistema X' = A(t)X +b(t). Mds precisamente, las funciones ¢;(t)
son primitivas de las soluciones c(t) del sistema lineal de ecuaciones (para cada t)

ci(t)
c5(t)
Q)| . = b(t),
cn(t)
donde Q(t) es la matriz formada por los vectores X;(t) puestos como columnas.

DEMOSTRACION. Recordemos que en la observacién 3.1 vimos que si tomamos la matriz
Q(t) cuyas columnas son los vectores X;(t) — llamada matriz fundamental — se tiene

Q'(t) = AH)Q(t)

y la solucién general del sistema (3.8) es
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donde C' es un vector constante. (Esto es exactamente decir que Xg(t) = c1 X1(t)+- - -+c, Xn(1)).
Por lo tanto, lo que se estd proponiendo es tomar

Xp(t) = Q)C(1),
donde ahora reemplazamos el vector constante C por un vector cuyas componentes son funciones
continuamente diferenciables en I.

Para ver que de esta manera podemos hallar una solucién de X’ = A(t) X +b(t), simplemente
derivamos y vemos qué tiene que satisfacer C(t). Por la regla de derivacién del producto (que
sigue valiendo en este caso de producto de una matriz por un vector),

X5(6) = Q(OCW) + Q') = ADQC() + Q)T (1)
— A0)X,(8) + QU)C'(t) = A(£) X, (1) + b(2),

(3.9) QT (1) = b(o).

Recordemos que det Q(t) # 0 para todo ¢t € I por ser una matriz fundamental (ver Obser-
vacién 3.1). Podemos por lo tanto invertir la matriz Q(t) y obtenemos

(3.10) C'(t) = Q(t) " 'b(t).

De esta manera obtenemos funciones continuas — las componentes del vector Q(t)~'b(t) —
que deberfan ser las componentes del vector C’(t) para que X, sea una solucién del sistema no
homogéneo X' = A(t) X + b(t).

Lo tnico que resta ahora para encontrar las funciones ¢;(t) (componentes del vector C) es
integrar componente a componente (3.10) para obtener funciones continuamente diferenciables
en I.

Observemos que al integrar uno tiene constantes de integracion arbitrarias. Podemos sim-
plemente tomarlas igual a 0 para obtener una solucién particular. Si las dejamos en la expresion
de las funciones ¢;(t) obtenemos directamente la solucién general del sistema no homogéneo ya
que el término adicional Q(t)C' que obtenemos es la solucién general del sistema homogéneo
asociado. g

Veremos ejemplos de aplicacién de este método al final del capitulo siguiente donde aprende-
remos a hallar la solucién general de sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes.
En la practica lo que se hace es plantear (3.9) — que es, para cada t, un sistema lineal de
ecuaciones con incégnitas ¢ (t), -+ , ¢, (t) —, resolver el sistema y finalmente integrar el resultado

e n
para obtener ci(t),- -, cp(t).

Veamos ahora cémo se aplica el método de variacion de pardametros para resolver ecuaciones
lineales no homogéneas de orden n.

Consideremos la ecuacién
(3.11) 2™ a1 ()2 4 a0 ()2 + - ay (D)2 + ao(t)z = f(t)

y supongamos que tenemos una base {x1,...,x,} de soluciones de la ecuacién homogénea aso-
ciada.
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Tomemos las funciones X;(t) = (z;, 2}, ... ,a:z(»n_l)). Sabemos que {Xi,...,X,} es una base

de soluciones del sistema lineal homogéneo de ler. orden asociado al siguiente sistema

xy = X1,
] = X9,
(3.12) :
x%—2 = Tn—1,
x = —ao(t)xg —ar()x1 — - — an_1(t)Tn_1 + f(1).

El método de variacién de pardmetros para el sistema (3.12) dice que una solucién particular
tiene la forma

Xp(t) = cr() X (t) + - + calt) Xn(t),
donde las funciones c1, ..., ¢, son solucién del sistema
c(t) 0
(3.13) Q) : [=] :
n(t) ft)

Aqui la matriz Q(t) tiene por columnas los vectores X;(t). Por lo tanto el sistema (3.13) es

AW xr(t) + () z2(t) + -+, (t)zn(t) =0,
()T (t) + ey (t)ah(t) + - - + ¢, (B, (t) = 0,
(3.14) A (B)a (£) + BT (1) + - + (D (t) = 0,

AWV (1) + 02y V) 4+ 0V = £,
Como la primer componente del vector X, (¢) es una solucién particular de (3.11) se sigue
que si las derivadas de las funciones ci, - - , ¢, satisfacen (3.14), la funcién
2p(t) = cr(B)zr(t) + - + ca(t)zn(t)
es solucién de (3.11).

Tenemos por lo tanto el siguiente teorema

TEOREMA 3.5 (Método de variacién de pardametros para una ecuacién lineal no homogénea
de orden n). La solucion general de la ecuacion (3.11) tiene la forma

a(t) = zp(t) + zu(1),
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donde ) es una solucion particular de (3.11) y xg es la solucion general de la ecuacion ho-
mogénea asociada.
Una solucion particular tiene la forma
xp(t) = Cl(t)xl(t) +-o Cn(t)xn(t)a

donde las derivadas de las funciones ci,...,c, satisfacen el sistema (3.14) y {x1, -+ ,zp} es
una base de soluciones de la ecuacion homogénea asociada.



CAPITULO 4

Resolucion de sistemas lineales con coeficientes constantes

En este capitulo buscaremos soluciones de sistemas lineales con coeficientes constantes. En
el caso de sistemas de 2 x 2 hallaremos la solucién general. En dimensiones mayores, dejaremos
indicada la idea de cémo son las soluciones. Comenzaremos por el caso homogéneo y después
veremos cémo encontrar la solucién general del no homogéneo a partir de la solucién general del
homogéneo.

En todo el capitulo estudiaremos el sistema,
(4.1) X' = AX,
donde A € R™™™ es una matriz constante.

En el caso n = 1 ya sabemos cémo es la solucién general. En efecto, el sistema (4.1) se
reduce a

x’:aa:

t

cuya solucién general es x(t) = ce® con ¢ € R arbitraria.

Motivados por el caso unidimensional, veamos si para sistemas hay soluciones de la forma

X(t)=¢M  AeR, £eR™

Calculemos:
X' '=exeM, AX = (Af)eM
de modo que X' = AX siy sélo si AE = M.

Para tener solucién no trivial quiero que ¢ # 0. De modo que X () = &eM es solucién no
trivial de (4.1) si y s6lo si A es autovalor de A y £ es un autovector asociado al autovalor A.

De modo que si existe una base de R™ formada por autovectores de A, es decir, si existen
{&,...,&,} linealmente independientes tales que

A& = Ni&i
para ciertos \; € R (en otras palabras, la matriz A es diagonalizable), se tiene una base de
soluciones del sistema lineal homogéneo (4.1) formada por las funciones X;(t) = &ei.
Observemos que los A; no tienen por qué ser distintos para distintos i. Las soluciones
X; = &et son linealmente independientes porque lo son en t = 0 ya que X;(0) = &.

En este caso la solucién general de (4.1) es

n

X(t) = Z Cie)\itfi

i=1
con ¢; € R constantes arbitrarias.

33
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Un caso particular en donde estaremos en esta situacién es si todos los autovalores de A
son reales y distintos ya que autovectores correspondientes a autovalores distintos siempre son
linealmente independientes. Pero, como dijimos antes, podriamos tener una base de autovectores
aunque A no tenga todos los autovalores distintos.

(1)

Hallar las soluciones del sistema X’ = AX.

EJEMPLO 4.1. Sea

Para hallar los autovalores debemos buscar los A € R tales que

A—1 —2 1\ 0
-2 A—1 i) o
tenga una solucién no trivial. Para ésto es necesario y suficiente que
A—1 =2
p(A)zdet( 9 )\_1>:O.
Recordemos que p(A) se llama el polinomio caracteristico de la matriz A (p(\) = det(A[—A)).

En este caso, p(A) = (A — 1)2 — 4. Por lo tanto, los autovalores son A\; = 3 y A = —1.

Busquemos ahora autovectores asociados a estos dos autovalores. Para A\; = 3, un autovector
serd solucién de (31 — A)¢ = 0, es decir, tendrd componentes (x1,z2) tales que

(2 3=

Es decir, z1 — 92 = 0. Por lo tanto, un autovector asociado a A\; = 3 es §&; = (1,1) y tendremos
la solucién
1
Xl(t) = €3t <1> .

Para el caso de A = —1 debemos resolver el sistema (—1 — A)¢ = 0, es decir

(5 3)(5)-o

que equivale a x1 + x2 = 0 y tiene por solucién a & = (1, —1), y nos da la solucién

Xo(t) = et <_}> .

De aqui que la solucion general es

(4.2) X(t) = cre® G) +ese (_1) .

En este ejemplo el sistema que queriamos resolver es:
/
T = 71 + 272,

x’z = 2x1 + 29.
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De la férmula (4.2) encontramos que la solucién general en coordenadas x1,x2 es

x1 = 13 + e,

T = cle3t — cze_t,

con ¢ y ¢ constantes arbitrarias. OJ

En muchas situaciones ocurre que los autovalores de la matriz son niimeros complejos
(aunque la matriz sea real) y por ende, sus autovectores asociados pertenecen a C™. En es-
ta situacién conviene pensar que estamos trabajando en C" en lugar de R™. Es decir, admitimos
soluciones que tomen valores complejos. La ventaja es que cuando A tiene autovalores comple-
jos, puede ser diagonalizable en C" pero no lo serd en R". Para ver que podemos trabajar en
C™ definamos la exponencial de un nimero complejo.

DEFINICION 4.1. Sea A = a + i3 € C, definimos
e = e%(cos B + isen 3).
Es facil ver que la exponencial asi definida sigue satisfaciendo las propiedades de la expo-
nencial real, por ejemplo, e* T2 = eMer2 Ademds se tiene

%e)‘t = e

En efecto,

d d
%e” = (eat(cos Bt 4 isen 51%)) = ae™(cos Bt + isen Bt) + e B(—sen Bt + i cos Bt)
= e ((a cos Bt — Bsen (t) + i(asen Gt + [ cos ﬁt)) = O‘t((a + i/3)(cos Bt + i sen ﬁt))
= e,
Por lo tanto, si hay una base de C" formada por autovectores de A, tendremos una base del
conjunto de soluciones complejas del sistema X’ = AX construida como en el caso real.

EJEMPLO 4.2. Hallar las soluciones de
!
Ty = X1 — T3,
/
Ty = T1,

$g =T — I2.

En este caso

Para hallar los autovalores planteamos

0 1
M-A=| -1 X 0],
1 A
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con lo cual resulta p(A) = A= 1DA2 =1+ A=A -2+ A—-1) = (A—-1)(N+1) y los
autovalores (las raices de p(\)) son A\; = 1, Ay =iy A3 = —i. Por lo tanto, al ser los 3 distintos,
hay una base de C™ formada por autovectores de A y podremos encontrar una base de soluciones
del sistema diferencial si admitimos que tomen valores complejos.

Empecemos por buscar autovectores asociados a los autovalores hallados.
Para \ =1

0 01 1
-1 1 0 €T =0
-1 1 1) \us

Es decir, 3 = 0, 1 = x2. Una solucién es (1,1,0). Por lo tanto una solucién del sistema es

1
Xi(t)y=€"[1
0
Para Ay = ¢
i—1 0 1 T
-1 4 0 zo | =0.
-1 1 2 T3
Es decir

(i—l)xl—i—xg:O,
—x1 +iry =0,

yva que la tercer ecuacién es combinacion lineal de las 2 primeras. Una solucién es z1 = i, x9 = 1,
x3 = 1 + 4 que nos da la solucién compleja del sistema diferencial

' 1 1 —sent 4 icost
Xot)=e€"| 1 = (cost +isent) 1 = cost +isent
1+1 1+1 (cost —sent) +i(cost + sent)
Finalmente, para el autovalor A3 = —i,

——-1 0 1 1
—1 —1 0 xTo = 0.

-1 1 —1 I3
Es decir
(—’i — 1):61 +x3 =0,
— X — iwg = O,
que tiene por soluciéon a x1 = —i, z9 = 1, xz3 =1 — 1.

Antes de proseguir, observemos que el autovector
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asociado al autovalor —1 es el conjugado del autovector que hallamos asociado al autovalor 7. Y el
autovalor —¢ es el conjugado del autovalor 7. De modo, que la solucién que estamos encontrando

es la conjugada de Xs(t) (Recordemos que t es real). Por lo tanto, si escribimos Xs(t) =
Xg(t) +iX7(t) con Xi y X reales, tendremos que X3(t) = Xg(t) — i X;(t).

Como
1

1
Xp== —
R 2( 2

se sigue que Xgr y X7 son soluciones reales.

Xo+X3) vy Xr=—=(X2— X3),

Es facil ver en este ejemplo que { X1, X, X7} son linealmente independientes y por lo tanto
forman una base del espacio de soluciones reales del sistema diferencial. Enseguida veremos
que éste es un hecho general y que (cuando A es real) siempre podemos encontrar una base de
soluciones reales a partir de una base de soluciones complejas ya que éstas vendran de a pares
conjugados.

Para terminar de encontrar la solucion general en este ejemplo observemos que

—sent cost
Xr(t) = cost . Xi(t) = sent
cost —sent cost +sent

Por lo tanto la solucién general real es

1 —sent cost
X(t)=cie' [ 1] + ¢ cost + c3 sent
0 cost —sent cost +sent

En coordenadas,
xr] = clet — cosent + c3 cost,
T9 = clet + cocost + c3sent,
x3 = (cg + c3) cost — (ca — c3)sent.
[l

Veamos entonces que lo observado en el ejemplo 4.2 es un hecho general y que el mismo
procedimiento se puede aplicar a toda matriz real A que posea un autovalor complejo.

En efecto, supongamos que A = e+ i con 3 # 0 es un autovalor de A y sea £ = w+iv, con
w y v vectores reales, un autovector asociado. Es decir,

A€ = XE.
Conjugando componente a componente, y como A es real, tenemos
A€ = M€

Es decir, A es un autovalor de A asociado al autovector . Esto nos da dos soluciones complejas
conjugadas, a saber
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Como en el ejemplo 4.2, podemos realizar combinaciones lineales de X1 = Xg(t) +iX(t) y
X2 = Xg(t) —iX(t) para obtener soluciones reales. Tenemos que

Xn(t) = 5(0(0) + Xa(t)), X1(t) = 5 (X1 (6) — a0,

2

son soluciones del sistema. Veamos que Xg y X son linealmente independientes (recordemos
que X3 y X2 lo son porque son independientes en ¢t = 0 al ser £ y £ autovectores correspondientes
a autovalores distintos).

Veamos que la tinica combinacién lineal de Xr y X7 que da la funcién 0 es aquella que tiene
las dos constantes nulas. En efecto, si ¢; Xg + co X7 = 0 se tiene

1 C2 1 2

C1 C2
= (X1 + Xo) + = (X1 — Xo) = (— X4+ (2 - 2)X,.
0 2( 1+ 2)+2i( 1 2) (2+2i) 1+(2 2¢) 2
Por lo tanto,
1
561—1-%62—0,
1 1
—¢p — —cy = 0.
2T 5

Es facil ver que la tnica solucién posible de este sistema para las constantes c¢1,co es ¢ =
Cy) = 0.

De esta manera sabemos como encontrar una base de soluciones reales en el caso de dimensién
2 si los dos autovalores de la matriz A son distintos.

La misma idea funciona en més dimensiones. Los autovalores complejos vienen de a pares
conjugados y si en una base de soluciones complejas reemplazamos un par de soluciones con-
jugadas por la parte real y la parte imaginaria de una de ellas, se sigue teniendo una base de
soluciones. Esto es lo que hicimos en el ejemplo.

En dimension 2 el Unico caso que nos queda por analizar es el de un autovalor real de
multiplicidad 2. Sea A este autovalor. Si hay una base de autovectores, estamos en el caso que
sabemos resolver. Pero en realidad es un caso muy simple, ya que tendremos A = Al y por lo
tanto es un sistema desacoplado

) = Az,
xh = \xa,

cuya solucién general es z1(t) = c1eM, x3(t) = c2e con ¢1 y co constantes arbitrarias.

Si no hay una base de autovectores, sélo tenemos una solucién de la forma X (t) = eM¢.
., Cémo encontrar otra solucion linealmente independiente?

Para tratar de entender cudl puede ser la forma de la segunda solucién del sistema, es-
tudiemos primero el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 4.3. Hallar una base de soluciones del sistema
A0
/ —
X' = <1 A) X
En este caso, la matriz tiene un sélo autovalor A\ con autovector asociado (0,1) y no hay

ningtin otro autovector linealmente independiente. Con lo cual el método desarrollado hasta el
momento no nos permite hallar todas las soluciones de la ecuacién.
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Sin embargo, en este ejemplo, el sistema se “desacopla” de la siguiente manera. La ecuacién
para x1 es
Ty = A1y,
con lo cual z(t) = cie*. Ahora, la ecuacién para xo resulta
xé =21+ A\rg = cle)‘t + Az,

que es una ecuacién lineal no homogénea de orden 1. Es sencillo entonces hallar la forma general
para x2 y la misma es

x9 = (c1t + CQ)@At.

En sintesis, tenemos que la solucién general de la ecuacion es

= (2) ) () 2 () )

Es decir la base de soluciones es
at (0 At [ (O 1
{0 (G) e ()

Volviendo al caso general de una matriz con un tnico autovalor y espacio de autovectores
de dimensién 1, y basados en el ejemplo 4.3, buscamos una segunda solucién en la forma

X(t) =eM&t+ &),

para ciertos vectores £1,&,. Derivando tenemos
X'(t) =AM (&Gt + &) + eMéy.

O

Por otro lado,
AX(t) = eM ALt 4 M AL,

Para que X'(t) = AX(t) para todo t se debe tener
A& = A&,
A& = Ao + &1

Como A\ es autovalor de A podemos tomar como & un autovector asociado y con ésto se
satisface la primer ecuacién. Elegido &1, la segunda ecuacion pasa a ser un sistema lineal no
homogéneo con matriz del sistema A — Al singular.

Veamos que este sistema siempre tiene una soluciéon. En efecto, sea 1 un vector tal que
& y n son linealmente independientes. Por lo tanto, {n,&1} es una base de R%. Entonces,
An = c1m + c2€1. De aqui que la matriz de A en la base {n,£;} es

C1 0
A{n’gl} = <C2 )\> :

Como A es el tnico autovalor de A, el polinémio caracteristico de A es p(r) = (r — A\)2. Por
lo tanto, ¢; = A. Finalmente, tomamos & = n/cy y tenemos

1 1
Aby = —An = —(M+ 261) = Mo + &1,
C2 C2
como queriamos.
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Observemos que ca # 0, y por lo tanto podemos dividir por él, ya que si no fuera asf se tendria
que 7 seria también autovector y habria un base de autovectores, lo que habiamos supuesto que

no pasaba.

OBSERVACION 4.1. Lo que hemos hecho es hallar una base de Jordan de la matriz A.

EJEMPLO 4.4. Hallar una base de soluciones para el sistema

Ty = x1 — T,
Th = x1 + 372
1 -1
()
que tiene polinémio caracteristico
A—1 1

p()\):det( . A_3> =A=1A=3)+1=X—4x+4=(1-2)%

La matriz del sistema es

Por lo tanto A tiene un tnico autovalor A = 2. Busquemos los autovectores. Debemos

resolver el sistema
r1\ 1 1 1y
er-a (7)) = (0 1) ()=

Es decir, 21 + zo = 0. Por lo tanto un autovector asociado es

()

y tenemos la solucién

Como no hay una base de autovectores y el autovalor es doble, buscamos la otra solucién
de la forma Xs(t) = e* (&t + &) donde & es el autovector encontrado y & es solucién de
A&y = 28 + &. Es decir, & es solucién de

a2 (3)-(0 ) ) - ()

es decir, 1 + r9 = —1. Por ejemplo, podemos tomar

0
§2 - <1> )
con lo cual tenemos la solucién

so-a(()+ ()

La solucién general es entonces

x=aet () veer (1) (0)
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En coordenadas ésto es,

e th(cl + cot),

O
To = —ezt((cl + c2) + cat).
Podemos aplicar esta misma idea en méas dimensiones.
EJjEMPLO 4.5. Hallar una base de soluciones para el sistema
x’l =T + 9,
.5[7/2 = X2 — I3,
Tl = x9 + 3z3.
La matriz del sistema es
11 0
A=10 1 -1},
01 3
que tiene polindmio caracteristico p(\) igual a
A—1 -1 0
det [ 0 A=1 1 |=QA=120=-3)+0-1D=XA-1)A\=4r+4)=AN-1)(1A-2)2%

0 -1 Xx-3

Por lo tanto los autovalores son Ay = 1 y Ay = 2, este ultimo con multiplicidad 2. Busquemos
los autovectores asociados a A\;. Debemos resolver

x 0 —1 0 T
(I—A)[z2]=({0 0 1 x2 | =0,
T3 0 -1 -2 T3
lo que equivale a xo = x3 = 0. Por lo tanto un autovector es
1
51 — 0 )
0

que da la solucién

Para el autovalor Ay = 2 debemos resolver

1 1 -1 0 1
(2[ — A) T = 0 1 1 €T = 0,
T3 0 -1 -1 T3

lo que equivale a 1 — 2 = 0, 2 + x3 = 0. Por lo tanto, no hay 2 autovectores linealmente
independientes asociados a este autovalor doble. Un autovector es

1

62 = 1 ’
-1
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que da la solucién
Xo(t)y=e*| 1
-1
Para hallar otra solucién linealmente independiente la buscamos de la forma

X3(t) = e*(&at + &3),

donde & es el autovector que hallamos y &3 es solucién de (A — 21)&3 = &s, es decir solucién de

-1 1 0 T 1
0o -1 -1 To | = 1],
0 1 1 T3 -1
lo que equivale a —x1 + x2 = 1, 2 + x3 = —1. Una solucion es
0
= 1
—2
y obtenemos la solucién
1 0
X3(t) = e* 1t+| 1
-1 —2

De este modo encontramos 3 soluciones linealmente independientes. La solucién general es
entonces

1 1 1 0
X(t)=ce 0] + coe?t 1| + c3e? 1] ¢+ 1
0 -1 —1 —2

lo que en coordenadas da
xr1 = crel + (c2 + Cgt)QQt

Ty = ((CQ +c3) + Cgt)GQt
T3 = —((02 + 2¢3) + 0375) et

En el caso de sistemas de 2 x 2 ya hemos considerado todos los casos posibles. Pero en el caso
de sistemas de 3 x 3 todavia podriamos tener un autovalor triple. En alguno de estos casos atin
sabemos cémo resolver el sistema. Esto es asi si hay 3 autovectores linealmente independientes
o también si s6lo hay dos autovectores linealmente independientes ya que este caso lo tratamos
como arriba. Sin embargo, este caso es mas complicado que el correspondiente en dimensién 2
o el del ultimo ejemplo ya que el espacio de autovectores tiene dimensién 2 y no esté claro cual
es el autovector que multiplica a t en la tercer solucion.

Pero bien podria suceder que sélo podamos encontrar 1 autovector y todos los deméas sean
multiplos de él. No vamos a discutir este caso, pero se ve que a medida que crece la dimensién
son maés los casos que pueden aparecer.

Para analizar el caso general en dimension n necesitamos mas dlgebra lineal y mas tiempo.
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Veamos ahora cémo funciona el método de variacién de constantes para resolver sistemas
lineales no homogéneos.

EJjeEmMPLO 4.6. Hallar la solucién general del siguiente sistema no homogéneo
T = 21 + 222 + €',

6t

/
Ty = —2T T .
2 L+ a2t cos 2t

Segin el método de variacién de constantes tenemos que encontrar la solucién general del
homogéneo para después encontrar una solucion particular. Buscamos entonces los autovalores
de la matriz del sistema, es decir, las raices del polinomio

p(\) = det (A . A__21> — (A1) 44

Los autovalores son, entonces, Ay = 1 + 2i, Ay = 1 — 2.

Busquemos un autovector asociado al autovalor A;. Esto es, resolvamos el sistema

((1+2i)I — A) @;) = (222 _22@> (2) = 0.

Esto es, 2iz; — 2z9 = 0 que tiene por solucién al vector

1
0
X, = (14200t (1) .

Vimos que una base de soluciones reales esta formada por la parte real y la parte imaginaria
de X;. Por lo tanto, vamos a encontrarlas.

y nos da la solucién compleja

. 1 cos 2t + 1sen 2t
X1(t) = et(cos 2t + isen 2t) <z> =el (—sen 2% + i cos 2t> .

Xn(t) = ¢ ( cos 2t > Xo(t) = ¢t (Sen2t>

Por lo tanto

—sen 2t cos 2t

v la solucién general del sistema homogéneo asociado es

Xy (t) = et ( cos 2t ) 4 eget (sen 2t> .

—sen 2t cos 2t

Ahora buscamos una solucién particular del sistema no homogéneo de la forma

X,(t) = e1(D)e! ( cos 2t > +ea(t)et (Sen 2t> .

—sen 2t cos 2t

Las funciones ¢ (t) y c2(t) las buscamos de modo que la funcién

0= (1)



44 4. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

satisfaga — con Q(¢) la matriz cuyas columnas son las soluciones Xgr(t) y X(t) —

QRUIC(H) =€’ <1/ cis 2t> ‘

Es decir, ¢} (t) y ¢4(t) deben ser solucién de
elcos2t e'sen2t) (dj(t)\ _ o 1
—efsen2t elcos2t) \ch(t)) —  \1/cos2t)"
Es decir, solucién del sistema

e' cos 2t ¢ + e'sen 2t ¢y = €',

t
e
t / t /
—e'sen2tcy + e cos2tcy, = ——.
1 27 cos2t

Multiplicando la primer ecuacién por cos 2t, la segunda por sen 2t y restando obtenemos

to o2 2 / ¢ sen 21
e'(cos”2t +sen“2t)c;(t) =e (coth— )
( + )ci(t) ——

Por lo tanto,

de donde, integrando, obtenemos

1 1
c(t) = Zsen 2t + 5 log(cos 2t).

Por otro lado, multiplicando la primer ecuacién por sen 2t, la segunda por cos 2t y sumando
obtenemos

el (sen 22t 4 cos® 2t) cy(t) = el (sen 2t + 1).
Por lo tanto,
ch(t) =sen2t + 1,

de donde, integrando, obtenemos

1
co(t) = —5 cos 2t + t.

Asi obtenemos una solucién particular, a saber

1 1 ¢ [ cos2t 1 ¢ (sen2t
X,(t) = (isen 2t + 5 log(cos 2t)>e <—sen 2t> + (— 5 €08 2t + t>€ (cos 2t>

1
5 cos 2t log(cos 2t)

I
o

1 1
—5 — g sen 2t log(cos 2t) + t cos 2t



EJERCICIOS

Finalmente, la solucién general se obtiene como X (t) = X,(t) + Xg(t). Por lo tanto, la

solucién general es

e 1 ¢ [ cos2t 1 ¢ (sen2t
X(t) = (isen 2t + 5 log(cos 2t) + cl)e <—sen 2t> + ( ~3 cos 2t +t + 02>e <cos 2t>

1
. 5 c08 2t log(cos 2t) + ¢1 cos 2t + co sen 2t
e
1
—g5 g sen 2t log(cos 2t) + t cos 2t — 1 sen 2t + ¢ cos 2t

Es decir
(1
x1(t) =e (5 cos 2t log(cos 2t) + ¢; cos 2t + ¢o sen 275),

1 1
zo(t) = —€ (5 + 5 sen 2t log(cos 2t) — t cos 2t + c1 sen 2t — ¢o cos 2t>.

Ejercicios

(1) Hallar la solucién general de los siguientes sistemas

(a) { Th = —m ) { zh = —8z1 — 5wy

xh = 221 + 329 xh = 1021 + Tz

/
I T = —T1 + 3T2 — 313
© { i’l _ —;Lil i:;’:l?z (d) rh = —2x1 + 22
2™ ! 2 zhy = —2x1 + 3wy — 23

En cada caso, hallar el conjunto de datos iniciales tales que la solucién correspondiente

tiende a 0 cuando ¢ tiende a +oco. Idem con ¢ tendiendo a —oo.

(2) Inicialmente el tanque I contiene 100 litros de agua salada a una concentracién de 1 kg
por litro; el tanque II tiene 100 litros de agua pura. El liquido se bombea del tanque I al
tanque II a una velocidad de 1 litro por minuto, y del tanque IT al T a una velocidad de
2 litros por minuto. Los tanques se agitan constantemente. ;Cudl es la concentracién

en el tanque I después de 10 minutos?
(3) Hallar la solucién general de los siguientes sistemas

(a){x’lixl—m (b){x’lz%cl—:m

xh =21+ 22 xh = 4x1 + 2x9

/ /
Ty =21 + 22 Ty = —o71 + 972
(c) { xh = 2x9 (d) { xh = —4xq + Txo

(4) Hallar la solucién general de los siguientes sistemas

Ty = —mxo +2 rh =211 — 19 + €%
(a) / (b) /
Ty =21 + 3x2 + Ty = 4x1 + 229 + 4






CAPiTULO 5

Ecuaciones lineales de orden n con coeficientes constantes

En este capitulo encontraremos la soluciéon general de ecuaciones lineales con coeficientes
constantes de orden n. Comenzaremos con el caso homogéneo.

Teniendo en cuenta la relacién entre ecuaciones de orden n y sistemas de n ecuaciones con
n incégnitas vemos que la expresién de la solucién de la ecuacion

(5.1) 2™ 4 ap_ 1 ()2 4+ ap_ o) 4o 4 ar ()2 + ag(t)z = 0.
dependerd de los autovalores de la matriz
0 1 o .- 0 0
0 0 | R 0 0
(5.2) A=
0 0 o - 0 1
—ap —ai —a2 -+ —0Ap-2 —0an-1

El polinomio caracteristico de esta matriz es el polinomio
PA) = A"+ an i A a9 N2+ ar A + ag,

que es el polinomio que se obtiene cuando se reemplaza en la ecuacién diferencial (5.1) la
derivacion por la correspondiente potencia de A. Llamaremos a este polinomio el polinomio
caracteristico de la ecuacion.

Por lo tanto, la expresion de las soluciones dependeré de las raices del polinomio caracteristico
de la ecuacién.

Por lo que vimos para sistemas, si todas las raices A1, ..., A, son reales y distintas, la solucién
general tiene la forma

ME 4 et o oo et

pues ésta es la forma que tiene la primer componente de la solucién general del sistema asociado.
>\1t’ e>\2t’ .

x(t) = cre
Esto nos dice que {e .,e*?} es una base de soluciones.

La misma expresién tiene la solucién general compleja si todas las raices son distintas aunque
algunas pueden ser complejas. Las raices complejas del polinomio caracteristico vienen de a pares
conjugados. Por lo tanto, si A = a4 i con  # 0 es una raiz compleja, en la base compleja de
soluciones aparecen dos soluciones conjugadas a saber

z(t) = @D g (t) = @B,

47
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Podemos reemplazar este par por un par de soluciones reales, a saber, la parte real y la
parte imaginaria de x(t) ya que no perdemos la independencia lineal de las soluciones con este
reemplazo (la justificacién es la misma que para los sistemas).

Es decir, reemplazamos el par de soluciones complejas (@0t e(@=iB)t por el par de solu-
ciones reales
Re(e @Bty = et cos Bt Im(e 2Tt = ¢*sen Bt.

En el caso de ecuaciones de segundo orden, o bien se tiene dos raices reales distintas, o bien
dos raices complejas conjugadas (y por lo tanto distintas), o bien una dnica raiz de multiplicidad
2. Este ultimo es el Unico caso que resta analizar.

Como sugiere la resolucién de los sistemas, en este caso la solucion general es
At
z(t) = (c1 + eat)e™,

donde A es la unica raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién. Esto es asi porque los
autovalores de la matriz (5.2) son todos simples. Por lo tanto, {e**, te*} es una base de soluciones
en este caso.

De modo que sabemos hallar una base de soluciones para cualquier ecuacién de orden 2.

Después continuaremos con ecuaciones de orden superior. Veamos ahora algunos ejemplos

EJEMPLO 5.1. Hallar las soluciones de la ecuacion

2" =22 +x=0.

El polinomio caracteristico es
pA) =22 =224+ 1=(\—1)%
cuya Unica raiz es A = 1.
Por lo tanto, la solucién general es

x(t) = (c1 + cat)e.

EJEMPLO 5.2. Hallar las soluciones de la ecuacién

2" +2=0.
El polinomio caracteristico es
p(\) = A% 41,
cuyas raices son A\; = 7, Ao = —i. Por lo tanto tenemos el par de soluciones complejas conjugadas

e, e, Pero podemos reemplazarlas por un par de soluciones reales, la parte real y la parte
imaginaria de e a saber cost, sent. Por lo tanto, la solucién general en este caso es

x(t) = cj cost + casent.

O

El caso general de la ecuacién de orden n (5.1) escapa, por problemas de tiempo, a nuestras
posibilidades en el curso. Sin embargo, para completitud de estas notas y para los alumnos
interesados desarrollaremos este caso a continuaciéon. El enfoque utilizado es independiente de
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los sistemas de orden n para los que, como dijimos, hace falta méds conocimientos de Algebra
Lineal. Con este fin introduzcamos la nocién de operador diferencial.

Primero definamos el operador de derivacién D por la relacién
Dz =2
El operador D se aplica a una funcién y da por resultado otra funcién. Este operador se
puede componer para obtener derivadas de cualquier orden. A saber,
Dz = D(D(D(-- - (Da)))) = ¥

Otro operador que a una funcién le hace corresponder otra es la multiplicacién por una
funcién (podria ser una constante). Y todavia otro operador es

aD*z := az®
donde a es una funcién continua (posiblemente constante).
Dos operadores pueden sumarse para dar otro operador: Si O; y O3 son dos operadores
(O1 4+ O2)x := O12 + Oaz.
Es decir, el resultado es la suma de los resultados.
También pueden componerse para dar como resultado otro operador, a saber

01021’ = 01 (021’).

De este modo, la ecuacién (5.1) puede verse de la siguiente manera:
Ly := (D" +ap,1D" '+ +a1D +ap) x = 0.
Esta claro de esta expresion lo que entendiamos cuando deciamos que el polinomio carac-
teristico de la ecuacién se obtiene al reemplazar derivaciones por potencias de A.

Si A1,..., A, son las raices (reales y complejas) del polinomio caracteristico con multiplici-
dades ny, ..., ni respectivamente (con lo cual nj + - -+ 4+ ny = n), se sigue que

PA) = (A= A)™ (A= Ag)™ -+ (A= Ag)"".
La misma factorizacién es valida para el operador L a saber
Lz = (D —X )" (D —X)"---(D— A\)"*x.

Ademaés los operadores (D — A;)™ conmutan, es decir
(D —=X)" (D —X\)"x = (D —X\)" (D — \j)"x.

Por lo tanto si sabemos encontrar una base de soluciones de cada operador (D — X;)™i
tendremos n soluciones de la ecuacién (5.1).

En efecto, si por ejemplo, (D — A\1)™z = 0, tendremos

Lz = (D — )\1)”1 (D — )\2)”2 cee (D - )\k)"’“x = (D - /\2)n2 e (D - /\k)n’C ((D - Al)nlw) =0.

Ademss las n; soluciones correspondientes a la raiz A; son linealmente independientes y se

puede ver que las n son linealmente independientes.

Veamos entonces como es la solucion general de una ecuacién cuando el operador diferencial

asociado es (D — \)™, es decir, cuando el polinomio caracteristico es p(r) = (r — A\)".
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Para ésto observemos que
(D — X)(eMy) = D(eMy) — XeMy = XeMy + My — AeMy = My
Iterando,
(D = XN)?(My) = (D = N((D = M) (M) = (D= N)(My) = My,

De modo que iterando llegamos a
(D= ) (My) = My

At

Como cualquier funcién 2 puede escribirse como z = ey (basta tomar y = e Mz), se ve

que
(-D - )\)nl‘ =0 si y sOlosi x = eAty con y(”) =0.
Es decir, si y sélo si @ = My con y = ¢1 + cat + -+ + ¢p 18", En efecto,
0=y = D(y(n_l)) siysélosi y™ Y =k, para una constante k,,.

Integando obtenemos

kn,
y(n72) = knt + kn—l ) y("fg) = ?tQ + kn—lt + kn—2 3o
y finalmente
L RS L TR F I Ay
Y= -1 (n—2)! Lh o

y se tiene lo afirmado.

Por lo tanto la solucién general de (D — \)"z = 0 es x(t) = e Mp,(t) donde p,(t) es un
polinomio de grado a lo sumo n — 1.

Volviendo al operador general con polinomio caracteristico
PA) = (A= A)™ (A= Ag)"™ - (A= Ag)"™,
vemos que cualquier funcion de la forma
(5.3) 2(E) = oy ()M + -+« + Py ()M
con py; polinomio de grado a lo sumo n; — 1 es solucién de la ecuacién (5.1).
Por lo tanto hemos encontrado n soluciones de (5.1),
(5.4) {e’\lt, teMt g2eMt o gmTleMt Mkt ekt ,t"’“_le’\’“t},

que se puede ver que son linealmente independientes. De modo que (5.3) da la solucién general
de (5.1) y (5.4) es una base de soluciones.

Con ésto encontramos la solucién general compleja. La solucién general real se obtiene reem-
plazando en la base (5.4) los pares de soluciones conjugadas por parte real y parte imaginaria.
Por ejemplo, si \; = a; 4 i3 con 3; # 0, tomamos en lugar de las 2n; soluciones complejas

eAjt, te)\jt, th)\]'t, . tnjfle/\jt’ e/\jt, teAjt, th)\jt’ o 7t’njfle)\jt’
las 2n; soluciones reales

e%it cos Bjt, e%tsen Bjt, te® cos B;t, te%ilsen Bjt, ..., t"i et cos Bjt, t"i~Le%tsen Bjt.
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EJEMPLO 5.3. Hallar las soluciones de la ecuacién

2®) — 2@ 4y 2x" — 92" 4 o) —x =0,

El polinomio caracteristico de la ecuacién es
PO =X = M2 2 2 A 1= (A —DM+2X24+1) = A —1)(\2+1)%,

cuyas raices son A\; = 1, con multiplicidad 1 y Ay =%, A3 = —¢ con multiplicidad 2. Por lo tanto
una base de soluciones es
{e', cost, sent, tcost,tsent}.

v la solucién general es
x(t) = cre’ + (co + cst) cost + (cq + cst)sent.
O

Utilicemos ahora el método de variacién de pardametros para hallar la solucién de una
ecuacién lineal no homogénea.
EJjEmpPLO 5.4. Hallar las soluciones de la ecuacién
2 =22 +x=t.
Hallamos primero una base de soluciones de la ecuacién homogénea asociada cuyo polinémio
caracteristico es
p(A) = A2 =22+ 1= (A1)~
Por lo tanto la Unica raiz es A = 1 y una base de soluciones es
{e!, te'}.
Buscamos una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la forma
z(t) = ci(t)e + co(t)te
donde las derivadas de las funciones c1, co satisfacen el sistema
ciet + chte! =0,
ciet + ch(eh +te') = t.
De donde, ¢y =te ™ty ¢} = —cht = —t2e L.

Integrando obtenemos

cy = /te_t dt = —te ! + /e_t dt = —te ' —e P = —(t+1)e !

c1=— /tht dt = t?e™" — Z/tet dt =t?e P +2(t + 1)e "

De modo que la solucion general es

z(t) = (2 + 2t +2) — (t + 1)t + cre’ + cate’ =t 4+ 2+ crel + catel.
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Ejercicios

(1) (a) Encontrar una base de soluciones reales de las siguientes ecuaciones:
(i) ¥" =8y +16y =0
(i) vy" — 2y +10y =0
(ii) " —y =2y =0
(b) En cada uno de los casos anteriores encontrar una solucién exacta de la ecuacién

no homogénea correspondiente con término independiente x,e”, 1y e ".

2) Sean (aq, b1 as, by) dos puntos del plano tales que 2=%2 no es un numero entero.
y p p q —
(a) Probar que existe exactamente una solucién de la ecuacién diferencial y” +y = 0
cuya grafica pasa por esos puntos.

(b) ;Se cumple en algin caso la parte (a) si a; — az es un miltiplo entero de 77
(c) Generalizar el resultado de (a) para la ecuacion y” + k?y = 0. Discutir también el
caso k = 0.

(3) Hallar todas las soluciones de y"" —y' — 2y =0y de ¢y — ¢y’ — 2y = e™® que verifiquen:

(a) y(0) =0, y'(0) =1 (b) y(0) =1, '(0) =0
(c) y(0) =0, ¥'(0) =0 (d) limg— o0 y(2) = 0
(e) y(0) =1 (f) y'(0) =1

(4) En el interior de la Tierra, la fuerza de gravedad es proporcional a la distancia al centro.
Si se perfora un orificio que atraviese la Tierra pasando por el centro, y se deja caer
una piedra en el orificio, jcon qué velocidad llegard al centro?.

(5) La ecuacién z2y” + pzy’ + qy = 0 (p, q constantes) se denomina ecuacién de Euler.

(a) Demuestre que el cambio de variables x = e! transforma la ecuacién en una con
coeficientes constantes.

(b) Aplique (a) para resolver en R+ las ecuaciones:

i 2%y’ + 2y —6y =0
i, 22y —ay +y =22

(6) Vibraciones en sistemas mecénicos:

Una carreta de masa M esta sujeta a una pared por medio de un resorte, que no
ejerce fuerza cuando la carreta esta en la posicién de equilibrio x = 0. Si la carreta se
desplaza a una distancia z, el resorte ejerce una fuerza de restauracion igual a —kz,
donde x es una constante positiva que mide la rigidez del resorte. Por la segunda ley
del movimiento de Newton, se tiene que:

2
(1) ua
(a) Si la carreta se lleva a la posicion * = ¢ y se libera sin velocidad inicial en
el instante ¢ = 0, hallar la funcién z(t). Verificar que se trata de una funcién
periédica. Calcular su periodo 7, y su frecuencia f = 1/7 (la cantidad de ciclos por
unidad de tiempo). Verificar que la frecuencia de vibracién aumenta al aumentar

= —kz obien 2”4+ a’z =0, a=+/rk/M
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la rigidez del resorte, o al reducir la masa de la carreta ( como dice el sentido
comun) y que la amplitud de esta oscilacién es .

Si se produce una amortiguacion que se opone al movimiento, y de magnitud

proporcional a la velocidad (= —c%) debida al rozamiento, la ecuacién (1) que
describe el movimiento de la carreta en funcién del tiempo se convierte en:
d*x dx
MW + CE + Kxr = 0
o bien:
d*z dx & K
2 — 4= 4dlr=0b=— a=,/—
@) a T T oM T\ M

Si b > a (la fuerza de friccién debida al rozaminto es grande en comparacién
con la rigidez del resorte), encontrar la solucién de (2) que verifique como antes
z(0) = xg, 2/(0) = 0. Probar que no hay ninguna vibracién y que la carreta
vuelve simplemente a su posicién de equilibrio. Se dice que el movimiento esta
sobreamortiguado.

Si b = a, ver que tampoco hay vibracién y que el comportamiento es similar al del
caso anterior. Se dice que el movimiento es criticamente amortiguado.

Si ahora b < a (caso subamortiguado), probar que la solucién de (2) con las
condiciones iniciales z(0) = xg, 2/(0) = 0 es:

V 042 + b2 —bt

x(t) = To—————e cos(at — 6)

donde o = va? — b2, y tanf = b/a.
Esta funcién oscila con una amplitud que se reduce exponencialmente. Su grafica
cruza la posicién de equilibrio x = 0 a intervalos regulares, aunque no es periédica.
Hacer un dibujo. Probar que el tiempo requerido para volver a la posicién de
equilibrio es:

2

K c?

M~ 4M?
y su “frecuencia” estd dada por f = 1/7T llamada frecuencia natural del sistema.
Notar que esta frecuencia disminuye al disminuir la constante de amortiguacion c.

T —

Hasta ahora hemos considerado vibraciones libres, porque sélo actian fuerzas in-
ternas al sistema. Si una fuerza F'(¢) actia sobre la carreta, la ecuacién seré:
d’x dx

3 M— +c—+rx=F(t

(3) 7 Ty (t)
Si esta fuerza es periddica de la forma F(t) = Fjcoswt, con Fy,w constantes,
hallar z(¢). Al valor w/27 se lo llama frecuencia impresa al sistema.
Si tan¢ = —25--, probar que la solucién general de (3), con F(t) = Fycoswt
puede escribirse:

Fo

V (k= w2M)2 + w2c2
El primer término tiende a cero para t— + oo, luego es “transitorio”, es decir, a
medida que pasa el tiempo, la solucién se parece mas y mas al segundo sumando.

cos(wt — @)
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Notar que la frecuencia de esta funcién es la frecuencia impresa al sistema, y que la
Fo

V(k —w2M)2 + w2c?

impresa se acerca a la frecuencia natural del sistema? (Este fenémeno se conoce

con el nombre de resonancia).

amplitud es el coeficiente ., Qué pasa cuando la frecuencia

(f) Sib < a (caso subamortiguado) hallar la frecuencia impresa w que provoca ampli-
tud maxima. jSiempre existe este valor? Este valor de frecuencia impresa (cuando
existe) se denomina frecuencia de resonancia. Demostrar que la frecuencia de res-
onancia es siempre menor que la frecuencia natural.

Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones, empleando la solucién dada:
a) zy’ 42y +ay=0 I =Ry yi(x) = 50-°
b) a2y’ —y — 423y =0 I =Ry y1(x) = exp(z?)
c) xy’ —y —4x3y =0 I =R y1(x) = exp(z?)
d) 1—22)y" =22y +2y=0 I=(—o00,—1),(=1,1),(1,00) wi(x) =2

Este 1ltimo es un caso especial de la ecuacién (1 —x2)y” —2xy’ +p(p+1)y = 0 (ecuacién
de Legendre), correspondiente al caso p = 1, en los intevalos en que la ecuacién es
normal.

Sabiendo que y;1(x) = 1, Vx € R es solucién de la ecuacién homogénea asociada, hallar
todas las soluciones de y” + zy’ = 3x.

Probar que las funciones
t2 <0 0 t<o0

son linealmente independientes en R pero que W (¢1, ¢2)(0) = 0. ;Existe algin sistema
lineal normal de orden 2 definido en algin intervalo (—¢, €) que admita a {¢1, 2} como
base de soluciones?



CAPiTULO 6

Comportamiento asintético de las soluciones

En los capitulos previos, hemos visto que bajo condiciones muy generales, una ecuacion
diferencial admite solucién tnica y que dicha solucién es continua con respecto a las condiciones
iniciales.

Por otro lado, hemos estudiado varias situaciones en donde la solucion puede ser calculada de
manera explicita. Sin embargo, en la mayoria de los casos (por ejemplo si estamos estudiando un
sistema de ecuaciones no lineal) esa solucién, que existe, no puede ser calculada. De todas formas,
es mucha la informacién que uno puede llegar a dar sobre la solucién (sobre el comportamiento
de la solucién) atn sin conocer la férmula de la misma y ese es el objetivo de este capitulo.

Por mayor simplicidad, y dado que en la mayoria de las aplicaciones sucede, de ahora en
ma&s vamos a suponer que el sistema de ecuaciones diferenciales bajo consideracion es auténomo,
es decir, consideraremos ecuaciones de la forma

(6.1) X' = F(X)
donde X : ICR - R"y F:QCR" — R"” es un campo C'.

En esta situacién, es decir si la ecuacién es auténoma, se tiene la siguiente propiedad que
nos serd de gran utilidad.

PROPOSICION 6.1. Sean X1 : [; CR — R" y X5 : Is C R — R" dos soluciones mazximales
de (6.1). Entonces se tiene

(X1(t) [te I n{Xa(t) [telL}=0 o {Xi(t)|tel}={Xs(t) |t €L}

En otras palabras, lo que dice la proposicién 6.1 es que dos trayectorias dadas, o bien son
idénticas, o bien no se cruzan.

DEMOSTRACION. Este hecho es una consecuencia de la unicidad de soluciones. Supongamos
que existen t1 € I y tg € I tales que X (t1) = Xa(t2) = Xo. Entonces, si definimos la funcién

X (t) = Xo(t — t1 + t2), las funciones X; y X son soluciones de

X' = F(X),
{ X(t1) = Xo,

de donde, por la unicidad, concluimos que X; = X.

Ahora la proposicién queda demostrada, observando que I'm(Xs3) = Im(X). O

Otra propiedad importante de los sistemas auténomos, es que uno puede suponer siempre
que las condiciones iniciales estdn dadas en el instante tgp = 0. En efecto, si X(t) es una

55
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solucién de (6.1), razonando de manera similar a en la prueba de la Proposicién 6.1, definimos
X(t) = X(t+tp). Luego si X verifica

{ X' = F(X),
X (to) = Xo,

tenemos que X verifica

!

(X)7

X' =
{ X(0) = Xo.

1. Diagramas de fases

~—

Una forma muy habitual y grafica de entender el comportamiento asintético o dindmico de
las soluciones de una ecuacién de la forma (6.1) es a través del llamado diagrama de fases.

Segun la Proposicién 6.1, si tomamos dos soluciones distintas de la ecuacién diferencial, eso
determina trayectorias disjuntas en el “plano de fases” R™. Luego, el diagrama de fases consiste
precisamente en graficar en R™ una coleccién de tales trayectorias y las mismas nos daran
una idea general del comportamiento de todas las trayectorias del sistema. Esto lo hacemos
fundamentalmente en el caso en que n = 2 ya que es el caso en el que podemos graficar bien.

La idea de esbozar el diagrama de fases es el poder predecir el comportamiento asintético
(para el tiempo tendiendo a infinito) de las soluciones dependiendo de donde se encuentran ini-
cialmente. Dibujando “suficientes” trayectorias deberia ser posible saber si las soluciones tienden
a estabilizarse en un cierto punto, si oscilan (soluciones periddicas), si se vuelven infinitamente
grandes, etc...

A veces se puede tener una idea de cémo serd el diagrama de fases dibujando en “muchos”
puntos del plano la flecha que corresponde al campo vectorial F(z,y) = ( fi(z,y), fg(x,y)).
Recordemos que las curvas solucién del sistema X’ = F(X) son las trayectorias del campo F,
es decir, son curvas

x = x(t)
y =y(t)
tales que el vector velocidad — tangente a la curva — en el punto (x¢,%0), con xy = z(to),
Yo = y(to), es el vector (f1(zo,v0), f2(xo,y0))-
Por lo tanto, si dibujamos muchos de estos vectores podremos tratar de adivinar cémo serédn

las trayectorias buscando curvas que al pasar por un punto pasen con tangente igual a la flecha
que dibujamos en ese punto.

Veamos un ejemplo.

EJEMPLO 6.1. Consideremos el siguiente modelo de dos poblaciones simbidticas,
&= (—a+pfyx
y= (- +dr)y

con «, 3,7, > 0, que se obtiene al considerar dos poblaciones = e y que decrecen con razon de
crecimiento constante en ausencia de la otra especie y cuya razén de crecimiento crece en forma
proporcional a la otra poblacién.
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Cuando una trayectoria pasa por un punto con y = «/3 lo hace en forma perpendicular a esa
recta porque su vector velocidad (0, (—y + dz) y) es vertical. Cuando cruza la recta z = v/ lo
hace en forma horizontal porque su vector velocidad es ((—a+ fy) x,0). Las flechas que indican
el campo F(z,y) = ((—a+ By) z, (=7 + 6z) y) en cada punto son aproximadamente asi.

o

:////"////

S,

P R A /

alB i@rerTT

v/d

Cuando estamos cerca del (0,0) o del (v/d, a/3) las flechas son muy cortas. Esto indica que
si estamos cerca de estos puntos pasaremos con velocidad muy chica y nos quedaremos cerca
por mucho tiempo. El caso limite lo tenemos en estos puntos en los que no hay flecha. Lo que
sucede es que el campo F' se anula ahi. ;Qué sucede si en algin instante tg estamos en un punto
(z0,y0) donde F' = (f1, f2) se anula? Para contestar esta pregunta observemos que la funcién
x(t) = xo, y(t) = yo es solucién de

&= filz,y), (o) =m0
y:fz(xay)a y(to) =1%o

Por unicidad de solucién tendremos que ésta es la tinica solucién que pasa por este punto. Pero
esta es una solucién constante a la que por lo tanto llamamos Solucidn estacionaria. Es facil
ver que las dnicas soluciones estacionarias son las soluciones constantes igual a un valor (xo, yo)
tal que F(xo,y0) = 0. Esto se debe a que una solucién constante tendra derivada nula en todo
tiempo y por lo tanto el campo F', que es igual a la derivada, debe anularse. A estos puntos los
llamamos puntos de equilibrio o puntos criticos.

Tenemos entonces unos puntos especiales en el plano de fases, los ceros del campo F que
corresponden a soluciones estacionarias, y vemos que cerca de esos puntos las trayectorias pasan
muy despacio. Pero, jqué es lo que hacen? ;Se acercan? ;Se alejan? ;Se quedan cerca sin
acercarse?

Puede pasar cualquiera de estas cosas y es algo que uno trata de observar en el diagrama de
fases.

Una observacién importante es que sélo se llega a un equilibrio en tiempo infinito (+ o -
infinito) como demostraremos en el Lema 6.1 al final de esta seccién.

Otra cosa que observamos en el diagrama de flechas es que sobre los ejes coordenados, las
flechas apuntan en la direccion del eje. Esto refleja el hecho de que si inicialmente estamos sobre
uno de los ejes permaneceremos ahi por todo tiempo. En efecto, supongamos que inicialmente
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yo = 0. Sea z(t) la solucién de la ecuacién
T=-—az

con z(0) = 2. Entonces X (t) = (2(t),0) es la solucién del sistema que inicialmente vale (xg,0).
Y andlogamente con datos iniciales sobre el otro eje z = 0.

En particular, los semiejes corresponden a trayectorias y como las trayectorias no se cortan
se sigue que las trayectorias que se inician en el primer cuadrante no salen de él. Esto dice que si
inicialmente las dos poblaciones son positivas, lo seran para todo tiempo. Que z(t) e y(t) no se
vuelvan negativas es importante para que el sistema refleje la realidad (son poblaciones). Pero
lo que acabamos de observar es que ninguna poblacién se extingue en tiempo finito.

Volvamos al ejemplo y tratemos de dibujar trayectorias correspondientes a este campo.

alf3

Da la impresién de que las trayectorias que comienzan cerca de (0,0) tienden a (0,0) cuando
el tiempo tiende a +oo mientras que cerca del otro punto de equilibrio, el (v/d,a/(3), hay
trayectorias que se acercan pero la mayoria parece alejarse.

Conjeturamos que el diagrama de fases para este sistema es

a/f
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Pero, ;jcomo estar seguros de que es asi? En este curso lo que vamos a poder asegurar
es como es el diagrama de fases cerca de los punto de equilibrio. El diagrama completo sélo
lo podremos conjeturar. La razén es que cerca de la mayoria de los equilibrios los sistemas
no lineales tienen diagramas de fase muy parecidos a los de un sistema lineal con coeficientes
constantes. En este caso, como conocemos las férmulas que nos dan las soluciones, podemos
saber exactamente como es el diagrama de fases. Veremos ésto en detalle en la préxima seccion.
Pero antes veamos qué tipo de informacién podemos inferir del diagrama de fases.

Observamos que hay dos equilibrios. Uno es muy claro, si inicialmente no hay ningin
miembro en ninguna de las dos poblaciones, ésto seguird asi por siempre. Mas atn, del diagrama
de fases vemos que si alguna de las poblaciones es “chica”, ambas poblaciones desapareceran
(en realidad no lo hardn porque sélo se vuelven nulas cuando el tiempo se vuelve infinito, pero
eventualmente ambas poblaciones serdn extremadamente chicas.)

Hay otro equilibrio que es que la poblacién x sea /4 y la poblacién y sea /3. Esta es
una situaciéon muy inestable. Vemos que sélo si hay una relacion muy particular entre ambas
poblaciones se acercaran al equilibrio. En cualquier otro caso, por mas cerca que se encuentren
del equilibrio se alejardn a medida que pase en tiempo. Mdas atin, hay poblaciones tan cercanas
al equilibrio como se quiera que tenderdan a desaparecer y otras que creceran sin limite.

Demostremos ahora un lema que dice que sélo se llega a un punto de equilibrio (o punto
critico) en tiempo infinito.

LEMA 6.1.

(1) Si X(t) — Xo cuando t — tg € R y X(t) # Xo, se sigue que F(Xy) # 0. Es decir, si
una trayectoria tiende a un punto critico lo hard en tiempo infinito (+ o - infinito).

(2) Si X(t) — Xo cuando t — +o0 se sigue que F(Xo) = 0. Andlogamente con t — —oo.
Es decir, si una trayectoria tiene un limite para tiempo tendiendo a infinito, ese limite
debe ser un punto critico.

DEMOSTRACION. Demostremos (1) Sabemos que si F(X() = 0, la dnica solucién de X' =
F(X) que satisface X (t9) = Xo es la funcién idénticamente Xy. Como X (tg) = Xo, se siguiria
que X (t) = Xo lo que habfamos supuesto que no pasaba. Por lo tanto, F'(Xy) # 0.

Ahora demostremos (2). Tenemos
_ (mt+ 1) =2 (t)) _ (@1(01)\ _ (fi(zi(or), z2(01))
xesn-xo= (0010 200) = (o) = Gltenrion)
donde t < o; <t+1,1=1,2y el campo F tiene componentes (f1, f2).

Como X'(t) = F(X(t)) — F(Xo) cuando t — 400 se sigue que X (t + 1) — X (t) — F(Xo)
cuando t — +o00. Pero, X(t+ 1) — X (t) — Xo — Xo = 0. Por lo tanto, F'(Xy) = 0. O
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2. Diagramas de fases de sistemas lineales a coeficientes constantes

Consideremos el sistema
X' =AX
con A€ R?>*?y X = (w1>
Z2
Queremos dibujar aproximadamente las trayectorias del sistema dependiendo de c¢émo son
los autovalores A; y A2 de A. Supongamos que 0 no es autovalor. En este caso (0,0) es el inico
equilibrio del sistema.

Casol. A\i > 0> Xo.

Sean &1 y & los autovectores correspondientes a los A1 y Ao respectivamente. Entonces, la
solucién general es
X(t) = c1eMer + e,

Observemos que si X(0) = ¢, es decir, si inicialmente estoy en la recta de autovectores
asociados a A1, se sigue que ¢; = ¢ y ca = 0. Por lo tanto, X (t) = ce*’&; y en todo instante
premanezco en esa recta. Ademds, como A\; > 0, se tiene que X (¢) — oo cuando t — +o0 y
X(t) — 0 cuando t — —oo.

Andlogamente, si inicialmente estoy en la recta de autovectores asociados a Ag tengo X (0) =
c€y. Porlo tanto, ¢c; = 0y ca = ¢y tengo X (t) = ce*?'&. De donde en todo instante premanezco
en esa recta. Ademads, como Ay < 0, se tiene que X (¢) — oo cuando t — —oo y X (t) — 0 cuando
t — +oo.

Si inicialmente no estoy en ninguna de las dos rectas de autovectores, tanto ¢; como ¢y son
no nulos. Llamemos y;(t) e y2(t) a los coeficientes del vector X () en la base {£1,&2}. Es decir,
escribamos

X(t) = (& + y2(t)&2-

Por la forma que tiene la solucién general vemos que 1 (t) = c1eMt e yo(t) = coe*?! donde
¢1 y co con las componentes del vector X (0) en la base {{1,&2}. Es decir, X(0) = 1§ + c2&o.
Tenemos

y1(t) — 400, (t — +00) y1(t) — 0, (t - —00),
y2(t) — 0, (t — +00) y2(t) — +oo,  (t — —o0).

Por lo tanto, X (t) se acerca mds y mas a la recta generada por & cuando t — +oo y a la
recta generada por & cuando t — —oo.

Este analisis ya permitiria intentar esbozar el diagrama de fases. Sin embargo serd mas sen-
cillo hacer lo siguiente. Dibujemos primero las curvas (y1(t), y2(t)) que dicen cémo cambian los
coeficientes de la solucién en la base {£1,&2}. Una vez que tenemos claro este dibujo, observamos

que
I Y1
X = =
() =2(2)
donde Q = [§1  &2] es la matriz cuyas columnas son los vectores &1 y o.

Por lo tanto, el diagrama de fases en el plano (x1,x2) se obtiene del dibujo de las curvas
(y1(t),y2(t)) en el plano (y1,y2) mediante una transformacion lineal (de matriz Q).
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Sigamos entonces estas ideas y dibujemos primero las curvas (y1 (), y2(t)). Observemos que
como 1 = cre™Mt, yo(t) = cae??! se sigue que

t (y1)1/>‘1
e = (=
C1

A2/
yz(t) — 02<&> |>\2//\1

= k\yl
C1

A
Sea o = )\—2 < 0. Entonces y2 = k|y1|* y el grifico de las curvas (y1(t),y2(t)) es
1

Y1

y el diagrama de fases en el plano (z1,x2) es
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Caso II. Ay > A2 >0
Como en el caso anterior tenemos X (t) = y1(t)&1 + y2(t)&2 donde & y & son autovectores
correspondientes a los autovalores A\; y A2 respectivamente. Como antes se tiene
A
Yo = kly1|* O<a=22<1
A1

Por lo tanto las curvas (yi(t),y2(t)) son

=\
=7

)

y el diagrama de fases serd

Observemos que en este caso, dado el signo de A; y Ay se tiene que y1 (), y2(t) — +oo cuando
t — 400y y1(t),y2(t) — 0 cuando t — —oo.



2. DIAGRAMAS DE FASES DE SISTEMAS LINEALES A COEFICIENTES CONSTANTES 63

Caso III. \{ < A9 <O

Este caso es exactamente como el anterior. Se tiene

A
y2:k|y1|a 0<oz:—2<1
A1

s6lo que en este caso las flechas se invierten y los diagramas de curvas en el plano (y1,y2) y en
el plano de fases es igual al Caso II con las flechas invertidas.

Caso IV. A1 = Ao = A # 0. Supongamos que A # Al. El caso A = Al lo dejamos como ejercicio.

La solucién general es X (t) = c1eM&; + coeM (&1t + £2) donde &; es un autovector correspon-
diente al autovalor A. Por lo tanto, X (t) = y1(¢)&1 + y2(t)&2 con

y1(t) = (1 + czt)e)‘t ya(t) = coet.

Observemos que y1(0) = ¢1, y2(0) = co. Por lo tanto, si X (0) = ¢£; se sigue que ¢; = cy co = 0.
Por lo tanto, X (t) = c;eM&; y se ve que la recta generada por & (la recta de autovectores
asociados al tnico autovalor ) es invariante. En este caso, la recta generada por & no es
invariante.

Tenemos

1
M= o t = —log %‘
Cc2 A C2

Por lo tanto,

c 1
Yy = %(01 +—210g‘%’) =y2<k1+ 710g|y2\>.
C2 A C2 A

Ademas y2 no cambia de signo pero como log |ys| tiende a —oo cuando |yz| tiende a 0 y a +oo
cuando |yz| tiende a 400 se ve que y; si cambia de signo. Dibujemos las curvas (y1(t), y2(t)) en
el caso en que A\ < 0.
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Lo que da como diagrama de fases
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Caso V. My =a+1i8, o =a—1if con g < 0.

En este caso la solucién real es X (t) = clRe(e(a“ﬂ)tfl) + CQIm(e(a“ﬂ)t&) donde & =
V1 + 7vy es un autovector asociado a Ay. Tenemos por lo tanto

X (t) = c1e(cos Bt vi — sen Bt va) + coe™ (sen Bt vy + cos Bt va).
Escrito en la base {v1,va},

X (t) = e*(cy cos Bt + casen fBt) vy + e (—cysen Bt + ¢ cos Bt)ve = y1(t)v1 + ya(t)va.

Escribamos (c1, ¢2) en la forma

c1 =rcosf

co = rsend
y recordemos que X (0) = ¢1vy + cave, por lo tanto y1(0) = ¢1, y2(0) = c2. Tenemos

y1(t) = e*'r(cos 6 cos Bt + sen fsen ft) = e*'r cos(f — 3t)
ya(t) = e“r(— cos @ sen Bt + sen 6 cos Bt) = e**rsen (0 — ().

Por lo tanto en el plano (y1,y2) la curva (yi(t),y2(t)) se obtiene rotando el punto (c1,c2) un
dngulo — Bt > 0 y luego expandiendo (o contrayendo) su médulo por un factor . Esto da los
siguientes diagramas dependiendo de a.

a=0
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a <0
y2
y1
a>0
Y2
yl

En el plano de fases tenemos
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donde @ = [v1 V2] es la matriz cuyas columnas son los vectores vy y va.

Como una transformacién lineal transforma circulos en elipses, el diagrama de fases queda,
dependiendo de « de la siguiente manera.
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De los diagramas de fases que hemos esbozado podemos concluir, en particular, que si
todos los autovalores de A tienen parte real negativa, todas las trayectorias tienden a 0 cuando
el tiempo tiende a 4o0o. Si todos los autovalores de A tienen parte real positiva, todas las
trayectorias tienden a 0 cuando el tiempo tiende a —oo, es decir, se alejan de 0 cuando el tiempo
avanza. Esto es asi tanto si los autovalores son reales como si son complejos conjugados. La
diferencia es el modo en que se acercan o alejan de 0.

Si un autovalor es positivo y el otro negativo, hay exactamente dos trayectorias que se
acercan a 0 cuando el tiempo tiende a +oo. Estas trayectorias son las que corresponden a la
recta de autovectores asociados al autovalor negativo. Y hay exactamente dos trayectorias que
se acercan a 0 cuando el tiempo tiende a —oo (se alejan del origen cuando el tiempo avanza).
Estas trayectorias son las que corresponden a la recta de autovectores asociados al autovalor
positivo. Todas las demds trayectorias se alejan del origen tanto hacia el futuro como hacia el
pasado.

3. Linearizacién

Ahora que entendemos los diagramas de fases de sistemas lineales con coeficientes constantes
estamos en condiciones de esbozar los diagramas de fases de sistemas no lineales cerca de puntos
de equilibrio. En esta seccion supondremos que el campo F' es continuamente diferenciable en
R™.

Recordemos que un punto de equilibrio es un cero de la funcién F(X). Sea entonces Xy un
equilibrio, tenemos para X cerca de X,

F(X) ~ DF(Xo)(X — Xo).
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Por lo tanto, si llamamos Y = X — Xj, tendremos
Y' = (X — Xo) = X' = F(X) ~ DF(Xo)(X — Xo) = DF(X,)Y
para Y ~ 0. El sistema
Y' = DF(X,)Y
es un sistema lineal con coeficientes constantes (con matriz A = DF(Xp)). Lo que tenemos

entonces es que para X (t) cerca de Xo, X (t) — Xg es parecido a la solucién Y (¢) de este sistema
cerca de Yy = 0.

Enunciemos ahora sin demostracion el resultado que asegura que en efecto esto es asi si los
autovalores de la matriz DF(X) tienen parte real no nula.

TEOREMA 6.1 (Estabilidad Lineal). Sea F' un campo C' en R%. Sea Xy un cero de F. Si
DF(Xy) no tiene autovalores con parte real 0, el diagrama de fases del sistema

X' =F(X)
en un entorno de Xy es muy parecido al diagrama de fases del sistema
Y' = DF(Xy)Y

cerca de Yy = 0. Con ésto queremos decir que hay una biyeccion continuamente diferenciable
con inversa continuamente diferenciable entre un entorno de Xg y un entorno del 0 que manda
trayectorias del sistema X' = F(X) en trayectorias del sistema Y’ = DF(X()Y preservando su
orientacion.

En particular, si todos los autovalores de DF(Xy) tienen parte real negativa se sigue que
todas las trayectorias que pasan cerca de Xg tienden a Xg cuando t tiende a +oo. Y si todos
tienen parte real positiva, todas las trayectorias se alejan de Xo cuando el tiempo crece (X (t) —
Xo cuando t — —00).

Mads ain, si DF(Xg) tiene un autovalor \y > 0 y un autovalor Ay < 0 hay dos trayectorias
del sistema X' = F(X) que tienden a Xo cuando el tiempo tiende a +00. Estas trayectorias son
tangentes en Xg a la recta de autovectores asociados a \o. Andlogamente, hay dos trayectorias
del sistema X' = F(X) que tienden a Xy cuando el tiempo tiende a —co. FEstas trayectorias
son tangentes en Xg a la recta de autovectores asociados a A\1. Todas las demds trayectorias que
pasan cerca de Xg se alejan de X tanto hacia el futuro como hacia el pasado.

O
EJEMPLO 6.2. Apliquemos este resultado para estudiar el diagrama de fases del sistema

simbidtico del comienzo del capitulo cerca de los equilibrios (0,0) y (v/4d, a/3).

En este caso el campo F es ((—a + 8y)z, (— + dz)y). De aqui que

DF(% y) = <_a5—; By _,yﬁ_f 5LU>

Por lo tanto,

—« 0
DF(0,0) =
0.0 ( 0 —v)
que tiene autovalores A\ = —a, A2 = —. Por lo tanto todas las trayectorias cercanas al (0,0) se

acercan a €l cuando el tiempo tiende a +0o0 como sugeria el diagrama que obtuvimos siguiendo
las flechas, a saber
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Por otro lado,
)
or/sa/d = (sus Y°)

que tiene como autovalores las raices del polinomio A2—a+y. Es decir, \; = Vay, A2 = —/ay. De
nuevo, vemos que el diagrama de fases cerca de este equilibrio es como lo esbozamos al comienzo
del capitulo ya que sera parecido al del Caso I de la secciéon anterior. Méas aun, podemos saber
cémo van a salir (o entrar) las trayectorias al equilibrio (0/7,a/3) ya que son tangentes a las
rectas de autovectores de la matriz
( 0 B/ 5)
da/3 0

Para encontrar estas rectas debemos resolver por un lado
< NGy —57/5> <x1> _
—da/p Vv T2

vayxy — %ng =0

es decir

lo que da la recta

a b
Tro = — = X1.

v B

Por lo tanto, hay una trayectoria tangente a esta recta que sale del equilibrio (6/7, a/f3).
Anélogamente, para el autovalor —,/ay tenemos que resolver
(—\/@ —ﬂ7/5> <$1> _o
—da/3 -y T2
es decir
Voyz, + %’y 9 =0

. —_\F%
2 ’}/6 1-

Por lo tanto, hay una trayectoria tangente a esta recta que entra al equilibrio (§/v, a/[3).

lo que da la recta

Esto se ve en el diagrama de fases que esbozamos en el ejemplo 6.1 al comienzo del capitulo.

Cerca del equilibrio el diagrama de fases es
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N

/—\

EJEMPLO 6.3. La ecuacion del péndulo simple amortiguado es
2’ + %sen:c +cx' =0

donde ¢ > 0, g > 0 es la constante de la gravedad, L > 0 es la longitud del péndulo y « es el
angulo que el péndulo forma con la vertical que apunta hacia abajo. Esta ecuacién es equivalente
al siguiente sistema en el plano de fases (z,y) donde y representa la velocidad de variacién del
angulo,
r =Yy
y = “Isenz — cy
L

Este es un sistema de la forma X' = F(X) con F = (y, —%senx—cy). Los equilibrios del sistema

(los ceros de F') son los punto (zg,yo) tales que yo = 0, %sen xo — cyo = 0. Es decir, yg = 0,

senzg = 0. Para dngulos z¢ entre —7 y 7 los equilibrios son (—m,0), (m,0), (0,0). Observemos
que fisicamente los puntos (—m,0) y (m,0) representan la misma posicién y velocidad en el
espacio.

Analicemos el diagrama de fases cerca de los equilibrios. Para ésto veamos cual es el sistema
linearizado

X' = DF(X()X.

Se tiene F' = (y, —%senx — cy). Por lo tanto

0 1
DF(z,y) = —gcosac —c
L

0 1
DF(0,0) = (_g _C>
L

—c++/c2—4g/L
Se tiene que ambas raices tienen parte real negativa. Por lo tanto todas las trayectorias CG%C&H&S

al (0,0) tienden a (0,0) cuando el tiempo tiende a +oo. Pero la forma en que tienden depende
de la magnitud de la amortiguacién dada por la constante c. En efecto, si ¢ > 4¢/L, los auto-
valores de la matriz del sistema linearizado son reales y las trayectorias tienden al equilibrio sin
oscilar alrededor de él. En cambio, si ¢ < 4g/L, los autovalores son complejos conjugados de
parte real negativa y las trayectorias se acercan al equilibrio en forma espiral.

que tiene por autovalores las raices del polinomio A\2+c\+g/L = 0, es decir A2 =
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Diagrama de fases del péndulo subamortiguado cerca del (0,0)

Con respecto al angulo x del péndulo, ésto dice que cerca de la posicién de equilibrio z = 0,
velocidad 2’ = 0, el dngulo tenderd a cero sin oscilaciones si estd muy amortiguado y oscilando
indefinidamente alrededor de la posicion de equilibrio si estd subamortiguado. Esto es exacta-
mente lo que se observa para un resorte, lo que no es casual porque la ecuacion del resorte es la
ecuacion linearizada alrededor de x = 0.

Analicemos qué pasa para el equilibrio (7, 0). El sentido comtin nos dice que es un equilibrio
muy inestable y que en esa posicién con velocidad no nula por chica que sea nos vamos a
alejar de ahi y también que el péndulo va a caer de cualquier posicién por cercana que sea.
Estas son situaciones en las que el vector velocidad apunta alejandose del equilibrio. Pero
también podemos imaginarnos que si le damos el impulso correcto prodriamos llegar arriba (a
la posicién z = 7 o x = —m) con velocidad 0. Por supuesto que el impulso debe ser el correcto
y una pequefia variaciéon podria hacer que no lleguemos o que nos pasemos (que lleguemos con
velocidad positiva). Veamos que ésto se ve linearizando alrededor de (7,0). Es decir, que vemos
que casi todas las trayectorias se alejan de este equilibrio y que hay exactamente una que se
acerca con r < 7. Para ésto veamos que los autovalores de DF(7,0) son de distinto signo. En
ese caso, el diagrama de fases cerca del equilibrio (,0) es similar al del Caso I de los sistemas
lineales con coeficientes constantes que da exactamente la situacién que describimos (sélo que
en este caso nos restringimos a la region x < m que corresponde a © < 0 para el problema

linearizado). En efecto,
0 1
DF(r,0)={g
L

—c++\/c?+4g/L
que tiene por autovalores las raices del polinomio A>4-cA—g/L = 0, es decir A2 = +4g/

2

una de las cuales es positiva y la otra negativa. Y se tiene lo afirmado. Si queremos ver cémo
entra la trayectoria con la que nos acercamos al equilibrio desde x < m, debemos encontrar la
—c—/c?+4g/L

2

recta de autovectores asociados al autovalor negativo ya que la trayectoria es

tangente a esta recta en (m,0). Para ésto debemos resolver

(m 6271349/”/2 (—c+ 02149/L>/2> @:0
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c+/c?+4g/L

Es decir, y = — x. Esto nos da asintéticamente la velocidad que el péndulo

debe tener al pasar por el angulo x si queremos llegar a la posicién x = 7 con velocidad 0.

El diagrama de fases cerca del (7, 0) serd

Diagrama de fases del péndulo amortiguado cerca del (r, 0)

;, Qué pasa si tratamos de analizar la ecuacion del péndulo sin amortiguacién? Esto es,

"+ %senx =0.

En este caso el sistema equivalente en el plano de fases es

r =Y

y = Isena
L

que tiene los mismos equilibrios del caso amortiguado. Sin embargo, en este caso

0 1
DF(z,y) = —gcosx 0
L

0 1
DF(0,0) = (_g 0)
L

que tiene por autovalores las raices del polinomio A2 + g/L = 0. Es decir, A2 = tiy/g/L que
tienen parte real 0. Por lo tanto el teorema de estabilidad lineal no nos dice nada en este caso.
Sin embargo, hay otra forma de analizar la ecuacién del péndulo ya que es un caso particular
de sistema conservativo.

Un sistema es conservativo cuando tiene la forma X” = —VU(X). En el caso particular de
incégnita escalar — 2" = —U'(x) — esta ecuacién es equivalente a un sistema de 2 x 2 para el
cual podemos dibujar el diagrama de fases. Esto serd objeto de la préxima seccion.
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4. Sistemas Conservativos

En esta seccién estudiaremos ecuaciones de la forma z” = —U’(x). La funcién U(z) se llama
potencial del campo conservativo y representa una forma de energia llamada Energia Potencial.
La energia mecdanica del sistema es la suma de las energias cinética y potencial. Para sistemas
conservativos la energia mecanica se conserva (de ahi el nombre). En efecto, si z(t) es una
trayectoria, la energia sobre esa trayectoria es

B(t) = 5#(1) + Ue(t),

por lo tanto
G B(t) = #(1)E(1) + U (a(0)i(t) = (1) (8(0) + U'(2(1))) = 0.

De aqui que la energia F permanezca constante sobre cada trayectoria.

En el plano de fases se tiene el sistema equivalente

¥ =y
y'=-U'(x)

1
La energfa se representa en el plano de fases por la funcién E(z,y) = —y*> + U(z). Por

lo visto arriba (conservacién de la energia) se tiene que E(x(t),y(t)) es constante sobre cada
trayectoria de este sistema. Esto nos dice que las trayectorias estan contenidas en los conjuntos
de nivel de la funcién E(z,y).

Los equilibrios son los puntos (zg, o) tales que yg = 0 y U’(xg) = 0. Es decir, los puntos
de la forma (x0,0) con x¢ punto critico de la funcién U. Observemos que VE(z,t) = (U'(x),y)
se anula sélo en los equilibrios. Por lo tanto, los conjuntos de nivel que no contienen equilibrios
estan formados por curvas suaves y cada una de estas curvas es una trayectoria del sistema.

Una forma facil de ver cémo graficar el diagrama de fases es observar que si una trayectoria
pasa en algin momento por un punto de la forma (z,0), la energia sobre esa trayectoria serd
igual a U(z). Entonces,

U(z) = E(z(t),y(t)) = %yQ(t) +U(x(t) > U(z(t)) para todo t.

Es decir, si en algin instante una trayectoria pasa por el punto (z,0), en todo instante
permanece en el pozo potencial

U(z) <U(z)
y U(z(t)) no puede volver a ser igual a U(Z) hasta que no se tenga simultaneamente y(t) = 0.

Observemos que de todos modos puede haber trayectorias que nunca corten al eje x. Esto es
asi si la funcién potencial U es acotada superiormente. En efecto, supongamos que esta acotada
superiormente por la constante M. Si la energia sobre la trayectoria es mayor que M, (y ésto
es asi si en algin instante la velocidad y es muy grande), no podremos tener nunca y = 0. Es
decir, no se corta al eje z.

Por otro lado observemos que a medida que |y| crece, U(x) decrece y reciprocamente, cuando
ly| decrece, U(x) crece.
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Finalmente, observemos que por la paridad de la funcién E(z,y) en la variable y se tiene
que los conjuntos de nivel de E son simétricos respecto del eje x.

Estamos entonces en condiciones de graficar el diagrama de fases (en forma aproximada
porque no conocemos exactamente los conjuntos de nivel de la funcién E). Vamos a hacerlo
2 (

primero en el caso del péndulo. En este caso el potencial es U(z) = = (1 — cosz). Para esbozar

el diagrama de fases conviene dibujar simultdneamente el potencial U y el diagrama ya que,
como vimos, hay una gran correspondencia entre los dos graficos.

U(x)

En el grafico observamos que hay dos trayectorias que conectan los equilibrios inestables
(—=m,0) y (m,0). En una de esas trayectorias se sale de (—m,0) en tiempo t = —oco y se llega a
(m,0) en tiempo t = +o00. En la otra, se sale de (m,0) en tiempo t = —oo y se llega a (—m,0)
en tiempo t = +oo. Todas las otras trayectorias corresponden a curvas cerradas. Esto es claro
en las que se encuentran dentro de las trayectorias que conectan (—m,0) y (m,0). Pero también
las que estan fuera corresponden a curvas cerradas si recordamos que estamos identificando los
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angulos m y —7 y que los conjuntos de nivel de E(z,y) son en este caso simétricos respecto del
eje y porque la funcién potencial U(zx) = %(1 — cosx) es par. Estas trayectorias, que no cortan

el eje z, corresponden a niveles de energia mayores que el méximo de U(x). Para estos niveles
de energia, el péndulo da vueltas sin parar. Para niveles de energia menores que el maximo de
U(z), el péndulo alcanza un dngulo méximo = tal que U(Z) = F = max U(z(t)). es el valor
maximo que alcanza U sobre la trayectoria e igual al nivel de energia de esa trayectoria. Cuando
llega a este valor lo hace con velocidad nula. Entonces el movimiento cambia de sentido y lo que
observamos, en definitiva es el movimiento oscilatorio que asociamos con la idea de un péndulo.

Ademas, vemos que el (0,0) es un equilibrio estable en el sentido de que las trayectorias que
comienzan cerca de él permanecen cerca, pero no tienden a (0,0) como ocurre en el caso del
péndulo amortiguado.

Los conjuntos de nivel correspondientes a niveles de energia menores que max U (x(t)) cons-
tan de una sola componente que es una trayectoria. En cambio para niveles de enrgia mayores
se tienen dos componentes (dos trayectorias). Observen que para el nivel de energia igual al
maximo de U hay 4 trayectorias, las dos que describimos antes que conectan los equilibrios
(=m,0) y (m,0) y las dos trayectorias estacionarias correspondientes a estos equilibrios.

Para afianzar las ideas veamos otros ejemplos.

EJEMPLO 6.4. Supongamos que nos dan el grafico del potencial U y esbocemos el diagrama
de fases correspondiente. Sea entonces el gréifico de U

U(x)

v x

El diagrama de fases correspondiente dibujando también el potencial en el mismo grafico
para ayudarnos sera
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U(x)

Para dibujar el diagrama de fases observamos que, como U(z) — +oo cuando x — =+o0
todos los conjuntos de nivel cortan al eje x. Por lo tanto, lo mas ficil es dibujarlos a partir de un
punto en este eje. Ademads, como son simétricos respecto de este eje, los dibujamos para y > 0
y los completamos en forma simétrica después.

Empezamos entonces en un punto (z,0) y dibujamos la parte de la trayectoria que pasa
por ese punto contenida en y > 0. Como y > 0 se tiene que U(z(t)) < U(Z). Por lo tanto la
trayectoria debe moverse hacia valores de z en los que ésto suceda. Més atin, y crece cuando U(x)
decrece y cuando U(x) comienza a crecer y decrece. Eventualmente, U(z) alcanza nuevamente
el valor U(Z) y en ese punto la trayectoria vuelve a cortar al eje x.

Veamos otro ejemplo.

EJEMPLO 6.5. Supongamos ahora que el potencial tiene el siguiente grafico.

U
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En este caso, como U estd acotada superiormente, hay trayectorias que no cortan al eje .
De todos modos, siguen las subidas y bajadas del potencial U con decrecimiento y crecimiento,
respectivamente de y.

Otras trayectorias si cortan el eje . Las que lo hacen para valores de z menores que el punto
donde alcanza el mayor maximo relativo o para valores mayores que el punto donde alcanza el
menor maximo relativo, son trayectorias contenidas en x < T y x > T respectivamente ya que
sélo hacia esos lados decrece U.

El diagrama de fases correspondiente dibujando también el potencial en el mismo grafico
sera

U(x)

El conjunto de nivel correspondiente al méximo de U estd formado por el equilibrio (zg,0)
con U(zp) el méximo de U, una trayectoria que entra a (z¢,0) desde valores de x menores que
xg y una desde valores mayores, una que sale hacia valores menores que zg y una hacia valores
mayores.

Correspondiente al otro maximo relativo se tiene un equilibrio, una trayectoria que sale y
vuelve a entrar al equilibrio con valores de x menores y dos trayectorias con valores de x mayores,
una que entra y una que sale.
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Las unicas trayectorias cerradas se encuentran alrededor del equilibrio correspondiente al
minimo relativo de U que resulta ser el nico equilibrio estable.

Las flechas que indican el sentido de recorrido de las soluciones se obtienen de la observacion
general para sistemas conservativos que mientras se esté en el semiplano superior x crece y en
el inferior x decrece por ser y = %.

Ejercicios
(1) Realice un gréfico aproximado de las lineas de flujo de los siguientes campos vectoriales:
(a) F(z,y) = (y,—2)  (b) F(z,y) = (x,~y)  (c) F(z,y) = (z,2%)

(2) Para el siguiente sistema de dos poblaciones que compiten por un mismo alimento,
realice un grafico aproximado del diagrama de fases a partir del dibujo del campo

vectorial.
t=02—-z—-y)x
y=0B-z—-2y)y
(3) Esboce el diagrama de fases de los sistemas lineales de los siguientes ejercicios del
Capitulo 4:
Ejercicio 1, (b) y (c); Ejercicio 3, (b) y (d)

(4) Sea A € R?*2 una matriz cuyos autovalores son A y u. Esbozar el diagrama de fases
correspondiente al sistema X' = AX si

(&) A>pu>0 (b)0>A>pn
() A>0>p () A=a+if, p=a—if con f#0
(e)0#A=pekR H)A=0, u>0

(5) Para los siguientes sistemas hallar los puntos de equilibrio y esbozar el diagrama de
fases cerca de cada uno de ellos.

T = zxey T=e""Y -1
(a){y':sena:+y—1 (b){y:xy—l

(6) Considerar los siguientes sistemas de depredador—presa con crecimiento logistico.

t=02—-z—y)x {a’::(l—x—y)aj
a . b .
@52 PN y= 242y
Hallar los puntos de equilibrio (zg,yo) con o > 0, yo > 0 y esbozar el diagrama de
fases en la cercania de los mismos.

Tratar de ver como es el diagrama global. Observar que el comportamiento puede
ser muy distinto dependiendo de los parametros de la ecuacion.

(7) Considerar el sistema de ecuaciones diferenciales que modela el flujo en R? asociado
a un campo vectorial gradiente, es decir un sistema de la forma X’ = —VV(X) con
V € C?(R?). Hallar los puntos de equilibrio del sistema e investigar su estabilidad si
los extremos locales de la funcién V' son no degenerados (es decir, si los autovalores
del Hessiano de V en los extremos locales de V son no nulos). ;Puede decir si hay
alguna relacion entre las trayectorias del sistema y las lineas de nivel de la funcién
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V(X) = V(z1,22)? Utilice esta informacién para esbozar el diagrama de fases del
sistema X' = —VV(X) si V(21,22) = 22 + 423.

(8) Si la fuerza de atraccién entre dos masas que se encuentran a distancia r es de la forma
r
(a) Hallar la energia potencial y esbozar el diagrama de fases si el potencial tiende a
cero cuando r = +00.
(b) Si a una distancia ry la energia cinética es Ty < —U(rg). ;Cudl es la distancia
maxima de separacién posible de estas masas?
(c) (Qué sucede si la energia total es
i. positiva, ii. negativa, iii. nula?
(9) Supongamos que la fuerza de atraccién entre los dtomos de una molécula diatémica es

1 a
de la forma F(z) = —— + — donde z es la distancia entre los mismos.
x x

(a) Hallar la energia potencial y esbozar el diagrama de fases si el potencial tiende a
0 cuando z tiende a infinito.
(b) Utilizando el diagrama de fases, observar que

(i) la distancia entre los atomos permanece constante si y sélo si en algin mo-
mento se encuentran a distancia a y velocidad O.

(ii) Silaenergia total Ey es negativa, la distancia entre los &tomos crece y decrece
en forma oscilatoria entre dos valores méaximo y minimo dependientes sélo
de Eo.

(iii) Sila energia total es no negativa, la distancia entre los 4&tomos tiende a infini-
to cuando el tiempo tiende a infinito aunque pueden acercarse inicialmente.

(iv) ;Cuél es la energia minima posible del sistema, F,,;,?

(v) En todos los casos, jcuédl es la distancia minima entre los 4tomos si la energia
de la molécula es Eg > Ein?
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