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CONTROL 1: MA26B-01 Matemaéticas Aplicadas 2002

Problema 1. Sea & : [a,b] — R3 la parametrizacién de una curva regular I' C R3. Denotemos por
T(t), N(t) y B(t) los vectores tangente, normal y binormal respectivamente. Sea k(t) la curvatura y
7(t) la torsion.

(a)

(3.0 ptos.) Suponga que la curva es plana y que k(t) # 0 para todo ¢t. La evoluta de T" se define
como la curva parametrizada por 7(t) = &(t) + 1/k(t) N (t).

(i) Suponga que '(t) # 0. Pruebe que la evoluta es una curva regular y que el vector tangente a
la evoluta en t es paralelo a N(t). Ind.: puede suponer que I' estd parametrizado en longitud de
arco.

(i) Considere &(t) = (0,cosh(t),t) con t € [—1, 1], determine su curvatura y una parametrizacion
de su evoluta. Haga un bosquejo donde represente I' y su evoluta indicando claramente los ejes
y los vectores normal y tangente respectivamente.

(3.0 ptos.) Suponga que k(t) # 0y 7(t) # 0 para todo t. Se dice que I' es una curva de Bertrand
si existe otra curva regular, llamada par de Bertrand de I', parametrizada segin ¢ y tal que para
cada valor de ¢ las rectas normales a ambas curvas son iguales.

(i) Pruebe que si I' es una curva de Bertrand entonces existe una funcién « : [a,b] — R tal que la
parametrizacién de su par de Bertrand satisface 7(¢t) = &(t) + a(t)N(t). Més atin, muestre que
necesariamente « es constante, i.e. a(t) = ap para algin o € R.

(ii) Pruebe que si existen dos constantes no nulas A y B tales que Ak(t) + B7(t) = 1 para todo
t, entonces I' es una curva de Bertrand. Indicacién: considere 7(t) = &'(t) + AN(t).

(iii) Usando (ii), verifique que dados a > 0y b > 0 la hélice &(t) = (a cos(2nt), a(2nt),bt), t € [0, 1],
es una curva de Bertrand y caracterice sus pares de Bertrand.

Problema 2.

(a)

()

(2.0 ptos.) Consideremos un sistema de coordenadas curvilineas 7 : D — R? de la forma
(u, v, w) = (R(v) + uw) cos 1 + (R(v) + uw)vy + u cos wk,

donde R : [0,27] — (0, +00) una funcién diferenciable y D = {(u,v,w) € R? |0 < u < R(v), v €
[0,27], w € [0,27]}. Encuentre una condicién necesaria y suficiente para que 7(u, v, w) defina un
sistema de coordenadas ortogonal.

(2.0 ptos.) Sea f : R — R una funcién de clase C! tal que f’(v) # 0 para todo v € R. Considere
la superficie parametrizada por 7(u,v) = ul + f(v)] + f(v)2k. Determine la ecuacién del plano
tangente a la superficie en el punto 7(ug, v9). Pruebe que este plano contiene al eje OX si y sélo

si f(vg) =0.
arccos(z/\/ac2+y2+z2>

2 +y2 +22 .

(2.0 ptos.) Calcule el gradiente de f(z,y,z2) =

Problema 3. Sea S C R? la superficie regular definida por las ecuaciones z? 4+ 3% — 22 = 0,
224+ y? —2ay<0(a>0),2>0y2z>0

(a)
(b)

()

(2.0 ptos.) Bosqueje S, parametricela y calcule su drea.

(2.0 ptos.) Escoja una orientacién para S y calcule el flujo a través de S del campo vectorial en
coordenas cilindricas: F = pp + cos? ecos’ 0.

(2.0 ptos.) Calcule el trabajo del campo F de la parte (b) al recorrer la curva que se obtiene
como interseccién de las superficies z = v/22 + y2 y 22 +y? — 2ay = 0. Haga un bosquejo de esta
curva y precise el sentido de recorrido.



