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Departamento de Ingenieria Matemaética
MA26B-03: Matematicas Aplicadas
Profesor: Pierre Guiraud

Auxiliares: Raul Aliaga, Maximiliano Rojo

Clase Auxiliar 7(Viernes 29/10/04)
Transformada de Fourier

Calcule la Transformada de Fourier de x,(z):
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La Ecuacién de Ondas , La ecuacién:
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Describe las vibraciones verticales de una cuerda infinita, con u(x,t) la
funcién de desplazamientos verticales de la cuerda en la posicién x, en el
tiempo ¢. Sean el desplazamiento inicial y velocidad inicial:

u(z,0) = f(z), %(x,t) =g(x),—00 <z <00

Resuelva usando Transformadas de Fourier.
Solucién
Tomaremos Transformadas de Fourier a la ecuacién de ondas y a las

condiciones iniciales, con respecto a la variable x y denotaremos con un
sombrerito () a las funciones transformadas. Usando las propiedades de



derivacion de la Transformada de Fourier:
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0 equivalentemente

520 9.
ﬁvL(cs) =0

Luego, esto es una tipica ecuacion, cuya solucién conocemos bien:

a(s,t) = A(s) cos(est) + B(s) sen(cst)

Donde las constantes pueden depender de s, pues la ecuacion es en funcién
de t, Luego cuando t=0:

(s, t) = Als) = f(s), = (s,1) = §(s) = esB(s)
Por lo tanto
(s, t) = f(s)cos(est) + —j sen(cst)

Pero es mejor verlo como

G(s) 2sen(cst)
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Asi, usando la propiedad de traslacién en el primer término, y la propie-
dad de convolucién en el segundo:
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Esta es la solucién de D’ Alembert a la ecuacién de ondas unidimensional.

Identidades de Plancherel y de Parseval
Demuestre las identidades de Plancherel:

| twawas =5 [ i

y la identidad de Parseval:
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Solucién

Por el teorema de convolucion:
(f(9)g(s)) = (f * 9)(2)

O sea

en x=0

/jo f(=y)g(y)dy = % /jo ™" f(s)g(s)ds

Reemplazando g(x) por g(-x), la Transformada de Fourier g(s) es reem-
plazada por g(s), asi

| suatndn =5 [ e isias

0 equivalentemente
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La cual es la identidad de Plancherel, cuando f = g obtenemos la identi-

dad de Parseval:
| ity = 5 [ i
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Teorema de Shannon
Def: Una funcién f se de dice de banda limitada en sq, si:

f(s) =0,Vs,|s| >s0>0

so es llamada frecuencia de corte.

Teorema (Shannon): Sea f una funcidén talque existen su transformada
y antitransformada de Fourier, continua y de banda limitada a |s| < sq,
Entonces:

sin so(z — nL) LT
so(x —nL) S0

fx)= Y f(nL)

n=-—oo
Demuestrelo, usando los siguientes pasos:

a) Considere la familia de funciones ¢, (s) dadas por:

0 ls| >so
1 —inmws
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y demuestre que la Transformada inversa para cada una esta dada
por:

~ V/2sq sin(spx — n)
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b) Demuestre que la familia ¢, (s) es una familia de funciones ortonor-
males, es decir, que el producto interno para funciones complejas
entre ¢, (3) v dm(8) es cero si n # m y es uno si m = n.

¢) Muestre que la familia ¢, (s) permite escribir la funcién f como una
serie de Fourier, cuyos coeficientes estan en funcién de muestras de
la funcion en intervalos de largo L, y concluya.

Solucion
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es facil ver que si m = n, el resultado es 1, si m # n:

sin( (mfn)'n'S)
= [W]Sj}sg + i(cos((—m + n)w) — cos((m —n)w)) =0
S0
¢) Tenemos que la familia de funciones qgn(s), n =0,+1,42, ... forman
un conjunto ortonormal en la subclase de funciones que tienen anti-
transformada en el intervalo (—sg, sg), como f(s) es de banda limi-
tada con frecuencia de corte sy tiene serie de Fourier
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donde los coeficientes c¢,, estan dados por
S
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gracias a la identidad de Plancherel
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Tomando antitransformada de Fourier
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Las muestras de la funcién a intervalos de largo L = % son:
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finalmente

fa)= 3 < fibn> \/?sms(jfﬁ}z)m)

n=—oo

sin(so(z — nL))

@)= 3 =T

n=—oo

logrando el resultado que queriamos.



