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1) Considere una sucesién de variables aleatorias {Y;}°; tales que E(Y;) = p! y Var(Y;) = o2.

Sea X v.a discreta tal que:

Paralav.a. Z = Zl)il Y;, determine E(X).
2) Sea (X,Y) un vector aleatorio. Se define el coeficiente de correlacién entre X Y, denotado

por pxy , COMO:

E{(X—E(X)- (Y ~E(")} ___ Cou(X,Y)
VVar(X) - Var(Y) VVar(X)-Var(Y)

PXY =

a) Muestre que si X ,Y son independientes entonces pxy = 0.

b) Muestre, por medio de un ejemplo, que si pxy = 0 no implica que X, ¥ son indepen-

dientes.

¢) Muestre que —1 < pxy < 1.

d) Muestre que Y = a + bX siy sélosi pxy = 1.
HINT: ver Meyer

3) Sean X; — N(u,0?),X2 — N(u,0?), independientes.

Considere Z(t) = X7 - cos(wt) + X5 - sen(wt), V(t) = 6%9.

a) Determine la distribucién de Z(t) y V(¢) (t fijo).
b) Muestre que pzy = 0.

4) Considere una v.a. X con distribucién Beta de pardmetros o, § (X — Be(a, )



a) Si X — Be(a, ) calcule E(X) y Var(X).

b) Sean Y; — G(aq, ), Yo — G(ag, ) v.a. independientes. Muestre que: U = ijrlm —

Be(ay,as) y que U es independiente de V =Y + Y.

c) Suponga que la proporcién X de articulos defectuosos, en un gran lote, es desconocida y
que X — Be(q, 3). Si se selecciona al azar un articulo del lote, ’?cul es la probabilidad

que sea defectuoso?

5) Sea X una v.a discreta con Rx C N. Se define la funcién generadora de probabilidades
como:

Gx(z) = izk P(X =k)
k

=0

a) Determine Gg?)(z)|Z:0.
b) Calcule Gx(z) si X — P(A).

6) Sean X; — U(0,1), ¢ = 1,...,n, independientes. Determine usando la funcién generadora de
momentos la distribucién de la v.a.: Y = —=2-In([];_; X;). ; Cuél es la distribucién para n
grande? Calcule P(y > 55) si n = 40.

7) Sea X una v.a. tal que E(z¥) = (k + 1)!2¥, k = 1,2.... Determine, usando la F.G.M. la
distribucién de X.

8) Suponga que X es una v.a. con la siguiente f.d.p.:
Ne—A@—a) @>a
f(LL') = {0 © z<a
a) Encontrar la f.g.m. de x y, usando ésta, encontrar E(x).
Nota: Esta f.d.p. se denomina exponencial desplazada.

b) Suponga que la duracién de una ampolleta es una v.a. con la f.d.p. definida en la parte
anterior. Cuando una ampolleta falla es reemplazada por una nueva con la misma f.d.p.
Encuentre el nimero necesario de ampolletas para asegurar el funcionamiento del sitema

por mds de 400 horas con probabilidad 0,95 (considere A\ = % y a =0).

9) Un embarque de televisores consta de 50 lotes de 1000 TV cada uno. De cada lote, se
examina una muestra de 80 televisores (en forma independiente), contdndose el ntimero de
defectuosos. Si el fabricante asegura que la probabilidad que un televisor sea defectuoso es
0,01; calcule la probabilidad que se encuentran més de 30 televisores defectuosos en los 50

lotes.

10) a) Dos grandes poblaciones de hombres y mujeres tienen estaturas (H, M) v.a. tal que
H — N(1.7;0.1%2) y M — N(1.6;0.052). Si se escoge un individuo al azar y resulta



con estatura superior a 1.68; calcule la probabilidad que sea hombre. ?Cémo cambia

su respuesta si resulta con estatura igual a 1.687

b) El ingreso mensual de las personas (X) puede considerarse una v.a. producto de muchas
variables independientes (sexo, edad, educacién, etc.) es decir X = X;- X5 X3-Xy...X,,
con E(X;) = u; y V(X;) = 0. Determine (para n grande) la densidad de X.

11) La edad en una gran poblacién de adultos es una v.a. normal de media 46 anos y desviacién
estandar 8 anos.

a) Si de la poblacién se extraen n individuos obteniéndose por lo menos uno menor a 50

anos, calcule la probabilidad de obtener al menos uno mayor a 50 anos.

b) Si se toman dos adultos, cudl es la probabilidad que sus edades difieran en menos de 1
ano?

12) Una médquina trabaja un tiempo (antes de fallar) que puede ser modelado como una v.a.
e(A). Cuando falla, la reparaciéon toma un tiempo aleatorio, que se distribuye e(u). Sila
maquina esta buena en t=0, calcule la probabilidad que lo esté en el instante t. Indicacion:

Considere el proceso:

X(1) = 0 mAaquina buena en t
] 1 maquina mala en t

Plantee y resuelva las ecuaciones diferenciales.

13) Los alumnos llegan a un negocio de fotocopias segiin un proceso de Poisson de tasa 2 por
minuto.

a) (i) Si en un intervalo de 5 minutos llegaron 8 alumnos, calcule la probabilidad de

que sélo uno de ellos haya llegado en el ultimo minuto.

(ii) Calcule la probabilidad de que el tiempo entre dos alumnos supere los tres min-

utos.
b) El negocio funciona con tres fotocopiadoras y la atencién de un alumno es exponencial
de media 2 minutos. Cuando un alumno llega y observa a cuatro companeros se va a

otro negocio.

(i) Si X; : N° de alumnos en el negocio; plantee el diagrama de estados y ecuaciones
de balance.
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(ii) Si P, = %Pm P, = 2’\7P0, P; = G)‘?PO, P, = 24)1\7]30’ es solucién de las ecua-
ciones, , calcule numéricamente el tiempo promedio que demora un alumno en el

negocio y la proporcién de tiempo ocioso que tienen las maquinas.

De las tres fotocopiadoras, dos son “corrientes” y una “especial”’. Cada fotocopiadora
corriente funciona un tiempo exponencial de media 1 hora y su reparacién demora una
media de 15 minutos atendida por una persona. La fotocopiadora especial funciona
un tiempo exponencial de media 1,5 horas y su reparacin demora 20 minutos atendida
por dos personas. Existen dos personas para reparar las maquinas. Modele el sistema

de reparacién de fotocopiadoras planteando el proceso en estudio y diagrama de estados.

14) La sala de emergencia de un consultorio atiende con dos equipos médicos y no admite cola

(los pacientes que no logran ingresar a esta sala deben ir a otro consultorio). A la sala llegan

dos tipos de pacientes: los paciente tipo A, a una tasa de 4 por hora y los tipo B, a una

tasa de 2 por hora. Cada paciente tipo A que llega recibe atencin de algn equipo mdico

desocupado, demorandose un tiempo exponencial de media 15 minutos. Cada paciente tipo

B que entra requiere la atencién simultanea de los dos equipos, demorandose un tiempo

exponencial de media 40 minutos.

a)

b)

Plantee el proceso a estudiar , indicando los estados, el diagrama y las ecuaciones de
balance.

Suponiendo que tiene resueltas las ecuaciones de balance, indique cémo calcularia la
proporcién de pacientes que no ingresa a la sala, y el tiempo promedio que cada equipo
médico estd ocioso (considere un turno de 24 horas). j Cémo cambia su modelo (dia-
grama de estados) si uno de los equipos médicos es més lento demoréndose en promedio

30 minutos (cuando atiende solo), manteniéndose el resto de las condiciones?

15) A una gasolinera que cuenta con sélo una bomba de bencina, llegan vehiculos segin un

proceso de Poisson de tasa 15 autos por hora.

a)

Si entre las 12:00 y 13:00 pm. llegaron 15 vehiculos, calcule la probabilidad de que entre
las 12:50 y 13:00 hayan llegado al menos dos vehiculos.

Suponga ahora que el tiempo que se necesita para atender un vehiculo es exponencial de
media 5 minutos. Sila bomba se estd usando, los clientes pueden desistir (no ingresan y
se van); en particular si hay n autos en la gasolinera, la probabilidad de que un cliente

potencial que llega desista es gy,

(i) Plantee el diagrama de estados y ecuaciones de balance para el proceso “Nimero

de vehculos en la gasolinera”.



n=0,1,2,3

(ii) Suponiendo
= { n>3

= l3

Resuelva las ecuaciones de balance. Calcule el tiempo promedio que un vehiculo

permanece en la gasolinera y la proporcién de vehiculos que llegan pero no ingre-

san.
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