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Problema 1.- Sea f : [a, b]→ R una función continua en [a, b].

(i) Pruebe que existen α, β ∈ [a, b] tales que

f(α) ≤ f(x1) + f(x2)
2

≤ f(β),∀x1, x2 ∈ [a, b]

(ii) Demuestre que dados x1, x2 ∈ [a, b] cualquiera, existe δ ∈ [a, b], tal que:

f(δ) =
f(x1) + f(x2)

2

Problema 2.- Sea f una funciòn continua en [a, b] y x ∈ R

(i) Demostrar que existe un punto en la gráfica ded f que es, entre todos, el más próximo a (x, 0)

(ii) Demostrar que esta misma afirmación no es necesariamente cierta si [a, b] se sustituye por (a, b)

(iii) Demostrar que la afrmación se cumple si [a, b] se sutituye por R

(iv) En los casos de (i) y (iii), sea g(x) la minima distancia de (x, 0) a un punto de la gráfica de f .
Demostrar que

g(y) ≤ g(x) + |x− y|

y deducir que g es continua

(v) Demuestre que existe valores x0 y x1 en [a, b] tales que la distancia de (x0, 0) a (x1, f(x1)) es menor
o igual a la (x′

0, 0) a (x′
1, f(x′

1)), ∀x′
0, x

′
1

Problema 3.-

(a) Sea f : R→ R una función dos veces derivable con f ′′ continua y f(0) = 0. Se define la función

g(x) =
{

f(x)
x si x 6= 0

f ′(0) si x = 0

(i) Demuestre que g es continua y derivable en R
(ii) Demuestre que g′ es continua en R

(b) Considere la función g : R→ R definida por

g(x) =
{

arctan(x)
x si x 6= 0
1 si x = 0

Demustre que g(x) ∈ C1
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