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Derivacion

1. Estudie en qué puntos del plano complejo son derivables las siguientes funciones:

i) f(z) =%, ii)f(z) = e"(cosy—iseny), iii)f(z) =e “(cosy—iseny), iv)f(z)= (2>+1)e Y(cosy+iseny),
y calcule su derivada (z = x + iy).

2. a) Sea g: C — C,g = u+ iv holomorfa en 2 C C, pruebe que Au = Av =0 en .

b) Dados u(z,y) = zsin(z) cosh(y) — y cos(x) sinh(y), encuentre v : R? — R tal que la funcién f = u + iv
satisface las condiciones de Cauchy-Riemann.

3. Sea f: Q2 C C — R. Pruebe que si f es diferenciable en zy € Q entonces f/(z9) = 0.

4. Sean Q C C un abierto conexo por caminos y f : © — C una funcién holomorfa. Pruebe que si |f| es
constante, entonces f también lo es. Diga por qué es importante que ) sea conexo.

5. Dado A en C definimos p* : C\ {0} — C mediante:

p*(2) = exp(Alog(2)), =z #0

I
2

(i) Muestre que p‘(i) = e~ 2 y que para todo k € Z,p¥(z) = 2*.

(ii) Dado A = a + i3, pruebe que para todo ¢ > 0 real

pr(t) = t%[cos(Blog(t)) + i sen(Blog(t))]

(iii) Dados A, u en C, verifique que p**#(z) = p*(z) - p*(z). Determine ademds el dominio donde p* es
holomorfa y pruebe que:

) (2) = 1 (2)

6. Pruebe que la funcién f(z) = u(x,y) + iv(z,y), donde z = z, iy, definida por:

23 (1+i)—y* (1—1) 0
Ned T — 27
) { SR 20

es continua y satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann en el origen, aunque f/(0) no existe.

7. Si definimos la funcién f : C — C por f(0) = 0y f(z) = 2 y(y—iz) para z # 0, pruebe que

26492
0 f(Z);f(O)

lim,_, , z — 0 existe sobre cualquier camino radial, pero no cuando z — 0 por cualquier
camino.

8. Si f(z) es una funcién de clase C?(C), pruebe que

0?92 )



Si |f'(2)] es el producto de una funcién de z y una funcién de y muestre que
f'(2) = exp(az® + Bz + ),

donde «, (B y =y son constantes complejas.

Series de potencia

9.Sea S,(2) =2+222+323+ .+ n2" T(2) =2+ 22+ 23+ ... + 2"

T, (z)—nz"t!

a) Mostrar que S, (z) = T

o0
b) Determine el radio de convergencia de la serie Y nz™ y usando (a) calcule la suma de dicha serie.
n=1

10. Determine los radios de convergencia de las series siguientes:

i) +i:.o(log(n))%c”, i) io <nil>n ",

n=1 n=0

“+oo

11. Sabiendo que el radio de convergencia de la serie Y ¢,(z — 20)™ es R (donde 0 < R < 4+00), estudia los
n=0

radios de convergencia de:

+oo +o00
Z can(z — 20)", Z Ckn(z — 20)", i) Z cn(z — 20)%",  iv) Z en(z — zo)k".
n=0 n=0
12. Pruebe que la funcién
— 1

es holomorfa en |z| < 1y que su derivada es af(z)/(l + z). Deduzca de aqui que f(z) = (1 + 2)*.

Integracién

13. Calcule directamente
d
/ Re(z) dz, / Im(z) dz, / 27'2, / z"dz.
[0, 0] [0,20] zl=2 2"t 1 Jiz=

14. Calcule | TR=2% |dz| donde ~ es la circunferencia de radio 7, 0 < r < R, y centro el origen.

'V\Rz

Indicacion: Pruebe previamente que si 0 < r < R, se tiene:

1
R? — 2rRcos(t) + 12 R2 ( + Z( ) cos(n )>
“+o00

y use que 21 p" converge a ﬁ uniformemente en |p| < a, para todo 0 < a < 1.
e

15. Dada la funcién f(z), holomorfa en |z — a| < R; pruebe que, si 0 < r < R,

2T

fla)= = / P(6)e~"d,

0



donde P(#) es la parte real de f(a + re').

16. Usando la representacién integral de £ (a) dada por la férmula de Cauchy, pruebe que

S R
n! 2mi | nlzntl
C

donde C' es cualquier curva cerrada que encierra el origen. De aqui pruebe que
0 - 2 1 2m
Z < _ = o2 cos 0d0
n! 2m
0

Residuos

17. Considere la funcién

eZ

(224+1)(z—14) (22 =224 2)

fz) =

a) Determine los polos de f, el orden de cada uno de ellos y calcule el valor de los correspondientes residuos.

b) Sea R > 0 y Cg la circunferencia de radio R y centro en el origen recorrida en sentido antihorario.
Determine los valores de R tal que la integral

I(R) = ; f(z)dz

existe y calcule su valor en funcién de R.

18. Encuentre las singularidades, y de qué tipo son, de la funcién ﬁ Muestre que, si 0 < |z] < 27, la
funcién puede ser expresada en la forma

1 1 9 4
—27—+a0+a22 G+ aq2” 4+ ...
z 2z

y encuentre los valores de ag y as.

19. Calcule [~ dz paran€e€Nyn > 2.

1
1+x2n

Indicacién: Considere el camino desde el origen a R, luego a Re’n y luego de vuelta al origen.

20. Pruebe que a)

donde A\ e Ry a>0.
b)

| st = g
donde a > 0.

21. Pruebe que:

> 1" 72 cos(ma
3 (-n* _ (ma)

(n+a)? ~ sin(ma)

n—=—oo



donde a € R\ Z.

7 cosec(mwz)

Hint: Considere la funcién f(z) = ta)’

con vértices (N + 3) (+i £ 1).

integrada en el camino I' ;v correspondiente al borde del cuadrado

22. a) Calcule
2m i 02
/ sin®(t) it
o 5 —4cos(t)

b) Demuestre que:

/°° 1 d m
- dr =
oo (q;2-|-4)2 16
>~ 1 0
4 = I

/O 22+4" 4

23. Considere el borde del cuadrado Cy de vértices:

(N + 1)(—1 —1), (N + 1)(1 —1), (N + %)(1 +1), (N + %)(—1 + 1),

2
con N € N.

7rc0t(7rz

a) Considere la funcién f(z) = =

ordenes correspondientes.

. Indique donde f es holomorfa, encuentre sus polos y determine los

b) Calcule los residuos de los polos de f.

c) Calculando ¢, f(z)dz concluya que - &

n=1

x?
=

24. Integrando en un cuadrado cuyas esquinas son =N, +N 4 2Ni, donde N es un entero, y haciendo
N — oo, pruebe que

dx = log 2.
/ (1+ 22) cosh( x) s
0

7 sen(az)
23 sen(mz)

25. Integrando sobre un contorno adecuado, pruebe que:

SIS S SRS
13 33 5 73 07T 39

Otros

26. Muestre que, si 6 es real y senfsen ¢ = 1, entonces
1 ) 1
o= n+§ W:tzlogcoti(mr+0)

donde n es un entero, par o impar, dependiendo de si senf > 0 o0 send < 0.

Indicacion. Si ¢ = a + ib, tenemos sen a cosh b = cosec, cosasinhb = 0, resuelva para a y b.



