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Prefa
io
El 
ál
ulo diferen
ial e integral de fun
iones de variable 
ompleja es una materia fundamentaldel análisis matemáti
o tanto por su interés en matemáti
as puras 
omo por su utilidad pararesolver problemas en ingeniería.El objetivo de estos apuntes es propor
ionar los elementos bási
os de la teoría de fun
ionesde variable 
ompleja tal 
omo se exponen en el 
urso de Matemáti
as Apli
adas. Esta esuna de las asignaturas del segundo año de la 
arrera de Ingeniería Civil de la Fa
ultad deCien
ias Físi
as y Matemá ti
as de la Universidad de Chile.Estos apuntes se basan en las notas es
ritas en 
olabora
ión 
on mi 
olega el Profesor RobertoCominetti, a quien le agradez
o las múltiples e interesantes dis
usiones que hemos tenidosobre diversos aspe
tos del 
urso.Existe una versión intera
tiva de este apunte, que hemos llamado libro orgáni
o, disponibleen la paginahttp://im.ideamas.
l/usuarios/
pizarro/VariableCompleja/apunte.htmlen la 
ual hay a
tividades que esperamos ayuden a 
omprender los temas del 
urso.Mis agrade
imientos a Claudio Pizarro quien parti
ipó en la elabora
ión de este apunte,trans
ribiendo las notas manus
ritas, desarrollando los módulos intera
tivos para la versiónorgáni
a y sugiriendo varias ideas para mejorar su presenta
ión.Finalmente, agrade
emos el �nan
iamiento del proye
to Fondef IDEA+ y del Departamentode Ingeniería Matemáti
a de la Universidad de Chile. Felipe Alvarez
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Capítulo 1El plano 
omplejoEn este 
apítulo re
ordaremos la de�ni
ión y algunas propiedades bási
as de los números
omplejos. El estudiante familiarizado 
on estos 
on
eptos puede pasar dire
tamente al 
apí-tulo 2.1.1. Estru
tura algebrai
a del plano 
omplejoLa estru
tura algebrai
a usual de R2 es la de espa
io ve
torial sobre el 
uerpo1 de los númerosreales de�nida por las opera
iones de adi
ión(a; b) + (
; d) = (a + 
; b+ d)y multipli
a
ión por es
alar �(a; b) = (�a; �b);donde a; b; 
; d; � 2 R. Desde el punto de vista algebrai
o, el plano 
omplejo C no es otra
osa que R2 dotado de la opera
ión adi
ional produ
to de�nida por(a; b) � (
; d) = (a
� bd; ad+ b
):Este produ
to 2 entre ve
tores de R2 puede es
ribirse matri
ialmente 
omo� ab � � � 
d � = � a �bb a �� 
d � = � a
� bdad+ b
 � :Es fá
il veri�
ar que (R2 ;+; �) resulta ser un 
uerpo 
onmutativo, el 
ual se denota simple-mente por C . Por otra parte, C 
ontiene una 
opia isomorfa del 
uerpo de los números realesR. Más pre
isamente, la fun
ión h : R ! Ca ! h(a) = (a; 0)1Para las de�ni
iones de espa
io ve
torial y de 
uerpo, el le
tor puede ver el apunte del 
urso de Álgebra.2No debe 
onfundirse la opera
ión � 
on el produ
to interno estándar, también 
ono
ido 
omo produ
toes
alar, y que se de�ne 
omo h(a; b); (
; d)i = a
+ bd.7



8 CAPÍTULO 1. EL PLANO COMPLEJOes un isomor�smo que permite identi�
ar R 
on el eje f(a; 0) 2 C : a 2 Rg.Históri
amente, los números 
omplejos fueron introdu
idos 
on el �n de resolver e
ua
ionesalgebrai
as que no tienen solu
ión en los números reales. El ejemplo 
anóni
o es la e
ua
iónx2 = �1:Consideremos el 
omplejo (0; 1), el 
ual satisfa
e(0; 1)2 = (0; 1) � (0; 1) = (�1; 0):Denotando i = (0; 1) e identi�
ando (�1; 0) 
on �1 vía el isomor�smo h, podemos es
ribiri2 = �1;de modo tal que i es una solu
ión de la e
ua
ión anterior3.Notemos además que las identi�
a
iones anteriores permiten es
ribir(a; b) = (a; 0) + (0; b) = a(1; 0) + b(0; 1) = a � 1 + b � i = a+ ib;donde el produ
to entre i y b se denota simplemente ib. De ahora en adelante, el número
omplejo z = (a; b) será denotado a + ib, y diremos que su parte real es a y que su parteimaginaria es b, lo que se es
ribe a = Re(z) y b = Im(z) respe
tivamente.El 
omplejo 
onjugado de z = a+ ib se de�ne porz = a� ib;y geométri
amente 
orresponde a re�ejar z 
on respe
to al eje horizontal aso
iado a losnúmeros reales. Notemos que:8z1; z2 2 C , z1 + z2 = z1 + z2.8z1; z2 2 C , z1 � z2 = z1 � z2:z = z ssi z 2 R.8z 2 C , (z) = z, y además z � z = a2 + b2 si z = a+ ib.Re(z) = 12(z + z) e Im(z) = 12i(z � z).Sea z = a + ib 6= 0; para determinar su inverso z�1 multipli
amos por z a ambos lados dela e
ua
ión z � z�1 = 1, obteniendo así (z � z)z�1 = z. Pero la 
ondi
ión z 6= 0 impli
a quez � z = a2 + b2 > 0, por lo tantoz�1 = 1z � z z = aa2 + b2 � i ba2 + b2 :Ahora bien, dados z = a + ib 6= 0 y w = 
 + id, para 
al
ular w=z utilizamos las siguientesidentidades: wz = w � z�1 = w � zz � z = a
+ bda2 + b2 + iad� b
a2 + b2 :A partir de lo anterior se dedu
en todas las reglas usuales del álgebra de los números 
om-plejos, las 
uales se dejan al le
tor 
omo ejer
i
io.3Los números 
omplejos son muy útiles en Ingeniería Elé
tri
a, donde el símbolo i se reserva para denotarla 
orriente mientras que se usa j para el 
omplejo (0; 1); nosotros utilizaremos i para denotar este último.



1.2. ESTRUCTURA MÉTRICA DEL PLANO COMPLEJO 91.2. Estru
tura métri
a del plano 
omplejoDado z = a+ ib 2 C , su módulo se de�ne 
omojzj = pzz = pa2 + b2;y la distan
ia entre dos números 
omplejos z1; z2 2 C se de�ne 
omod(z1; z2) = jz1 � z2j:Tenemos las siguientes propiedades:8z 2 C , jzj � 0, jzj = jzj, jRe(z)j � jzj y jIm(z)j � jzj.jzj = 0 ssi z = 0. En términos de la fun
ión distan
ia: d(z1; z2) = 0 ssi z1 = z2.8z1; z2 2 C , jz1z2j = jz1jjz2j.8z1; z2 2 C , jz1+ z2j � jz1j+ jz2j. En términos de la fun
ión distan
ia, se obtiene 
omo
onse
uen
ia la desigualdad triangular:8z1; z2; z3 2 C ; d(z1; z2) � d(z1; z3) + d(z3; z2):Observemos que ja + ibj 
oin
ide 
on la norma eu
lidiana k(a; b)k del ve
tor (a; b) 2 R2 , ypor lo tanto 
orresponde a la distan
ia entre el punto (a; b) y el origen del plano 
artesiano.De este modo, C y R2 tienen la misma estru
tura topológi
a, lo que signi�
a que las no
ionesde ve
indad, 
onjunto abierto, 
onjunto 
errado, 
ompa
idad y 
onvergen
ia son las mismas.En 
onse
uen
ia:1. Un 
onjunto A � C se di
e abierto si para todo punto z0 2 A existe un radio � > 0 talque el dis
o D(z0; �) := fz 2 C : jz � z0j < �gestá 
ontenido en A (ver �gura 1.1).2. Un 
onjunto A � C se di
e 
errado si su 
omplemento A
 = C nA es abierto. Ejemplo:el dis
o 
errado de�nido porD(z0; �) := fz 2 C : jz � z0j � �ges un 
onjunto 
errado pues tiene 
omo 
omplemento al 
onjuntoD(z0; �)
 = fz 2 C : jz � z0j > �g;y es fá
il veri�
ar que este último es abierto.3. Un 
onjunto A � C se di
e a
otado si existe un radio �0 > 0 tal que A � D(0; �0).
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A bAbiertoz0 � A Cerrado b

Figura 1.1: Conjunto abierto y 
errado4. Un 
onjunto se di
e 
ompa
to si es 
errado y a
otado.5. Una su
esión de números 
omplejos zn = an + ibn se di
e que 
onverge al 
omplejoz = a+ ib, y se es
ribe zn ! z, si se tiene quel��mn!1 jzn � zj = 0;o, equivalentemente, si se tiene que an ! a y bn ! b 
omo su
esiones de númerosreales.Propiedad. Si (zn) � C es una su
esión a
otada enton
es admite una subsu
esión 
onver-gente.Demostra
ión. Es dire
to de la 
ompa
idad de su
esiones en R2 . 2Finalmente, re
ordemos que un 
onjunto A se di
e 
onexo (o también 
onexo por 
aminos),si dados dos puntos 
ualesquiera del 
onjunto existe una 
urva regular por trozos que los uney que está 
ompletamente 
ontenida en A.1.3. Representa
ión polar y raí
es de la unidadSea z = x + iy un número 
omplejo, que 
omo sabemos 
orresponde a un punto P de
oordenadas 
artesianas x e y. Pero P también puede des
ribirse en 
oordenadas polares ry �. Más pre
isamente, tenemosz = x + iy = r 
os � + ir sen �;donde r = px2 + y2 = jzj y � es el ángulo en radianes entre el eje OX y el segmento queune el origen 
on P ; se di
e que � es el argumento de z.Una 
ara
terísti
a importante de � que puede llevar a 
onfusión es que no está úni
amentedeterminado, pues si � es un valor para el ángulo enton
es para 
ualquier entero k 2 Z, elvalor �+2k� también es válido para des
ribir el mismo punto. Para evitar esta ambigüedad,se suele restringir el valor de � al intervalo ℄ � �; �℄, en 
uyo 
aso se di
e que � es el valorprin
ipal del argumento de z y se es
ribe� = arg z:



1.3. REPRESENTACIÓN POLAR Y RAÍCES DE LA UNIDAD 11
arg z 2 (��; �℄z

Figura 1.2: Valor prin
ipal del argumentoEn la se

ión 3.2.1 veremos que es posible dar un sentido a la fun
ión exponen
ial evaluadaen un número 
omplejo, a partir de lo 
ual es posible obtener la fórmula de Eulerei� = 
os � + i sen �:Esto permite es
ribir z = rei� = jzjei arg(z):Más aún, si z1 = r1ei�1 y z2 = r2ei�2 enton
esz1z2 = r1r2ei(�1+�2);si r2 > 0 enton
es z1=z2 = (r1=r2)ei(�1��2).Así, arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) (mod 2�);y en parti
ular se tiene que multipli
ar un 
omplejo por ei� 
orresponde a rotar el segmentoque lo une 
on el origen en � radianes. Además, 
omo (ei�)n = ei� � � � ei� = ei(�+���+�) = ein�,se dedu
e la fórmula de Moivre(
os � + i sen �)n = 
os n� + i sen n�:Por otra parte, dado k 2 N , las raí
es k-ésimas de la unidad son aquellos 
omplejos quesatisfa
en zk = 1. Utilizando la representa
ión polar z = rei� se tiene:zk = 1, rkeik� = 1 , rk = 1; k� = 0 (mod 2�), r = 1; � = 0; (2�k ); 2(2�k ); : : : ; (k � 1)(2�k ), z = 1; ei 2�k ; e2i 2�k ; : : : ; e(k�1)i 2�k
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bb

�1 = ei� 1k=2 Nota: se tiene la identidad 
élebre ei� + 1 = 0.
Figura 1.3: Raíz 
uadrada de la unidad

b

b

b

ei 2�3
ei 4�3 1k=3

bb

b

b

ei�2
ei 3�4ei� 1k=4

Figura 1.4: Otras raí
es de la unidad



Capítulo 2Continuidad y deriva
ión
En todo lo que sigue, f : 
 ! C es una fun
ión de�nida sobre un 
onjunto abierto 
 � C .2.1. Fun
iones 
ontinuasDe�ni
ión 2.1.1. Diremos que f es 
ontinua en z0 2 
 si para toda su
esión (zn)n�1 � 
tal que zn ! z0 se tiene que f(zn)! f(z0), lo que se es
ribe de forma 
ompa
ta 
omol��mz!z0 f(z) = f(z0);o de manera equivalente l��mz!z0 jf(z)� f(z0)j = 0:Si lo anterior es 
ierto para todo z0 2 
, de
imos simplemente que f es 
ontinua en 
 yes
ribimos f 2 C(
).Por otra parte, dado z 2 C , f(z) tiene una parte real y otra imaginaria; en 
onse
uen
ia, sepuede es
ribir f(z) = u(z) + iv(z);o bien f(z) = u(x; y) + iv(x; y); z = x + iy;donde las fun
iones1 u = u(x; y) y v = v(x; y) son a valores en R. Es dire
to veri�
ar quef = u+ iv es 
ontinua en z0 = x0 + iy0 ssi u : 
! R y v : 
! R son 
ontinuas en (x0; y0).En parti
ular, las opera
iones de suma, produ
to, pondera
ión por es
alar, 
omposi
ión y
uo
iente (
uando está bien de�nido) de fun
iones 
ontinuas preservan la 
ontinuidad.Ejemplos 2.1.1.1El dominio de u = u(x; y) y v = v(x; y) es igual a 
, visto este último 
omo sub
onjunto de R2 .13



14 CAPÍTULO 2. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓN1. Si f(z) = z2 enton
es f(z) = x2 � y2 + i2xy;de modo tal que u(x; y) = x2 � y2y v(x; y) = 2xy:Dado que u y v son 
ontinuas en R2 , f(z) = z2 es 
ontinua en C .2. Si f(z) = 1=z enton
es f(z) = xx2 + y2 � i yx2 + y2 ;y esta fun
ión es 
ontinua en C n f0g.2.2. Derivada 
ompleja: 
ondi
iones de Cau
hy-RiemannPor analogía al 
aso de una variable real, se introdu
e la siguiente de�ni
ión.De�ni
ión 2.2.1. Sea 
 � C un 
onjunto abierto y f : 
! C una fun
ión.Diremos que f es derivable en z0 2 
, si existe el límitef 0(z0) = l��mz!z0 f(z)� f(z0)z � z0 ;
uyo valor f 0(z0) lo llamaremos la derivada de f en z0,Si f es derivable en todo z0 2 
 diremos que es holomorfa en 
.El 
onjunto de todas las fun
iones holomorfas en 
 se denota H(
), es de
irH(
) := ff : 
! C jf es holomorfa en 
g:Notemos que si f es derivable en z0 enton
esf(z) = f(z0) + f 0(z0)(z � z0) + o(z � z0);donde l��mh!0 o(h)h = 0:En parti
ular, si f es derivable en z0 enton
es f es 
ontinua en z0.Supongamos que f = u+ iv : 
 � C ! C es derivable en z0 = x0 + iy0 2 
. A 
ontinua
iónrela
ionaremos la derivada f 0(z0) 
on las derivadas par
iales de u = u(x; y) y v = v(x; y) en(x0; y0). Comen
emos por tomar z = z0 + h, 
on h 2 R. Tenemos enton
es quef(z)� f(z0)z � z0 = f(z0 + h)� f(z0)h= u(x0 + h; y0) + iv(x0 + h; y0)h � u(x0; y0) + iv(x0; y0)h :



2.2. DERIVADA COMPLEJA: CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN 15Luego f(z)� f(z0)z � z0 = u(x0 + h; y0)� u(x0; y0)h + iv(x0 + h; y0)� v(x0; y0)h :Se tendrá en parti
ular quef 0(z0) = l��mh!0 f(z0 + h)� f(z0)h = �u�x (x0; y0) + i�v�x (x0; y0):Del mismo modo, es posible repetir un análisis similar al anterior para z = z0+ ih 
on h 2 R.En tal 
aso tendremosf(z)� f(z0)z � z0 = f(z0 + ih)� f(z0)ih= u(x0; y0 + h) + iv(x0; y0 + h)ih � u(x0; y0) + iv(x0; y0)ih= �iu(x0; y0 + h) + v(x0; y0 + h)h � �iu(x0; y0) + v(x0; y0)h :De donde f(z)� f(z0)z � z0 = v(x0; y0 + h)� v(x0; y0)h � iu(x0; y0 + h)� u(x0; y0)h :Así, f 0(z0) = l��mh!0 f(z0 + h)� f(z0)h = �v�y (x0; y0)� i�u�y (x0; y0)Por uni
idad del límite en la de�ni
ión de derivada, debe 
umplirse la igualdad de las dosexpresiones re
ién 
al
uladas para f 0(z0). De este modo, igualando las partes real e imaginariase obtiene (C-R) 8><>: �u�x(x0; y0) = �v�y (x0; y0);�u�y (x0; y0) = ��v�x (x0; y0);que se 
ono
en 
omo las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann. Cabe señalar que este desarrollosólo asegura que estas 
ondi
iones son ne
esarias para la existen
ia de la derivada de f en z0:Veremos a 
ontinua
ión que en realidad estas igualdades resultan ser 
ondi
iones ne
esariasy su�
ientes para la derivabilidad de una fun
ión en un punto. Para ello, notemos que, demanera equivalente, f es derivable en z0 si existe algún 
omplejo f 0(z0) = a + ib tal quel��mz!z0 jf(z)� f(z0)� (a+ ib)(z � z0)jjz � z0j = 0:Expresando el produ
to (a+ ib)(z � z0) en forma matri
ial 
omo� a �bb a �� x� x0y � y0 � ;



16 CAPÍTULO 2. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓNvemos que la derivabilidad de f en z0 equivale al��m(x;y)!(x0;y0) 



� u(x; y)v(x; y) �� � u(x0; y0)v(x0; y0) �� � a �bb a �� x� x0y � y0 �







� x� x0y � y0 �



 = 0;lo que prueba el siguiente resultado.Teorema 2.2.1. Una fun
ión de variable 
ompleja f : 
 � C ! C es derivable en z0 2 
ssi es Fré
het-derivable en (x0; y0) 
omo fun
ión de R2 en R2 y además se satisfa
en las
ondi
iones de Cau
hy-Riemann �u�x (x0; y0) = �v�y (x0; y0)�u�y (x0; y0) = ��v�x (x0; y0)En tal 
aso, f 0(z0) = �u�x(x0; y0) + i�v�x(x0; y0):Ejemplos 2.2.1.1. Consideremos f(z) = z2 = x2 � y2 + 2ixy:Las fun
iones u(x; y) = x2 � y2 y v(x; y) = 2xy son (Fré
het)-derivables en todo R2pues todas sus derivadas par
iales son 
ontinuas en R2 . Más aún, es dire
to veri�
arque se 
umplen las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann en todo R2 :�u�x = 2x = �v�y ;�u�y = �2y = ��v�x :Luego f 0(z0) = 2x0 + i2y0 = 2z0:2. Sea f(z) = z3 = (x3 � 3y2x; 3x2y � y3):Nuevamente por Cau
hy-Riemann:�u�x = 3(x2 � y2) = �v�y ;�u�y = �6xy = ��v�x :Luego f 0(z0) = 3(x20 � y20) + i6x0y0 = 3z20 :



2.2. DERIVADA COMPLEJA: CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN 173. Tomemos ahora f(z) = zk;
on k > 0 un entero �jo. Veremos por de�ni
ión quef 0(z0) = kzk�10 :En efe
to,j(z0 + h)k � zk0 � kzk�10 hj = ����� kXl=2 �kl�zk�l0 hl�����= jh2j �����k�2Xj=0 � kj + 2�zk�2�j0 hj������ jhj2 k�2Xj=0 k!(j + 2)!(k � 2� j)! jz0jk�2�jjhjj� jhj2k(k � 1) k�2Xj=0 (k � 2)!j!(k � 2� j)! jz0jk�2�jjhjj= jhj2k(k � 1)(jz0j+ jhj)k�2:Luego ����(z0 + h)k � zk0h � kzk�10 ���� � jhj � k(k � 1)(jz0j+ jhj)k�2 ! 0:Las reglas usuales para la deriva
ión de sumas, produ
tos, 
uo
ientes, pondera
ión por es
alary 
omposi
ión de fun
iones son válidas. A 
ontinua
ión enun
iamos estas propiedades, 
uyasdemostra
iones quedan 
omo ejer
i
io al le
tor.Reglas de deriva
ión:1. Sean f; g : 
 ! C dos fun
iones derivables en z0 y sea � 2 C , enton
es la fun
iónh = �f + g también es derivable en z0 y se tieneh0(z0) = (�f + g)0(z0) = �f 0(z0) + g0(z0):2. Si f; g : 
 ! C son derivables en z0 enton
es el produ
to fg es derivable en z0 y setiene (fg)0(z0) = f 0(z0)g(z0) + f(z0)g0(z0):3. Si f; g : 
 ! C son derivables en z0 
on g(z0) 6= 0 enton
es el 
uo
iente f=g es derivableen z0 y se tiene �fg�0 (z0) = f 0(z0)g(z0)� f(z0)g0(z0)g(z0)2 :



18 CAPÍTULO 2. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓN4. Si f : 
 ! C es derivable en z0 y g : D ! C es derivable en f(z0) 2 D enton
es la
omposi
ión g Æ f es derivable en z0 y se tiene(g Æ f)0(z0) = g0(f(z0)) � f 0(z0):En parti
ular, todo polinomio p(z) = 
0 + 
1z + : : :+ 
kzkes holomorfo en C 
on p0(z0) = 
1 + 2
2z0 + : : : k
kzk�1:Similarmente, f(z) = 1zkes holomorfa en C n f0g 
on f 0(z0) = � kzk+10 ; 8z0 6= 0:Por otra parte, es evidente que si f � C 
on C 2 C una 
onstante enton
es f 0 � 0. Para lare
ípro
a se tiene:Proposi
ión 2.2.1. Sea f : 
 � C ! C una fun
ión holomorfa 
on 
 un 
onjunto abiertoy 
onexo por 
aminos. Si f 0 � 0 en 
 enton
es f es 
onstante en 
.Demostra
ión. Sea f = u+ iv 2 H(
) tal que f 0 � 0 en 
. Por Cau
hy-Riemann, se tiene8(x; y) 2 
; �u�x(x; y) = �u�y (x; y) = �v�x(x; y) = �v�y (x; y) = 0:Como 
 es 
onexo por 
aminos, se dedu
e que existen dos 
onstantes reales C1 y C2 talesque u � C1 y v � C2, y en 
onse
uen
ia f � C1 + iC2 en 
. 2Diremos que una fun
ión holomorfa F : 
! C es una primitiva de f : 
! C si8z 2 
; F 0(z) = f(z):Corolario 2.2.1. Sean F;G 2 H(
) dos primitivas de una fun
ión f : 
 � C ! C , donde
 es un abierto 
onexo por 
aminos. Enton
es existe una 
onstante C 2 C tal que para todoz 2 
, F (z) = G(z) + C.



2.3. EJERCICIOS 19Demostra
ión. Basta apli
ar la Proposi
ión 2.2.1 a la fun
ión H = F �G. 22.3. Ejer
i
ios1. Para las siguientes fun
iones, determine aquellas que son holomorfas en todo C y 
al
ulesu derivada:a) f(z) = z.b) f(z) = ex(
os y � i sen y), z = x + iy.
) f(z) = e�x(
os y � i sen y), z = x + iy.d) f(z) = (z3 + 1)e�y(
os x+ i sen x), z = x+ iy.2. a) Sea f : 
 � C ! R. Pruebe que si f es diferen
iable en z0 2 
 (en el sentido
omplejo) enton
es f 0(z0) = 0.b) Sean 
 � C un abierto 
onexo por 
aminos y f : 
 ! C una fun
ión holomorfa.Pruebe que si jf j es 
onstante en 
 enton
es f también es 
onstante. Indi
a
ión:
onsidere jf j2.3. a) Sean u; v : 
 � R2 ! R. Pruebe que si u+ iv y v + iu son holomorfas en 
 
omosub
onjunto de C , enton
es u+ iv es 
onstante.b) Sea z0 2 C y de�namos f(z) = (z�z0)jz�z0j, z 2 C . Pruebe que f es diferen
iablesólo en z0.4. De�namos los operadores diferen
iales ��z y ��z mediante las fórmulas��z = 12 � ��x � i ��y���z = 12 � ��x + i ��y�a) Pruebe que f = u + iv satisfa
e las e
ua
iones de Cau
hy-Riemann si y sólo si�f�z = 0.b) Si f 2 H(
), muestre que 8z 2 
, f 0(z) = �f�z (z).
) Expli
ite en términos de u y v a qué 
orresponde la e
ua
ión �2f�z�z = 0.d) Dada una fun
ión f = u + iv 
on u y v de 
lase C2, se de�ne el lapla
iano de fmediante �f = �u+ i�v;



20 CAPÍTULO 2. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓNy si �f = 0 en 
 enton
es se di
e que f es armóni
a en 
. Deduz
a que sif 2 H(
) enton
es f es armóni
a en 
. Pruebe que f 2 H(
) si y sólo si f(z) yzf(z) son armóni
as en 
.5. Sean u(x; y) y v(x; y) dos fun
iones de 
lase C1 en R2 . Considere los 
ampos en R3de�nidos por ~w(x; y; z) = u(x; y)b{+ v(x; y)b| y ~w1(x; y; z) = v(x; y)b{� u(x; y)b|.(i) Pruebe que ~w y ~w1 son 
onservativos si y sólo si u y v satisfa
en las 
ondi
iones deCau
hy-Riemann, en 
uyo 
aso de
imos que u y v son fun
iones 
onjugadas.(ii) Pruebe que si u(x; y) y v(x; y) son 
onjugadas y de 
lase C2 enton
es �u = �v = 0(de
imos que u y v son armóni
as) y además ru � rv = 0.(iii) Pruebe que si u(x; y) es armóni
a enton
es existe una fun
ión v(x; y) 
onjugadade u. Indi
a
ión: note que lo anterior es equivalente a probar que un 
ierto 
ampo es
onservativo.6. Sea f : 
 � C ! C . Supongamos que en 
oordenadas 
artesianas z = x + iy, f(z) =bu(x; y)+ibv(x; y), y que en 
oordenadas polares z = rei�, f(z) = u(r; �)+iv(r; �) 
on u yv diferen
iables. Veri�que que u(r; �) = bu(r 
os �; r sen �) y v(r; �) = bv(r 
os �; r sen �),y pruebe que f es holomorfa en 
 si y sólo si8>>><>>>: 1r �v�� = �u�r1r �u�� = ��v�rEstas se 
ono
en 
omo las e
ua
iones de Cau
hy-Riemann en 
oordenadas polares.Veri�que que de tenerse estas 
ondi
iones enton
esf 0(z) = ��u�r + i�v�r� e�i�; z = rei�:



Capítulo 3Fun
iones en serie de poten
ias
3.1. De�ni
iones y propiedades bási
asSea (
k)k�0 � C una su
esión de números 
omplejos y a 2 C un punto dado. Dado z 2 Cde�nimos la suma par
ial SN(z) = NXk=0 
k(z � a)k:Teorema 3.1.1. Sea R = 1= l��m supk!1 kpj
kj;
on la 
onven
ión 1=0 =1. Enton
es1. SN(z) 
onverge si jz � aj < R y diverge si jz � aj > R: Al número R se le llama radiode 
onvergen
ia de la serie .2. La serie S(z) = 1Pk=0 
k(z � a)k es holomorfa en D(a; R) = fz 2 C : jz � aj < Rg 
onS 0(z) = 1Xk=1 k
k(z � a)k�1:Demostra
ión. Supongamos para simpli�
ar que a = 0, el 
aso general se ha
e igual. Tenemosque: Si jzj < R) kpj
kjjzj � " < 1 para todo k su�
ientemente grande, luegojSN+m(z)� SN (z)j � N+mXk=N+1 j
kjjzjk� 1Xk=N+1( kpj
kjjzj| {z }�" )k� "N+11� " ! 0 
uando N !1:21



22 CAPÍTULO 3. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASLuego, fSN(z)g es de Cau
hy en C , y por lo tanto es 
onvergente.Supongamos que jzj > R. Por una parte, tenemos quejSN(z)� SN�1(z)j = j
N jjzjN :Si SN (z) 
onverge enton
es ne
esariamente jSN(z) � SN�1(z)j ! 0. Es
ojamos unasubsu
esión Nk tal que Nkqj
Nk j ! 1=R:En parti
ular, dado " > 0 se tendrá que para todo k su�
ientemente grandeNkqj
Nk j > 1=(R+ ");y en 
onse
uen
ia j
Nk jjzjNk > [jzj=(R + ")℄Nk :Es
ogiendo " > 0 tal que R+" < jzj (esto es posible pues hemos supuesto que jzj > R),se dedu
e que j
Nk jjzjNk > �Nk 
on � > 1:Luego, jSNk(z)� SNk�1(z)j � �Nk !1, y por lo tanto SN(z) no 
onverge.Demostremos ahora que la serie S(z) es derivable término a término tal 
omo se estable
e enel enun
iado. Comen
emos por notar que 
omo l��m supk k�1pkj
kj = l��m supk kpj
kj, enton
esambas series tienen el mismo radio de 
onvergen
ia. Sea z0 2 D(0; R) y h 2 C pequeño demodo tal que jz0j+ jhj � R� ": Enton
es�����S(z0 + h)� S(z0)h � 1Xk=1 k
kzk�10 ����� = ����� 1Xk=2 
k �(z0 + h)k � zk0h � kzk�10 ������� jhj 1Xk=2 k(k � 1)j
kj(jz0j+ jhj)k�2� jhj � " 1Xk=2 k(k � 1)j
kj(R� ")k�2#| {z }
onvergente a un M<+1= M jhj ! 0 
uando h! 0: 2Observa
ión. Si jz � aj = R enton
es puede o no haber 
onvergen
ia, lo que dependerá de
ada serie en parti
ular.Corolario 3.1.1. Bajo las 
ondi
iones del teorema anterior, la serieS(z) = 1Xk=0 
k(z � a)k;



3.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 23tiene derivadas de todos los órdenes en D(a; R), lo que es
ribimos S 2 C1(D(a; R)), y másaún 8n 2 N ; S(n)(z) = 1Xk=n k(k � 1) � � � (k � n + 1)
k(z � a)k�n:En parti
ular, 8k 2 N ; 
k = S(k)(a)k! :3.2. Ejemplos de fun
iones en serie de poten
ias3.2.1. La fun
ión exponen
ialDe�nimos la exponen
ial 
ompleja de z 2 C mediante la serie de poten
iasexp(z) = 1Xk=0 zkk! :El radio de 
onvergen
ia de esta serie esR = 1= l��mk!1 kr 1k! = 1=0 =1;de modo que la exponen
ial queda bien de�nida para todo z 2 C , es de
irexp : C ! C :Veamos algunas propiedades bási
as de la fun
ión exponen
ial.Propiedades.8x 2 R, exp(x) = ex.8y 2 R, exp(iy) = 
os y + i sen y.En efe
to, desarrollando la serie de poten
ias e identi�
ando sus partes real e imaginariase obtiene exp(iy) = 1Xk=0 (iy)kk!= [1� y22! + y44! � y66! + : : :℄ + i[y � y33! + y55! � y77! + : : :℄= 
os y + i sen y:



24 CAPÍTULO 3. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS8z1; z2 2 C , exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2).En efe
to, exp(z1 + z2) = 1Xk=0 (z1 + z2)kk!= 1Xk=0 1k! kXj=0 �kj�zk�j1 zj2 = 1Xk=0 kXj=0 zk�j1(k � j)! zj2j!= 1Xj=0 1Xk=j zk�j1(k � j)! zj2j! = exp(z1) exp(z2):8x; y 2 R, exp(x+ iy) = ex(
os y + i sen y):8z0 2 C , exp0(z0) = exp(z0).Ejer
i
io: veri�
arlo usando Cau
hy-Riemann.8z 2 C , exp(z) = exp(z + 2k�i), es de
ir exp(�) es 2�i-periódi
a.exp(�) no tiene 
eros; más aún, si z 2 C es tal que z = x+ iy; enton
es j exp(z)j = ex 6=0 8x 2 R.3.2.2. Fun
iones hiperbóli
asUna vez de�nida la fun
ión exponen
ial, podemos de�nir las fun
iones 
oseno y seno hiper-bóli
o de una variable 
ompleja de manera similar a 
omo se de�nen las fun
iones hiperbóli
asde una variable real.El 
oseno hiperbóli
o es la fun
ión holomorfa en C
osh : C ! Cde�nida por 
osh(z) = exp(z) + exp(�z)2= 1 + z22! + z44! + z66! + : : := 
osh(x) 
os y + i senh(x) sen y:El seno hiperbóli
o es la fun
ión holomorfa en Csenh : C ! C



3.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 25de�nida por senh(z) = exp(z)� exp(�z)2= z + z33! + z55! + z77! + : : := senh(x) 
os y + i 
osh(x) sen y:Propiedades.
osh(�z) = 
osh(z) (fun
ión par).senh(�z) = � senh(z) (fun
ión impar).Ambas son 2�i-periódi
as.
osh0(z) = senh(z).senh0(z) = 
osh(z).
osh2(z)� senh2(z) = 1.
osh(z) = 0, z = (�2 + k�)i, k 2 Z.senh(z) = 0, z = k�i, k 2 Z.3.2.3. Fun
iones trigonométri
asPor analogía 
on el 
aso real, las fun
iones trigonométri
as 
oseno y seno de una variable
ompleja se de�nen a partir de sus series de poten
ias1El 
oseno es la fun
ión holomorfa en C 
os : C ! Cde�nida por 
os(z) = 1� z22! + z44! � z66! + : : := exp(iz) + exp(�iz)2= 
osh(iz)= 
osh(y) 
osx� i senh(y) senx:El seno es la fun
ión holomorfa en C sen : C ! C1Las series de poten
ias del seno y del 
oseno tienen ambas radio de 
onvergen
ia igual a in�nito.



26 CAPÍTULO 3. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASde�nida por sen(z) = z � z33! + z55! � z77! + : : := exp(iz)� exp(�iz)2i= 1i senh(iz)= 
osh(y) sen x+ i senh(y) 
osx:Propiedades.
os(�z) = 
os(z) (fun
ión par).sen(�z) = � sen(z) (fun
ión impar).Ambas son 2�-periódi
as.
os0(z) = � sen(z).sen0(z) = 
os(z),
os2(z) + sen2(z) = 1.
os(z) = 0, z = (�2 + k�), k 2 Z.sen(z) = 0, z = k�, k 2 Z.3.2.4. Fun
ión logaritmoAunque nos gustaría de�nir la fun
ión logaritmo de un número 
omplejo log(z) simplemente
omo la fun
ión inversa de exp(z), hay dos in
onvenientes que nos lo impiden:1. exp(z) no es epiye
tiva pues exp(z) 6= 0 para todo z 2 C .2. exp(z) no es inye
tiva pues es 2�i-periódi
a.La primera di�
ultad es simple de resolver pues basta restringir el dominio del logaritmo alrango de la exponen
ial, esto es, C n f0g. Aunque el segundo in
onveniente es más deli
ado,veremos a 
ontinua
ión que sí es posible de�nirlog : C n f0g ! Cde modo tal que se tenga la propiedad8z 2 C n f0g; exp(log(z)) = z:En efe
to, sea z = rei� 
on r = jzj > 0 de modo que z 2 C n f0g. Para resolver la e
ua
iónexp(w) = z tomemos w = x+ iy de modo que exp(w) = exeiy, y así la e
ua
ión exeiy = rei�



3.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 27tiene 
omo solu
ión x = ln r, y = �(mod 2�). Luego, el 
onjunto solu
ión está dado porfln jzj+ i(arg z + 2k�)jk 2 Zg, donde arg z 2 (��; �℄ es el valor prin
ipal del argumento dez de�nido en la se

ión 1.3.Así, para 
ada k 2 Z tenemos la determina
ión k-ésima de la fun
ión logaritmo logk :C n f0g ! C de�nida por logk(z) = ln jzj + i(arg z + 2k�): La determina
ión prin
ipal dellogaritmo 
omplejo es la fun
ión log : C n f0g ! Cde�nida por log(z) = ln jzj+ i arg z:Como la fun
ión arg z es dis
ontinua en R� pues pasa de �� a �, no podemos esperar quelog(z) sea holomorfa en todo C n f0g.Propiedades.exp(log(z)) = eln jzjearg z = z:log(z1z2) = log(z1) + log(z2) (mod 2�i):log(z) es dis
ontinua en R� .log(z) es holomorfa en C n R� , y más aúnlog0(z0) = 1z0 :En efe
to, log(z0 + h)� log(z0)h = 1z0 log(1 + hz0 )( hz0 )= 1z0 wexp(w)� exp(0) ! 1z0 1exp0(0) = 1z0donde w = log(1 + hz0 )! 0 
uando h! 0.Desarrollo en serie en torno a a = 1:Como 1z = 1Xk=0(1� z)k si jz � 1j < 1enton
es log0(z) = 1Xk=0(1� z)k si jz � 1j < 1;y dado que log(1) = ln 1 + i0 = 0, en virtud del 
orolario 2.2.1 se tienelog(z) = 1Xk=0 (�1)kk + 1 (z � 1)k+1siempre que jz � 1j < 1.



28 CAPÍTULO 3. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASDesarrollo en serie en torno a z0 =2 R� :Como z0z = 1Xk=0(1� zz0 )ksiempre que jz� z0j < jz0j enton
es para todo z en la 
omponente 
onexa por 
aminosdel 
onjunto D(z0; jz0j) n R� que 
ontiene a z0 se tienelog(z) = log(z0) + 1Xk=0 (�1)k(k + 1)zk+10 (z � z0)k+1:3.2.5. Otras fun
ionesLa tangente hiperbóli
a es la fun
ión de�nida portanh(z) = senh(z)
osh(z)que resulta ser holomorfa en 
 = C n f(�2 + k�)i : k 2 ZgLa tangente es la fun
ión de�nida portan(z) = sen(z)
os(z)que resulta ser holomorfa en 
 = C n f�2 + k� : k 2 Zg.Dado � 2 C , el valor prin
ipal de la fun
ión poten
ia está dado porz� = exp(� log(z));el 
ual es una fun
ión holomorfa en 
 = C n R� . Un 
aso parti
ular importante es elvalor prin
ipal de la raíz 
uadrada:pz = z1=2 =pjzjei arg(z=2):3.3. Ejer
i
ios1. Sabiendo que la serie S(z) = P 
k(z � z0)k tiene radio de 
onvergen
ia R0 > 0,determine el radio de 
onvergen
ia de las siguientes series de poten
ias:X 
k(z � z0)2k; X 
2k(z � z0)k; X 
2k(z � z0)k:2. Determinar el radio de 
onvergen
ia de las siguientes series de poten
ias y estudiar la
onvergen
ia 
uando jzj = 1: X zk; X zkk ; X zkk2 :



3.3. EJERCICIOS 293. Pruebe que:a) 1z2 = 1 + 1Pk=1(k + 1)(z + 1)k, 
uando jz + 1j < 1.b) 1z2 = 14 + 14 1Pk=1(�1)k(k + 1) �z�22 �k, 
uando jz � 2j < 2.4. Pruebe que:a) sen(iz) = i senh(z), senh(iz) = i sen(z),
os(iz) = 
osh(z), 
osh(iz) = 
os(z).b) sen(z) = sen(z), 
os(z) = 
os(z).
) l��my!1 e�y sen(x+ iy) = 12 [sen x+ i 
os x℄.d) l��my!1 tan(x + iy) = i.5. Demostrar que f(z) = exp(z2)+ 
os(z) es holomorfa y en
ontrar su serie de poten
ias.6. Considere la serie S(z) = P1k=0 akzk 
on ak = 2 si k es par y ak = 1 si k es impar.Determine el radio de 
onvergen
ia R de esta serie y pruebe que ella 
onverge parajzj < R y diverge para jzj � R. Compruebe que para jzj < R se tieneS(z) = 2 + z1� z2 :
7. Dado � 2 C , de�nimos p� : C n f0g ! C mediantep�(z) = exp(� log(z)); z 6= 0:(i) Muestre que pi(i) = e��=2 y que para todo k 2 Z, pk(z) = zk.(ii) Dado � = � + i�, pruebe que para todo t > 0 real,p�(t) = t�[
os(� log t) + i sin(� log t)℄:(iii) Dados �; � 2 C , veri�que que p�+�(z) = p�(z)�p�(z). Determine además el dominiodonde p�(z) es holomorfa y pruebe que(p�)0(z) = �p��1(z):Nota: todo lo anterior justi�
a que la fun
ión p�(z) se llame fun
ión poten
ia genera-lizada y que se denote más simplemente por z�. Así, en (i) se probó que ii = e��=2.
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Capítulo 4Integral en el plano 
omplejo
4.1. De�ni
iónUn 
amino � en C es una 
urva regular por trozos parametrizada por una fun
ión 
ontinuay diferen
iable por trozos 
 : [a; b℄ ! C . Se di
e que el 
amino � es 
errado si 
(a) = 
(b).En algunas o
asiones, denotaremos por 
� a la 
urva � 
omo 
onjunto imagen de [a; b℄ víala parametriza
ión 
, es de
ir
� = 
([a; b℄) = f
(t) : a � t � bg:Sea 
 � C un 
onjunto abierto y f : 
 ! C una fun
ión 
ontinua. Dado un 
amino � � 
parametrizado por 
 : [a; b℄ ! 
, de�nimos la integral 
ompleja de f sobre � medianteZ� f(z)dz := bZa f(
(t)) _
(t)dt:Cuando � es un 
amino 
errado se suele es
ribirI f(z)dz;para denotar la integral de f sobre �.Más explí
itamente, tenemos que si 
(t) = x(t)+ iy(t) y f(z) = u(x; y)+ iv(x; y), z = x+ iy,enton
es se tieneZ� f(z)dz = bZa [u(x(t); y(t)) _x(t)� v(x(t); y(t)) _y(t)℄dt+ i bZa [u(x(t); y(t)) _y(t) + v(x(t); y(t)) _x(t)℄dt:31



32 CAPÍTULO 4. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOLuego Z� f(z)dz = Z� � u�v � � d~r + i Z� � vu � � d~r:Esto muestra que R� f(z)dz se 
al
ula a partir de dos integrales de trabajo sobre �, vista estaúltima 
omo una 
urva en R2 .En parti
ular resulta que la integral 
ompleja es invariante bajo reparametriza
iones reg-ulares de � que preservan la orienta
ión; en 
aso que dos parametriza
iones regulares del
amino � lo re
orran en sentido opuesto, el valor de la integral sólo 
ambia de signo.4.2. Propiedades y ejemplosLa siguiente proposi
ión resume algunas de las prin
ipales propiedades de la integral 
om-pleja.Proposi
ión 4.2.1. Sea 
 � C un 
onjunto abierto y � � 
 un 
amino parametrizado por
 : [a; b℄ ! 
. Se tiene:1. 8�; � 2 C , 8f; g 2 C(
)Z� [�f(z) + �g(z)℄dz = � Z� f(z)dz + � Z� g(z)dz:2. 8f 2 C(
) ������Z� f(z)dz������ � L(�) supz2� jf(z)j;donde L(�) = bRa j _
(t)jdt es la longitud del 
amino �.3. Si f 2 C(
) admite primitiva, i.e. 9F 2 H(
) tal que F 0(z) = f(z), enton
esZ� f(z)dz = F (
(b))� F (
(a));y en 
onse
uen
ia el valor de la integral sólo depende de los extremos del 
amino perono de la traye
toria re
orrida. En parti
ular, si � es un 
amino 
errado enton
esI� f(z)dz = 0:



4.2. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 33Demostra
ión.1. Dire
to.2. Comen
emos por observar que si H(t) = U(t) + iV (t) enton
es������ bZa H(t)dt������ = ������ bZa U(t)dt+ i bZa V (t)dt������ � bZa jH(t)jdt:En efe
to, sean r0 y �0 tales que r0ei�0 = bRa H(t)dt; de modo que r0 = ���� bRa H(t)dt����.Luego, r0 = e�i�0 bZa H(t)dt = bZa e�i�0H(t)dt;y dado que r0 es real,r0 = Re bZa e�i�0H(t)dt = bZa Re[e�i�0H(t)℄dt� bZa jRe[e�i�0H(t)℄jdt� bZa je�i�0H(t)jdt= bZa jH(t)jdt;donde hemos usado que je�i�0 j = 1, probando así nuestra primera a�rma
ión. Utilizan-do lo anterior, se obtiene������Z� f(z)dz������ � bZa jf(
(t))j � j _
(t)jdt � supz2� jf(z)j Z� j _
(t)jdt= supz2� jf(z)jL(�):3. Sea F tal que F 0 = f . Enton
esZ� f(z)dz = bZa F 0(
(t)) _
(t)dt = bZa ddt [F (
(t))℄dt = F (
(b))� F (
(a)):



34 CAPÍTULO 4. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJO2Como 
onse
uen
ia tenemos el siguiente resultado:Corolario 4.2.1. Si � es un 
amino 
errado en C y z0 =2 � enton
esI�(z � z0)kdz = 0 para todo k 6= �1:Demostra
ión. Basta 
on observar que si k 6= �1 enton
es F 0(z) = (z � z0)k 
onF (z) = 1k + 1(z � z0)k+1: 2En el 
aso k = �1 se tiene un problema 
uando el 
amino en
ierra al punto z0 pues log(z�z0)es primitiva de (z�z0)�1 pero sólo para z 2 C nfz0 +R�g y por lo tanto no podemos apli
arla proposi
ión 4.2.1 
uando � \ fz0 + R�g 6= ; 
omo en la �gura 4.1.
��z0

Figura 4.1: Camino 
errado en torno a un puntoDe�ni
ión 4.2.1. Dado z0 =2 � 
on � un 
amino 
errado, se de�ne la indi
atriz de � en z0mediante Ind�(z0) = 12�i I� dzz � z0 :Para evaluar Ind�(z0), parametri
emos � en 
oordenadas polares relativas a un origen en elpunto z0 mediante 
(t) = z0 + r(t)ei�(t); t 2 [a; b℄;



4.2. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 35para algunas fun
iones t 2 [a; b℄ 7! r(t) > 0 y t 2 [a; b℄ 7! �(t) 2 R. LuegoInd�(z0) = 12�i bZa 1r(t)ei�(t) [ _r(t)ei�(t) + _r(t)iei�(t) _�(t)℄dt= 12�i 24 bZa _r(t)r(t)dt+ i bZa _�(t)dt35= 12�ih ln� r(b)r(a)� + i[�(b)� �(a)℄iComo la 
urva es 
errada r(a) = r(b) de modo que ln(r(b)=r(a)) = ln(1) = 0 y asíInd�(z0) = �(b)� �(a)2�= número de vueltas de � en torno a z0 en sentido antihorario.Un ejemplo de los valores que puede tomar la indi
atriz de una 
urva 
errada se ilustra enla �gura 4.2
�121 0

Figura 4.2: Fun
ión indi
atriz de una 
urva 
erradaEn el 
aso de una fun
ión que es expresable 
omo una serie de poten
ias en un dis
o se tiene:Corolario 4.2.2. Para una serie de poten
iasS(z) = 1Xk=0 
k(z � z0)k
on radio de 
onvergen
ia R se tiene I� S(z)dz = 0para todo 
amino 
errado � 
ontenido en D(z0; R).



36 CAPÍTULO 4. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJODemostra
ión. Basta 
on observar que la serie de poten
ias S(z) tiene 
omo primitiva enD(z0; R) a la fun
ión F (z) = 1Xk=0 
kk + 1(z � z0)k+1: 2Resultados 
omo el 
orolario 4.2.2 pueden ser muy útiles para evaluar integrales reales enbase a métodos de variable 
ompleja. El siguiente ejemplo es una ilustra
ión 
élebre de esta
lase de té
ni
a.Ejemplo 4.2.1 (Integrales de Fresnel).Las siguientes identidades se 
ono
en 
omo las integrales de Fresnel:1Z�1 
os(x2)dx = 1Z�1 sen(x2)dx =r�2 : (4.1)Para probar (4.1) tomemos R > 0 y 
onsideremos el 
amino�(R) = �1 [ �2 [ �3tal 
omo se ilustra en la �gura 4.3.

R�1
�2�3 �(R)�=4Figura 4.3: Camino para las integrales de FresnelConsideremos la fun
ión f(z) = exp(iz2):Como se trata de la fun
ión exponen
ial, la 
ual se de�ne 
omo una serie de poten
ias deradio de 
onvergen
ia in�nito, 
ompuesta 
on el polinomio p(z) = iz2, se dedu
e que f(z)admite un desarrollo en serie de poten
ias, 
uyo radio de 
onvergen
ia también es in�nito.Luego, I�(R) exp(iz2)dz = 0: (4.2)



4.2. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 37Por otra parte,I�(R) exp(iz2)dz = Z�1 exp(iz2)dz + Z�2 exp(iz2)dz + Z�3 exp(iz2)dz:Estudiemos el 
omportamiento de 
ada una de estas integrales 
uando R!1:Tenemos Z�1 exp(iz2)dz = RZ0 exp(ix2)dx = RZ0 
os(x2)dx+ i RZ0 sen(x2)dx;luego Z�1 exp(iz2)dz ! 1Z0 
os(x2)dx+ i 1Z0 sen(x2)dx; 
uando R!1:Tenemos Z�3 exp(iz2)dz = 0ZR exp(ir2ei�=2)ei�=4dr = �ei�=4 RZ0 e�r2dr;luego Z�3 exp(iz2)dz ! �ei�=4p�2 = �12(r�2 + ir�2 ); 
uando R!1:Finalmente ������Z�2 exp(iz2)dz������ = ������ �=4Z0 exp(iR2e2i�)Riei�d�������= R ������ �=4Z0 eiR2(
os 2�+i sen 2�)ei�d�������� R �=4Z0 e�R2 sen 2�d�� R �=4Z0 e�R2 2� 2�d�= � �4Re�� 4R2�� ������=40= �4R [1� e�R2 ℄! 0; 
uando R!1:



38 CAPÍTULO 4. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOPara la segunda desigualdad hemos usado que8� 2 [0; �=2℄; sen� � 2�=�:Por lo tanto, ha
iendo R!1 en (4.2) se obtiene1Z0 
os(x2)dx = 1Z0 sen(x2)dx = 12r�2y por un argumento de paridad se dedu
e que se tiene (4.1).4.3. El teorema de Cau
hy-GoursatUna pregunta interesante es saber si un resultado similar al 
orolario 4.2.2 es 
ierto pero sólobajo el supuesto que f es holomorfa en un dominio 
, sin saber a priori si es o no expresable
omo una serie de poten
ias. Un resultado fundamental de la teoría de fun
iones de variable
ompleja estable
e que esto es así siempre que se asuma una propiedad adi
ional sobre eldominio.De�ni
ión 4.3.1. Un sub
onjunto 
 � C abierto y 
onexo por 
aminos se di
e que essimplemente 
onexo si todo 
amino 
errado 
ontenido en 
 en
ierra solamente puntos de 
.Di
ho de otra forma, un 
onjunto simplemente 
onexo no tiene agujeros.De�ni
ión 4.3.2. Un 
amino 
errado simple es un 
amino que genera dos 
onjuntos dis-juntos abiertos y 
onexos, uno a
otado y el otro no a
otado, y ambos 
onjuntos tienen al
amino 
omo frontera.En otros términos, un 
amino 
errado simple es aquél que siendo 
errado no se 
orta a símismo.Teorema 4.3.1 (Cau
hy-Goursat). Si f es una fun
ión holomorfa en un abierto simple-mente 
onexo 
 enton
es I� f(z)dz = 0para todo 
amino 
errado y simple � 
ontenido en 
.



4.3. EL TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT 39Demostra
ión. Para simpli�
ar, sólo daremos la demostra
ión en el 
aso en que se suponeademás que f 0(z) es 
ontinua1 en 
. Sea D � C la región en
errada por el 
amino �. Sif = u+ iv enton
es se tiene queI� f(z)dz = I�� u�v� � d~r + i I��vu� � d~r:= ZZD ��(�v)�x � �u�y �| {z }0 dxdy + i ZZD ��u�x � �v�y�| {z }0 dxdy;esto último en virtud del teorema de Green en el plano (suponiendo que � se re
orre en sentidoantihorario), el 
ual se puede apli
ar pues las derivadas par
iales de u y v son 
ontinuas.Finalmente, de las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann se dedu
e que los integrandos de las dosintegrales dobles son nulos en D, lo que prueba el resultado. 2Observa
ión. El teorema 4.3.1 fue demostrado originalmente por A. Cau
hy bajo la hipóte-sis adi
ional de que f 0(z) es 
ontinua en 
, lo que asumimos en la demostra
ión sólo parasimpli�
ar el análisis pues nos permite apli
ar dire
tamente el teorema de Green en el plano.Es generalmente re
ono
ido que el primero en dar una demostra
ión sin asumir la 
ontinuidadde f 0(z) fue E. Goursat. Esto último es muy importante pues nos permitirá probar que todafun
ión holomorfa es expresable, al menos lo
almente, 
omo una serie de poten
ias (ver elteorema 5.2.1).El resultado anterior puede extenderse a situa
iones más generales. Un ejemplo lo 
onstituyeel siguiente teorema:Teorema 4.3.2. Sea 
 � C un 
onjunto abierto y 
onexo, y 
onsideremosf : 
 n fp1; p2; :::; png �! Cuna fun
ión holomorfa, donde fp1; p2; :::; png � 
. Sea � � 
 un 
amino 
errado, sim-ple y re
orrido en sentido antihorario y sea D la región en
errada por �: Supongamos quefp1; p2; � � � ; png � D � 
 y es
ojamos " > 0 su�
ientemente pequeño de modo tal que los dis-
os 
errados D(pj; ") estén 
ontenidos en D y no se interse
ten entre sí. Sea 
j(t) = pj+"eit
on t 2 [0; 2�℄: Enton
es I� f(z)dz = nXj=1 I
�j f(z)dzDemostra
ión. Para " > 0 
omo en el enun
iado, de�namosD" = D n n[i=1D(pj; "):1Para una demostra
ión en el 
aso general el le
tor puede referirse por ejemplo a Teoría de Fun
iones deVariable Compleja, R.V. Chur
hill, M
Graw-Hill, New York, 1966.
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b

b

b

�D" 
�j
Figura 4.4: Curva 
errada que en
ierra 
ir
unferen
iasIntroduz
amos un segmento re
tilíneo L1 � D", o en 
aso de ser ne
esario una 
adena
ontinua y �nita de tales segmentos, que una el 
amino � 
on 
�1 . Similarmente, sea L2 � D"otro segmento (o 
adena) re
tilíneo que una 
�1 
on 
�2 , y así su
esivamente hasta Ln+1uniendo 
�n 
on �.De este modo, podemos dividir D" en dos subdominios simplemente 
onexos D0" y D00" dondef es holomorfa, los 
uales 
orresponden a regiones en
erradas por los segmentos Lj y ar
osde � y 
�j . Sobre ambos dominios podemos apli
ar el teorema de Cau
hy-Goursat para f ,para dedu
ir que I�D0" f(z)dz = 0 = I�D00" f(z)dz;donde �D0" y �D00" denotan los 
aminos que en
ierran a D0" y D00" respe
tivamente. En parti
u-lar, la suma de estas integrales es nula, y si ambos 
aminos se re
orren en sentido antihorarioenton
es las integrales en sentidos opuestos a lo largo de los segmentos Lj se 
an
elan mu-tuamente.Luego, si denotamos por (
�j )� el 
amino 
�j re
orrido en sentido horario, se tiene que0 = I�D0" f(z)dz + I�D00" f(z)dz= I� f(z)dz + nXj=1 I(
�j )� f(z)dz + Integrales sobre los Lj's= I� f(z)dz � nXj=1 I
�j f(z)dz;lo que prueba el teorema. 2



4.4. EJERCICIOS 414.4. Ejer
i
ios1. Cal
ule dire
tamente el valor de las siguientes integrales:Z[0;z0℄ Re(z)dz; Zjzj=1 Im(z)dz; Zjzj=2 dzz2 + 1 ; Zjzj=1 zndz2. Pruebe que la fun
ión z ! z log(z) tiene una primitiva en C nR� , y 
al
ule el valor dela integral Z[0;i℄ z log(z)dz3. Pruebe que l��mR!1 Zjzj=R zz3 + 1dz = 0; l��mR!1 Z[�R;�R+i℄ z2 exp(z)z + 1 dz = 04. Pruebe que 1Z0 e�x2 
os(2bx)dx = e�b2 1Z0 e�x2dx1Z0 e�x2 sen(2bx)dx = e�b2 bZ0 ex2dxInd.: Integre f(z) = exp(�z2) en un 
ontorno re
tangular ade
uado.5. a) Pruebe que para b 2℄� 1; 1[ se tiene1Z0 1� b2 + x2(1� b2 + x2)2 + 4b2x2dx = �2Indi
a
ión: Integre f(z) = 11 + z2 en un 
ontorno re
tangular ade
uado.b) Si además b 6= 0, pruebe que1Z0 x(1� b2 + x2)2 + 4b2x2dx = 14b ln 1 + b1� b6. Pruebe que 1Z�1 e�x2Im(e�2ixp(x + i))dx = 0para 
ualquier polinomio p(z) a 
oe�
ientes reales.Indi
a
ión: Considere f(z) = exp(�z2)p(z).
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Capítulo 5Fórmula de Cau
hy y 
onse
uen
ias
5.1. La fórmula de Cau
hyEl siguiente resultado, que bási
amente es una 
onse
uen
ia del teorema 4.3.1 de Cau
hy-Goursat, es fundamental para el desarrollo de la teoría de fun
iones de varible 
ompleja.Teorema 5.1.1. Sea f : 
 � C ! C 
ontinua en 
 y holomorfa en 
 n fpg: Sea r > 0 talque D(p; r) � 
: Enton
es, para todo z0 2 D(p; r) se tiene la fórmula integral de Cau
hy:f(z0) = 12�i I�D(p;r) f(z)z � z0dz;donde �D(p; r) es la 
ir
unferen
ia de 
entro p y radio r > 0 re
orrida en sentido antihorario.Demostra
ión. Supongamos z0 6= p (el 
aso z = p es análogo y se deja 
omo ejer
i
io alle
tor). En virtud del teorema 4.3.2, que a su vez es una 
onse
uen
ia del teorema 4.3.1,para todo " > 0 su�
ientemente pequeño se tieneI�D(p;r) f(z)z � z0dz = I�D(p;") f(z)z � z0dz + I�D(z0;") f(z)z � z0dz: (5.1)La primera integral del lado dere
ho tiende a 0 
uando "! 0; en efe
to, por la Proposi
ión4.2.1 se tiene ����I�D(p;") f(z)z � z0dz���� � 2�" supz2�D(p;") jf(z)jjz � z0j � 2�M";donde M = supfjf(z)j=jz � z0j : z 2 �D(p; ")g es �nito debido a la 
ontinuidad de f ya que z0 no pertene
e al 
onjunto 
errado �D(p; ") de modo que 9� > 0, 8z 2 �D(p; "),jz � z0j � �. 43



44 CAPÍTULO 5. FÓRMULA DE CAUCHY Y CONSECUENCIASPor otra parte, para la segunda integral del lado dere
ho en (5.1) se obtieneZ�D(z0;") f(z)z � z0dz = 2�Z0 f(z0 + "eit)"eit "ieitdt= 2�Z0 f(z0 + "eit)idt:De la 
ontinuidad de f se dedu
e quel��m"!0 2�Z0 f(z0 + "eit)dt = 2�f(z0): (5.2)En efe
to, dado � > 0, la 
ontinuidad de f en z0 permite asegurar que existe Æ > 0 tal quesi jz � z0j � Æ enton
es jf(z)� f(z0)j < �. Luego, si " � Æ enton
es jz0 + "eit � z0j = " � Æy en 
onse
uen
ia������ 2�Z0 f(z0 + "eit)dt� 2�f(z0)������ = ������ 2�Z0 [f(z0 + "eit)� f(z0)℄dt������� 2�Z0 jf(z0 + "eit)� f(z0)jdt� 2��;y 
omo � > 0 es arbitrario, esto impli
a que se tiene (5.2).Finalmente, observando que el lado izquierdo en (5.1) no depende de " y ha
iendo "! 0 enesta igualdad se obtiene I�D(p;r) f(z)z � z0dz = 2�if(z0);lo que prueba el resultado. 25.2. Desarrollo en serie de TaylorTeorema 5.2.1. Sea f : 
 � C ! C una fun
ión 
ontinua en un abierto 
 y holomorfaen 
 n fpg: Sea r > 0 tal que D(p; r) � 
: Enton
es existe una su
esión de 
onstantes
0; 
1; 
2; : : : 2 C tales que f(z) = 1Xk=0 
k(z � p)k; 8z 2 D(p; r);



5.2. DESARROLLO EN SERIE DE TAYLOR 45y más aún 
k = 1k!f (k)(p) = 12�i I�D(p;r) f(w)(w � p)k+1dw;donde �D(p; r) está parametrizado en sentido antihorario.Demostra
ión. Dado z 2 D(p; r), en virtud de la fórmula de Cau
hy se obtienef(z) = 12�i I�D(p;r) f(w)w � zdw = 12�i I�D(p;r) f(w)(w � p) � 11� z�pw�p dw= 12�i I�D(p;r) f(w) 1Xk=0 (z � p)k(w � p)k+1dw= 1Xk=0 � 12�i I�D(p;r) f(w)(w � p)k+1dw� (z � p)k= 1Xk=0 
k(z � p)k:El inter
ambio R P =PR se justi�
a 
omo sigue�����I�D 1Xk=0(%)� NXk=0 I�D(%)����� = �����I�D 1Xk=N+1(%)������ 2�r supw2�D ����� 1XN+1 f(w)(z � p)k(w � p)k+1 ������ 2�r supw2�D jf(w)j| {z }M � 1XN+1 jz � pjkrk+1� 2�M 1XN+1� jz � pjr �k �! 0 
uando N !1:Esto último se tiene pues se trata de la 
ola de la serie geométri
aP ak 
on a = jz�pj=r < 1pues z 2 D(p; r).Finalmente, la igualdad f (k)(p) = k!
k es 
onse
uen
ia de que la serie se puede derivartérmino a término y luego evaluar en z = p de manera iterativa (ver el teorema 3.1.1 y el
orolario 3.1.1). 2Corolario 5.2.1. Si f : 
 � C ! C es 
ontinua en un abierto 
, y holomorfa en 
 salvoen a lo más un número �nito de puntos, enton
es f es holomorfa en todo 
 y, más aún, fes in�nitamente derivable en 
:



46 CAPÍTULO 5. FÓRMULA DE CAUCHY Y CONSECUENCIAS5.3. Otras 
onse
uen
iasCorolario 5.3.1 (Desigualdades de Cau
hy). Sea 
 abierto, f 2 H(
), p 2 
 y r > 0tal que D(p; r) � 
: Si de�nimos Mr = sup�D(p;r) jf(z)j enton
es8k � 0; jf (k)(p)j � k!MrrkDemostra
ión. Del teorema 5.2.1, se dedu
e que1k!f (k)(p) = 12�i I�D(p;r) f(w)(w � p)k+1dwde modo que:jf (k)(p)j � k!2� I�D(p;r) jf(w)jrk+1 dw � k!2� 2�Z0 jf(p+ rei�)jrk+1 jriei�jd�� k!2� 1rk 2�Z0 jf(p+ rei�)jd� � k!2� 12�Mr2� = k!Mrrk : 2Corolario 5.3.2 (Teorema de Liouville). Si f 2 H(C ) es una fun
ión a
otada enton
esf 
onstante en C .Demostra
ión. Por hipótesis, existe una 
onstante M > 0 tal que 8z 2 C , jf(z)j � M . Seaz0 2 C . Dado r > 0, obviamenteD(z0; r) � C que es la región en donde f es holomorfa. Por el
orolario anterior, se tiene que para k = 1, jf 0(z0)j � M=r, pues Mr = supz2�D(z0;r) jf(z)j �M . Como r > 0 es arbitrario, podemos ha
er r !1 para dedu
ir que jf 0(z0)j = 0; y 
omoz0 también es arbitrario, tenemos que f 0 � 0 en C , de donde se sigue que f es 
onstante. 2Corolario 5.3.3 (Teorema de d'Alembert o Teorema Fundamental del Algebra).Si f es un polinomio no 
onstante enton
es existe z0 2 C tal que f(z0) = 0: En 
onse
uen
ia,todo polinomio de grado n � 1 tiene exa
tamente n raí
es.Demostra
ión. La demostra
ión de este resultado mediante métodos puramente algebrai
oses algo di�
ultosa. Sin embargo, puede dedu
irse 
on relativa fa
ilidad a partir del teoremade Liouville.Argumentando por 
ontradi

ión, supongamos que 8z 2 C , f(z) 6= 0 
on f(z) = a0 + a1z +: : : + anzn, n � 1 y an 6= 0. Obviamente f 2 H(C ) y además podemos de�nir g 2 H(C )mediante g(z) = 1=f(z). Si g fuese a
otada enton
es, por el teorema de Liouville, se tendríag � C para alguna 
onstante C 2 C . Pero en tal 
aso, f también sería 
onstante, lo que
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ontradi
e la hipótesis. Veamos ahora que efe
tivamente g es una fun
ión a
otada bajo la
ondi
ión 8z 2 C , f(z) 6= 0; en efe
tog(z) = 1f(z) = 1a0 + a1z + : : :+ anzn= 1anzn  1b0zn + b1zn�1 + : : :+ bn�1z + 1!donde bi = ai=an, 8i 2 f0; 1; : : : ; n � 1g. Notemos que jg(z)j ! 0 
uando jzj ! 1: Enparti
ular, 9r > 0 tal que jzj > r ) jg(z)j � 1: Para jzj � r, notemos que g es 
ontinua demodo que es a
otada en el 
ompa
to D(0; r). Tomando M = m�axf1; supz2D(0;r) jg(z)jg <1se tiene que 8z 2 C , jg(z)j < M .El resto de la demostra
ión es algebrai
a. Sea f : C ! C un polinomio de grado n � 1. Comof no es 
onstante, se tiene que 9z0 2 C tal que f(z0) = 0: Así, resulta que (z� z0) divide a fluego podemos es
ribir f(z) = (z � z0)f1(z). Notemos que f1 : C ! C es ne
esariamente unpolinomio de grado n�1: Si n�1 > 0; podemos apli
ar el mismo razonamiento, para obtenerun z1 2 C tal que f1(z1) = 0: Ahora bien, (z � z1) divide a f1; de donde se tiene que f1 =(z� z1)f2, y por 
onsiguiente f(z) = (z� z0)(z� z1)f2(z). Repetimos el argumento n ve
es,hasta obtener una se
uen
ia fzigi2f0;1;:::;n�1g tal que f(z) = (z�z0)(z�z1) : : : (z�zn�1)fn(z).Notando que fn es de grado 0; es de
ir fn � 
onstante, se 
on
luye el teorema. 25.4. Ejer
i
ios1. Pruebe que si f 2 H(D(z0; R)) enton
es para todo r 2℄0; R[ se tienef(z0) = 12� 2�Z0 f(z0 + rei�)d�:Deduz
a que para 0 < r < 1 2�Z0 log(1 + rei�)d� = 0;y por lo tanto �=2Z0 ln(sen x)dx = ��2 ln 2:2. Pruebe que para todo k 2 R, �Z0 ek 
os � 
os(k�)d� = �:3. Desarrollar f(z) = senh z en serie de Taylor en torno al punto z = �i.
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Capítulo 6Teorema de los residuos
6.1. Puntos singulares, polos y residuosSea f(z) una fun
ión de variable 
ompleja. Se di
e que p 2 C es un punto singular aisladode f(z) si existe un radio R > 0 tal que f 2 H(D(p; R) n fpg) pero f no es holomorfa en p.Ejemplo 6.1.1. El 
omplejo p = 0 es un punto singular aislado de la fun
iónf(z) = sen zz : 2Se di
e que p es un punto singular evitable si, junto 
on ser punto singular aislado, el siguientelímite existe L0(p) = l��mz!p f(z):Notemos que en este 
aso podemos extender la de�ni
ión de f a todo el dis
o D(p; R) de lasiguiente forma: bf(z) = � f(z) si z 2 D(p; R) n fpg;L0(p) si z = p:La fun
ión bf así de�nida 
oin
ide 
on f en D(p; R) n fpg y evidentemente es 
ontinua entodo D(p; R). Como f 2 H(D(p; R) n fpg), por el 
orolario 5.2.1 se tiene bf 2 H(
). Estojusti�
a la terminología de punto singular evitable.Ejemplo 6.1.2. El 
omplejo p = 0 es un punto singular evitable de la fun
iónf(z) = sen zz ;pues de la serie de poten
ias de sen z se dedu
e quel��mz!0 sen zz = 1:49



50 CAPÍTULO 6. TEOREMA DE LOS RESIDUOSDe este modo, la fun
ión bf : C ! C de�nida porbf(z) = 8><>: sen zz si z 6= 0;1 si z = 0:es holomorfa en todo C . Por otra parte, p = 0 es un punto singular no evitable de la fun
iónf(z) = 
os zz : 2Se di
e que p 2 C es un polo de f(z) si p es un punto singular aislado de f(z) y ademásexiste un entero m � 1 tal que el límiteLm(p) = l��mz!p(z � p)mf(z)existe y es no nulo, i.e. Lm(p) 6= 0. El menor m � 1 
on di
ha propiedad se llama orden delpolo p. Diremos que p es un polo simple 
uando sea un polo de orden m = 1.Ejemplo 6.1.3. El 
omplejo p = 0 es un polo simple de la fun
iónf(z) = 
os zz ;pues L1(0) = l��mz!0(z � 0)
os zz = l��mz!0 
os z = 
os(0) = 1: 2Sea 
 � C un 
onjunto abierto, p un punto en 
 y supongamos que f 2 H(
 n fpg). Si pes un polo de f(z) enton
es p no puede ser un punto singular evitable de f(z), pues en 
aso
ontrario se tendría l��mz!p(z � p)mf(z) = l��mz!p(z � p)m l��mz!p f(z) = 0L0 = 0;para todo entero m � 1, lo que 
ontradi
e la de�ni
ión de polo. Luego, un polo es unaverdadera singularidad de la fun
ión en el sentido que no es posible repararla en p por
ontinuidad.Supongamos que p es un polo de f(z) de orden m � 1. Si 
onsideramosg(z) = (z � p)mf(z)enton
es p resulta ser un punto singular evitable de g(z) y en 
onse
uen
ia la fun
iónbg(z) = ( (z � p)mf(z) si z 2 
 n fpg;l��mz!p(z � p)mf(z) si z = p:
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. De a
uerdo al teorema 5.2.1, si r > 0 es tal que D(p; r) � 
 enton
esbg(z) admite una expansión en serie de Taylor en D(p; r) y en parti
ular se tiene8z 2 D(p; r) n fpg; (z � p)mf(z) = 1Xk=0 b
k(z � p)k;donde b
k = bg(k)(p)k!= 12�i I�D(p;r) bg(w)(w � p)k+1dw= 12�i I�D(p;r) f(w)(w � p)k�m+1dw;
on lo 
ual se obtiene para f(z) el siguiente desarrollo en serie de poten
ias (
on poten
iasnegativas) para todo z 2 D(p; r) n fpg:f(z) = b
0(z � p)m + b
1(z � p)m�1 + : : :+ b
m�1(z � p) +R(z); (6.1)donde el resto R(z) = 1Xk=mb
k(z � p)k�mes una fun
ión holomorfa enD(p; r) por tratarse de una serie de poten
ias usual. El desarrollo(6.1) puede es
ribirse 
omof(z) = 
�m(z � p)�m + : : :+ 
�1(z � p)�1 + 
0 + 
1(z � p) + : : := 1Xk=�m 
k(z � p)k;donde para todo k � �m se tiene
k = b
k+m = 12�i I�D(p;r) f(w)(w � p)k+1dw:Esto se trata de un 
aso parti
ular de lo que se 
ono
e 
omo expansión en serie de Laurentde f(z), la 
ual 
onstituye una generaliza
ión de la serie de Taylor al 
aso de fun
iones 
onsingularidades aisladas. En el 
aso más general, la serie de Laurent puede admitir in�nitostérminos no nulos aso
iados a poten
ias negativas (en lugar de sólo un número �nito 
omoo
urre en el 
aso de un polo), en 
uyo 
aso de
imos que se trata de una singularidad esen
ialde f(z). En este apunte, no abordaremos el 
aso de singularidades esen
iales.Como veremos en la siguiente se

ión, el 
oe�
iente b
m�1 (o equivalentemente, el 
oe�
iente
�1) en el desarrollo de Laurent (6.1) de f(z) en torno a p juega un rol muy importante en



52 CAPÍTULO 6. TEOREMA DE LOS RESIDUOSla teoría de fun
iones de variable 
ompleja. A este 
oe�
iente se le llama residuo de f en py se denota por Res(f; p). Tenemos queRes(f; p) = bg(m�1)(p)(m� 1)! = 12�i I�D(p;r) f(w)dw:Una expresión para Res(f; p) que es muy útil en 
ál
ulos espe
í�
os se obtiene al notar quetodas las derivadas de bg son 
ontinuas de modo tal que, re
ordando que bg(z) = (z� p)mf(z)si z 6= p: Res(f; p) = l��mz!p 1(m� 1)! dm�1dzm�1 [(z � p)mf(z)℄ ;donde dm�1dzm�1 denota la derivada de orden m� 1.
6.2. El teorema de los residuosSea f 2 H(
nfpg). Supongamos primero que p es un punto singular evitable de f , de modoque la extensión bf de f a todo 
 por 
ontinuidad satisfa
e bf 2 H(
). Si 
 es simplemente
onexo y � � 
nfpg es un 
amino 
errado simple enton
es podemos apli
ar el teorema 4.3.1de Cau
hy-Goursat a bf para dedu
ir queI� f(z)dz = 0; (6.2)donde hemos usado que bf 
oin
ide 
on f en 
 n fpg y que el 
amino � no pasa por p.Supongamos ahora que p es un polo de f de ordenm. Como en este 
aso no es posible extenderf a todo 
 de modo que la extensión sea 
ontinua, nada asegura que (6.2) sea válido. Dehe
ho, si suponemos que el 
amino 
errado simple � está 
ontenido en D(p; r)nfpg 
on r > 0de modo tal que el desarrollo (6.1) es válido para todo z 2 D(p; r) n fpg, enton
es tenemosI� f(z)dz = I� � b
0(z � p)m + : : :+ b
m�1(z � p) +R(z)� dz= b
m�1 I� 1z � pdz= Res(f; p)2�iInd�(p)= 2�iRes(f; p);siempre que � se re
orra en sentido antihorario. Esta propiedad expli
a el nombre de residuodado al 
oe�
iente b
m�1, y puede extenderse a situa
iones más generales. Introduz
amosprimero la siguiente de�ni
ión.De�ni
ión 6.2.1. Una fun
ión f se di
e meromorfa en un abierto 
 si existe un 
onjuntoP � 
 �nito o numerable tal que
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 n P ).(2) f tiene un polo en 
ada punto p 2 P .(3) P no posee puntos de a
umula
ión.Teorema 6.2.1 (de los residuos de Cau
hy). Sea f una fun
ión meromorfa en un abierto
 y sea P el 
onjunto de todos sus polos. Sea � un 
amino simple y 
errado, re
orrido ensentido antihorario, que en
ierra una región D � 
 y tal que �\P = ;. Enton
es � en
ierraun número �nito de polos de f , digamos P \D = fp1; : : : ; png y más aúnI� f(z)dz = 2�i nXj=1 Res(f; pj): (6.3)Demostra
ión. Comen
emos por notar que si bien P puede ser in�nito, sabemos que D esa
otado, y 
omo P no tiene puntos de a
umula
ión en 
 se sigue que P \D es �nito. Ahorabien, de a
uerdo 
on el teorema 4.3.2, para " > 0 pequeño se tieneI� f(z)dz = nXj=1 I
�j f(z)dz; 
j(t) = pj + "eit; 0 � t � 2�:En torno a 
ada polo pj la fun
ión f admite un desarrollo del tipo (6.1) de modo tal queI
j f(z)dz = I
�j h
j�mj (z � pj)�mj + : : :+ 
j�1(z � pj)�1 +Rj(z)i dz= 
j�1 I
�j 1z � pj dz= 2�iRes(f; pj);lo que prueba el resultado. 26.3. EjemplosUna primera regla de 
ál
ulo sen
illa para evaluar el residuo de una fun
ión de la formaf(z) = g(z)h(z)que tiene un polo simple en p, donde g(p) 6= 0 y h(p) = 0 
onsiste en la fórmulaRes�g(z)h(z) ; p� = g(p)h0(p) : (6.4)La demostra
ión de (6.4) es dire
ta de la de�ni
ión de residuo 
on orden m = 1 por ser p unpolo simple.Ejemplo 6.3.1. Cal
ular: I�D(0;2) 11 + z2dz:



54 CAPÍTULO 6. TEOREMA DE LOS RESIDUOSSolu
ión. Comen
emos por notar que los polos def(z) = 11 + z2 = 1(z + i)(z � i)están dados por p1 = i y p2 = �i, y ambos son polos simples y están en
errados por �D(0; 2).
b

b

i�i
Figura 6.1: Cir
unferen
ia 
entrada en el origenLos residuos 
orrespondientes son: Res(f; i) = 12i ;y Res(f;�i) = � 12i :Luego I�D(0;2) 11 + z2dz = 2�i � 12i � 12i� = 0:Por otra parte, si 
onsideramos la 
ir
unferen
ia 
entrada i y de radio 1, enton
esI�D(i;1) 11 + z2 dz = 2�i � 12i� = �: 2Antes de ver otro ejemplo, demostremos el siguiente resultado que es bastante útil para el
ál
ulo de polos y residuos.Proposi
ión 6.3.1 (Regla de l'H�pital). Sean f; g 2 H(
), p 2 
 y n � 1 tales queg(p) = : : : = g(n�1)(p) = 0 6= g(n)(p):Enton
es l��mz!p f(z)g(z) = 8<: no existe si f (k)(p) 6= 0 para algún k 2 f0; 1; � � � ; n� 1g:f (n)(p)g(n)(p) si f (k)(p) = 0 para todo k 2 f0; 1; � � � ; n� 1g
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ión. Consideremos el desarrollo de Taylor de g en torno a pg(z) =Xk�n g(k)(p)k! (z � p)k = g(n)(p)n! (z � p)n + g(n+1)(p)(n+ 1)! (z � p)n+1 + : : :) l��mz!p f(z)g(z) = l��mz!p 1Pk=0 f(k)(p)k! (z � p)k�ng(n)(p)n! + g(n+1)(p)(n+1)! (z � p) + : : :El denominador tiende ha
ia g(n)(p)n! : El numerador sólo 
onverge 
uando f (k)(p) = 0 paratodo k < n; y en tal 
aso tiende a f(n)(p)n! , lo que permite 
on
luir. 2Ejemplo 6.3.2. Evaluar I� dzz sen z ;donde � es el 
amino de la �gura 6.2.
1�1 i

�i
�

Figura 6.2: Cuadrado 
entrado en el origenSolu
ión. La fun
ión f(z) = 1z sen ztiene 
omo 
andidatos a ser polos todos los puntos del tipo pk = k�, k 2 Z.Si k = 0 enton
es p0 = 0 es polo de orden 2; en efe
tol��mz!0 z2f(z) = l��mz!0 zsen z = l��mz!0 1
os z = 1;mientras que el limite l��mz!0 zf(z) = l��mz!0 1sen z



56 CAPÍTULO 6. TEOREMA DE LOS RESIDUOSno existe. Si k 6= 0 enton
es pk no pertene
e a la región en
errada por �, y por lo tanto estospuntos no son relevantes para el 
ál
ulo de la integral.Residuo: Res(f; 0) = l��mz!0 11! d1dz1 (z2f(z)) = l��mz!0 ddz � zsen z�= l��mz!0 sen z � z 
os zsen2 z = l��mz!0 
os z � 
os z + z sen z2 sen z 
os z = 0:Luego I� dzz sen z = 0:Notemos que en este 
aso el residuo resultó ser 0, lo que no es posible 
uando el polo essimple. 2Ejemplo 6.3.3. Cal
ular I� z3e3iz � 3eiz + 2dz;donde � es el 
amino de la �gura 6.3.
R�R "�"Figura 6.3: Camino que evita al origenSolu
ión. Para determinar los polos de la fun
iónf(z) = z3e3iz � 3eiz + 2 ;veamos donde se anula el denominador:e3iz � 3 eiz|{z}w +2 = 0 , w3 � 3w + 2 = 0, (w � 1)2(w + 2) = 0, w = 1 o bien w = �2, iz = log(1) o bien iz = log(�2) = ln 2 + i�, z = 0 o bien z = � � i ln 2:



6.3. EJEMPLOS 57Como ninguno de estos puntos está en
errado por �, enton
esI� f(z)dz = 0:Si en lugar del 
amino anterior se 
onsidera la 
ir
unferen
ia 
entrada en el origen y de radioR > 0 su�
ientemente grande, enton
es ambos puntos son relevantes.� p = 0: desarrollando las exponen
iales en serie de poten
ias se tienef(z) = z3(1 + (3iz) + (3iz)22! + (3iz)33! + : : :)� 3(1 + iz + (iz)22! + (iz)33! + : : :) + 2= z3(�92z2 � 276 iz3 + : : :)� (�32z2 � iz36 + : : :)= z3�3z2 + o(z2) ! 0) p = 0 no es polo.� p = � � i ln 2: f(z) = z3(eiz � 1)2(eiz + 2) = z3(eiz � 1)2 1eiz � eip ;luego l��mz!p z3(eiz � 1)2 z � peiz � eip = p3(eip � 1)2 1ieip = p39 1i(�2) = i(� � i ln 2)318 6= 0;de modo que p = � � i ln 2 es un polo simple. En este 
aso, el residuo 
oi
ide 
on el límiteque a
abamos de 
al
ular, es de
irRes(f; p) = l��mz!p(z � p)f(z) = i(� � i ln 2)318 ;y en 
onse
uen
ia I�D(0;R) f(z)dz = ��9 (� � i ln 2)3: 2Una 
onse
uen
ia interesante del teorema de los residuos es la siguiente:Proposi
ión 6.3.2. Sea f : 
 � C ! C holomorfa y � una 
urva simple, 
errada y re
orridaen sentido antihorario la 
ual en
ierra una región D � 
: Si f tiene un número �nito de
eros al interior de D y no tiene 
eros en � enton
esIndf(�)(0) = 12�i I� f 0(z)f(z) dz = número total de 
eros de f en D;donde en este número se in
luye la multipli
idad de los 
eros.



58 CAPÍTULO 6. TEOREMA DE LOS RESIDUOSDemostra
ión. Tenemos que f(�) es una 
urva 
errada que por hipótesis no pasa por 0, yque si � está parametrizada por 
 : [a; b℄ ! � enton
es f(�) lo está por 
 Æ f . Luego,Indf(�)(0) = 12�i If(�) 1z dz = 12�i bZa 1f(
(t))f 0(
(t))d
dt (t)dt = I� f 0(z)f(z) dz:Por otra parte, de�namos g(z) = f 0(z)f(z)y sea p un 
ero de f . Como f es holomorfa, podemos en
ontrar r > 0, m � 1 y una fun
iónf0(z) holomorfa enD(p; r) tales que para todo z 2 D(p; r), f(z) = (z�p)mf0(z) 
on f0(p) 6= 0(m es la multipli
idad de p). De este modo, para z 2 D(p; r) podemos es
ribirg(z) = m(z � p)m�1f0(z) + (z � p)mf 00(z)(z � p)mf0(z) = mz � p + f 00(z)f0(z) ;y en 
onse
uen
ia p es un polo simple de g y más aún Res(g; p) = m. Repitiendo esto para
ada uno de los 
eros de f , dedu
imos del teorema de los residuos que12�i I� g(z)dz =Xp2Dmp = número total de 
eros de f en D: 26.4. Ejer
i
ios1. Probar que si f(z) = (ekz � 1)=z 
uando z 6= 0 y f(0) = k enton
es f 2 H(C ).2. Determine los 
in
o primeros términos de la serie de Laurent def(z) = ezz(z2 + 1)en torno a z0 = 0.3. Explique por qué el residuo en un polo simple no puede ser 0.4. Sea p 2 C un polo de g(z) y h(z) y 
onsidere f(z) = g(z) + h(z). Pruebe queRes(f; p) = Res(g; p) + Res(h; p):5. Considere una fun
ión de la forma f(z) = g(z)h(z)



6.4. EJERCICIOS 59y asuma que f(z) tiene un polo en p 2 C 
on g(z) y h(z) fun
iones holomorfas en unave
indad de p. Suponga queg(p) 6= 0; h(p) = h0(p) = 0; h00(p) 6= 0:Veri�que que ne
esariamente f(z) tiene un polo de orden dos en p y pruebe queRes(f; p) = 2g0(p)h00(p) � 23 g0(p)h000(p)h00(p)2 :6. Cal
ular I
� f(z)dz
on 
(�) = e�i�, � 2 [0; 2�[ para:a) f(z) = 
os zz3 (Resp.: 0).b) f(z) = (1�e2z)z4 (Resp.: 8�i3 ).
) f(z) = ez2(z�1)2 (Resp.: ��ie).d) f(z) = z2(1�z4) (Resp.: ��i2 ).
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Capítulo 7Evalua
ión de integrales vía residuos
7.1. Integrales de fun
iones trigonométri
asConsideremos una integral de�nida del tipo:2�Z0 p(
os�; sen �)q(
os�; sen �)d�; (7.1)donde p y q son polinomios. La resolu
ión de este tipo de integrales mediante el uso de lasté
ni
as del 
ál
ulo en R resulta a menudo bastante engorrosa dado que apare
en 
uo
ientesde polinomios en sen � y 
os �. Sin embargo, el uso del teorema de los residuos simpli�
a demanera sustan
ial el tratamiento de estas expresiones, 
omo veremos a 
ontinua
ión.Proponemos el siguiente 
ambio de variables:z = ei�; dz = ei�id�:Notando que sen � = ei� � e�i�2i = z � z�12i
os � = ei� + e�i�2 = z + z�12
onvertimos el integrando original en un 
uo
iente de polinomios, esta vez en z, de modoque (7.1) se transforma en una integral de 
ontorno en el plano C ; la que puede evaluarseutilizando el teorema de los residuos.Para ilustrar lo anterior, veamos un ejemplo:Ejemplo 7.1.1. Cal
ular I = 2�Z0 d�2 + sen � :61



62 CAPÍTULO 7. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSSolu
ión. Utilizando el 
ambio de variables propuesto, se tiene:I = Ijzj=1 dziz2 + z�z�12i = Ijzj=1 2dzz2 + 4iz � 1 :La fra

ión f(z) = 2z2 + 4iz � 1tiene 
omo polos simples a las raí
es de la e
ua
ión z2 + 4iz � 1 = 0; las que resultan serz1 = �i(2 +p3);z2 = �i(2�p3):Como j � i(2 +p3)j = 2+p3 > 1 y 0 < j � i(2�p3)j = 2�p3 < 1; sólo z2 está en
erradopor la 
urva jzj = 1: Veamos 
uánto vale Res(f; z2) :Res(f; z2) = l��mz!z2(z � z2)f(z) = l��mz!z2 2z + i(2 +p3)= 2�i(2�p3) + i(2 +p3) = 22ip3= � ip3Finalmente, por el teorema de los residuosI = 2�Z0 d�2 + sen � = 2�iRes(f; z2) = 2�i�ip3 = 2�p3 :El argumento anterior también es válido 
uando se integran 
uo
ientes de polinomios en
osn� y sen n� para n > 1 dado que estos pueden expresarse en términos de sumas depoten
ias de z = ei�: sen n� = ein� � e�in�2i = zn � z�n2i ;
os n� = ein� + e�in�2 = zn + z�n2 :Ilustremos lo anterior mediante un ejemplo:Ejemplo 7.1.2. Cal
ular I = 2�Z0 
os 2�5� 4 sen �d�:
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ión. Ha
emos las sustitu
iones:sen � = ei� � e�i�2i = z � z�12i
os 2� = ei2� + e�i2�2 = z2 + z�22así, tenemos I =Ijzj=1 z2+z�225� 2i (z � z�1) � dziz = Ijzj=1 (z4 + 1)dz2iz2(2iz2 + 5z � 2i)Es 
laro que en z = 0 tenemos un polo de orden 2. Cal
ulemos las raí
es de 2iz2+5z�2i = 0:z1 = �5 +p25� 4 � (2i) � (�2i)4i = �5 +p25� 164i = i2z2 = �5�p25� 4 � (2i) � (�2i)4i = �5�p25� 164i = 2iComo jz1j = 12 < 1 y jz2j = 2 > 1; sólo nos interesa el residuo R1 aso
iado a z1:Veamos 
uánto vale R1: R1 = l��mz! i2(z � i2) z4 + 12iz2(2iz2 + 5z � 2i)= l��mz! i2 z4 + 12iz2 � 2i(z � 2i)= ( i2)4 + 12i( i2)2 � 2i( i2 � 2i)= 1716�3i2 = 1716 � 2�3i = 17i24Cal
ulemos ahora el residuo R2 del polo de orden 2 en z = 0:R2 = l��mz!0 ddz �z2 z4 + 12iz2 � (2iz2 + 5z � 2i)�= 12i l��mz!0 ddz � z4 + 12iz2 + 5z � 2i�= 12i l��mz!0 �4z3(2iz2 + 5z � 2i)� (z4 + 1)(4iz + 5)(2iz2 + 5z � 2i)2 �= 12i � 5(�2i)2 = 5i8Luego, por el teorema de los residuos:I = 2�Z0 
os 2�5� 4 sen �d� = 2�i(R1 +R2) = 2�i�17i24 + �5i8 � = ��6 : 2



64 CAPÍTULO 7. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOS7.2. Integrales impropias sobre dominios no a
otadosEn esta se

ión nos interesaremos en el problema de evaluar integrales impropias del tipo1Z�1 f(x)dx = l��mR!1 RZ�R f(x)dx;donde f : R ! R, o más generalmente f : R ! C . Esta de�ni
ión para la integral de �1 a1, 
omo el límite 
uando R !1 de las integrales de�nidas sobre los intervalos simétri
os[�R;R℄, se 
ono
e 
omo valor prin
ipal de Cau
hy de la integral impropia.En lo que sigue, supondremos que la fun
ión a integrar f : R ! C admite una extensiónde�nida sobre todo el plano 
omplejo mediante una fun
ión meromorfa(6.2.1), 
uya restri
-
ión a R 
oin
ide 
on la fun
ión original, y que denotamos simplemente por f : C ! C .De�namos el semiplano superior medianteH = fz 2 C : Im(z) � 0g;
uyo interior está dado por Int(H) = fz 2 C : Im(z) > 0g:El siguiente teorema es un primer resultado que permite evaluar una gran variedad de inte-grales impropias.Teorema 7.2.1. Sea f : C ! C una fun
ión meromorfa en C y denotemos por P el 
onjuntode los polos de f . Supongamos que:(a) f no tiene polos en R, es de
ir, R \ P = ;.(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es de
ir, Int(H) \ P es un 
onjunto�nito.(
) Existen 
onstantes K � 0, M � 0 y p > 1 tales quejf(z)j � Kjzjp ; 8z 2 H; jzj � M:Enton
es 1Z�1 f(x)dx = 2�i Xz2Int(H)\P Res(f; z):
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R�R

CR
Figura 7.1: Ar
o de semi
ir
unferen
iaDemostra
ión. Dado R > 0, denotemos por CR el ar
o de semi
ir
unferen
ia parametrizadopor 
(�) = Rei�, � 2 [0; �℄, tal 
omo se ilustra en la �gura 7.1, de modo que su largo esL(CR) = �R.Por (a) y (b), para R > 0 su�
ientemente grande el 
amino CR no pasa por ningún polo def y, por (
), tenemos además la siguiente estima
ión:������ZCR f(z)dz������ � supz2CR jf(z)j � L(CR) � KjRei�jp�R = K�Rp�1 :Como p > 1, dedu
imos que l��mR!1 ZCR f(z)dz = 0:Por otra parte, apli
ando el teorema de los residuos 6.2.1 al 
amino 
errado y simple dadopor �R = [�R;R℄ [ CR para R su�
ientemente grande de modo tal que �R en
ierre todoslos polos de f en Int(H), se dedu
e2�i Xz2Int(H)\P = Z�R f(z)dz = RZ�R f(x)dx+ ZCR f(z)dz:Finalmente, tomando límite 
uando R!1 se obtiene2�i Xz2Int(H)\P = l��mR!124 RZ�R f(x)dx + ZCR f(z)dz35 = 1Z�1 f(x)dx;lo que demuestra el teorema. 2Un 
aso interesante para el 
ual es fá
il veri�
ar que se tienen las hipótesis del teorema 7.2.1está dado por el siguiente resultado:Corolario 7.2.1. Sean p; q dos polinomios primos entre sí tales que q no tiene 
eros realesy además se tiene grado(q) � grado(p) + 2: (7.2)



66 CAPÍTULO 7. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSEnton
es: 1Z�1 p(x)q(x)dx = 2�i Xq(z)=0; Im(z)>0Res�pq ; z�Demostra
ión. Sea la fun
ión ra
ional de�nida por f(z) = p(z)=q(z). Dado que p y q sonprimos entre sí, los polos de f(z) 
orresponden a los 
eros de q, los que por hipótesis noson reales. Para apli
ar el teorema 7.2.1, basta veri�
ar que f satisfa
e la 
ondi
ión dede
aimiento (
). Para ver que esto es 
ierto, denotemos n = grado(p) y m = grado(q) yes
ribamos p(z)q(z) = a0 + a1z + : : :+ anznb0 + b1z + : : :+ bmzm = zn( a0zn + an�1z + : : : an)zm( b0zm + bm�1z + : : : bm)Pero l��mjzj!1 ���an + an�1z + : : :+ a0zn ��� = janj;y similarmente l��mjzj!1 ����bm + bm�1z + : : :+ b0zm ���� = jbmj:Luego, para jzj su�
ientemente grande, digamos jzj �M para una 
onstante M > 0 apropi-ada, se tiene ���an + an�1z + : : :+ a0zn ��� � 2janjy ����bm + bm�1z + : : :+ b0zm ���� � 12 jbmj;de donde se dedu
e que ����p(z)q(z) ���� � 4janjjbmj| {z }K � 1jzjp
on p := m� n � 2 en virtud de (7.2). 2Ejemplo 7.2.1. Cal
ular 1Z0 x21 + x4dx:
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ión. En este 
aso, el integrando f(x) = x21 + x4es el 
uo
iente de los polinomios p(z) = z2y q(z) = 1 + z4evaluados en la variable real x. En primer lugar, la raíz de p(z) es 0 de multipli
idad 2,mientras que las raí
es de q(z) están dadas por las solu
iones de la e
ua
ión z4 = �1, esde
ir, por los 
omplejos ei�=4, ei3�=4, e�i�=4 y e�i3�=4, de los 
uales ninguno es real y sólo losdos primeros se en
uentran en el semiplano superior H. Como p(z) y q(z) no tienen raí
es
omunes, éstos son primos entre sí y además grado(q) = 4 = grado(p)+ 2. De este modo, sesatisfa
en las hipótesis del 
orolario 7.2.1. Dedu
imos que1Z�1 x21 + x4dx = 2�iRes� z21 + z4 ; ei�=4� + 2�iRes� z21 + z4 ; ei3�=4� :En este 
aso es fá
il ver que f(z) = (z2=1+ z4) tiene polos simples en ei�=4 y ei3�=4 de modoque los residuos pueden 
al
ularse mediante la fórmula (6.4) para obtener:Res� z21 + z4 ; ei�=4� = ei2�=44ei3�=4 = 14e�i�=4;y similarmente Res� z21 + z4 ; ei3�=4� = 14e�i3�=4En 
onse
uen
ia1Z�1 x21 + x4dx = 2�i4 [
os(�=4) + 
os(3�=4)� i(sen(�=4) + sen(3�=4))℄= 2�i4 � 1p2 � 1p2 � i( 1p2 + 1p2)�= �p2 :Finalmente, 
omo f(x) = x2=(1 + x4) es una fun
ión par, dedu
imos que1Z0 x21 + x4dx = �2p2 : 2Para estudiar qué o
urre 
uando el integrando f(z) admite polos reales, ne
esitamos elsiguiente resultado preliminar.



68 CAPÍTULO 7. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSProposi
ión 7.2.1. Sea f meromorfa en un abierto 
 y a 2 
 un polo simple de f . SeaCr;�1;�2 la parametriza
ión del ar
o de 
ir
unferen
ia de radio " > 0 
entrado en a 
uyoslímites son los ángulos �1 y �2, es de
irCr;�1;�2(�) = a+ "ei�; � 2 [�1; �2℄;tal 
omo se ilustra en la �gura 7.2.
ba �1�2C";�1;�2r

Figura 7.2: Segmento de ar
o de 
ir
unferen
iaEnton
es l��m"!0 ZC�";�1 ;�2 f(z)dz = i(�2 � �1) Res(f; a):Demostra
ión. Como f tiene un polo simple en a, enton
es en torno a ese punto admite undesarrollo en serie de Laurent de la formaf(z) = 
�1z � a + 1Xk=0 
k(z � a)k| {z }f1(z) ; jz � aj < �;para algún radio � > 0 su�
ientemente pequeño y algunos 
oe�
ientes (
k) � C . Para0 < " < �, se tiene ZC";�1;�2 f(z)dz = 
�1 �2Z�1 1"ei� "iei�d� + ZC";�1;�2 f1(z)dz| {z }A"= i(�2 � �1) Res(f; a) + A"donde jA"j �M � L(C";�1;�2) = M"(�2 � �1);para alguna 
onstante M > 0 que a
ota a f1(z) en una ve
indad del punto a, esta 
onstanteexiste pues f1(z) es holomorfa en D(a; �). Luego, ha
iendo "! 0 se tiene A" ! 0 y se dedu
eel resultado. 2



7.2. INTEGRALES IMPROPIAS SOBRE DOMINIOS NO ACOTADOS 69Teorema 7.2.2. Sea f : C ! C una fun
ión meromorfa en C y denotemos por P el 
onjuntode los polos de f . Supongamos que:(a) f admite un número �nito de polos reales simples, es de
ir,R \ P = fa1; : : : ; asg
on aj polo simple de f .(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es de
ir, Int(H) \ P es un 
onjunto�nito.(
) Existen 
onstantes K � 0, M � 0 y p > 1 tales quejf(z)j � Kjzjp ; 8z 2 H; jzj �M:Enton
es 1Z�1 f(x)dx = 2�i Xz2Int(H)\P Res(f; z) + �i sXj=1 Res(f; aj):Demostra
ión. La demostra
ión es análoga a la del teorema 7.2.1 tomando ahora un 
aminoque evita los polos reales tal 
omo se ilustra en la �gura 7.3.
R�R

CR
b b b

C1(")a1 a2 asC2(") Cs(")
Figura 7.3: Camino que evita los polos realesPor el teorema de los residuos, tenemos que para R su�
ientemente grande y " > 0 pequeño:ZI(R;") f(x)dx+ sXj=1 ZCj(") f(z)dz + ZCR f(z)dz = 2�i Xz2Int(H)\P Res(f; z); (7.3)donde I(R; ") = [�R;R℄ n s[j=1℄aj � "; aj + "[;el 
amino Cj(") es el ar
o de semi
ir
unferen
ia parametrizado por 
j(t) = aj + "ei(��t),t 2 [0; �℄ y CR es el ar
o de semi
ir
unferen
ia parametrizado por 
(�) = Rei�, � 2 [0; �℄.



70 CAPÍTULO 7. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSPor la proposi
ión 7.2.1 l��m"!0 ZCj(") f(z)dz = ��iRes(f; aj);y por el mismo argumento que en el teorema 7.2.1,l��mR!1 ZCR f(z)dz = 0:Luego, ha
iendo "! 0 y R!1 en (7.3), se dedu
e que1Z�1 f(x)dx� �i sXj=1 Res(f; aj) + 0 = 2�i Xz2Int(H)\P Res(f; z);de donde se sigue el resultado. 2Una 
onse
uen
ia de este último resultado es el siguiente:Corolario 7.2.2. Sean p; q dos polinomios primos entre sí tales que los 
eros de q sobre eleje real, de existir, son simples, y se tiene ademásgrado(q) � grado(p) + 2:Enton
es 1Z�1 p(x)q(x)dx = 2�i Xq(z)=0; Im(z)>0Res�pq ; z� + �i Xq(a)=0; a2RRes�pq ; a� :Por otra parte, 
uando se trata de evaluar integrales impropias de la forma1Z�1 f(x) 
os sxdxo bien 1Z�1 f(x) sen sxdxpara s > 0 en general no es posible apli
ar dire
tamente los resultados anteriores a lasfun
iones f(z) 
os sz y f(z) sen sz respe
tivamente pues estas suelen no satisfa
er la 
ondi
iónde de
aimiento.Esto se debe a que, por ejemplo, si expli
itamos 
os sz en términos de exponen
iales
os sz = 12(eisz + e�isz) = 12(e�sy+isx + esy�isx)
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uando R ! 1, las 
oordenadas imaginarias y de los puntos z = x + iy 2 CRdonde CR es el ar
o de semi
ir
unferen
ia 
onsiderado anteriormente (ver �guras 7.1 y 7.3),divergen a 1 y en 
onse
uen
ia el término esy si s > 0 
re
e exponen
ialmente. Luego, paraque f(z) 
os sz satisfaga la 
ondi
ión de de
aimiento, la fun
ión f(z) debe de
aer a 0 másrápido que una exponen
ial, lo que deja fuera a todas las fun
iones ra
ionales que se obtienen
omo 
uo
ientes de polinomios.Notemos que este in
onveniente es 
onse
uen
ia del término e�isz que apare
e en 
os sz, puesel otro término eisz = e�sy+isx es muy favorable ya que de
ae exponen
ialmente a 0 
uandoy !1.Por otra parte, si en lugar de 
onsiderar f(z) 
os sz (resp. f(z) sen sz), tomamos f(z)eisz, quepara una gran variedad de fun
iones f(z) sí satisfa
e la 
ondi
ión de de
aimiento ne
esariapara que la integral de f(z)eisz sobre CR tienda a 0 gra
ias al buen 
omportameinto de eisz,enton
es podemos 
al
ular 1Z�1 f(x)eisxdx;lo que resuelve el problema original pues1Z�1 f(x)eisxdx = 1Z�1 f(x) 
os sxdx+ i 1Z�1 f(x) sen sxdx:Más pre
isamente, tenemos el siguiente resultadoTeorema 7.2.3. Sea f : C ! C una fun
ión meromorfa en C y denotemos por P el 
onjuntode los polos de f . Supongamos que:(a) f no tiene polos en R, es de
ir, R \ P = ;.(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es de
ir, Int(H) \ P es un 
onjunto�nito.(
) Existen 
onstantes K � 0, M � 0 y p > 0 tales quejf(z)j � Kjzjp ; 8z 2 H; jzj �M:Enton
es, para todo s > 0 se tiene l��mR!1 ZCR f(z)eiszdz = 0; (7.4)don
e CR es el ar
o de semi
ir
unferen
ia parametrizado por 
(�) = Rei�, � 2 [0; �℄, y en
onse
uen
ia 1Z�1 f(x)eisxdx = 2�i Xw2Int(H)\P Res(eiszf(z); w):



72 CAPÍTULO 7. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSDemostra
ión. Una vez veri�
ado (7.4), la demostra
ión es esen
ialmente la misma que ladel teorema 7.2.1. Para probar (7.4), 
omen
emos por a
otar la integral para R > M :������ZCR f(z)eiszdz������ = ������ �Z0 eisRei�f(Rei�)Riei�d�������� �Z0 jeisRei� j � KRpRd�= KRRp �Z0 e�sR sen �d� = 2KRRp �2Z0 e�sR sen �d�:Por otra parte, sabemos que sen �� � 2� ; 0 � � � �2 ;y por lo tanto ������ZCR f(z)eiszdz������ � 2KRRp �2Z0 e� 2sR� �d�= 2KRRp � ��2sRe� 2sR� ���20= 2KRRp �2sR �1� e�sR�� �KsRp :Como p > 0, se dedu
e (7.4). 2Observa
ión. En el teorema anterior basta 
on p > 0, a diferen
ia del teorema 7.2.1 que re-quiere p > 1. Esto se debe a que el buen de
aimiento aportado por el término 
orrespondientea eisz permite ser menos restri
tivo sobre la fun
ión f(z).Corolario 7.2.3. Sean p; q dos polinomios primos entre sí tales que q no tiene 
eros realesy además se tiene grado(q) � grado(p) + 1: (7.5)Enton
es para todo s > 0 se tiene1Z�1 p(x)q(x)eisxdx = 2�i Xq(w)=0; Im(w)>0Res�p(z)q(z)eisz; w� :Ejemplo 7.2.2. Dado s � 0, 
al
ular1Z�1 
os sxx2 + a2dx; a > 0:



7.2. INTEGRALES IMPROPIAS SOBRE DOMINIOS NO ACOTADOS 73Solu
ión. De�namos h : C ! C medianteh(z) = eiszz2 + a2Notemos que h es de la forma h(z) = p(z)q(z)eisz
on p(z) = 1 y q(z) = z2+a2. Los 
eros de q(z) son simples y están dados por fai;�aig * R.Además, grado(q) = 2 > 0+1 = grado(p)+1. Luego, se satisfa
en las hipótesis del 
orolario7.2.3 y por lo tanto, para el 
aso s > 0 se tiene1Z�1 h(x)dx = 1Z�1 1x2 + a2 � eisxdx= 2�iRes(h; ai) = 2�ie�sa2ai = �ae�sa;pues Res(h; ai) = eisia2ai = e�sa2ai :El 
aso s = 0 se puede 
al
ular dire
tamente1Z�1 1x2 + a2dx = ar
 tg�xa����1�1 = �a :En 
on
lusión, para todo s � 0 se tiene1Z�1 eisxx2 + a2dx = �ae�sa:Por lo tanto 1Z�1 
os sxx2 + a2dx = �ae�say además 1Z�1 sen sxx2 + a2dx = 0:Notemos que esta última identidad es inmediata pues se trata del valor prin
ipal de unaintegral impropia de �1 a 1 de un integrando dado por una fun
ión impar. 2Para �nalizar, enun
iemos los resultados análogos al teorema 7.2.2 y al 
orolario 7.2.2:



74 CAPÍTULO 7. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSTeorema 7.2.4. Sea f : C ! C una fun
ión meromorfa en C y denotemos por P el 
onjuntode los polos de f . Supongamos que:(a) f admite un número �nito de polos reales simples, es de
ir,R \ P = fa1; : : : ; asg
on aj polo simple de f .(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es de
ir, Int(H) \ P es un 
onjunto�nito.(
) Existen 
onstantes K � 0, M � 0 y p > 0 tales quejf(z)j � Kjzjp ; 8z 2 H; jzj � M:Enton
es para todo s > 0 se tiene:1Z�1 f(x)eisxdx = 2�i Xw2Int(H)\P Res(f(z)eisz; w) + �i sXj=1 Res(f(z)eisz; aj):Corolario 7.2.4. Sean p; q dos polinomios primos entre sí tales que los 
eros de q sobre eleje real, de existir, son simples, y se tiene ademásgrado(q) � grado(p) + 1:Enton
es para todo s > 0 se tiene:1Z�1 p(x)q(x)eisxdx = 2�i Xq(w)=0; Im(w)>0Res�p(z)q(z)eisz; w�+ �i Xq(a)=0; a2RRes�p(z)q(z)eisz; a� :7.3. Ejer
i
ios1. Pruebe que:a) 2�Z0 d�a+ 
os � = 2�pa2 � 1 ; a > 1.b) 2�Z0 
os2 3�1� 2a 
os 2� + a2d� = �1� a + a21� a ; 0 < a < 1.
) 2�Z0 
osn�
osh a+ 
os �d� = 2�(�1)n e�nasenh a; n � 0 es un entero y a > 0.d) �=2Z��=2 sen �5� 4 sen �d� = �6 .



7.3. EJERCICIOS 752. Cal
ule 2�Z0 
osnx1 + a2 � 2a 
os xdx
on a 2 (0; 1).3. Pruebe que:a) 1Z�1 dx1 + x6 = 2�3 .b) 1Z0 x sen xx2 + a2dx = �2 e�a, 
on a > 0.
) 1Z0 
os�xx2 + a2dx = �2ae��a, donde � 2 R y a > 0.d) 1Z0 lnx(1 + x2)n+1dx = �n�4 , para n = 0 y n = 1 (
onsidere ambos 
asos separada-mente).e) 1Z0 sen xx(x2 + a2)dx = �2a2 (1� e�a), a > 0.4. Sea D = fx + iy : x > 0; y > 0g y f : D � C ! C 
ontinua en D y holomorfa en D.Suponga que existe una 
onstante M � 0 tal que jf(z)j � M=jzj2 para todo z 2 D,jzj � 1.a) Pruebe que para todo � 2 [0; �=2℄ se tiene1Z0 f(x)dx = ei� 1Z0 f(ei�x)dx:b) Utili
e lo anterior 
on f(z) = exp(iz)=(1 + z)2 y � = �=2 para demostrar que1Z0 
os(x)(1 + x)2dx + 1Z0 exp(�x)1 + x2 dx = 1:5. Cal
ule 1Z0 dxx100 + 1



76 CAPÍTULO 7. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOS6. Demuestre que 1Z0 xmxn + 1dx = �n sen[�(m+ 1)=n℄ ;donde m y n son enteros positivos distintos de 
ero tales que n �m � 2. Indi
a
ión:puede ser útil 
onsiderar un 
amino 
omo el de la �gura 7.4.

R�1
�2�3 �(R)2�=nFigura 7.4: Camino 
errado
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