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Problema 1. a) (3 pts) Estudie en qué puntos del plano complejo son derivables las siguientes funciones:

i) f(z) =e"(cosy — iseny), i) f(z)=(z—1)z z=x 41y
y calcule sus derivadas donde éstas existan.

b) (3 pts) Sea a € R. Encuentre el radio de convergencia R de la serie de potencias >~ cxz® donde
c, =a+1sikesparycg =1sik esimpar. Compruebe que

1
chz a;—_ Rk V|z| < R.

Indicacién. Recuerde la serie geométrica Zk:op = fp si|p|<1,peC..

Problema 2. (2 pts ¢/u) Calcule

eﬂ'Z o0 d.r 2 da
e R _dy
" 72_2 L ) /m @+ D@ +a?) Vo) /0 (5 + 3 cos )2

Problema 3. a) Sea f una funcién meromorfa en C con un ndmero finito de polos tal que

K
[f(2)] < PR V]z| > M
donde p > 1y M, K > 0 son constantes. Denotemos por z1, ..., 2z, los polos de f. Supongamos ademas que
zj € {k/2 | k € Z} para todo j = 1,...,m y que f(k) # 0 Yk € Z. El objetivo es probar que bajo estas
hipétesis se cumple

m

Z f(k) ZR@S 7 f(z) cotg(nz), z;). (1)

k=—o0

i) (1.5 pts) Muestre que z; es un polo de 7 f(z)cotg(nz) y que todo entero k € Z es un polo simple de
7 f(z) cotg(mz).

ii) (1.5 pts) Para N € N sea vy es el camino correspondiente al borde del cuadrado de vértices:
1 1 1 1
(N + 5)(—1 —1i), (N + 5)(1 —1i), (N + 5)(1 +1), (N + 5)(—1 +1).

Demuestre que si N es suficientemente grande entonces

§ e cong(rs as| < TEECEED

donde A es una constante independiente de N tal que |cotg(mz)| < A, Vz € yn. (Puede usar esta
ultima afirmacién sin necesidad de probarla.)

iii) (1.5 pts) Deduzca la férmula (1).

b) (1.5 pts) Pruebe que para a >0
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