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Pl.- (a)

(b)

Sea f: Q2 C C — R. Pruebe que si f es diferenciable en 29 € Q (en el sentido complejo)
entonces f'(z9) = 0.

Sean 2 C C un abierto conexo por caminos y f : 2 — C una funcién holomorfa. Pruebe
que si | f| es constante en () entonces f también es constante. Indicacién: considere | f|2.

0 0
P2.- Definamos los operadores diferenciales %7 57 mediante las férmulas
2z Z
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Pruebe que f = u + iv satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann si y sélo si == = 0.

0z

Si f € H(Q), muestre que Vz € Q, f'(z) = %(z)

62
Explicite en términos de u y v a qué corresponde la ecuacién 3 8f_ =
20%
Dada una funcién f = u+iv con u y v de clase C2, se define el laplaciano de f mediante

Af = Au + iAw,

y si Af = 0 en  entonces se dice que f es arménica en Q. Deduzca que si f € H(Q)
entonces f es armonicaen ). Pruebe que f € H(Q) siy sélosi f(z) y zf(z) son arménicas
en .

P3.- Sea f : Q C C — C. Supongamos que en coordenadas cartesianas z = = + iy, f(z) =
u(z,y) + iv(z,y), y que en coordenadas polares z = re?, f(z) = u(r,8) + iv(r,8) con u y v
diferenciables. Verifique que u(r,0) = 4(r cosd,rsen8) y v(r,8) = v(r cosd,rsend), y pruebe
que f es holomorfa en € si y sélo si

L _ o
rof or
Lou _ o
rdf or

Estas se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. Verifique
que de tenerse estas condiciones entonces

P4.- (a)

i [Ou OV _;
£ = (i) et = ret.

Sabiendo que la serie S(z) = 3~ ¢ (2 —2)* tiene radio de convergencia Ry > 0, determine
el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

Y ez =200, D ewlz—20)F, D ck(z— )"



(b) Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y estudiar la
convergencia cuando |z| = 1:

X PL PL
IS % > 2
P5.- Calcule el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:
z42)" 1
(a) Xoti W
_1)yn—1,2n-1
(b) Ele (()Zni—;)'
(€) Xopmymia"

P6.- Para las siguientes series, calcule el radio de convergencia y su valor donde corresponda:

n—1

(a) 2oiy 22—:
(b) Ynto(=1)"(z" + 2™H)
P7.- Dado A € C, definimos p* : C\ {0} — C mediante
P*(2) = exp(Xlog(2)), 2 #0.
k

(i) Muestre que p(i) = e~™/2 y que para todo k € Z, p*(z) = z*.
(ii) Dado A = a + i3, pruebe que para todo ¢t > 0 real,

w/2

pr(t) = t*[cos(Blogt) + isin(Blogt)].

(iii) Dados A\, pu € C, verifique que p*™#(2) = p*(2) - p*(z). Determine ademds el dominio
donde p*(2) es holomorfa y pruebe que

@) (2) = W ().

Nota: todo lo anterior justifica que la funcién p*(2) se llame funcién potencia generalizada y
que se denote méas

simplemente por z*. Asi, en (i) se probé que ¢ = e~"/2,

P8.- Sea S, :Z+222+323+-"+nz”, T, T S B
(a) Mostrar que S,, = %
(b) Determine el radio de convergencia de la serie 2211 nz™ y usando (a) calcule la suma
de dicha serie.

P9.- Calcule el valor de las siguientes integrales:

oo 1
1) fO 841 dx

2

(i) f—oo (z2+41)2(2%2422+2) dzx

o (27 1
(iii) | Wde

. 27 cos(36)
(IV) 0 5—4cos(8) df
() [ o Faets Ao

. %)
(vi) [, CO;TIE dz m >0

V11 fOO Sln(x) d./L'




P10.- Pruebe que para b €] — 1, 1] se tiene

oo
/ 1-v*+ 22
de = -
1 —b% + 22)% + 4b%22 2
0
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Indicacién: Integre f(z) = en un contorno rectangular adecuado.

1+ 22
P11.- Pruebe que:

e _1\n 2
Z (=1) 5 :w'cgs(wa), dondea € R\ Z
“~ (n+a) sin®(ma)

Indicacién: Considere la funcién f(z) = %2()7;2) integrada en el camino I'y correspondiente
al borde del cuadrado de vértices (N + 3)(£1 1)

P12.- Pruebe que si f € H(D(zp, R)) entonces para todo r €]0, R] se tiene

27

1 )
f(z0) = —/f(zo + re?)de.
2w
0
Deduzca que para0 < r <1
2w
/log(l +rei?)ds = 0,
0
y por lo tanto
/2
/ In(senz)dz = —g In2.

0

P13.- (a) Calcule [;° dr paran € Nyn > 2.

1+n

Indicacion: Considere el camino de la figura:

R

(b) Determine los radios de convergencia de las series siguientes:

(1) Z(log n)?z" (i) Z (n i 1) 2"

P14.- Es sabido que la serie E:’:l nl—Q es convergente. El objetivo de esta pregunta es calcular
el valor de dicha serie haciendo uso de la teoria de variable compleja. Para ello considere el
borde del cuadrado Cn de vértices:

(N + 1) (=1 =), (N + 31— i), (N + 1)1 +), (N +1)(~141), con N € N

(i) Considere la funcién f(z) = %2(”) Indique dénde f es holomorfa, encuentre sus polos
y determine los 6rdenes correspondientes.



(if) Calcule los residuos de los polos de f.

7r2

(iii) Calculando §,.  f(2)dz, concluya que 307, 75 = %

Indicacidn: Use (sin demostrar) que existe M, independiente de N, tal que |cotmz| < M
Vz€0Cny VN eN

P15.- (a) Sea

(i) Pruebe que

(ii) Deduzca que

f(z) = % (sin (%T) + sin (%ﬂ) 2z + sin (%ﬁ) z2+...)

(b) Calcule el radio de convergencia de las siguientes series:

P16.- (a) Calcule
27 2
/ sin”(¢) gt
o 5 —4cos(t)
(Ind: Recuerde que la extensién a C de las funciones trigonométricas es:

i

sin(z) = eiz_%?_ =, cos(z) = #)

(b) Demuestre que:

° 1 ™
(1) 100 (1.2 +4)2 dx = 16

g sin(z) me~2
(i) /0 z2 +4 do = 2



