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Solución 1: i. Calculamos esperanza y varianza de X̄n.
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Por el Teorema Central del Límite, para n grande, se tiene que
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ii. Queremos la distribución de Y = max{Xi}ni=1. Para ello,

P (Y < t) = P
(

máx
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)n
1(0,a)(t) + 1 · 1(a,∞)(t)

Ahora, la función de densidad de Y es
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iii. Para calcular la varianza, por la fórmula Var (Y ) = E
(
Y 2
)
− E (Y )2, necesitamos E
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)
.
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Solución 2: i. Primero usamos la función generadora de momentos:

φX(t) = E
(
etX
)

=
∫ ∞
x=β

etxe−(x−β)dx

= eβ
∫ ∞
x=β
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1
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e−x(1−t)∞x=β Es necesario que 1− t > 0

= eβ
e−β(1−t)

1− t

=
eβt

1− t

Lo anterior está definido para t < 1. Luego, ocupamos la propiedad de la fgm que dice que φ(n)
X (t =

0) = E (Xn), para calcular la esperanza y la varianza de X.

E (X) = φ′X(0) =
∂

∂t

(
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)
=

βeβt(1− t)− (−1)eβt

(1− t)2 t=0

=
eβt(β(1− t) + 1)

(1− t)2 t=0

= β + 1

E
(
X2
)

= φ′′X(t = 0)

=
[βeβt(β(1− t) + 1) + (−β)eβt](1− t)2 − 2(1− t)(−1)eβt(β(1− t) + 1)

(1− t)4 t=0

= β(β + 1)− β + 2(β + 1)
= β2 + 2β + 2

Así, con la fórmula Var (X) = E
(
X2
)
− E (X)2, se obtiene que Var (X) = 1.

ii. Para encontrar el estimador de los momentos, usamos mk = µk. Entonces
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Para que sea insesgado es necesario que E
(
β̂
)

= β, y para que sea consistente1, es suficiente que sea

asintóticamente insesgado2 (o sea, β̂n
n→∞−→ β) y que Var

(
β̂n

n→∞−→
)
. Calculemos la esperanza y la

varianza de β̂n.
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Entonces el estimador es insesgado, y su varianza se va a cero cuando n se va a infinito. Entonces, el
estimador es consistente.

iii. La función de densidad de cada Xi es fX(xi) = e−(x−β)1{β<xi}(xi). Entonces, la función de verosimil-
itud es

L(~x, β) =
n∏
i=1

e−(xi−β)1{β<x1,...,β<xn}

= enβe−
∑n
i=1 xi1{β<x1,...,β<xn}

Notemos que la función L, dado ~x, es creciente como función de β, pero β no puede ser mayor que
algún xi, pues si lo fuera la verosimilitud será cero. Así, el valor de β que maximiza la verosimilitud
es el máximo valor de β posible, que será igual al minimo de los xi (si β ≤ xi para todo i, entonces
β ≤ mı́ni=1...n xi). El estimador de máxima verosimilitud será por tanto,

β̂V = mı́n
i=1...n

Xi

1Se dice que un estimador β̂n de β es consistente si converge en probabilidad hacia β, o sea, ∀c > 0 se tiene
P
(
|β̂n − β| ≥ c

)
n→∞−→ 0. Pero si se tiene convergencia en media cuadrática, por la desigualdad de Markov se tiene que

P
(
|β̂n − β| ≥ c

)
= P

(
|β̂n − β|2 ≥ c2

)
≤

E
(
|β̂n − β|2

)
c2

n→∞−→ 0

Ahora, lo último es la convergencia en media cuadrática, o sea, el error cuadrático medio ECM
(
β̂n

)
= E

(
|β̂n − β|2

)
se va a

cero. Además, se tiene que ECM
(
β̂n

)
= Var

(
β̂n

)
+Sesgo

(
β̂n

)2
. Entonces, si Var

(
β̂n

)
→ 0 y Sesgo

(
β̂n

)
= E

(
β̂n

)
−β → 0,

se tiene que el estimador β̂n es consistente
2Si β̂n es insesgado, es asintóticamente insesgado.
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Ahora queremos saber si es insesgado y consistente. Para ello, calculamos la función de distribución
de β̂V , luego, si densidad, luego la esperanza y después la varianza.

P
(
β̂V ≤ t

)
= P

(
mı́n
i=1...n

Xi > t
)

= 1− P (X1 > t, . . . ,Xn > t)

= 1−
n∏
i=1

P (Xi > t)

= 1− P (X1 > t)n

Además,

P (X1 > t)n = 1− P (X1 ≤ t) = 1−
∫ t

−∞
fX(x)dx

= 1−
∫ t

β

e−(x−β)dx1(β,∞)(t)

= 1 + [e−(t−β) − 1]1(β,∞)(t)

Así,

P (X1 > t) =


1 , t ≤ β

e−(t−β) , t > β

y, en consecuencia,

P
(
β̂V ≤ t

)
=


0 , t ≤ β

1− e−n(t−β) , t > β

Entonces, la densidad de β̂V es

gβ̂V =
∂

∂t
(1− e−n(t−β)) = ne−n(t−β)1{β<t}

El calculo de la esperanza y la varianza queda de ejercicio, pero el resultado es
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El estimador es asintóticamente insesgado y consistente.

Y

Solución 3: i. Calculamos la distribución de X2.

P
(
X2 < t

)
= P

(
X <

√
t
)

=
∫ √t
x=0

2
α
xe

−1
α x2
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=
∫ t
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1
α
e
−1
α ydy Se hace el c.v. y = x2

∂
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X2 < t

)
=

1
α
e
−1
α t

El lado izquierdo de la ecuación es la densidad de la variable Y = X2, y esa densidad es la densidad
de una variable exponencial de parámetro 1

α .
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ii. Consideremos laMAS (Yi)ni=1, definida por Yi = X2
i . Entonces, por el método de los momentos (para

esta MAS), se tiene que

µ1 = m1

E (Y ) =
1
n

n∑
i=1

Yi

α̂ =
1
n

n∑
i=1

X2
i

iii. La función de verosimilitud L será

L(~y, α) =
1
αn

e
−1
α

∑n
i=1 yi1[0,∞)n(~y)

Ahora, maximizar la función de verosimilitud equivale a maximizar su logaritmo (pues ln es una
función creciente). Asi, maximizamos

l(~y, α) = ln(L(~y, α)) = −nln(α)− 1
α

n∑
i=1

yi

∂

∂α
l(~y, α) = −n

α
+

1
α2

n∑
i=1

yi = 03

α̂V =
1
n

n∑
i=1
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Y

Solución 4: i. Calculamos la esperanza por definición

E
(
Xk
)

=
∫ θ

x=0

xk
α+ 1
θα+1
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=
α+ 1
θα+1

xα+k+1

α+ k + 1
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x=0

=
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α+ k + 1

=
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α+ k + 1
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ii. Para calcular la variannza, calculamos E
(
X2
)
. Por la fórmula anterior,

E (X) =
α+ 1
α+ 2

θ ; E
(
X2
)

=
α+ 1
α+ 3

θ2

Var (X) = E
(
X2
)
− E (X)2 = α+1

α+3θ
2 − (α+1)2

(α+2)2 θ
2

= (α+ 1)θ2
(

1
α+3 −

α+1
(α+3)2

)
= (α+1)θ2

(α+3)(α+2)2

3Imponemos que la derivada sea igual a cero
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iii.

µ1 = m1

α+ 1
α+ 2

θ̂M =
1
n

n∑
i=1

Xi

θ̂M =
α+ 2
α+ 1

X̄n
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(
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)
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α+ 2
α+ 1

1
n
nE (X1)− θ =

α+ 2
α+ 1

α+ 1
α+ 2

− θ = 0

Var
(
θ̂M

)
=
(
α+ 2
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)2 1
n2
nVar (Xi) =

(α+ 2)2

(α+ 1)2
1
n

α+ 1
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θ2 =
θ2
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El estimador es insesgado y consistente.
iv. Por un argumento similar al del problema 2 parte (iii), el estimador de máxima verosimilitud de θ es

θ̂V = máx
i=1...n

Xi

v. Hay que calcular la función de distribución de θ̂V , como en el problema 2, luego la densidad. Al
verificar que el estimador tiene distribución de Potencia de algunos parámetros, el resto se hace igual
que las partes anteriores de este problema (queda de ejercicio).

Y
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