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CLASE AUXILIAR: VARIABLE COMPLEJA
MicuarL KowaLczyK & EMILIO VILCHES
06 DE OCTUBRE DE 2008

Sea f una funcién entera tal que |f(z)| < Mel?l para todo z € C. Mostrar que |f(0)| < M y que si
n > 0 entonces
|f(0)]

n
<u ()
n! n
Sea U un abierto simplemente conexo. Sea f analitica sobre U y suponga que f(z) # 0 para todo
z € U. Mostrar que existe una funcién analitica g sobre U tal que g% = f.

Pruebe que existe una funcién analitica f definida en D(0,7) que satisface:

P ="1

z

Sea f continua en C y analitica en {z | Im(z) # 0}. Pruebe que f es analitica en todo C.

Sea f holomorfa en H = {z €| Re(z) > 0} y continua sobre el eje real. Suponga que f(r) € R si
z € Ry que f es acotada en H. Pruebe que f =c € [-1,1].

INDICACION: considere o
[ fle) zeH
M=) = { fZ) zedH°

Considere

a) Muestre que f(z) es analitica si Re(z) > 1.

(&)
b) Muestre que f'(z) = > =22 si Re(z) > 1

n=1

Sea f(z) = io: e Mz,
n=0

a) Demuestre que f es analitica en {Re(z) > 0}.
b) Demuestre que f no puede ser extendida analiticamente a una regién Q@ que contenga estric-
tamente a {Re(z) > 0}.

Sea a > 0. Mostrar que cada una de las siguientes series representan funciones holomorfas:
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e="% para Re(z) > 0.
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Considere la funcién
f(Z): Z a?L(Z_ZO)n ZED(ZOaR)7 R>0
n=0

a) Muestre que si 0 < r < R entonces
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b) Usando la parte anterior pruebe el principio del médulo méximo, esto es:
Teorema: Sea () un dominio acotado, f: @ — C continua en 2 y analitica en Q. Sea M =
méx{|f(z)| | z € 0Q2}. Entonces una y sélo una de las siguientes proposiciones es cierta:

1)

lf(2)| <M VzeQ
2)

[f(z)| =M VzeQ

Al igual que en el caso de las funciones armonicas del teorema anterior se desprende lo siguiente:
Si © es un dominio acotado, f: 2 — C continua en 2, analitica en € y que alcanza su maximo en
), entonces f es constante.

Lema de Schwartz Sea D = {|z| < 1} y f: D — D una funcién analitica tal que f(0) = 0.

a) Pruebe que |f(z)| < |z| para todo z € Dy |f'(0)] < 1.

b) Si para algin zg # 0 se tiene que |f(z0)| = |20/, entonces existe a € C con |a| = 1 tal que

f(z) = az.

Automorfismos del disco unitario.
Sea a € C con |a| <1y sea ¢, = —=-. Denotaremos por D el disco unitario.

a) Pruebe que ¢, es analitica y sobreyectiva sobre D.

b) Muestre que ¢4 © Y_o(2) = 2.
) Prucbe que ¢ () = 0, ¢4 (0) = 1 af? y @h(a) = (1 — af?)~".
d) Sea f: D — D analitica, sean |a|,|a] < 1y suponga que f(a) = a. Sea g = o © f 0 v_g.

Muestre que |¢’(0)] < 1y que ¢'(0) = 1—|al” I (a).

1—of?
e) Si f: D — D es una funcién analitica, biyectiva y con inversa analitica tal que f(a) = 0.
Probar entonces que existe un complejo « con |a] =1 tal que f = ap,.

Se puede probar que la hipdtesis de que la inversa sea analitica se puede omitir, asi todo lo anterior
muestra que las tnicas funciones analiticas del disco unitario en si mismo son las funciones ¢,.

Sea f: D — C analitica, con D = {|z| < 1}. Suponga que |f(z)| <1en Dy que f(3) = f'(3)=0.
Pruebe que |f(0)] < % y demuestre que esta cota es éptima.

Sea f: D — D una funcién analitica del disco unitario en si mismo. Probar que para todo z € D

se tiene
rel 1
L=[f(z)? = 1—[z*

El propésito de este ejercicio es demostrar que si h es entera, h(z) # 0 para todo z € C y |h(z)]| <
el?" con n € N, entonces h(z) = eP(*) con p un polinomio de grado menor o igual a n.

a) Demuestre que si f es analitica en D = {|z| < 1}, f(0) = 0y [ satisface Re(f(z)) < A para
todo z € D con A > 0, entonces

[f()| <222 s || =7

INDICACION: Considere la funcién g(z) = f(f)(ii)zA'

b) Suponga que g es entera y que existe m € N tal que
Re(z) < |z|™ para [z| > 1.

Demuestre que g es un polinomio de grado menor o igual a m.
Indicacion: Suponga inicialmente que g(0) = 0. Use (a) para demostrar que |g(z)| < 2R™ si
|z| = g, y concluya que g es un polinomio de grado < m. Pruebe el caso general considerando

9(2) — 9(0).



¢) Pruebe que si h es entera y h(z) # 0 para todo z, entonces h(z) = e9(*) donde g(z) es una

i (2
primitiva de Ok

d) Concluya que si h es entera h(z) # 0 para todo z € C y |h(2)| < el*!" entonces h(z) = eP(*)
con p un polinomio de grado menor o igual a n.

P15. Los numeros de Fibonacci estdn definidos como
=0, aa=1 ¢, =cp_1+cn2

Muestre que los ¢,, son los coeficientes de Taylor de una funcién racional y determine una expresién
cerrada para dicha funcién.

P16. Encuentre el desarrollo en serie de Laurent de = L__ en los anillos:

=]
a) {zeC|0< |z <1}

b) {zreC|0<|z—1] <1}

c) {z€C|1<|z|}.

P17. Determine las series de Laurent de las siguientes funciones en los dominios indicados:

a) <L en C\ {0}.
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b) =25 en{z€C|3<|z—3i|l <5}

4z—22

P18. Mostrar que el desarrollo de Laurent de la funcién f(z) = %5 con respecto al origen es de la forma

W=
N|—

+ kzl(il)kfl (fkk)! ,2k—1

donde los numeros Bj son conocidos como los niimeros de Bernoulli, todos positivos.

P19. Sea f(z) = i;i en |z| > 1, f(2) > 0. Encontrar el desarrollo en serie de Laurent de f en
1< 2| < o0.

P20. Suponga que f es analitica en el semiplano superior y que f es periédica de periodo 1.
a) Mostrar que f tiene una expansién de la forma

+oo
f(Z) — Z cne27rinz

n=—oo

donde

1
Cn = /f(x+iy)672ﬂin($+iy)dl'
0

para cualquier valor de y > 0.

b) Suponga ademds que existe yo > 0 tal que f(z) = f(x + iy) es acotada en el dominio y > yo.
pruebe que ¢, = 0 para n < 0.

P21. Sea A € C.

a) Mostrar que



b) Mostrar que
1 1 _ = n (_1)n
para 0 < |z| < oo, donde

b, = 2 [cos(nt — Asint)dt si n > 0.

O—x

P22. Sea f(z) = cotan(mz) en Im(z) > 0 muestre que

k=1

F(2) = —i (1 2y e%ikz) si Tm(z) >0



