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Departamento de Ingenieŕıa Matemática
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Pregunta 1 Considere, para cada t > 0, la siguiente medida de probabilidad concentrada en N

µt(k) = e−t
tk

k!

Para t1 < ... < tp, consideramos la siguiente medida en Rp, concentrada en Np, dada por

µt1,...,tp(n1, ..., np) = 1n1≤...≤np

p∏
j=1

µtj−tj−1(nj − nj−1)

considerando n0 = t0 = 0.

(i) Demuestre que existe una única medida de probabilidad (que llamaremos P) en (R∞, β(R)∞)
tal que sus leyes finito-dimensionales son las medidas µt1,...,tp antes definidas. Es decir, no-
tando Xt la proyección en la t-ésima coordenada, ∀0 ≤ t1 < ... < tp, n1 ≤ ... ≤ np, se
tendrá P(Xt1 = n1, ..., Xtp = np).
(ii) Pruebe que si θ < s < t, entonces Xt−Xs es independiente de Xθ, y además la distribución
de Xt −Xs es la misma de Xt−s.

Pregunta 2 Sea (Ω,B) espacio medible, y P una medida de probabilidad sobre él. Sea X una
v.a. integrable.
(i) Considere G sub-σ-álgebra. Demuestre que ∃! v.a. Z que es G-medible y tal que ∀D ∈
G,E(1DX) = E(1DZ).
(ii) Notaremos Z = E(X|G). Suponga ahora que tenemos otra sub-σ-álgebra H que es indepen-
diente de σ(σ(X) ∪ G). Pruebe que E(X|σ(H ∪ G)) = E(X|G).
(iii) Suponga Ω = [0, 1]2, B = B(Ω),P la medida de Lebesgue y G = {A× [0, 1] : A ∈ B([0, 1])}.
Determine E(X|G) para cualquier X como en el enunciado.
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