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Profesor Servet Martínez, Profesores auxiliares: Gonzalo Contador - Gonzalo Mena

Consideraremos (Ω,B, P) un espaio de probabilidad �jo.

P1 (i) Sea X v.a. tal que X ∼ Binomial(n, p) on p ∈ (0, 1). Pruebe

E

(

1

1 + X

)

=
1 − (1 − p)n+1

p(n + 1)
.

(ii) Sea X v.a. tal que X ∼ Exponenial(λ) (on λ > 0). Pruebe (si quiere por
induión) que

∀n ≥ 1 : E(Xn) =
n!

λn
.

P2 Sean (Xi : i ≥ 1) y (Yj : j ≥ 1) dos familias de variables aleatorias

independientes, que además son independientes entre sí. Supondremos que

Xi ∼Bernoulli(p) e Yj ∼Bernoulli(q) para todos i, j, donde 0 < p, q < 1.
Reuerde que para dos funiones reales g(Xi : i ≥ 1) y h(Yj : j ≥ 1), estas
funiones son variables aleatorias independientes entre sí.

Sea Z = inf{j ≥ 1 : Yj = 1}. Considere la variable aleatoria

W =

Z
∑

i=1

Xi

(es deir para ω ∈ Ω se tiene W (ω) =
∑Z(ω)

i=1 Xi(ω).)

(i) Para n ≥ 1 alule P(Z = n); y pruebe que E(Z) = 1
q

(ii) Para n ≥ k alule la probabilidad ondiional P(W = k |Z = n).

(iii) Muestre que P(W = k) = Cβk para C = q

1−q
1

(1−(1−p)(1−q) , β = p(1−p)(1−q)
1−(1−p)(1−q) .

Hint: Para ϕ(x) =
∑

n≥0 xn = 1
1−x

se tiene

ϕ(k)(x) =
∑

n≥k n · · · (n − k + 1)xn−k = k!
(1−s)k+1 .

(iv) Calule E(W ).

P3 (i) Sea U ∼Uniforme[0, 1] y p ∈ (0, 1). Considere la variable aleatoria

Y = 1U≤p (es deir para ω ∈ Ω se tiene Y (ω) = 1U(ω)≤p que es = 1 si U(ω) ≤ p

y es = 0 si U(ω) > p). Pruebe que Y ∼Bernoulli(p).

(ii) Sea X v.a. tal que X ∼ Uniforme[0, 1]. Se tiene que Y = − log X es

v.a. absolutamente ontinua. Pruebe que Y ∼Exponenial(1).

Tiempo: 3 horas.

Nota: Todos los problemas tienen el mismo valor (2.0 punto) y al interior de

ada problema las partes tienen igual valor.
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