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1.

a) Sea X una v.a. a valores en N. Mostrar que:

E(X) =

∞∑
n=0

P(X > n)

b) Una urna contiene b bolitas azules y r rojas. Las bolitas son removidas
hasta que sale la primera azul. Mostrar que el número esperado de
bolitas removidas es (b + r + 1)/(b + 1).

2. Sean X1, . . . , Xn v.a. independientes y suponer que Xi ∼ Bernoulli(pi),
donde 1 ≤ i ≤ n. Mostrar que Y = X1 + · · · + Xn tiene esperanza y
varianza dadas por:

E(Y ) =

n∑
i=1

pi y V(Y ) =

n∑
i=1

pi(1− pi),

y que, �jando E(Y ), V(Y ) es máxima cuando p1 = · · · = pn.

3. Sean X e Y v.a. independientes con distribución uniforme en [0, 1]. Sean
U = mı́n{X,Y } y V = máx{X,Y }. Encontrar E(U) y calcular cov(U, V ).

4. Sean X e Y v.a. continuas e independientes. Mostrar que:

E (g(X)h(Y )) = E (g(X))E (h(Y )) ,

siempre que estas esperanzas existan. Suponer que X e Y poseen distri-
bución exponencial de parámetro 1 y encontrar E{exp( 1

2 (X + Y ))}.

5. Sean {Xi : 1 ≤ i ≤ n} v.a. independientes idénticamente distribuidas con
varianza �nita. Se de�ne X = 1

n

∑n
i=1 Xi. Mostrar que:

cov(X,Xi −X) = 0,

donde 1 ≤ i ≤ n.
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6. Sean X,Y variables aleatorias.

a) (Desigualdad de Hölder)Mostrar que si p, q > 1 y 1
p+ 1

q = 1, entonces:

E(|XY |) ≤ {E(|X|p)}1/p{E(|Y |q)}1/q.

Notar que si p = q = 2, se deduce la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

E(XY ) ≤
√

E(X2)E(Y 2).

b) (Desigualdad de Minkowski) Mostrar que si p ≥ 1, entonces:

{E(|X + Y |p)}1/p ≤ {E(|X|p)}1/p + {E(|Y |p)}1/p.

7. (El método probabilista) Sea G = (V,E) un grafo �nito. Para un conjunto
cualquiera W de vértices y un arco e ∈ E, se de�ne la función indicadora:

IW (e) =

{
1, si e conecta W con W c

0, si no

Sea NW =
∑

e∈E IW (e). Mostrar que existe W ⊆ V tal que NW ≥ 1
2 |E|.
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