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Problema
Sean p, ¢ € [1,00] conjugados y f € LP(RY), g € LI(R%).

a. (0,5) Pruebe que la convolucién f x g estd definida para todo x € R?, y que es una
funcién acotada y uniformemente continua.

b. (0,5) Suponga ahora que 1 < p,q < oo (conjugados). Aproximando apropiadamente
f v g, muestre que f*g es limite uniforme de funciones a soporte compacto. Concluya

que lim, o f * g(z) = 0.

En las preguntas I y IT se usara la siguiente notacion:

e M(R?) es el conjunto de medidas (positivas) finitas definidads en los borelianos de

Rd

e () es el espacio de funciones f : R? — R continuas acotadas y Cj el subespacio de
funciones continuas a soporte compacto. En ambos espacios || - ||oo denota la norma
uniforme.

e La integral de f con respecto a m € M(R?) se denota (m, f).

e Para z € R% denotaremos por d, la masa de Dirac en z, es decir, la medida definida
por 6,(A) = 14(z) para todo boreliano A.

Pregunta I
Diremos que una sucesién (m,) C M(R?) converge estrechamente a m € M(R?) si

(M, f) = (m, f) Vf € Cp cuando n — oo
y lo denotamos My = M.

a) (0,4) Sean p,v € M(R%). Muestre que p = v ssi (i, f) = (v, f) para toda f € C,.

b) (0,2) Para cada o > 0, sea g, : R? — R, la densidad (de probabilidad) Gaussiana
ga(@) = (2m0%) "% exp{~[a|*/20°}

Sea g, > 0 una sucesion convergente a 0 cuando n — oo y para cada n € N sea p, la
medida (absolutamente continua c¢/r a la medida de Lebesgue) con densidad g, .
Muestre que u, = do

c¢) (0,4) Sean m € M(R?), g € L' y (m,) € M(R?) una sucesién de medidas de
probabilidad tal que m,, = &y. Pruebe que m,, ¥ m = m y que ¢ * m,, — g en L.



d) (0,4) Se define la funcién caracteristica de m € M(R?) como

m(€) == /R ) @ dm(z), ¢eR?

que es una funcién acotada uniformemente contiua (No se pide probarlo). Pruebe
que para todo m € M(R?) y o > 0 se tiene

goxm(z) = @m) [ ri(e)e 1R i O e,
R4

(Recuerde que [rq g1 (y)e'Wdy = exp(—|¢]?/2).)

e) (0,6) Pruebe el Teorema de inversién para medidas: Si u,v € M(RY) son tales
que (&) = o(€) para todo ¢ € R?, entonces pu = v.

Pregunta 11
Diremos que una sucesién (m,) C M(R?) converge vagamente a m € M(R?) si

(M, f) = (m, f) V& Cpy cuando n — oo

y lo denotamos My — M.

a) Convergencia vaga y convergencia estrecha

i) (0,4) Sea (m,) € M(R?) una sucesién vagamente convergente a m y tal que
mp(R?Y) — m(R?) cuando n — oo. Muestre que para toda f € C, y h € Cy tal
que 0 < h <1 se tiene

Limsup | (my, f) = (m, f)] < 2| flloc[m(R?) = (m. b)].

n—oo
ii) (0,4) Deduzca que m,, = m ssi m,, — m y m,(R%) — m(R?) cuando n — oc.
b) Suponga que (m,) C M(R?) es una sucesién que satisface la condicién

(U) : sup m, (RY) < oo

n

Se probaréd que (m,,) tiene una subsucesién vagamente convergente.

i) (0,4) Sea (fp)pen un subconjunto denso numerable de Cy. (No se pide probar
su existencia). Muestre que existe una subsucesién m,, de m,, tal que para cada
p € N, (my, f,) converge cuando n — oo.

ii) (0,6) Pruebe que para f € Cy y k,j,p € N se tiene
(i, £) = (mf, )] < 2supmn (R f = folloo + [(mh, f) — (s, fy)],

y deduzca que para todo f € Co, (m}, f) converge a un limite L(f). Concluya
mostrando que existe una medida m, finita, tal que L(f) = (m, f) para todo

fey.
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iii) (0,4) Usando masas de Dirac, muestre que existe una sucesién de medidas de
probabilidad (m,,) vagamente convergente a un limite m, que es tal que m(R?) #
1. Deduzca que la condicién (U) no garantiza la existencia una subsucesion de
convergente estrechamente.

c¢) Condicion de tension: Diremos que una familia (my)yen € M(R?) es tensa si satis-
face la condicion

. d c
: . <e.
(T): Ve>0 3 K. compacto de R tal que supmy(KY) <e
AEA

i) (0,2) Muestre que toda familia finita es tensa, y que la unién finita de familias
tensas es tensa.

ii) (0,6) Suponga que (m,) C M(R?) es una sucesién que satisface la condicién
(U) y la condicién de tensién (T). Pruebe que (m,) tiene una subsucesién
convergente estrechamente.

Nota Sean (Q,, F,,,P,,), n € N espacios de probabilidad (que pueden ser todos diferentes)
v X : Q, — R? variables aleatorias. Se dice que la sucesién (X,,) converge en ley si la
sucesién de medidas de probabilidad (m,,) C M(R?) definida por m,, = ley(X,) converge
estrechamente.
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