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Julio, 2002
Prof, Jaime San tin -
Aux. Ricardo Mei:,ues"-'

1 Exumnen Recuperativo

Pregunta 1: Consideremos (R, L, ) la medida de Lebesgue en . Diremos que &a
familia T de intervalos cerrados, acotados y de interior no vacios, es un recubrimiento de -

Vitali de £ £ £ si
Y2€ EVe>03leZ zeconufl)<e.

S.upongcunos que 0 < p(E) < 20, probaremos que hay una subfamilia J C T tal que:
J = ({x)x &5 8 lo més numerable, los intervalos en 7 son disjuntos y

MEN L) =0.
k

Para ello partimes fijando #, un abierto de medida finita, tal que ¥ C 4. Tomemos
I cualgquiera en T tal que I} C # (jhay alguno?). Si u(E\ f,) = 0 paramos, sino
construiremos 3. El procedimiento inductivo es como sigue: supongamos construidos
Iy, Jn C ¢ disjuntos ¥ tal que

wEN L) >0

k=l
Denotemos por R, = E\ (] I y definamos G, = @\ | I;. Pruebe que la famibia
k=1 k=1
{ITeT:IC G,} es no vacia y que 7]"'\4
0 < rpi=sup{u(d): TeZ, I C G} < .

Tomemos In41 € (I € L: I C 1} cualguiera tal que u{lry) > K, /2.
Consideremes sélo el caso en que este procedimiento no para en un nimero finjto
de iteracicnes esto es ¥n u(K,} > 0. Para cada intervalo I, definimos el intervalo J; de
mismo ceptro pero & veces mas largo. Pruebe que s, —+ 0, que se satisface la inclusidn: ?:I ip j'D

n X3
Vnzl Ra=E\{JLc (J & - } 3ok
k=1 I=n+1 .
1lph
¥ concluya el resultado. )”
Para probar la inclusién le puede ser wtil considerar z € R, C G yJe{leI:
IC Gn} tal que z € J. Pruebe que debe existir un primer m > n tal que J g {IeT:
I'c Gl
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WO chsideremos ( jf F,4) un espacic de medida finita y f € L*™ una, funl:ian positiva
t‘lque 0 < ||flloe: Se definen a, = f{f{z})" du(z). Pruebe que

. a
Lim i [[£llos-

=02 Oy !

fll} En lo que sigue conmdercmos ([0,1),£,dz). Diga si las afirmaciones siguientes son
ciertas o falsas y en cada caso pruebela o de un contracjernplo segiin correspondas

(1} La convergencia casi segura de funciones de L' a una funcidn de L' implica la
convergencia en L. L _
" (2) Si un conjunto medible tiene medida positiva entonces tiene interior no vacio.

(3} 5i ue conjunte tiene medida 0 entonces es numerable.
(4 N Lr=2r=
l1<p<Coo
(5) Sea 4 € £ que verifica: para todo [ intervale abierto en (0,1}, no vacio, se tiene
u{ANT) > Fp(l). Necesariamente se tiene p{Ad) =

| W : - - . ke e - ——
b=t




