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Pregunta 1

1. Dividimos este problema en dos partes:

(a)

Consideremos v una medida con signo finita en ([0, 1], B) tal que »({0}) = 0 = v([0, 1]). Si
definimos F'(z) = v([0, x]) entonces F es de variacién acotada y es continua por la derecha.

Pruebe que si f es de clase C', entonces

O/ fdv = — / F(2)f (z)da.

0

Supongamos que 4 es una medida finita en ([0, 1], B) tal que si g es una funcién de clase C!

salvo en un ntumero finito de puntos, entonces:

1
/ ddu| < Clgll
0

donde C' es una constante finita independiente de g. Pruebe que L(g f g'du se puede

extender de forma continua a C([0,1]) verificando
IL(9) < Cligll
para toda funcién continua g. Concluya que existe una medida con signo finita tal que
1

L(g) = [ gdv cualquiera sea g continua. Pruebe que v verifica las hipdtesis de (a) y por lo
0

tanto cualquiera sea g de clase C' se tendra:

0/1 g'dp = 0/1 gdv = — 0/1 F(x)g (z)dx

Finalmente concluya que du = —F(z)dz y por lo tanto u tine una densidad con respecto a

la medida de Lebesgue.

Pregunta 2: Medida invariante en un espacio métrico compacto

Sea (X, d) espacio métrico compacto y T : X — X una aplicacién continua. Se demostrard que existe

una medida de probabilidad regular p tal que g = po T~ 1.

Para ello se estudiard el siguiente objeto, definido para zg € X fijo, f € C(X) cualquiera y n € N:

17
m(‘r07f7 ﬁ Z Tk Z‘() eR.
k=0



2

C(X) denota aqui el espacio de funciones continuas f : X — R, que es un Banach separable para la

norma uniforme || f|| := sup,¢ x |f(z)|. Denotaremos por {f,}nen una sucesién densa en C(X).

i) Pruebe que existe una sucesién (n,(cl)) ren de naturales tal que

m(zo, f1, ng)) converge cuando k — 0o

i) Deduzca que existen subsucesiones (n,(;))k C (n,(ffl))k cC---C (n,(cl));C tales que m(wo,fj,ng))
converge cuando k — oo para todo j =1,... 4.

(k)

k)

iii) Pruebe que para todo m € N, m(zo, fn,n converge cuando k — oo a un limite que llamare-

mos L(zg, fmn). Pruebe que ademds

|L('r07fm) - L(x07fn)| < ||fm - fn”

y deduzca que L(zg,-) admite una unica extensién continua a todo C(X). Denotaremos por
L(zo,-) la extension.

iv) Pruebe que para todo f € C(X) se tiene L(xg, f o T) = L(xo, f)

v) Pruebe que existe una tnica medida de probabilidad regular definida en (X) tal que

Liao, )= [ fdu v € O(X)

Conluya que p = p o T~ Indicacién: muestre que para f € L' (X, 3(X),uoT™1) se tiene

/de(uonl):/Xfonu.



