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Sea [X, 7, i) un espacio de medida finita completo, Consideremos ademés sl
espacie de medida (|, £, A}, dende A es la medida de Lebesgue. Para f: X+ R,
definimos los conjuntos

GUY =z ) 02t < fla}}

H(fy:={(z,): 0t < fiz)}.
Pruebe que si f es medible entonces G es medible en el producto 7® £.
Pruebe que f Ha)du(z} = ¢ @ AlG). Demuestre ademds que u @ A(H - G) =0y

deduzca que ]a curva {{z,t): t = f(z)} tiene medida cero en el praducta.

: Sea (X, 7, 1) un espacic de madida finita completo, con p{X) = 1.
Considere In g-dlgebra: F = {@, A, A%, X}, donde A € » verifica 0 < uf{A) < L. 8i f
es una funcidn r-medible y pesitiva calcule a dnica funcion g 2> 0 que es F-medible

y que satisface
vB ¢ F ffd,u;fgd,u.
fil

&8
De un ejemple donde claramente f y g son distintas.

Ceneralice al caso en que F s generada por una particién finita (A4;)=1 _, C 7 donde
¥i uf{A;) > 0. Para ello estudie las funciones F-medibles y en particular pruebe que
todo copjunto B € F es una reunitn finita de una subcoleccidn de (A,}i=1 . Debe
probar entonces que para f foncién r-medible ¥ positiva existe una GUnica funcién

¢ = 0 F-medible tal que
YHBeF ffd,:.e:fgd,u.
B

B

Se pide ademas calcular g.

Ind. Reduzca a probar la propiedad para los (A;)i=1 5.

Nuestro propdsito es ahora generalizar lo anterior para una subo-algebra F C r
arbitraria. Para ello considere v(A) = ffd,u ¥ pruebe que ¥ es una medida ¢-fnita




absalutamente continua con respecto a z. Concluya que existe una tinica (u-c.t.p.)
funcién p > 0 F-medible, Lal gue

VB F fj@:fgd,u.
-

B

iQué sucede si f es F-medible? ;Come extenderia este resultado para f integrable?
5i denotamos por g = P(f) pruebe que P es una transformacion lineal de L{r) en
LY F), que satisface:

P es mondétena, es decir & < f entonces P{R) < P(f). Concluya que [P{F < PUFD.
P es continva ¥ mdés aiin [[2(f}|i < || Ii-

P(l)=1

PIP(})) = P(f).

Como aplicacién de lo anterior considere {[0, 1}%, £2, dr & dy) donde dz ® dy es la
medida de Lebesgue en R Considere la coleccion de conjuntos

F={0,1ixAC[01?: AeL}

Pruebe que F es una sube-dlgebra de £2, y calcule cuanto vale P{f) donde f(x,y) =
sen(zy).

Ind. Pruebe que g es F-medible ssi existe una funcidn h que es L-medible tal que
g(z,y) = Aly) dz@dy-c.t.p.




