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P1. (4 puntos) La idea de este problema es probar el siguiente resultado. Suponga que (2, F,u) es un
espacio de probabilidad y (X, )nen un conjunto uniformemente integrable (UI) en L' (en este
problema todas las variables son a valores reales). Si X,, —» X p—c.t.p. entonces X,, — X
en L!. Para ello estudiaremos el concepto de UI.

Definicién. Un subconjunto A C L! se dice Ul si

lim sup / |Y|dp = 0.
=0 vYeA
[Y|2a

(1) (1 pt.) Pruebe que si A C L! es Ul entonces es acotado en L! es decir
C = sup /|Y|du < 0.
YecA
Puede servirle consider a > 0 suficientemente grande de manera que

sup / Y]du <1,
YeA :
Y|2a
y concluir que C < a+ 1.
(2) (1 pt.) Pruebe que los singletons A = {Y'} C L! son UL M4s generalmente si A C L!
es un conjunto finito, pruebe que es Ul

(3) (1 pt.) Pruebe que los conjuntos acotados en L? son Ul Es decir si A C L! satisface
K= sup/|Y|2du<oo
YeA

entonces es UL
Pruebe primero que si a > 0 entonces sup u(|Y| > a) < & También le puede ser il
YeA
pensar que [ |Y]du= [Liy|>,|Y]|dp.
[Y]2a
(4) (1 pt.) Si A estd dominado en L!, es decir existe Z € L' tal que

VYeA |Y|<Zu—ctp,

entonces A es UL
En lo que sigue supondremos que A = {X,, : n € N} C L! es Ul y converge u-c.t.p a X.
Definiremos C = sup,, [ |X,|du < oo.
(6) (2 pt.) Use Fatou para probar que X € L!.
(6) (2 pt.) Para cada a > 0 fijo, pruebe que | X, — X|1|x, <o — 0 en L.
(7) (2 pt.) Para cada a > 0 fijo pruebe que

2|Q

sup p(|X,| > a) <
n

es decir los conjuntos {|X,| > a}, para a grande, tienen medida uniformemente pe-
quena.



(8) (2 pt.) Concluya que X,, — X en L!. Le puede ser ttil pensar en tomar a > 0 grande,
pero fijo y usar

/IXn—XIduS / X — X| s + / X s+ / X | du.

[Xnl<a | Xn|>a | Xnl>a

P2. (2 puntos) Fijemos a € R y considere la siguiente coleccién de medidas de probabilidad. Para 0 <
t1 <t < -o- < i, tomemos py, ... 1,
(R™, B(R™)) dada por la densidad, con respecto a la medida de Lebesgue dz; - - - dz,,,

como aquella medida de probabilidad definida en

n

(Itl,m,t,.(fl?l, te ,:En) = H p(Akyzk—l +aAk,Zk), Ty, ,Tn € R
k=1

con
Ig = to =0
Ap =ty —te
2
p(s;2,y) = e %9 55 0,2,y € R.

Pruebe que existe una inica medida de probabilidad P definida en (R(®%), B(:2)) tal que
para 0 <ty <tg--- < t, se tiene

P(th € Al,"' ,th [ An) = / Qt1,~-~,tn(1'17"' ,xn) dﬁl)l d.'Dn,
A1 X XAn

donde X; : R(0>) — R es la proyeccién de la coordenada t, es decir X;(w) = w(t). {Cial es
la distribucién de X,?.
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