
Control 1 Teor��a de la Medida 2003 Profesor: Alejandro MaassTiempo: 3 horasP1.{ Sea X un espa
io m�etri
o 
ompa
to. Sea B = B(X) la �-�algebra Boreliana de X . Sea� : B ! R+ una medida �nita. El prop�osito de este problema es probar el resultado siguiente:8 B 2 B;8 � > 0; 9 F � X; 
errado; 9 U � X; abierto; tal que F � B � U; �(U n F ) � �:(�)Para probar el resultado se sugiere:(a) Probar que la propiedad (*) es 
ierta para todo 
errado de X .(b) De�na F = fB 2 B : la propiedad (*) es 
ierta g, y pruebe que es �-�algebra.(
) Con
luya.P2.{ Sea (
;B; �) un espa
io de medida �nita. Sea (�n)n2N una familia 
re
iente de parti
iones�nitas B-medibles, es de
ir, �n � B y dado A 2 �n+1 existe B 2 �n tal que A � B en 
ada n 2 N.Sea B1 = �([n2N�n).(a) Cara
teri
e las fun
iones �(�n)�B(R) medibles, n 2 N.(b) Pruebe que dada una fun
i�on f : 
 ! R, en L1(
;B1; �), y dado � > 0, existe N 2 N y unafun
i�on �(�N )�B(R) medible, fN : 
! R, tal que�� Z
 fNd�� Z
 fd��� < �observa
i�on: debe probar todo resultado que no se haya demostrado en 
lase de 
�atedra.P3.{ Sea 
 6= ;.(A) Se di
e que C � P(
) es una 
lase que re
ubre si ; 2 C y dado A � 
 existe (En)n2N � C talque A � Sn2NEn.Sea � : C ! R+ tal que �(;) = 0. Se de�ne �� : P(
)! R+ por��(A) = inffXn2N �(En) : (En)n2N � C; A � [n2NEng:Probar que �� es medida exterior.(B) Se di
e que una medida exterior �� : P(
)! R+ es regular si 8A � 
, 9E 2 B� (medibles 
on��), A � E, ��(E) = ��(A).Asuma que �� es una medida exterior regular y que ��(
) <1. Probar queE 2 B� si y s�olo si ��(
) = ��(E) + ��(E
)
1


