ECOLE POLYTECHNIQUE Promotion 2002
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES 9 Juillet 2003

Corrigé de I’épreuve d’“Intégration et analyse hilbertienne”
Exercice 1. a) Si on note B, = {w € ; w, =0 et w1 = 1}, alors, pour a € R,
T7Y(] — 00, a]) = Ui<j<a B;.

Comme les (By)x sont des boréliens, pour a € R, T~(] — 00, a]) est un borélien de Q. T est
donc mesurable.

b) On calcule facilement P(A;) = P(Ay) = 1

¢) On remarque que, si T'(w) = n alors, si 0 apparait parmi les n — 1 premieres “décimales” de
w, les “ décimales ” suivant ce 0 jusqu’a la n® “décimale” sont toutes égales a 0. Par conséquent,
A, = U?;OICS]. ous; =(1,1,---,1,0,0,---,0,1) est la suite finie de longueur n + 1 composée
de j fois la “décimale” 1 puis, n — j fois la “ décimale ” 0, puis, finalement, la “décimale” 1.
Les (Cs,); sont deux a deux disjoints et chacun de probabilité égale a 27"=1 On obtient ainsi

n
2n+1 :

P<An) =

d) L’ensemble A, = {w € Q; T(w) = +00} est composé des suites w formées par d’abord une
suite de longueur finie (peut-étre nulle) de 1, puis une suite infinie de 0. L’application associant
aw € Ay la longueur de sa sous-suite de 1 réalise clairement une bijection de A, dans N. A,
est donc dénombrable.

Comme T prend ses valeurs dans N*, la question c¢) montre que

LP =3 =5

n>1

Exercice 2. a) L’inégalité triangulaire donne

|z +y| 2)z| + [z —y|
I+ (@ —y)? 7 1+ (zx—y)?
1
Comme, pour x > 0, —— < 1 et il < —, on obtient immédiatement 1’estimation
1+ 22 14 a2
souhaitée. vt
b) Posons h(z,y) = ﬁy)Q f(y). Pour tout z, la fonction y — h(x,y) est mesurable. De
r—yY

plus, d’apres la question précédente, pour tout x et y, |h(z,y)| < (1 + 2|z|)|f(y)|. Comme f
est sommable, y — h(z,y) est sommable et g(z) existe.

D’autre part, pour tout y, Uapplication x +— h(x,y) est continue sur R. Pour a < b deux réels,
la majoration précédente de h nous dit que sup,¢p, i 12(z,y)| < (14 2(|a] + [b]))[f(y)]. Cette
derniere fonction étant sommable, on peut appliquer le Théoreme de continuité sous le signe
somme a h pour obtenir la continuité de g sur |a,b[. Comme a < b sont arbitraires, on en
déduit que g est continue sur R.

h
c¢) Considérons la fonction Lﬁ/)“ Elle est positive et mesurable. On calcule
h(z,y)] 2lz| + |z —y
e g [ Al
g 1+ 2]z | 1+ (z —y)?)(1+2]z|)

Yl ol
y”@(lux—w%u+mﬂﬂx+”@”écu<x—w%u+mﬂﬂx
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Pour estimer la premiere intégrale, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz ; ceci donne

‘1h<+x2|yx\ < 1/l |\// y|2 \// ar et |/1+ e
<(y! ﬁd\/ /R mdf*éﬁlﬁdx> )

™ Il n’est pas nécessaire de calculer ces intégrales
<|y/5+7) Wl o de dire aur :
2 11 suffit bien str de dire qu’elles sont finies
Comme f est sommable, on peut intégrer I'inégalité ci-dessus et appliquer le Théoreme de Fubini

h(z,y)
14 2|z|

Le Théoreme de

pour les fonctions positives pour obtenir la sommabilité de (z,y) —

g(x) _/ h(z,y)

1+2\x| ~ Jr 1+ 27

/1+2|a:| //R 1+2|x| <\/§+W)/R|f(y)ldy- (1)

9()
142
I'intégrale. L’inégalité (1) exprime la continuité de cette application.

d) D’apres la question b), pour tout x, la fonction y — h(x,y) est sommable sur R. Pour tout
y, la fonction « — h(x,y) est dérivable sur R. Sa dérivée satisfait

oh 1+ —y)? —2(2® - y?)
’673(‘”’”"’ i+ @—yp)7
< (34 20w

Dong, pour a < b et x €]a, b, on a

Fubini nous dit alors que la fonction x +—

dy est sommable et que

La linéarité de 'application f +— est une conséquence immédiate de la linéarité de

14 3(x —y)? + 4|z — y||z|
(1+(z—y)?)?

(y)] <

7 (y)l

'%m)\ < (34 2(a] + )|/ ).

Cette derniere fonction étant intégrable, on peut appliquer le Théoreme de dérivation sous le
signe somme qui prouve la dérivabilité de g sur |a, b[ pour tout a < b, soit la dérivabilité de g
sur R.

e) En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre que, pour tout z, la fonction y —
h(z,y) est intégrable ce qui démontrera l'existence de g. En effet,

gt | [ [
\//|a:|2+|x—y|2 \//|f P
<\ Jrlel+ 5y [ 1ras

Ceci nous donne immédiatement que, pour tout z, [g(z)| < /7| fll L2y (1 + |z]).
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Exercice 3. a) Comme z +— ¢~¥®) est positive et mesurable, on utilise le Théoréme de Fubini
et la positivité de ¢ pour obtenir

+oo
/ €7ip(x)dﬂj — / (/ etdt) dr = / e 1{4'0 <t}dt dr = / eit (/ 1{4,0 <t}dx) dt
R4 R4 p(x) RdxR+ R+
— / e’ (/ dx) dt = / e ta(t)dt.
R+ {p(x)<t} R+

b) Soit ¢ > 0. On fait le changement de variable 2 + t'/*2 pour obtenir

a(t) = / dx = td/o‘/ dx = td/a/ dr = td/a/ dr = t¥*a(1)
(o)<t} (ot oz)<t} {to(@)<t} {o(x)<1}

la troisieme égalité découlant de I’homogénéité de ¢. Donc, a est homogene de degré %. On

calcule
—+oco
/ e ta(t)dt = a(l)/ e ttdedt = T(g + l)a(l)
0 R+

¢) On pose p(z) = E;l , a3z3. En utilisant le Théoreme de Fubini et les questions précédentes,
on obtient alors que

d/2

d
1 1 2.2
ME) = 7/ D g = 71"[/6—%% dr = i .
P<g+1> R4 P<g+1> j=1 R < +1>H] 1@

Exercice 4. Soit f € L*(R). Soit € > 0. On cherche h continue & support compact et vérifiant
Jg (@)1 4 2?)dz = 0 telle que ||f — hl[2 < e.
Comme I'ensemble des fonctions continues & support compact est dense dans L*(R), il existe
g continue & support compact telle que ||f — g[|2 < €/2. On note I = [ g(x)(1 + 2*)dz. Si
l=0,on prend h = g. Sil # 0, on va montrer qu’il existe une fonction contlnue a support
compact telle que [(z)(1 + x2)dx = |l] et ||¢||L2 < €/2. La fonction h = g £ ¢ possedera
alors la propriété voulue.

Il est d’abord facile de choisir une fonction continue et positive ¢, a support dans [0, 1], et
assez petite pour avoir ||¢||zz <e/2 et 0 < [@(x)(1 + 2?)dz < |I]. On pose ¢,(z) = ¢(x — a)
pour a > 0. On a

l@allzz = llollze < /2 et / pal)(1 + 22) dz = / o) (1 + (y+a)?) dy.

L’intégrale de droite est une fonction croissante et continue (Lebesgue) de a. Elle tend vers
+00 pour a — 400 (Beppo Levi). D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe une
valeur de a pour laquelle l'intégrale vaut |I|, et il suffit de poser alors ¢ = ,.

La fonction z + g(z) = (14 2?)7! est de carré sommable. L’ensemble {g}* des éléments
de L? orthogonaux & g est un sous-espace vectoriel fermé distinct de L? (son orthogonal contient
g). Comme {g}* contient G, il contient aussi son adhérence G. Ce dernier espace est strictement
plus petit que L? et G n’est donc pas dense.



