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P1. Acordemos que 0 ¢ R,. Recuerde que X; : R®+ — R, definido por w — Xi(w) = w(t), se
denomina proceso empirico.

En esta pregunta, el objetivo es probar la existencia de una unica medida de probabilidad P en
(R®+, BR+) que satisface las dos condiciones siguientes

i. Para cada t € Ry y cada A € B(R), se satisface que

P(X; € A) = \/_/ ( >d$,

. Si0<t; <ty <--- <ty, entonces las variables aleatorias
Xiyy Xpg — Xiyyoony Xo, — Xty
son independientes con respecto a P.

Para esto primero pruebe el siguiente lema

Lema 1. Sean Yi,...,Y, v.a. distribuidas como N(0,t;), donde 0 < t; <ty < --- < tp; tales que
Y1,Y2—Y1,..., Y, Y _1 son independientes. Entonces la dzstmbuczon conjunta de (Y1,...,Y,) es

($k+1 - xk)

1
A=/———ex < ) ( ———————)d:ccﬁ---z,
w4 A V2t P H s V2T tk+1 - tk 2(tky1 — k) e "
Puede serle ttil la siguiente identidad para r,s > 0

@~wf+ﬁz~w2:(z~w2+r+s<x_
r S r+8 rs

2
le_‘S(yr—l-zs)> .

P2. Sea (Q, 7, P) un espacio de probabilidad. Sea (Fy),, ¢y una secuencia creciente de sub o-slgebras
de F, tales que o (U, Fp) = F

(a) Probar que para toda f € L'(Q2, F,P) y n > 1 se tiene

VA>0, P(E,) /|f|d1P’

donde E, = {w e : 11<n’§ié{ E(f |Fe)w) > )\}. Para ello suponga que f > 0 y defina para
1<k<n o

= {weQ : [v]' e{l,....,k—=1}, E(f |F) W) sA] AE(f |1Fe) (@) >,\]}.
(0.5 pts) Pruebe que E} € F.
(0.5 pts) Pruebe que E,, =U}_, E}.
(1 punto) Pruebe que [ fdP > AP(E,) .
(0.5 pts) Concluya el resultado para f arbitraria.



(b) (1 punto). Probar que para toda f € LY(Q, F,P) y A >0
lP’{we Q : supE(f |Fn) (w) >,\} < l/ 1| dP.
n>1 A o)
(¢) (1 punto). Probar que para toda f € L1(Q2, F,P) se tiene que
E(f |Fn) =3 f en LY(Q,F,P).

Pruebe primero que el resultado es cierto para f € Up>1LY(Q, F,P). Luego recuerde que dada
f €LY F,P) ye >0 se puede encontrar una funcién g € LY(Q, F,,P), para algin n > 1,
tal que ||f — gl <e.

(d) (.5 pts). Probar que para toda f € LY{(Q, F,P) y g € Up>1 LYHQ, F,,, P) se tiene que

P{h’msup E(F 1) — | > A} <3 [i7-glew
n—oo /\ Q2

Concluya que para toda f € L*(Q, F,P)

n—o0

E(f |Fn) — f puntualmete P —c.s.

Tiempo: 5 hrs.



