
Tarea 2 Teor��a de la Medida (
omplementos) Abril 2003Alejandro MaassP1.{ Sea (X;B; �) un espa
io de probabilidad (i.e. un espa
io de medida donde �(X) = 1). SeaT : X ! X una fun
i�on invertible B�B medible tal que T� = � (re
ordar que T�(A) = �(T�1(A))para A 2 B). Considere f : X ! R en L1(X;B; �).(a) Probar que 8A 2 B, RA f Æ Td� = RT (A) fd�.(b) Sea I = fA 2 B : �(A�T�1(A)) = 0g. Probar que I es �-�algebraP2.{ Sea A � R2 . El di�ametro de A, d(A), se de�ne 
omod(A) = supfjx� yj : x; y 2 Ag:Observe que d(A) = d( �A), d(;) = 0. Tambi�en re
ordamos quedist(A;B) = inffjx� yj : x 2 A; y 2 Bges la distan
ia entre A y B.Se denota por R�(A) al 
onjunto de re
ubrimientos (Bk)k2N de A tales que d(Bk) � �, k 2 N. Sede�ne � : P(R2 )! R+ [ f1g 
omo �(A) = lim�!0 ��(A) donde��(A) = inffXk2N d(Bk) : (Bk)k2N 2 R�(A)g:Muestre que � est�a bien de�nida y queA � B ) ; 6= R�(R2 ) � R�(B) � R�(A):(A) Pruebe que � es una medida exterior. (B) Pruebe que � satisfa
e las siguientes propiedades:(B.1) A;B � R2 ; dist(A;B) > 0) �(A [ B) = �(A) + �(B);(B.2) 8 x 2 R2 , �(A+ x) = �(A), donde A+ x = fa+ x : a 2 Ag;(B.3) 8 � 2 R, �(�A) = j�j�(A), donde �(�A) = f�a : a 2 Ag, y �(f0g) = 0;(B.4) Si  : R2 ! R2 es una 
ontra

i�on, es de
ir,8 x; y 2 R2 ; j (x)�  (y)j � jx� yj;enton
es �( (A)) � �(A);(B5) Deduz
a de (B.1) que todo Boreliano de R2 es �-medible y de (B.4) que � es invariante porrota
iones;(B.6) Pruebe que � indu
e una medida en los Borelianos de R2 , que seguimos llamando �;(C) Demuestre que si D = [a; b℄ � f0g enton
es �(D) = b � a y 
on
luya que para todo trazore
to H(x; y) = ftx + (1 � t)y : t 2 [0; 1℄g se tiene �(H(x; y)) = jx � yj. Pruebe adem�as que siC = [0; 1℄ � [0; 1℄, enton
es �(C) = 1 y deduz
a que �(A) = 1 para 
ualquier A � R2 tal queint(A) 6= ;.(D) Sea 
 : [0; 1℄ ! R2 una 
urva 
ontinua simple (i.e. 
 inye
tiva). El prop�osito de esta parte esprobar que �(C) = `(
) donde `(
) es el largo de la 
urva C = 
([0; 1℄).En lo que sigue las 
urvas son de largo �nito. La parametriza
i�on natural  : [0; `(
)℄ ! R2 es talque `( ([0; t℄) = t. De aqu�� se dedu
e que  veri�
a j (s)�  (t)j � js� tj para s; t 2 [0; `(
)℄.(D.1) Pruebe que �(C) = �( ([0; `(
)℄)) � �([0; `(
)℄) = `(
), donde hemos identi�
ado [0; `(
)℄
on [0; `(
)℄� f0g; 1



2(D.2) Sea P una parti
i�on �nita de [0; 1℄ de�nida por los puntos 0 = t0 < t1 < ::: < tn = 1. Considerela poligonal que pasa por los puntos 
(ti), i = 0; :::; n. Pruebe que la proye

i�on del pedazo de 
urva
[ti; ti+1℄ sobre la re
ta que pasa por 
(ti) y 
(ti+1) 
ontiene al trazo Hi = H(
(ti); 
(ti+1));Pruebe que �(Hi) � �(
[ti; ti+1℄)y 
on
luya que `(
) � �(C).


