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Pregunta 1. Sean (Q,B,u) un espacio de probabilidad y 7' : @ — Q una funcién biyectiva
bi-medible tal que Ty = p, es decir V A € B, p(A4) = p(T~'(4)).

(1) Probar que las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) ¥V f,g € L*(Q, B, ),
1 Nl
lim — /foT"gdu:/fd,u/gd,u

(b) V A,B € B,

Indicacion: Para (c) = (b), puede mostrar que
N-1

Br={Ae€B/ lim — > T "(4)nB)=u(A)uB)}

n=0

es clase mondtona, donde B € S.

(2) Suponga que Q = {0,1}", B es la sigma &lgebra producto y u sobre cada cilindro C' =
[ikgy -y ik, )¢ S€ cdlcula como u(C) = 7r3+1_2;10 s -’/le:;:() ikj, donde mp,m € (0,1), 7o+ = 1. Use
la parte (1) para probar que en este caso si B € B satisface T~!(B) = B entonces u(B) = 0 o bien
n(B) = 1.

Problema 2. Sea (2, B, ) un espacio de medida. Probar que si f € LP(Q,B,pu), 1 < p < oo,

entonces
1Ally = sup( | [ £-g.du 1/ lllly <1
donde % + % = 1. Ademss si p satisface la propiedad siguiente:
VAeB, (uW(A) >0 = 3 BCA, BeB, 0< u(B) < o);

entonces la propiedad es cierta para p = co.



Problema 3.

Sea (Q, B, ) un espacio de medida. Sea (f,,)nen una sucesién de funciones medibles no negativas
que convergen puntualmente a f € L'(2, B, ). Probar que si,

vneN [ fod=[ s
Q Q
entonces f, converge a f en L*(Q, B, u).

Indicacién: descomponer f, — f =g} — g, .
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