Pregunta 1 :

Pregunta 2

. CONTROL 1

Prof. Jaime San Martin .

Aux, Arturo Prat

Sea {X,7,u) un espacio de medida finita completo. Se dice que una sucesién de
funciones medibles (f,) converge g —c.t.p. Uniformemente (lo que denotaremos por

UCTP] si
Ye > 034 € plAYy < ey falac = fla-, Uniformemente .

El propdsilo de esta pregunta es probar que UCTDE es equivalente a convergencia

c.t.p.. Para ello

{i} Considere BX ={r € X : |fmlz)—flx}| < }}, y defina también A%, = (| BE.
fnzm

Bajo la hipdtesis que {f,) converge puntualmente a f pruebe que la familia (A¥ )m

es creciente en m y s5u unién es X, para todo & > 1 fijo.

(ii) Pruebe que para ¢ > 0 fijo existe una secuencia my tal que u{ X\ A% } < g/2%,

Concluya que {f.) converge UCTP a f, y generalice al cazo en que {f,) converge a

ferp.

(ili) Para la reciprora tome £ = 1/j ¥ utilice la definicidn de convergencia UCTP.

: Consideremos la funcién ¢{y) = wlog{y + 1) definida en HR,. En el espacio de
medida (0,1}, £, dz) definimos el conjunto de clases de equivalencia de funciones
medibles

B={f]: [ifte)iz < oo},

La idea es dotar a este espacio de una norma que lo haga Banach, y probar que
se encuentra entre L! y L# : p > 1. En lo que sigue ne haremos distincién entre
funciones y clases de equivalencia. '

(1) Pruebe que la funcién definida en {0, 00}:

a—}jn&(@)d@

es estrictamente decreciente y continua si f € B, f 5 0.



L

{ii) Definimos

Il =inf{e > 0: jw(M) dz < 1},
o

' a

Pruebe que 8= {f: |if]l < o}, y quesi f € B, f # 0 entonces

[

{ili) Pruebe que | || tiene la siguiente monotonia en A

0< f<g=Ifl< gl

ydeduzca quesi U £ fi, T f.con fy € B, y existe © < oo tal que || fu|| < € entonees
Fe By ilfal tfll- Ind.: Utilice Fatou.

1
(iv} Pruebe que fn, — 0 en la norma de B siy sélo si [ o] fu{x))de — 0.
2

(v) Pruebe el siguiente Teorema de convergencia dominada: si fn — fdr—ctpy
|fal € g € B entonces ||fr, — fil = 0

(vi} Pruebe que || || e5 una norma en H. Para la desigualdad triangular considere

| iﬁ!’
Tri+ilall-
(vii) Pruebe que (B, || [|) es un Banach contenido en L' y que contiene a todo L?
para p > 1.

Las siguientes propiedades de ¥ le pueden ser utiles:

Es una funcién continua, estrictamente creciente, convexa.
Tiene un crecimiento moderado en co, esto es

vy e ¥ < ¥y
vp > 130(p) < o0, p{p) < oYy 2 wip)  ¥(y) < Clp)y”™

Tiene variacidn lenta en oo
VR > 03D(R) <o, y{R) <co¥y 2 y(R)  »(Ry) < D(R)Y(y)

Finalmente tiene ademds la propiedad

Ve > 03C(E) < oo, Yy = e ¥ < Cle)dly).




