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Problema 1:

i) Sea A ⊆ R un Boreliano tal que λ(A) < ∞ donde λ denota la medida de Lebesgue y
f : A −→ R una función medible finita ctp. (A tiene la tribu traza). Demuestre que
para todo ε > 0, existe un conjunto medible B ⊂ A no vaćıo tal que λ(A \ B) < ε y
f |B : B −→ R es acotada.

ii) Sea ε > 0. Pruebe que existe un abierto Vε ⊆ [0, 1] denso en [0, 1] y tal que λ(Vε) < ε.

iii) Sean (X, τ, µ) espacio de medida. Pruebe que fn ∈ L1 convergen en L1 a f ssi
∫

A
fndµ

converge a
∫

A
fdµ uniformemente en A ∈ τ .

Problema 2:

Sean fn funciones integrable que convergen c.t.p. a f integrable.

i) Probar que si las fn son positivas c.t.p., entonces fn converge a f en L1 ssi (
∫
fndµ)

converge a
∫
fdµ.

ii) Dar un ejemplo donde f = 0,
∫
fndµ = 0 para todo n ∈ N y fn no converge a 0 en L1.

Problema 3:
Sea X un espacio métrico y ε > 0. Se define µ∗ε(A) = min{|I| : A ⊆ B(xi, ε) i ∈ I}.
a) Probar que µ∗ε es una medida exterior.
b) Se define ψ(A) = ĺım

ε→0
µ∗ε . Encontrar expĺıcitamente ψ(A) y pruebe que es una medida.

Problema 4:
Borel -Cantelli y convergencia c.t.p.

Sea (X, τ, µ) espacio de medida.

i) Sean (An) conjuntos medibles t.q.
∑
µ(An) <∞. Pruebe que µ(ĺım supAn) = 0.

ii) Muestre que una sucesión de funciones medibles fn reales convergene c.t.p. a f ssi ∀ ε > 0,
µ(ĺım supn{|fn − f | > ε}) = 0.
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iii) Si fn son tales que para todo ε > 0,∑
n

µ({|fn − f | > ε} <∞

entonces fn convgerge c.t.p. a f . De un ejemplo de que esta condición no es necesaria

iv) Pruebe que si εn > 0 es una sucesión convergente a 0, y fn una sucesion de funciones
medibles t.q. ∑

n

µ({|fn| > εn} <∞

entonces fn converge c.t.p. a 0. Si además
∑
εn < ∞, entonces la serie

∑
fn congerge

absolutamente c.t.p.

Problema 5:

i) Sea (X, τ, µ) espacio de medida y f ∈ L1. Pruebe que ν : τ → R dada por ν(A) =
∫

A
fdµ

define una medida con signo finita. Encuentre ν+, ν− y |ν|

ii) Sea (X, τ) espacio medible y ν medida con signo finita sobre τ . Se define L1(X, τ, ν) :=
L1(X, τ, |ν|), y para f ∈ L1(X, τ, ν),∫

fdν :=

∫
fdν+ −

∫
fdν−.

Verifique que esta definición tiene sentido, y que si ‖ν‖V T = |ν|(X) denota la norma en
variación total de ν, entonces

‖ν‖V T = sup{
∫
fdν : f medible acotada t.q. ‖f‖unif ≤ 1},

donde ‖f‖unif = supx∈X |f(x)|, y por lo tanto ν ∈ {f : medible acotada}∗ (dual topológi-
co).
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