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Pregunta 1 : Consideremos (2, F, IP) un espacio de Probabilidades. Diremos gue una secuencia
de variables aleatorias (X, ) converge en distribucidn a X variable aleatoria si para
cuaiquier funcién f : £ — IR continua acotada sc tiene

Cim IE(f(XR)) < IE(f(X)).
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Dirernos ademas que (X)) es uniformemente integrable (1) si

. ; IE _Y = .
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Pruebe que st {X,) converge en distribucién 2 X y si {X,,) es Ul entonces X+ es
integrable v _
lm [F(X]) =IE{X™).
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Pruebe finalmente que bajo Jas mismas hipétesis se ticne: X es integrable vy
lim [E(X,) = IE(X).
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Indicacién: utilice una truncacién de la parte pesitiva como la siguiente
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Pregunta 2 : Sea f: A" — I? una funcién integrable. Definimos la funcidn maximal como

1 ) :
M{f){z) = sup m{B{z.7)) {f} i f(w)|dy,

donde B(z,r) ez la bola de centro « de radio r, ¥y m(e) es la medida de Lebesgue en
IR", Probaremos gue existe una constante A que sdlo depende de la dimensién tal
que

m(fz: M(£)) > a)) < 5 [ 1wy




{Se dice en andlisis que la funcién maximal es weak-type {1,11).

{i} Para probar esteveorema se necesita el siguiente lema. Supongamas que el conjunto

medible £ es cubierto por una celeccion de bolas 8 = {B, : A € A} cuyoes radics
egtdn uniformemente acotados: sup{rad(8,.): A € A} < o0. Probaremos que existe
una subcoleccidn numerable y disjunta (By) € B tal que

m{E) <57 Z m{ 8},

Para ello considers el siguiente procedimiento inductive: tome B, cualquier bola

~de B tal que rad(By) > 1/2sup{rad(B,) : A € A}. Una vez definidos B, ..., B

tomemos si es que exisie Hryq disjunta de las anteriores y tal que rad(Byy,) >

1/2sup{red(B,): A€ Ay B, disjunta de By, ..., B,}. Este procedimiento en prio-

¢ipic podria ser infinito. En el caso que 3 m(B:) = oo no hay sada que probar.
3

En case contrario supondremos que 3" m{D:) < oo y en particular rad(H.) — 0.
%

Para cada & consideremos fi; la bela de centro el mismo que By y radio § veces
mayor. [Demuestre que para cada B, existe un & lal que B, C B}, Razone por
contradiceién tome j el menor indice tal que B intersecta a By (por qué existe?] y
use la forma como e elegida B,.

Probaremos ahora el teorema. i M(f){x) > &, encuentre una hola B(z,+)} tal que
m{B(z,r)y< L [ |f(¥)ldy ¥ aplique el lema.
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Recuerde que m(8(z,r)) = m(B(D, 1})r".




