
Control 1 An�alisis IIMayo 1997 Profesor: Alejandro MaassAuxiliar: Joaqu��n FontbonaAuxiliar: Fernando S
hwartzPregunta 1. Sean (
;B; �) un espa
io de probabilidad y T : 
 ! 
 una fun
i�on biye
tivabi{medible tal que T� = �, es de
ir 8 A 2 B; �(A) = �(T�1(A)).(1) Probar que las siguientes proposi
iones son equivalentes.(a) 8 f; g 2 L2(
;B; �),limN!1 1N N�1Xn=0 Z
 f Æ Tn g d� = Z
 f d� Z
 g d�(b) 8 A;B 2 B, limN!1 1N N�1Xn=0 �(T�n(A) \ B) = �(A)�(B)(
) 8 A;B 2 S, donde S es una semi{�algebra que genera B,limN!1 1N N�1Xn=0 �(T�n(A) \ B) = �(A)�(B)Indi
a
i�on: Para (
) ) (b), puede mostrar queBB = fA 2 B = limN!1 1N N�1Xn=0 �(T�n(A) \ B) = �(A)�(B)ges 
lase mon�otona, donde B 2 S.(2) Suponga que 
 = f0; 1gN, B es la sigma �algebra produ
to y � sobre 
ada 
ilindro C =[ik0 ; :::; ikl ℄t se 
�al
ula 
omo �(C) = �l+1�Plj=0 ikj0 ��Plj=0 ikj1 , donde �0; �1 2 (0; 1), �0+�1 = 1. Usela parte (1) para probar que en este 
aso si B 2 B satisfa
e T�1(B) = B enton
es �(B) = 0 o bien�(B) = 1.Problema 2. Sea (
;B; �) un espa
io de medida. Probar que si f 2 Lp(
;B; �), 1 � p < 1,enton
es jjf jjp = supf j Z
 f � g d� j = jjgjjq � 1 g;donde 1p + 1q = 1. Adem�as si � satisfa
e la propiedad siguiente:8 A 2 B; (�(A) > 0 ) 9 B � A; B 2 B; 0 < �(B) <1);enton
es la propiedad es 
ierta para p =1. 1



2 Problema 3.Sea (
;B; �) un espa
io de medida. Sea (fn)n2N una su
esi�on de fun
iones medibles no negativasque 
onvergen puntualmente a f 2 L1(
;B; �). Probar que si,8 n 2 N; Z
 fn d� = Z
 f d�;enton
es fn 
onverge a f en L1(
;B; �).Indi
a
i�on: des
omponer fn � f = g+n � g�n . Tiempo: 3 horas


