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P1.— Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad (i.e. un espacio de medida donde u(X) = ) Sea
T : X — X una funcién invertible B — B medible tal que Ty = p (recordar que Tu(A) = p(T~1(A))
para A € B). Considere f : X — R en LY(X, B, ).
(a) Probar que VA € B, [, foTdu = fT(A) fdu.
(b) Sea T = {A € B: u(AAT*(A)) = 0}. Probar que 7 es o-dlgebra
P2.- Sea A C R?. El didmetro de A4, d(A), se define como
d(A) = sup{|z —y| : 2,y € A}.

Observe que d(A) = d(A), d(#) = 0. También recordamos que

dist(A,B) = inf{|z —y|:z € A,y € B}

es la distancia entre A y B.
Se denota por R.(A) al conjunto de recubrimientos (Bj)ren de A tales que d(By) <€, k € N. Se
define A : P(R?) — Ry U {oo} como A(A) =lim._,o0 Ac(A) donde

Ac(A) =inf{> d(B) : (Bi)ren € Re(A)}.
keN
Muestre que A estd bien definida y que

ACB=0#R(R*) C R(B) C Re(A).

A) Pruebe que A es una medida exterior. (B) Pruebe que A satisface las siguientes propiedades:
1) A,B C R?,dist(A,B) > 0= A(AUB) = A(A) + A(B);
2)VzeR A(A+2) =A(A),donde A+z={a+z:a€ A};
B)VaekR, A(aA) |a|A(A), donde A(ad) ={aa:a € A}, y A({0}) =0;
A4) Si: R® - R? es una contraccién, es decir,
v T,y € ]R27 |1/)(:L‘) - ¢(y)| < |x - y|7

entonces A(Y(A)) < A(A);

(B5) Deduzca de (B.1) que todo Boreliano de R? es A-medible y de (B.4) que A es invariante por
rotaciones;

(B.6) Pruebe que A induce una medida en los Borelianos de R?, que seguimos llamando A;

(C) Demuestre que si D = [a,b] x {0} entonces A(D) = b — a y concluya que para todo trazo
recto H(z,y) = {tz + (1 — t)y : t € [0,1]} se tiene A(H(z,y)) = | — y|. Pruebe ademds que si
C = [0,1] x [0, 1], entonces A(C) = oo y deduzca que A(A) = oo para cualquier A C R? tal que
int(A) # 0.

(D) Sea v : [0,1] — R? una curva continua simple (i.e. 7 inyectiva). El propdsito de esta parte es
probar que A(C) = £(y) donde £(v) es el largo de la curva C = ([0, 1]).

En lo que sigue las curvas son de largo finito. La parametrizacién natural 1 : [0, £(y)] — R? es tal
que £(1([0,t]) = t. De aqui se deduce que ¢ verifica |¢p(s) — ¢ (t)| < |s — t| para s,t € [0, £(7)].

(D.1) Pruebe que A(C) = A@([0,£(7)])) < A([0,2(y)]) = £(v), donde hemos identificado [0, £(7)]
con [0,4(7)] x {0};
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(D.2) Sea P una particién finita de [0, 1] definida por los puntos 0 = ¢ty < t; < ... < t, = 1. Considere
la poligonal que pasa por los puntos v(t;), 7 = 0, ..., n. Pruebe que la proyeccién del pedazo de curva
v[ti, ti+1] sobre la recta que pasa por y(¢;) y y(ti+1) contiene al trazo H; = H(y(t;),v(tit1));
Pruebe que

A(H;) < A(v[ti; tiga])
y concluya que £(v) < A(C).



