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I Desigualdad de Kolmogorov para variables aleatorias independientes

Sea (Ω, τ, P) espacio de probabilidad, I un conjunto y (Fi)i∈I una familia de sub-σ-álgebras
de τ (Fi ⊆ τ y es σ-álgebra ∀i ∈ I). Denotamos

∨

i∈I Fi := σ(
⋃

i∈I Fi).
1. Diremos (Fi)i∈I son σ-álgebras independientes si para todo subconjunto finito J ⊆ I se
tiene

P(
⋂

j∈J

Aj) =
∏

j∈J

P(Aj)

para todo Aj ∈ Fj .

i) Muestre que si (Fi)i∈I es una familia de σ-álbegras independientes, entonces para
toda familia finita de variables aleatorias (Yj)j∈J ⊆ L∞(X, τ, P) a valores en R, tales
que para todo j ∈ J Yj es Fj−medible, se tiene

∫

∏

j∈J

YjdP =
∏

j∈J

∫

YjdP.

Justifique porque todas las integrales son finitas. Deduzca que si Y1, Y2 ∈ L2, con Yi

Fji
−medible y j1 6= j2, entonces

∫

Y1Y2dP =
∫

Y1dP
∫

Y2dP.

iii) Si (Fj)j∈J y (Fk)k∈K son dos subfamilias de (Fi)i∈I , pruebe que las σ-álgebras

G =
∨

j∈J

Fj y G′ =
∨

k∈K

Fk son independientes.

2. Diremos que variables aleatorias Xn : Ω → R, n ∈ N son independientes si las σ−álgebras
σ(Xn) := σ({X−1

n (A) : A ∈ β(R)}) son independientes.

Sean ahora (Xn)n∈N ⊆ L2 variables aleatorias independientes tales que
∫

XndP = 0 para
todo n ∈ N. Denotamos r2

k :=
∫

X2
kdP y Sn :=

∑n
k=1 Xk.

Se probará a continuación la desigualdad de Kolmogorov: Para todo ε > 0,

P

(

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε

)

≤ ε−2
n

∑

k=1

r2
k

i) Defina Ak = ∩j<k{|Sj | < ε} ∩ {|Sk| ≥ ε}. Muestre que P(Ak) ≤ ε−2
∫

1Ak
S2

kdP y
deduzca que

P

(

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε

)

≤ ε−2
n

∑

k=1

∫

1Ak
S2

kdP.

ii) Muestre que
∫

S2
ndP ≥

∑n
k=1

∫

1Ak
S2

kdP + 2
∑n

k=1

∫

1Ak
Sk(Sn − Sk)dP

iii) Pruebe que para k < n, 1Ak
Sk es (∨k

i=1σi)-medible y (Sn−Sk) es (∨n
i=k+1σi)-medible.

iv) Muestre que
∫

S2
ndP =

∑n
k=1 r2

k y concluya el resultado.



II Medida y dimensión de Hausdorff

1. Def: Sea (X, ρ) espacio métrico. Diremos que una medida exterior µ∗ : P(X) → R̄+ es
métrica si

µ∗(A ∪ B) = µ∗(A) + µ∗(B)

para todo A, B ⊆ X tales que ρ(A, B) > 0, donde ρ(A, B) := inf
(x,y)∈A×B

ρ(x, y).

En lo que sigue, se probará que si µ∗ : P(X) → R̄+ es medida exterior métrica, entonces
todo boreliano de (X, ρ) es µ∗-medible.

i) Sea A ⊆ X cualquiera y F ⊆ X un cerrado. Defina Bn = {x ∈ A\F : ρ({x}, F ) ≥ 1
n
}.

Muestre que
⋃

n∈N
Bn = A\F y que para todo n ∈ N

µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩ F ) + µ∗(Bn).

ii) Defina Cn := Bn+1\Bn. Muestre que ρ(Cn+1, Bn) ≥ 1
n(n+1) .

iii) Pruebe que µ∗(B2k+1) ≥
∑k

j=1 µ∗(C2j) y µ∗(B2k) ≥
∑k

j=1 µ∗(C2j−1) para todo k.

iv) Muestre que µ∗(A\F ) ≤ µ∗(Bn) +
∑∞

j=n+1 µ∗(Cj), y deduzca que si µ∗(A) < ∞
entonces µ∗(Bn) → µ∗(A\F ). Concluya el resultado.

2. Sean (X, ρ) un espacio métrico y δ > 0, α ≥ 0 reales. Para A ⊆ X escribimos

Hα,δ(A) = inf
{

∑

j∈N

(diam(Bj))
α : A ⊆ ∪j∈NBj , con Bj bolas de diametro ≤ δ ∀j ∈ N

}

.

Se define la medida (exterior) de Hausdorff de dimension α como

Hα(A) := lim
δ→0

Hα,δ(A)

i) Justifique la existencia de Hα(A) (en R̄+) y pruebe que Hα,δ y Hα son medidas
exteriores métricas.

ii) Pruebe que si Hα(A) < ∞ entonces Hβ(A) = 0 para todo β > α. Deduzca que

inf{α ≥ 0 : Hα(A) = 0} = sup{α ≥ 0 : Hα(A) = ∞}.

Def: La dimensión de Hausdorff de A ⊆ X es

dimH(A) := inf{α ≥ 0 : Hα(A) = 0}

iii) Pruebe que si (X, ρ) es R con la métrica usual, entonces H1 es un múltiplo de la
medida de Lebesgue.

3. Se demostrá a continuación que para cada α ∈ (0, 1) existe un ”conjunto de Cantor
generalizado” C ⊂ [0, 1] tal que µ∗(C) = 1.
Sea ξn = 2−

n

α (notar que ξn > 2ξn+1). Quitamos a C0 := [0, 1] un subintervalo abierto
centrado de largo 1− 2ξn, que denotamos por I(1

2), obteniendo un conjunto C1 := [0, ξ1] ∪
[1−ξ1, 1]. De cada uno de los 2 intervalos [0, ξ1] y [1−ξ1, 1] quitamos subintervalos abiertos
centrados de largo ξ1 − 2ξ2, que denotamos por I(1

4) e I(3
4), y obtenemos un conjunto C2

que es la union de cuatro intervalos cerrados de largo ξ2.

ii



Inductivamente, construimos Cn quitando de cada uno de los 2n−1 intervalos que for-
man Cn−1 un subintervalo abierto centrado de largo ξn−1 − 2ξn. Llamamos I(2−n), I(3 ·
2−n), . . . , I((2n−1)2−n) a los intervalos retirados, y el conjunto que queda, (que es la unión
de 2n intervalos cerrados de largo ξn) es Cn.
Definimos

C :=
⋂

n∈N

Cn

(aśı, para α = log 2
log 3 , C es el conjunto de Cantor usual).

i) Pruebe que Hα(C) ≤ 1.

ii) Pruebe que si (Bj)j∈N es un recubrimiento de C por intervalos abiertos, de largos
(bj)j∈N, entonces existe un recubrimiento finito de C por intervalos cerrados disjuntos
(Ai)

m
i=1, de largos (ai)

m
i=1, tal que

a) Ai ⊆ [0, 1] para todo i = 1...m

b) Para todo n ∈ N, 1 ≤ k ≤ 2n y n = 1...n se tiene I( k
2n ) ∩ Ai = φ

c)
∑m

i=1 aα
i ≤

∑

j∈N
bα
j (puede usar el hecho que (a + b)α ≤ aα + bα).

Supondremos los intervalos Ai ordenados de izquierda a derecha.

iii) Deduzca que [0, 1]\ ∪m
1 Ai es una unión finita disjunta de intervalos I(y1), ..., I(yN )

con y1 < ... < yN , y concluya la desigualdad faltante usando el siguiente lema (que
no se pide probar):

Lema: Sean y = k
2n y z = k′

2n′ racionales tales que y < z, y denotemos por i(z)
y d(y) respectivamente los extremos izquierdo de I(z) y derecho de I(y). Entonces
(i(z) − d(y))α ≥ z − y.
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