
Control 2 Teor��a de la Medida 2003 Profesor: Alejandro MaassProfesor Auxiliar: Alberto Mer
adoTiempo: 5 horasP1.{ Sea (
;B) un espa
io medible y T : 
! 
 una transforma
i�on B � B-medible. SeaM(
; T ) = f� : B ! [0; 1℄ : � es probabilidad ; �(T�1B) = �(B)gSe di
e que � 2M(
; T ) es erg�odi
a si8 B 2 B; �(T�1B�B) = 0) �(B) = 0 _ �(B) = 1(1.1) Probar que M(
; T ) es 
onvexo.(1.2) Probar que � 2 M(
; T ) es erg�odi
a si y s�olo si � es un punto extremo del 
onvexo M(
; T )(esto es, no se puede tener � = p�1 + (1 � p)�2 
on p 2 (0; 1), �1; �2 2 M(
; T ), �1 6= �2). Paraesto se a
onseja seguir el 
amino siguiente.(1.2.1) Probar (: asuma que � no es erg�odi
a y es
riba � 
omo 
ombina
i�on 
onvexa de medidasen M(
; T ).(1.2.2) Para ): asuma que � = p�1 + (1 � p)�2 
on p 2 [0; 1℄, �1; �2 2 M(
; T ), y pruebe que�1 = �2. Para ello,{ Pruebe que existe f 2 L1R(
;B; �); f � 0, tal que �1(B) = RB fd�, B 2 B.{ Considere E = fw 2 
 : f(w) < 1g y pruebe que REnT�1E fd� = RT�1EnE fd�.{ Con
luya que f = 1.{ Con
luya que �1 = �2.(1.3) Probar que si �; � 2 M(
; T ) son erg�odi
as y � 6= � enton
es � ? �. (Hint.: use el Teoremade des
omposi
i�on de Lebesgue)P2.{ Sea (
;B; �) un espa
io de medida.(2.1)(2.1.1) Sea f 2 L1R(
;B; �). Probar que lim�(A)!0 ZA jf jd� = 0(2.1.2) Sean (fn)n2N � L1R(
;B; �) y f 2 L1R(
;B; �) tal que fn ! f puntualmente 
uando n!1.Probar que si R
 jfn � f jd�! 0 
uando n!1 enton
es(1) lim�(A)!0 RA jfnjd� = 0 uniformemente en n.(2) 8� > 0, 9A� 2 B, �(A�) <1, 8n 2 N, RA
� jfnjd� < �(Hint.: probar que dado g 2 L1R(
;B; �) y � > 0 existe A� 2 B tal que RA
� jgjd� < �.)(2.2) Suponga en esta parte que � es una medida �nita. Diremos que una familia F de fun
iones enL1R(
;B; �) es uniformemente integrable si:(i) supfR
 jf jd� : f 2 Fg <1 y(ii) lim�(A)!0 RA jf jd� = 0 uniformemente en f 2 F .1



2(2.2.1) Pruebe que si (fn)n2N � L1R+(
;B; �) 
onverge puntualmente a f enton
es�Z
 fnd�!n!1 Z
 fd�; f 2 L1R+(
;B; �)� ) ffn : n 2 Ng es unif. integrable(Hint.: probar que jjfn�f jj1 ! 0 y para ello pruebe que R
min(fn; f)d�! R
 fd� y R
max(fn; f)d�!R
 fd�. )(2.2.2) Considere (fn)n2N � L1R(
;B; �) 
onvergiendo puntualmente a f : 
 ! R. Asuma quelim�(A)!0 RA jfnjd� = 0 uniformemente en n. Vamos a probar que f 2 L1R(
;B; �). Para ello:{ Pruebe que 8� > 0, 8�� > 0, 9n0 2 N, 8n;m � n0, �(jfn � fmj > �) � ��.{ Pruebe que jjfn � fmjj1 ! 0 
uando n;m!1.{ Con
luya que fjjfnjj1 : n 2 Ng es a
otado y que f 2 L1R(
;B; �).(2.3) Asuma que (
;B; �) es un espa
io de medida �nito. Sean (fn)n2N � LpR(
;B; �), f 2LpR(
;B; �) tal que (fn)n2N 
onverge puntualmente a f . Vamos a probar quejjfnjjp !n!1 jjf jjp , fn !n!1 f en LpR(
;B; �)
uando 1 � p <1. Para ello: (2.3.1) Pruebe (.(2.3.2) Pruebe ):{ Pruebe que R
 jjfnjp � jf jpjd� !n!1 0 y que lim�(A)!0 RA jfnjpd� = 0 uniformemente enn.{ Pruebe que para 1 � p <1 se tienelimn;m!1(Z
 jfn � fmjpd�)1=p = 0{ Con
luya que (fn)n2N 
onverge en LpR(
;B; �). Llame g al l��mite.{ Pruebe que 8� > 0, �(jfn � gj > �)!n!1 0.{ Con
luya que g = f 
omo elementos de LpR(
;B; �).P3.{ Sea (
;B; �) un espa
io de medida y f 2 Lp�R(
;B; �), 1 � p <1. Probar quelimr!1 jjf jjr = jjf jj1(es de
ir el l��mite existe, pudiendo ser 1, y es igual a la norma in�nito de f).Para probar este resultado se sugiere:{ Probar el resultado 
uando jjf jj1 = 0.{ Probar para jjf jj1 > 0 que lim infr!1 jjf jjr � jjf jj1: para 
ada 0 < � < jjf jj1 y r > 1pruebe que jjf jjrr � �r�(A�) y 0 < �(A�) <1donde A� = fw 2 
 : jf(w)j > �g.{ Probar para 1 > jjf jj1 > 0 que lim supr!1 jjf jjr � jjf jj1.{ Con
luir.Nota: Las partes que no pueda resolver durante las 5 horas de 
ontrol pueden ser entregadas 
omotarea el d��a Viernes 30 de Mayo en 
�atedra. Esto valdr�a un 30 % del puntaje total de la parte
orrespondiente.


