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@(1) Sea (X, 7, u} un espacio de medida completo. Para f : X — IR, considere

Efi={lz,meX xR {0y < [{z]}
HAH={r,v)e X xR /0<y< f(x)} '

(i) Muestre que si fn T f entonces E(fn) T E(f).
(it) Muestre que si_f es simple positiva entonces E(f), H(f) pertenecen a 7 @ B
donde B soo los borelianes de K.
Concluya que §i f > 0 es medible, entonces E(f) € F & 5.
(iii) Para f > 0, simple, pruebe gue

w8 ME(N = [ fdu

Extienda esta igualdad para f > U medible.
(iv) Utilizando el teorema de Tonelli pruebe que para toda f > 0 medible

1 ®MH(f)) =ffa’;»

Concluya que p @ M{(z, ¥y} e X x Ry [ y= flz)})=0

2. Sea (N, F, 1) un espacio de medida completo con p{{?) = 1. Consideremos &G C F
una sub o-ilgebra de F. Para f : 1 — K, F-medible y de cuadrado integrable
consideremoes la medida definida en G

vAel U(A)=ffdlu.
A

(i} Pruebe que v es una medida finita y que v << p. Pruebe que existe g : Q- R,
inica p-c.t.p y G-medible tal que (A} = fgdp, es decir vd € G fgd‘u =

f fdu, Notar que ¢ 10 necesariamente es 1gual a f. Para ello atudne el caso

donde G = {$, 0} es la o-Slgebra trivial. Guanto vale g en este case? il

(i) Sih € L*(G,dy) es simple pruebe que

f fhip = ] ghdp y e | [ ghdpl < |#lla - [Allzs




@

Indicacién piense en (L3({G, du)) .

de donde concluya que g s de cuadrado integrable y que |lg)lz < {}£]..

(ili } Demuestre que

» f es G-medible ss1 f = 3.

e+ Sean [y, f2 € L%(F du) y g1, 52 1as funciones G-medibles asociadas. Pruebe que

a f1 4+ f2 le corresponde gy + go.

. fr =1
3. Consideremos V = { 3} ancosmztbnsenmr/ap,, by € IR am = bm = 0'¥m > ma}

m=0

el espacio vectorial generado por les funciones {1, cosmz, senme, m > 1}. Probare-
mos que V' es denso en L3({—w, n), dx).

I Pruebe que si V' es denso en Cy{{—n, 7)) entonces V as denso en L2,

Il Considere f € Co{—, ) v definamos

em=7 [ ) cosima) dx b, = L | 112) sentma) a

param > 1,y

fy = —21—?} /_f(a:} dz.

k
Definimos Se(z) = 37 amcosmz+bmsenmey a,(x) = Sof=.1+...:5n-1“]', Ea lo
m=0
que sigue supondremos que [ estd extendida a toda R de manera I perindica,
es decir ¥ f{x + 27) = f(z).

(i) Pruebe que

en((#2) (¢ - 2),

2sen(3%

Sk(z) = - f At

¥ concluya que

n n!l-—zl
oal@) = g [ (St s
-

Indicacién; .
1 sen{.‘zfﬂz +1 u]
=4 cosu 4+ cos2u+ ... Foosmuy = ——2__¢

. 23511%
2
senu + gendu + ... + sen(2m — 1)u = (sen{mu))
sen(u)

||
|
l




(ii} Definamos ¢,(z} = #(’::Jﬁ%)—]}z, asi demuestre que
L .

anﬂ=5[f&+zMAﬂM-

(1ii) Pruebe que ¢, > 0; [ dn(z)dz = 1; y que ¥§ > 0 suficientemente pequenoc
-

T ontez = fontaras — 0

AR—+o0

(iv) Pruebe que o, —+ f uniformemente, para ello note que

Fix) = an(z) = / (f(2) = fiz +2))¢n(z)dz

-

y separe esta integral en tres partes (—w, —4], (—8,8) ¥ {8, #).
L'E
(v} De (iv) concluya que &, -+ f, v pruebe que V es denso en L2




