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Sauf indication contraire, les fonctions considérées sont à valeurs com-
plexes. L’espace R sera toujours muni de sa tribu borélienne et de la
mesure de Lebesgue.

Exercice 1. — Soit f une fonction continûment dérivable définie sur
R. On suppose que les applications x �→ f(x) et x �→ f ′(x) sont bornées.
On suppose de plus que f(x) → b pour |x| → ∞ et on pose f(0) = a.
Soit g une fonction sommable définie sur [1/2, 2]. On pose

hn(x) =
∫ 2

1/2
f(xyn)g(y) dy.

a. — Montrer que les fonctions hn sont dérivables sur R.

b. — Pour x ∈ R, déterminer lim
n→∞

hn(x).

c. — On suppose de plus que f est sommable. Montrer que les fonctions
hn sont sommables.

Exercice 2. — L’espace Ω = {0, 1}N∗ étant muni de sa tribu borélienne
et de la mesure d’équiprobabilité, on définit

T (ω1, . . . , ωn, . . . ) =


0 si ωj = 0 pour tout j

k si k est le premier indice tel que ωk = 1
.

a. — Montrer que la fonction T est mesurable.

b. — Montrer que pour toute fonction positive f , on a∫
Ω
f(T (ω)) dP (ω) =

∞∑
1

2−pf(p).



Exercice 3. — Soit Q =]0, 1[×]0, 1[ le carré unité de R2, et L2(Q)
l’espace des classes de fonctions de carré sommable (pour la mesure de
Lebesgue) sur Q. On notera Φ la symétrie (x, y) �→ (y, x). Si les fonc-

tions f̃ sont les représentants d’un élément f ∈ L2(Q), les fonctions

(x, y) �→ f̃(y, x) sont les représentants d’un même élément de L2(Q) que
l’on notera f ◦ Φ.

a. — Montrer que, pour tout f ∈ L2(Q), on a ‖f ◦ Φ‖2 = ‖f‖2.
b. — On note F le sous-espace formé des f ∈ L2(Q) tels que f = f ◦Φ.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermé de L2(Q).

c. — Déterminer le supplémentaire orthogonal F⊥ de F .

Exercice 4. — Pour f ∈ L2(R+) et pour x > 0, on pose

Tf(x) =
1

x

∫ x

0
f(t) dt.

a. — Démontrer que |Tf(x)| ≤ ‖f‖2 /
√
x pour tout x > 0.

b. — On suppose de plus que la fonction f est positive et est nulle en
dehors d’un intervalle [a, b], avec 0 < a < b.

b1. — Montrer que Tf ∈ L2(R+).

b2. — Montrer que

‖Tf‖22 = 2
∫∫∫

0<s<t<x

f(s)f(t)

x2
ds dt dx = 2

∫ ∞
0

f(y)Tf(y) dy.

b3. — Démontrer que ‖Tf‖2 ≤ 2 ‖f‖2.
c. — On suppose seulement que f ∈ L2(R+) est positive. On pose
fn(x) = f(x) pour 1/n ≤ x ≤ n et fn(x) = 0 sinon. Démontrer que
Tf ∈ L2(R+) et que ‖Tf‖2 ≤ 2 ‖f‖2 (on pourra considérer les limites de
‖fn‖2 et de ‖Tfn‖2 pour n→∞).

d. — Démontrer que T est une application linéaire continue de L2(R+)
dans lui-même.


