Control 1 Analisis 11

Prof. J. San Martin, Aux. F. Schwartz

@PREGUNTA 1

Sea A C IRZ. El didmetro de A, d(A), se define como
d(A) = sup{|z - yl/z.¥ € A}
Note que d(A} = d(A), d(@) =10 También recordamos que
dist(A, By =inf{lz—y /T €A, UE B}

es la distancia entre Ay B.
Nenotaremos por Re{A) ¢l conjunto de recubrimientos [Bilgew de A tales que d(B,) £ ¢

vhe V.
Se define A - P{RY) — M4 U {oc} coma
A(A) = lim A(4)

donde

AdAYy = inf{ 3 d(By) / (Buen € R.(A)}.

ke

Muestre que A csté bien defimida, ¥ note que

AC B =B #R{R) CR(B) CRelA).

(i) Prucbe que A es una medida exterior. ' . _

£
(ii) Pruebe que A satisface ademas: .
(s) A, B C I, dist{A, B) > 0= A(AU B) = MA) + A(B). e
(b) A(A + z) = AA) VT € R* donde A+z={a+3z/aE A} es el irasladado de A en T
(c) AloeA) = |elA{4) Yo € Ry que A({0}) =0, donde ad = {aaja € A}. '

(d) Mas generalmente si 3 : R? — I? es una contraccidn, es decir,
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[(z) — $(w) < |z —yl ,Yz,y € B2 entonces A{(A)) < A(A).

Se puede probar con (a) que tode Boreliano do FR? es A-medible. Ademids de (d)} se concluye
que A £s invariante por rotaciones.
Podemos considerar en lo que sigue A : B —+ i, U {00} la medida que induce A en los Barelia-

nos. Por qué?

(iii) Demuestre que 8i D = [a,d] x {0} entonces A{D) = b — a y concluya que para todo trazo
recto H{z,y) ={tz +{1 —t)y / t € [0,],} se tiene que A(H(z,¥)) = |z — 4|

Pruebe ademds que si C' = [0, 1] x [0, 1], entonces A{C) = oo ¥ deduzca que A{A) = co para
eualquier A C IR? tal que int(A4) £ 0. :
Indicacidn: Para la primera parte vea lo siguiente:

si (Brlrerv € R.(D), entonces definiendo para B, N D # 3

ay = inf{r‘,-f'l:r, U:l € Bg}

by = sup{r/(r.0) € By}

entonces by, —ap < d(By), Jelor, be] = [&,0]. Concluya que b~a < A{A) y para la otra desigual-
dad tome un recubrimiento especial.
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(iv) Sea ¥ : {0, 1j — /R? una curva continua simple (i.e. v inyectiva). El praopdsito de esta parte

es probar que
A(CY = ()

dende {(~) es el largo de la curva ¥ C = ([0, 1]).

Recordemes que i{4) = sup T h{t } = ¥(¢;41)| donde P es la caleccion de particiones ﬁmtas de
o, 1}

ljn ]]0 que sigue consideraremos curvas de largo finito, "

La parametrizacién natural ¥ : [0, {{v)] =+ R? es tal que {(yjqy) =t De aqui se deduce que 4
verifica |¢(t) — 9(3)] < |t — 3| parat, g € i0,{{7]].

{a) Pruebe que A(C) = A{0,H{¥)])) £ A(C, {(¥}]) = {~) donde hemos identificado [8, {{y)]
con [0, ()] x {0}.




(b) Sea P = (¢t }._ ... una particién finita de [0, 1]. Considere la poligonal que pasa por los
puntos {¥(})i=o,-

Prucbe que la prt}yecclén del pedazo d(} curva y[ti, &i41) sobre la recta que pasa por y(t;) y ’r( )
contiene al irazo H; = H(v(t:), v{ti-1}}-

Pruebe que
AH;) € Alrlt tia])

y concluya gue {[v) < A(C). !

PREGUNTA 2

Considere £ ; it = R creciente continnn a la derecha y denoteinos por pp ia medida de
Lebesgue- Sticltjes que & induce. Se quiere probar quae si f es de clase C! entonces

[ ftenontziue(s) = B0 - FOOO - [ P @

En lo que sigue denotareos por zf = 35 parat=0,..- 2%

(i) Pruebe que
-1

fa = fI0) l{ﬂ}"‘ZJﬂf LY

i=
converge puntualmente a f en 0. 1].
Deduzea que

[fnl[[;.11](f,'.lp “:Euff]-[ﬂ,l';ff“ﬂ

(ii} Pruebe que

— B0 F(0) — Z EA f(r“} Flzi)).

f Fnlpadnr = F(1)

Concluya el resultado.

Indicacion: Recuerde que si f es C! entonces f(y) = f{x) + f'{z}{(y — ¢} + R{z,y) donde

|R{z %) s-0
D |z—y|<d I$ - yl

—+ 0.




