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P1.— Sea X un espacio métrico compacto. Sea B = B(X) la o-4lgebra Boreliana de X.
Sea p : B — IR, una medida finita. El propésito de este problema es probar el resultado
siguiente:

V B € B,

Ve>0,3FCX, cerrado, 3U C X, abierto, talque F C BC U, p(U\F) <e.(x)

Para probar el resultado se sugiere:

(a) Probar que la propiedad (*) es cierta para todo cerrado de X.

(b) Defina F = {B € B : la propiedad (*) es cierta }, y pruebe que es o-dlgebra.
(c) Concluya.

P2.— Sea (2, B, 1) un espacio de medida finita. Sea (ay,)nemnv una familia creciente de
particiones finitas B-medibles, es decir, o, C By dado A € o, 41 existe B € o, tal que
AC Bencadan e IN. Sea By, = 0(Unenwan).

(a) Caracterice las funciones o(ay,) — B(IR) medibles, n € IN.
(b) Pruebe que dada una funcién f : Q — IR, en £}(2, B, i), y dado € > 0, existe N € IN
y una funcién o(ay) — B(IR) medible, fx : Q — IR, tal que

[ = | ganl <

P3.— Sea Q # 0.

(A) Se dice que C es una clase que recubre si ) € C y dado A C Q existe (Eyp)pnerw € C
tal que A C |, En- )

Sea 7 : C — IRy tal que 7(0) = 0. Se define p* : P(Q) — R4 por

p*(A) =inf{ Y 7(Ep): (En)new CC,AC | En}-

nelN nelN

Probar que p* es medida exterior.

(B) Se dice que una medida exterior p* : P(2) — IR, es regular si VA C Q, 3E € B*,
ACE, i (E) = p(A).



Asuma que p* es una medida exterior regular y que p*(€2) < co. Probar que
1

E € B* siy sélo si p* () = p*(E) + p*(E°)

P4.— Sea (2, B) un espacio medible y T': Q@ —  una transformacién B — B-medible. Sea
M(Q,T)={p:B—[0,1] : u es probabilidad , u(T~'B) = u(B)}
Se dice que p € M(Q,T) es ergédica si

VBeB,u(T 'BAB)=0= u(B)=0Vu(B)=1

(4.1) Probar que M(£2,T) es convexo.

(4.2) Probar que p € M(Q,T) es ergddica si y s6lo si p es un punto extremo del convexo
M(Q,T) (esto es, no se puede tener p = pui+(1—p)pz conp € (0,1), py, p2 € M(Q,T),
w1 # pe2). Para esto se aconseja seguir el camino siguiente.

(4.2.1) Probar <«: asuma que p no es ergédica y escriba g como combinacién convexa
de medidas en M(,T).
(4.2.2) Para =: asuma que g = puy + (1 — p)ue con p € [0,1], p1,p2 € M(Q,T), y
pruebe que p; = pg. Para ello,

— Pruebe que existe f € L5 (Q,B,u), f >0, tal que uy(B) = [ fdu, B € B.

— Considere E = {w € Q: f(w) < 1} y pruebe que fE\T—lE fdu = fT—lE\E fdpu.

— Concluya que f =1.

— Concluya que pu; = pa-

(4.3) Probar que si p,v € M(Q,T) son ergédicas y p # v entonces p L v. (Hint.: use el
Teorema de descomposicién de Lebesgue)

P5.— Sea (2, B, 1) un espacio de medida.

(5.1)
(5.1.1) Sea f € LY, (Q, B, ). Probar que
lim / dp=20
i Alf\ 1

(5.1.2) Sean (fn)nenw C Li(Q,B,p) y f € Li(Q2,B, ) tal que f, — f puntualmente
cuando n — co. Probar que si [, |f, — fldp — 0 cuando n — oo entonces

1) lim,(4y_0 fnldp = 0 uniformemente en n.
n(A) A
(2) Ve >0, 3A, € B, u(Ae) < oo, Vn € IN, ng |fuldp < €
(Hint.: probar que dado g € L} (2, B, 1) y € > 0 existe A € B tal que [,. [g|dp < €.)



(5.2) Sunponga en esta parte que p es una medida finita. Diremos que una familia F' de
funciones en Li(Q, B, 1) es uniformemente integrable si: (i) sup{ [, |f|dp: f € F} < oo
y (i) lim,(ay—0 [4 |f|dp = 0 uniformemente en f € F.

(5.2.1) Pruebe que si (fn)new € L+ (€, B, 1) converge puntualmente a f entonces

(/ fndp —n_oo / fdu, f € L}RJF (Q, B, u)) = {fn :n € IN} es unif. integrable
Q Q

(Hint.: probar que ||f, — f||1 — 0 y para ello pruebe que [, min(fy, f)du — [, fdpy
Jomax(fn, fldu — [ fdp. )

(5.2.2) Considere (fn)new € Lki(Q,B,u) convergiendo puntualmente a f : Q — IR.
Asuma que lim,(4)0 i) 4 |fuldp = 0 uniformemente en n. Vamos a probar que f €
LY (Q, B, ). Para ello:

Pruebe que Ve > 0, Ve > 0, Ing € IN, Yn,m > ng, u(|fn — fm| > €) <€
Pruebe que ||f, — fi||1 = 0 cuando n,m — oc.
Concluya que {||fn|]1 : » € IN} es acotado y que f € Li(Q, B, u).

(5.3) Asuma que (€2, B, i) es un espacio de medida finito. Sean (f,)nenv € LR (2, B, p),
€ L(Q, B, 1) tal que (fn)nemn converge puntualmente a f. Vamos a probar que

fallp 2 nooo [Ifllp € fo —=nooo fen Lp(Q, B, p)

cuando 1 < p < oo. Para ello:

(5.3.1) Pruebe <.

(5.3.2) Pruebe =:

Pruebe que [, [|fn|? — |f|P|dp = nsoo 0y que limy,ayo [, [fn|Pdp = 0 uniformemente
en n.

Pruebe que para 1 < p < oo se tiene

Hm ([ |fa — fim|Pdp)Y? =0

Concluya que (fn)nemn converge en L5 (2, B, p). Llame g al limite.
Pruebe que Ve > 0, p(|fn — 9| > €) ?ns00 0.
Concluya que g = f como elementos de L (2, B, ).

P6.— Sea (2, B, 1) un espacio de medida y f € L%(Q, B,p), 1 <p < oco. Probar que

Tim [|f1lr = {171l

(es decir el limite existe, pudiendo ser oo, y es igual a la norma infinito de f).
Para probar este resultado se sugiere:



— Probar el resultado cuando ||f||oc = 0.
— Probar para ||f||eo > 0 que liminf, o |||+ > ||f]|loo: Paracada 0 < a < ||f|lcc y 7 > 1
pruebe que

A1 2 " p(Aa) v 0 < p(da) < o0

donde A, = {w € Q: |f(w)| > a}.
— Probar para co > ||f||co > 0 que limsup,._, o || f|lr < [|f]|oo-
— Concluir.

P7.— Sea X un espacio métrico compacto. Denotamos por C(X) al espacio de las fun-
ciones a valores reales continuas y por M(X) al conjunto de las medidas de probabilidad
definidas en los borelianos de X (B(X)).

Se tiene que todo operador lineal positivo, L : C(X) — IR, verificando L(1) = 1, tiene
asociada una tnica medida de probabilidad g € M(X) tal que L(f) = [y fdp en cada
funcién f € C(X). Justifique esta afirmacion.

El objetivo de este ejercicio es probar la proposicién siguiente.

Proposicion. Sean (pin)nenw € M(X) y p € M(X). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) iy, oo [y fdpn = [y fdp para cada f € C(X);

(b) limsup,, , o pn(C) < u(C) en cada conjunto cerrado C C X;

(¢) liminf,, o un(U) > p(U) en cada conjunto abierto U C X;

(d) limy, o0 pir(A) = p(A) en cada A € B(X) tal que u(bd(A)) = 0, donde bd(A) es la
frontera del conjunto A.

Para probar esta proposicion se sugiere:

(7.1) Probar que (b) < (c).

(7.2) Probar (a) = (b) (Hint: aproxime los cerrados por abiertos y aplique Teorema de
Uryshon).

(7.3) Probar que (b) y (¢) = (d).

(7.4) (d) = (a)

(Hint: dada una funcién f € C(X) defina m = mingex f(z) —1y M = max,ex f(z)+1.
Luego considere la medida v : B([m, M]) — [0, 1] por v(B) = u(f~*(B)).

Pruebe que dado € > 0 existen reales to = m < t; < ... <1y = M talesque t; —t;_1 <e¢
y v({t;}) =0 en cada j € {2, ..., k}.

Use estos valores para definir la particién de X formada por los dtomos A; = {z € X :
ti—1 < f(z) <tj}, j €{2,...,k}, y concluya.)

P8.— Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad. Sean By C By C ... C B,... C B una

secuencia creciente de sigma édlgebras de B tal que o(|J,,~, Bn) = B-



(8.1) Probar que para toda f € LY(X,B,u) y N > 1 se tiene:

1
X

donde Enx = {r € X : maxi<n<n IE (f | Bn) (x) > A} . Para ello: suponga f > 0y defina
paral <n <N

EM —{zeX:(Vke{l,..n—1}IE(f|Br)(z) < N AIE(f | Bn)(z) > A}

— Pruebe que Ey(LN) € B,;
N
— Pruebe que En = U ESLN);
1

— Pruebe que [, fd,u_z M (EN);
— Concluya el resultado para f arbitraria.

(8.2) Probar que para toda f € LY(X,B,u) y A > 0

1
pla € X ssup IE(f | B,) > A < 5 [ |fldu.
nZl A X

(8.3) Probar que para toda f € L'(X, B, u) se tiene que IE(f | B,) —n—oo IE(f | B) en
LNX, B, ).
(Hint: pruebe primero que el resultado es cierto para f € |J,,; L'(X, Bn, ). Luego re-

cuerde que dada f € L'(X, B, ) y € > 0 se puede encontrar una funcién g € L' (X, By, , i)
para algin ng > 1 tal que ||f — g|]1 < €.)

(8.4) Probar que para toda f € LY(X, B, ) se tiene que IE(f | B,) —nseo IE(f | B)
puntualmente (u-c.s.).
(Hint: use (8.1) o (8.2), y la desigualdad de Markov para probar que

n—0o0

w{limsup |[IE(f | By) — f| > v/} < \if /X f - gldu

donde g y € son como en la parte anterior.)



