
Control Teor��a de la Medida19 de Noviembre del 2002Alejandro MaassSea (X;B; �) un espa
io de probabilidad (i.e. un espa
io de medida donde �(X) =1). Sea T : X ! X una fun
i�on invertible B � B medible tal que T� = � (re
ordarque T�(A) = �(T�1(A)) para A 2 B). Considere f : X ! R en L1(X;B; �).P1.{ Probar que 8A 2 B, RA f Æ Td� = RT (A) fd�.P2.{ Sea I = fA 2 B : �(A�T�1(A)) = 0g. Probar que I es �-�algebraPara N � 1 de�nimos fN = 1N PN�1n=0 f Æ T n y f (N) = sup1�j�N j � fj. Adem�asf � = supN�1 f (N).P3.{ Probar que Rff�>0g fd� � 0.Indi
a
i�on: probar que f (N) � f + (f (N))+ Æ T y que Rff(N)>0g fd� � 0.P4.{ Sea Y 2 B y � 2 R tal que T (Y ) � Y . Probar queZfy2Y :f�(y)>�g fd� � ��fy 2 Y : f �(y) > �gP5.{ Sean �; � 2 R, � < �. Se de�neE�;� = fx 2 X : lim infN!1 fN(x) � � < � � lim supN!1 fN (x)g(i) Probar que T (E�;�) � E�;�.(ii) Probar que �(E�;�) = 0 y 
on
luir que �f = limN!1 fN existe �-
.s.P6.{ Probar �f = �f Æ T �{
.s. y que �f es I � B(�R) medible.P7.{ Probar que �f 2 L1(X;B; �) y jj �f jj1 � jjf jj1.P8.{ Pruebe que fN 
onverge a �f en L1(X;B; �).Indi
a
i�on: pru�ebelo primero para f � 0 y para ello 
onsidere 0 � g � f a
otada.P9.{ Probar que si I s�olo 
ontiene 
onjuntos de medida 0 o 1 enton
es �f = RX fd��-
.s.
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