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Pregunta 1; Consideremos la medida #H? de Haussdorf dos dimensional en R? { no
pruebe que es medida), El propésito de esta pregunta es probar que ella coincide con la
medida de Lebesgue salvo una constante multiplicativa.
(i} Pruebe que § = {{a.® x (c,d] " R: a<bec<de Eﬂ} es una semialgebra gue
genera los borelianos de JR*,

Se define la medida de un rectangulo ui({e, b x (e, d]) = (b — ald —¢).
(i) Pruebe por induccidén que si un rectingulo es union finita disjunta de rectingulos
entonces la medida es la suma de las medidas.

(li} Pruebe que p es una medida en S. Para probar la o-aditividad st Use vy = R con
R;: € &, disjuntos y R € 5, tomar un subrectdngulo compacto de B y engrosar los
R; de maners que queden abiersos. Concluya que existe una unica medida extensién
de p a los borelianos de IR’ y que para tode boreliano

#(A +z) = p(A), p{kd)=kulA),

donde A4 z={y+z: ye A} y kd = [ky: y € A}

{iv) Pruebe que H*(R) = H*([D,1] x {0,1])#{R} para cualquier cuadrado R y poc lo
tanto para cualquier rectingulo de extremos racionales y concluys que la igualdad
se tieme para cualquier rectdngulo. Debe probar que H*{[0,1] x [0,1]) es finita ¥y
estrictamente positiva. Concluya que para tado boreliano A se tiene

H(4) = H((0,1; % [0,1])( A).

Pregunta 2:
I Supongamos f : JR? — IR es una funcién que verifica

¥z € R f(z,e) es de clase &7
Vie R fls,2) € LR, dz).

Ademés supongamos que existe g € LR, dz} tal que

&
e, b 'E.Ef[:.i}} = gle).




Pruche que entonces la funcién F(t) = [ f(z,) dz es de dlase &% ¥ que su derivada estd
dada por ' '

F'{1) ;fgf(;,t) dz

IY Consideremos (X, T, ) un espacio de medida finita. Diremos que A=A, .., A} es
una particién finita si A es una particion de X, los conjuntos 4;, ¢ = 1,...,n son medibles
y de medida positiva. Para una particién finita A considere

¥=1

Taf =% Héf_) [ #z) due) 14,

{i). Prusbe que si f € LP entonces T4f € LP, que T4 es lineal y que en LF tiene norma
menor o igual a 1.

Dadas dos particiones finitas A y 8 se dice que B es mas fina que A si todo elemento
de B esta contenido en unc de A ¥ los clementos de A son uniones de clementos de B,
La notacién que usaremos es A < 5.

(i) Pruebe que para f € L? con 1 & p < o0 se tiene el resultade siguiente: dado & > 0
existe A particién finita fal que

V3 particién finita A < B = |Tsf — f]p S e

III Consideremos (X, T ,u) un espacio de medida o-finita. Supongamos que g es una
funcién medible que verifica

¥f € L se tiene fg € L7,

Demuestre que g € L™,




