Control 1 MA47C
9 de abril de 2004 4:00hrs
Profesor: Joaquin Fontbona
Auxiliar: Mauricio Duarte

I Desigualdad de Kolmogorov para variables aleatorias independientes

Sea (2, 7,P) espacio de probabilidad, I un conjunto y (F;);c; una familia de sub-o-édlgebras
de 7 (F; € 7y es o-dlgebra Vi € I). Denotamos \/,.; Fi := o(U;c; Fi)-
1. Diremos (F;);er son o-dlgebras independientes si para todo subconjunto finito J C I se

tiene
P(() 4)) = [ P(4))
jeJ jeJ

para todo A; € Fj.

i) Muestre que si (F;)ics es una familia de o-dlbegras independientes, entonces para
toda familia finita de variables aleatorias (Y;);jes C L*°(X,7,IP) a valores en R, tales
que para todo j € J Y; es Fj—medible, se tiene

/Hde]P’:H/deIP.
jed jed

Justifique porque todas las integrales son finitas. Deduzca que si Y;,Ys € L?, con Y;
Fj,—medible y ji # jo, entonces [Y1YodP = [Y1dP [ YodP.

iii) Si (Fj)jes v (Fr)kex son dos subfamilias de (F;);er, pruebe que las o-algebras

g= \/ Fiyvg = \/ Fi. son independientes.
jeJ keK

2. Diremos que variables aleatorias X, : 2 — R, n € N son independientes si las c—4lgebras
o(X,) == o({X,;}(A) : A€ B(R)}) son independientes.

Sean ahora (X,)nen C L? variables aleatorias independientes tales que f X, dP = 0 para
todo n € N. Denotamos r? := [ XZdPy S, ==Y p_ Xk
Se probara a continuacién la desigualdad de Kolmogorov: Para todo ¢ > 0,

n
P >e) <e? 2
(sma 1 <) <
k=1
i) Defina Ay = N;<i{|S;] < e} N {|Sk| > €}. Muestre que P(A4y) < 72 [ 14,53dP y

ii) Muestre que [ S2dP > >0 1 [14,52dP +2>"1_; [ 14, 5k(Sn — Sk)dP
iii) Pruebe que para k < n, 14, S es (\/i-“zlai)—medible y (Sn—Sk) es (ViL,10:)-medible.

iv) Muestre que [ S2dP =Y 7_, 72 y concluya el resultado.



II Medida y dimension de Hausdorff

1. Def: Sea (X, p) espacio métrico. Diremos que una medida exterior ;* : P(X) — R, es
métrica si
W(AU B) = u*(A) + 1 (B)
para todo A, B C X tales que p(A, B) > 0, donde p(A,B) := inf  p(z,y).
(z,y)€AXB
En lo que sigue, se probara que si p* : P(X) — R, es medida exterior métrica, entonces
todo boreliano de (X, p) es p*-medible.

i) Sea A C X cualquieray F C X un cerrado. Defina B,, = {x € A\F : p({z}, F) > 1}.
Muestre que |J,,cy Bn = A\F y que para todo n € N

i(A) > 1AM F) + 1" (By).

ii) Defina C), := B, +1\By. Muestre que p(Cp41, B,) > m

iii) Pruebe que p*(Bagt+1) > Z§:1 p*(Co) y pw*(Bag) > Z;?:l p*(Caj—1) para todo k.

iv) Muestre que p*(A\F) < p*(Bn) + 3252, 1#*(Cy), v deduzca que si p*(A) < oo
entonces p*(B,) — p*(A\F). Concluya el resultado.

2. Sean (X, p) un espacio métrico y § > 0, > 0 reales. Para A C X escribimos

H,s5(A) = inf { Z(diam(Bj))a : A C UjenBj, con Bj bolas de diametro < § Vj € N}.
JEN

Se define la medida (exterior) de Hausdorff de dimension o como
H,(A) := %ir% H,;5(A)
i) Justifique la existencia de H,(A) (en Ry) y pruebe que Hns y H, son medidas
exteriores métricas.

ii) Pruebe que si H,(A) < oo entonces Hg(A) = 0 para todo 3 > a. Deduzca que

inf{a > 0: Hy(A) =0} =sup{a > 0: Hy(A) = oo}.

Def: La dimension de Hausdorff de A C X es
dimpg(A) :==inf{a > 0: H,(A) =0}

iii) Pruebe que si (X,p) es R con la métrica usual, entonces Hj es un multiplo de la
medida de Lebesgue.

3. Se demostra a continuacién que para cada a € (0,1) existe un ”conjunto de Cantor
generalizado” C' C [0, 1] tal que p*(C) = 1.

Sea &, = 27 a (notar que &, > 2&,4+1). Quitamos a Cj := [0, 1] un subintervalo abierto
centrado de largo 1 — 2¢,, que denotamos por [ (%), obteniendo un conjunto C; := [0,&] U
[1—¢&1,1]. De cada uno de los 2 intervalos [0, &1] y [1 —&1, 1] quitamos subintervalos abiertos
centrados de largo & — 2&, que denotamos por I (%) el (%), y obtenemos un conjunto Co
que es la union de cuatro intervalos cerrados de largo &o.
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Inductivamente, construimos C,, quitando de cada uno de los 2"~ ! intervalos que for-
man C,_; un subintervalo abierto centrado de largo &,—1 — 2§,. Llamamos I(27"), I(3-

27"), ..., I((2"—1)27™) a los intervalos retirados, y el conjunto que queda, (que es la unién
de 2" intervalos cerrados de largo &) es C,,.
Definimos

C:=()Cn
neN
log 2

(asi, para o = los3

C es el conjunto de Cantor usual).
i) Pruebe que H,(C) < 1.

ii) Pruebe que si (Bj)jen es un recubrimiento de C' por intervalos abiertos, de largos
(b;)jen, entonces existe un recubrimiento finito de C por intervalos cerrados disjuntos
(Ai)™,, de largos (a;)™,, tal que

a) A; C[0,1] para todoi=1..m
b) Para todon € N;1 <k < 2"y n=1...n se tiene 1(2%) NA; =¢
) Doty af <3 en b (puede usar el hecho que (a +b)* < a® +b%).

)

¢}

Supondremos los intervalos A; ordenados de izquierda a derecha.

iii) Deduzca que [0, 1]\ UT* A; es una unién finita disjunta de intervalos I(y1), ..., I(yn)
con y; < ... < yn, y concluya la desigualdad faltante usando el siguiente lema (que
no se pide probar):

Lema: Sean y = 2% y z = 2’“7/, racionales tales que y < z, y denotemos por i(z)
y d(y) respectivamente los extremos izquierdo de I(z) y derecho de I(y). Entonces

(i(2) —d(y)* =2 z —y.
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