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P1. Consideremos K : [0,1]> — R, una funcién continua. Para cada f € L'([0,1], £, dz) defini-
mos

o
Tf(z) = /0 K(,9)f () dy.

(1) (1 punto) Pruebe que T : LY([0,1],£,dz) — L([0,1],£,dz) es un operador lineal
continuo.
(2) (5 puntos) Pruebe que T'f es una funcién continua y que

1
ITf(2) - Tf(2)] < méx{|K (@) — K(53)| : y € [0,1]} /0 ()] dy

Concluya que si F = {f, : n € N} es una familia de funciones integrables tales
que ||fnlli < 1 para todo n, entonces la familia {T'f, : n € N} es equicontinua y
uniformemente acotada. Finalmente pruebe que existe subsucesién ny tal que (T fn, )&
converge en L.

P2. Consideremos I = {1,---,n} un conjunto finito. Sea P una matriz de tamaflo n x n, tal
que para todo i, j se tiene P;; > 0 y para todo ¢ »_ P;; = 1. Una matriz de este estilo se
llama estocéasica. Las potencias de ésta matriz P’gzeéon también matrices estocasticas. En
particular P° es la matriz identidad. Le puede ser 1til recordar que para todo 0 < k < m
(P™);5 = IZI(Pm‘k)ﬂ(Pk) 1;. También consideraremos A € R un vector de probabilidades,

€

es decir paratodoi €l X\; >0,y Zj A =1
Para cada coleccién 0 < 41 < -+ < £, de nimeros naturales definimos la medida de
probabilidad en I* dada por

Hopy ety ({a} x - % {Zk}) = Z)‘j (PEI)J"h (Pez_&)iﬂE tre (Pem—zm_l)im—ﬂm'
jel
Por ejemplo 1 2a({i} x {7} X {1}) = £ APy v ademis poaa({i} x {3} x {1)) =
s€
AiPij(PQ)ﬂ. Note que I* es un conjunto finito y por lo tanto la medida ey, 0, queda
totalmente determinada por su valor en cada punto de I*. Asf tenemos que para A € P(I*)

oo (A = Y pae s ({in} X x (i)

(i1,~~~ ,ik,)eA

Pruebe que existe una tnica medida de probabilidad P en (IN,P(IN)) tal que

P(Xo =10, X1 =41, -+ , Xk = k) = Xig Pigiy Piyin -+ P,

Th—1%k

donde X, es la coordenada £ de un elemento w = (ji)ren € I dada por X,(w) = jq.
Ind. Utilice directamente el Teorema de Kolmogorov pensando que I C R. Esta medida P
se llama la cadena de Markov de ley inicial A y matriz de transicién P.
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P3. (a) (2 puntos) Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y G una sub-c-algebra de F. Su-
pongamos que (X, )nen es una coleccién de variables aleatorias integrables F medibles
y que estdn uniformemente acotadas por una variable aleatoria ¥ también integrable

[ Xn(w)] <Y(w)

P-c.t.p.. Supongamos que (X,,) converge c.t.p. a la variable aleatoria X. Notemos que
entonces (X,)n converge en L'(F,P) a la variable X.
Pruebe que
E (X,|0) - E (X]9) ,
en L(G,P).
(b) (2 puntos) Suponga que X,Y son variables aleatorias no negativas acotadas. Suponga
ademsds que XE (Ylg) < 1 demuestre que

E(XY|g) <1
Ind. Puede suponer en un principio que IE(,Y|Q) > a > 0 para alguna constante a.
(c) (2 puntos) Considere el espacio medible ([0,1],8) y T : [0,1] — [0, 1] una transformacién
continua. Pruebe que para cada medida regular y definida en ([0, 1], B) existe una tnica
medida regular ur tal que para toda f continua

[forau= [ fdur.

Pruebe ademés que si x es una medida de probabilidad, ur también es medida de
probabilidad.
Ind. Piense en el teorema de Riesz.
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