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P1. (4 puntos) Consideremos V = { 2 mco3(Mmz) + b sen(mnz) : tm,bm € R,Ym > mg @ = by =0} €l

espacio vectorial generado por las funciones {1, cos(mz), sen(mz), m > 1}. Probaremos que
V es denso en L2((—w, n), dx).
(1) Pruebe que si V es denso en Co((—7, 7)) entonres V es denso en L2.
Considere f € Cy(—n, ) y definamos

=% / () cos(me) dt 1;,,,:7-1r / £(2) sen(mt) dt

a(,:% / £ dt.

Definimos Si(x) = E amecos(mz) + bmsen(mz) y on{z) =

param>1,y

50{l)+~-+5n—1(1) En lo

que sigue supondremos que f estd extendida a todo R de manera 27 periodica, es decir
Vz f(z + 2r) = f(z). Pruebe que

T

1 /f sen( 42(t—z)) gt
T 2sen(45Z)
k4 nit
y concluya que on(z) = 5= [1 (%) f(t)dt
=)
Indicacién: N
2m+1
% + cos(u) + cos(2u) + ... + cos(mu) = %
_ _ (sen(mu))?
sen(u) + sen(3u) + ... + sen((2m — L)u) = ()
N
Definamos ¢n,(2) = 5or (%’%l) , asi demuestre que

oule) = [ fla+ 2)6u()ds
=8
{(2) Pruebe que ¢, > 0; f ¢n(2)dz = 1;y que Vs > 0 suficientemente pequefio [ ¢,(z)dz =
-7
f¢n dz - 0

(3) Pruebe que @, — f uniformemente, para ello note que

@) = anle) = [ (1@) = Sl + Non(alds
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y separe esta integral en tres partes (—w, —d],(—6,8) y [J, 7).
Concluya que o, — f in L?, y pruebe que V es denso en L2.
n—oo

P2. (2 puntos) (1) Consideremos en (R, B) una medida v tal que para todo compacto K se tiene v(K) < 0o.
Pruebe que v es regular. También pruebe que existe F' : R — R creciente y continua
por la derecha tal que F(0) =0y

v((a,b]) = F(b) — F(a).
(2) Considere f:R™ — R, la funcién

1
)= —F———¢€
f@) (2m)% det(x)?
con g € R™ y ¥ una matriz simétrica definida positiva. Pruebe que

./R" flz)dz =1.

Para ello le puede ser 1til saber que toda matriz simétrica definida positiva tiene una
rafz simétrica, es decir existe A simétrica tal que & = A2. A es invertible ; por qué ?.
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