ECOLE POLYTECHNIQUE Promotion 2003
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES 7 Juillet 2004

Intégration et analyse hilbertienne
Epreuve hors classement
durée 2 heures
Documents autorisés : cours polycopié et notes personnelles

Sauf indication contraire, les fonctions considérées sont a valeurs complexes. L’espace R et ses

intervalles seront toujours munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.

Exercice 1 On munit l'espace L'([—1,1]) de sa norme :

1
I = [ iroar
On note CJ(R) I'espace des fonctions f : R — C continues et bornées, muni de la norme

[1flloc = supl f ()]
Tz€R

Pour f € L'([-1,1]), on définit F': R — C par :

|
F(z) = /1 o ’xﬂf(t) dt.

1) Montrer que F est bien définie et paire.

2) Montrer que F appartient & CY(R) et que F(z) — 0 quand x — +oo.

3) Montrer que la restriction de F' a [0, +00] est dérivable sur cet intervalle et que cette dérivée
est continue sur [0, +00.

4) Montrer que si f est > 0 et non nulle dans L'([—1,1]), alors F n’est pas dérivable en 0.

5) Montrer que F est dérivable sur R tout entier si et seulement si

/_llwf(t) dt = 0.

6) Montrer que si F' est dérivable sur R tout entier, alors la dérivée seconde F” existe partout
et qu’elle est elle-méme continue.

7) Montrer que l'application f +— F définit une application linéaire continue de L'([—1,1])
dans CY(R) que I'on notera T'. Calculer la norme ||T'|| = sup{||T(f)|l« | | /]l < 1}.

Exercice 2. Soit (X,.A, 1) un espace mesuré. On suppose que f, : X — C est une suite de
fonctions mesurables qui tend presque partout vers la fonction mesurable f : X — C.

1) On suppose que p(X) est fini. Montrer que, pour tout ¢t > 0, on a u({zx € X | | f(z)— f(x)| >
t}) — 0 quand n — co. On considerera la suite de sous-ensembles

Ane = { € X [sulfyla) — f()] > 1}
p=n
2) Trouver une suite de fonctions f,, : R — R telle que

1



e f.(z) — 0, pour tout x € R,

e la mesure de Lebesgue de {x € R | |f,(x)| > t} soit +00, pour tout réel ¢ et tout entier
n.

Dans la suite de cet exercice, on supposera que p(X) est fini et que sup,ey [y |fa]? dp est
fini. On posera M? = sup,cy [ | fal® dpi-
3) Montrer que [ |f|*dp < M?. (Indication : Utiliser le lemme de Fatou.)

4) Montrer, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que, pour tout A € A et tout n € N,

on a :
[ 17 = f s < 201 )

5) Montrer que f, — f dans L*(X, A, u).

Exercice 3. On considere Q = {0, 1} muni de la mesure d’équiprobabilité P. On notera par
|-l2, la norme sur L*(Q2) et par (-,-) le produit scalaire sur L*(2). On rappelle que si A est
un sous-ensemble on note par 1,4 la fonction caractéristique de A. Si (sq,...,,) € {0,1}", on
note par Ci, .. s,) le sous-ensemble de €2 :

Clstysn) = L(wi,wa, .o we, o) €Q | wy = s1,w0 = 52,...,Wy = Sp}-
Pour n € N*, on posera aussi :
D" = {(wy,wa,...,wp,...) € Q| w, =1}
On rappelle que P(D") = %
Pour n € N, on définit une suite de fonctions mesurables ¢,, : 2 — R par ¢y = 1, la fonction
constante égale a 1 partout sur €2, et pour n € N* par :

On(Wi,way ..o Wy ) = Wh.

On observera que ¢, = 1p», pour n > 1.
1) Montrer que [, ¢, dP = 3, pour n > 1. Que vaut ||, |2 ?
2) Montrer que pour tout m,n > 1, avec m # n, on a {(Qm, n) = }1.

Dans la suite on pose ¥y = g et ¥, = 2¢,, — 1, pour n > 1.

3) Montrer que |[1,]|2 = 1, pour tout n € N et que les v, sont 2 & 2 orthogonaux.

Dans la suite, on note par V' le sous-espace vectoriel de L*(§2) engendré par les ¢,,,n € N et
par F' sa fermeture. On remarquera que le sous-espace F admet la suite ¢,,,n € N pour base
hilbertienne, en particulier, tout = € F sécrit x = Y ¢n(2)1n, avec cp(x) = (1n, x).

On posera dans la suite 0, = max(p1,...,¢,),n > 1.

4) Montrer [, 0, dP = 1—27". (Indication : 1—6, est la fonction caractéristique d’un ensemble
que l'on déterminera). Montrer que 6,, — ¢y = 1 dans L?(Q).
5) Montrer que (0, p;) = 5 — 3, 81 @ > n et que (0, ;) =

On appelle p : L*(2) — F' la projection orthogonale de L?

6) Montrer que :

,pouri=1,...,n.
) sur son sous-espace F.

e L

1 "1
p(0n) = (1 — 27)@00 + ; Q—nf/h'-

7) Pour quelle valeur de n a-t-on 6, € F' 7 (Indication : On utilisera la relation de Bessel-
Parseval pour p(6,,) dans la base hilbertienne 1),.)



