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On tiendra le plus grand compte de la clarté et de la rigueur de la copre.
Les résultats du polycopié qui seront utilisés devront étre cités par leur
nom ou leur référence.

Les espaces R, R? et les intervalles de R seront toujours munis de leur
tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.

Exercice 1. — Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit f une fonction
mesurable positive définie sur X vérifiant [, f(z)du(z) = 1.

On pose A4, = {x} 1 < f(z) < 141/n}. Montrer que u(A,) — 0.

n—oo

Exercice 2. — L’espace (2 des suites infinies w = (w1, ws,...) de 0 et de
1 est muni de sa tribu borélienne Bor(€2) et de la mesure d’équiprobabilité
P. On rappelle que, pour a € {0,1}, 8 € {0,1} et p # ¢q, on a

P <{u)‘ wy=a et wq:ﬁ}> =1/4

On définit les fonction X, par X, (w) = 2w, — 1.
(a) Montrer que les X,, forment un systéme orthonormal dans 'espace
L?(Q). Est-ce une base hilbertienne de L?*(2)?

n
(b) On pose G, (w) = Z iXp(w). Démontrer que ||Gyp|| ;e — 00,
p=1
(c) Démontrer que ||G,| 2 et ||Gnl|;: restent bornés pour n — oo.
(d) Soit F D'espace des éléments de L?(Q2) qui sont orthogonaux a tous
les X,,. Montrer que F' est de dimension infinie.



Exercice 3. — On se donne deux fonctions sommables f et g, définies
sur [0, 1], & valeurs réelles. Pour ¢t > 0, on pose

F(t) = / VI@? T By da.

(a) Démontrer que F'(t) est bien défini pour t € [0, co.

(b) Démontrer que la fonction F est continue sur [0, co].

(c) Démontrer que la fonction F' est dérivable sur |0, oo[ et déterminer
cette dérivée.

(d) Démontrer que, a lorigine, F possede une dérivée a droite
%E%(F(t)—F(O))/t et déterminer celle-ci.

Exercice 4. — On se donne une fonction mesurable positive définie
dans R? vérifiant .
K(z,y) < —————.
1+ |z — 2y

Pour a > 0, et lorsque I'intégrale a un sens, on note T, 'opérateur qui a
une (classe de) fonction f définie sur R fait correspondre la classe de

T.f(x) = / K (2. 9)* £ (y) dy.

(a) Pour @ > 0, montrer que 7, est un opérateur linéaire continu de
L'(R) dans L*=(R).
(b) Pour @ > 1, montrer que T, est un opérateur linéaire continu de
L*(R) dans L'(R).
(¢) Pour a > 1/2, montrer que T, est un opérateur linéaire continu de
L*(R) dans L>=(R).
(d) Pour @ > 1/2, montrer que T, est un opérateur linéaire continu de
L'(R) dans L*(R).




