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P1. Sea (X, B, 1) espacio de medida. Diremos que la medida es Semifinita si VA € B, u(4) = oo =

dBeB,BC Atq0< u(B) < co.

(a) Pruebe que toda medida o-finita es semifinita, pero que la reciproca no es cierta.

(b) Pruebe que VA € B de medida infinita, y Vr > 0,3B € B, B C A tal que r < u(B) < .
Indicacién: considere el supremo de los valores que p toma sobre los subconjuntos de A de
medida finita y si este supremo es finito pruebe que se alcanza y llegue a una contradiccién.

(c¢) Considere ahora que la medida u es cualquiera. Defina A : B — [0, 0] por

A(A) = sup{u(B) : B € B, B C A, u(B) < oo}

Pruebe que A es una medida semifinita y que, si p es semifinita, entonces A = p.

P2. Considere X el espacio de las medidas finitas sobre (R, B(R)). Para u,v en X, se define su

convolucién como p * v(E) = u ® v(E2), donde Ey = {(z,y) : z +y € E}.

(a) Pruebe que si p, v pertenecen a X entonces u * v pertenece a X. Pruebe ademés que A = p* v
es la nica medida con signo finita tal que

/ fdr= /R /R f(@ +y) du(z) dv(z) ¥f € Co(R).

(b) Pruebe que la convolucién sobre X es conmutativa (también es asociativa y distribuye frente a
la suma pero no lo pruebe). ;Posee la convolucién un elemento neutro?
(c) Si E es un boreliano de R pruebe que

pHv(E) = /R W(E —t)du(t).

Concluya que si u es continua (i.e. todo singleton es u-despreciable), entonces p * v es continua.
Pruebe ademds que si v y i son discretas (i.e., se concentran en conjuntos numerables), entonces
w* v también. En particular, encuentre una férmula explicita para u* v cuando ambas medidas
se concentran en Z.

(d) Sea m la medida de Lebesgue en R. Pruebe que si 4 < m, entonces para toda A en X, ux\ < m.
Para el caso en que v < m pruebe ademds la férmula

d(u*v) _d_,u* dv

dm  dm  dm’
P3. Consideremos f : R — R una funcién en L!(R, £, dz). Supondremos que f satisface la eondicién

de Dini en z es decir existe § > 0 tal que
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Esto representa una cierta continuidad de f en z. Bajo estas condiciones pruebe que

A o0
.1 _
lim = O/_é F ) cos(A(t — z))dtdA = f(z).

A—oo T
Para ello necesitaré probar primero el siguiente lema

Lema 1. Sea f € L(R, L,dz) entonces
oo
Ifm / f(z)sen(Ax)dx = 0.
A—o00
—00
Demostracién. Pruebelo primero para f € C§°. Para ello demuestre que

/ f(z)sen(Az) dz = / f’(w)&ff”—)dm

Pruebe ahora que

sen(Az) iz,
z

A oo [oe]
1 1
J(A) == f@) cos(A(t —z))dtdr == [ flz+2)

v usando la famosa identidad VA > 0

oo N
1 / sen(Az) dr = lim 1 / sen(Az) dr =1

=1
™ z N—oco T z
—0o0 -N

deduzca que

N
g I e B | sen(Az)
“N

z
|z|2N |z|=N

Pruebe ademés que

/Mdz: /Mdu.

z U
|z|=N lu[2AN

Concluya el resultado
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