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DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES 9 Juillet 2003

Corrigé de l’épreuve d’“Intégration et analyse hilbertienne”

Exercice 1. a) Si on note Bk = {ω ∈ Ω; ωk = 0 et ωk+1 = 1}, alors, pour a ∈ R,

T−1(] −∞, a]) = ∪1≤j≤aBj .

Comme les (Bk)k sont des boréliens, pour a ∈ R, T−1(] − ∞, a]) est un borélien de Ω. T est
donc mesurable.
b) On calcule facilement P (A1) = P (A2) = 1

4
.

c) On remarque que, si T (ω) = n alors, si 0 apparâıt parmi les n− 1 premières “décimales” de
ω, les “ décimales ” suivant ce 0 jusqu’à la ne “décimale” sont toutes égales à 0. Par conséquent,
An = ∪n−1

j=0Csj
où sj = (1, 1, · · · , 1, 0, 0, · · · , 0, 1) est la suite finie de longueur n + 1 composée

de j fois la “décimale” 1 puis, n − j fois la “ décimale ” 0, puis, finalement, la “décimale” 1.
Les (Csj

)j sont deux à deux disjoints et chacun de probabilité égale à 2−n−1. On obtient ainsi

P (An) =
n

2n+1
.

d) L’ensemble A∞ = {ω ∈ Ω; T (ω) = +∞} est composé des suites ω formées par d’abord une
suite de longueur finie (peut-être nulle) de 1, puis une suite infinie de 0. L’application associant
à ω ∈ A∞ la longueur de sa sous-suite de 1 réalise clairement une bijection de A∞ dans N. A∞

est donc dénombrable.
Comme T prend ses valeurs dans N∗, la question c) montre que

T∗P =
∑

n≥1

n

2n+1
δn.

Exercice 2. a) L’inégalité triangulaire donne

|x+ y|
1 + (x− y)2

≤ 2|x| + |x− y|
1 + (x− y)2

.

Comme, pour x ≥ 0,
1

1 + x2
≤ 1 et

x

1 + x2
≤ 1

2
, on obtient immédiatement l’estimation

souhaitée.

b) Posons h(x, y) =
x+ y

1 + (x− y)2
f(y). Pour tout x, la fonction y 7→ h(x, y) est mesurable. De

plus, d’après la question précédente, pour tout x et y, |h(x, y)| ≤ (1 + 2|x|)|f(y)|. Comme f
est sommable, y 7→ h(x, y) est sommable et g(x) existe.
D’autre part, pour tout y, l’application x 7→ h(x, y) est continue sur R. Pour a < b deux réels,
la majoration précédente de h nous dit que supx∈]a,b[ |h(x, y)| ≤ (1 + 2(|a| + |b|))|f(y)|. Cette
dernière fonction étant sommable, on peut appliquer le Théorème de continuité sous le signe
somme à h pour obtenir la continuité de g sur ]a, b[. Comme a < b sont arbitraires, on en
déduit que g est continue sur R.

c) Considérons la fonction
|h(x, y)|
1 + 2|x| . Elle est positive et mesurable. On calcule

∫

R

|h(x, y)|
1 + 2|x|dx ≤ |f(y)|

∫

R

2|x| + |x− y|
(1 + (x− y)2)(1 + 2|x|)dx

= |f(y)|
∫

R

|x− y|
(1 + (x− y)2)(1 + 2|x|)dx+ |f(y)|

∫

R

2|x|
(1 + (x− y)2)(1 + 2|x|)dx.
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Pour estimer la première intégrale, on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz ; ceci donne

∫

R

|h(x, y)|
1 + 2|x|dx ≤ |f(y)|

√

∫

R

|x− y|2
(1 + (x− y)2)2

dx

√

∫

R

1

(1 + 2|x|)2
dx+ |f(y)|

∫

R

1

1 + (x− y)2
dx

≤
(
√

∫

R

x2

(1 + x2)2
dx

√

∫

R

1

(1 + 2|x|)2
dx+

∫

R

1

1 + x2
dx

)

|f(y)|

≤
(
√

π

2
+ π

)

|f(y)|.
[

Il n’est pas nécessaire de calculer ces intégrales

Il suffit bien sûr de dire qu’elles sont finies

]

Comme f est sommable, on peut intégrer l’inégalité ci-dessus et appliquer le Théorème de Fubini

pour les fonctions positives pour obtenir la sommabilité de (x, y) 7→ h(x, y)

1 + 2|x| . Le Théorème de

Fubini nous dit alors que la fonction x 7→ g(x)

1 + 2|x| =

∫

R

h(x, y)

1 + 2|x|dy est sommable et que

∫

R

|g(x)|
1 + 2|x|dx ≤

∫∫

R2

|h(x, y)|
1 + 2|x|dxdy ≤

(
√

π

2
+ π

)
∫

R

|f(y)|dy. (1)

La linéarité de l’application f 7→ g(·)
1 + 2| · | est une conséquence immédiate de la linéarité de

l’intégrale. L’inégalité (1) exprime la continuité de cette application.
d) D’après la question b), pour tout x, la fonction y 7→ h(x, y) est sommable sur R. Pour tout
y, la fonction x 7→ h(x, y) est dérivable sur R. Sa dérivée satisfait

∣

∣

∣

∣

∂h

∂x
(x, y)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 + (x− y)2 − 2(x2 − y2)

(1 + (x− y)2)2

∣

∣

∣

∣

|f(y)| ≤ 1 + 3(x− y)2 + 4|x− y||x|
(1 + (x− y)2)2

|f(y)|

≤ (3 + 2|x|)|f(y)|.

Donc, pour a < b et x ∈]a, b[, on a
∣

∣

∣

∣

∂h

∂x
(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ (3 + 2(|a| + |b|))|f(y)|.

Cette dernière fonction étant intégrable, on peut appliquer le Théorème de dérivation sous le
signe somme qui prouve la dérivabilité de g sur ]a, b[ pour tout a < b, soit la dérivabilité de g
sur R.
e) En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre que, pour tout x, la fonction y 7→
h(x, y) est intégrable ce qui démontrera l’existence de g. En effet,

∫

R

|x+ y|
1 + (x− y)2

|f(y)|dy ≤
√

∫

R

(|x| + |x− y|)2

(1 + (x− y)2)2
dx

√

∫

R

|f(y)|2dx

≤
√

2

∫

R

|x|2 + |x− y|2
(1 + (x− y)2)2

dx

√

∫

R

|f(y)|2dx

≤
√

π|x|2 +
π

2

√

∫

R

|f(y)|2dx.

Ceci nous donne immédiatement que, pour tout x, |g(x)| ≤ √
π‖f‖L2(R)(1 + |x|).
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Exercice 3. a) Comme x 7→ e−ϕ(x) est positive et mesurable, on utilise le Théorème de Fubini
et la positivité de ϕ pour obtenir

∫

Rd

e−ϕ(x)dx =

∫

Rd

(
∫ +∞

ϕ(x)

e−tdt

)

dx =

∫

Rd×R+

e−t1{ϕ(x)≤t}dt dx =

∫

R+

e−t

(
∫

Rd

1{ϕ(x)≤t}dx

)

dt

=

∫

R+

e−t

(
∫

{ϕ(x)≤t}

dx

)

dt =

∫

R+

e−ta(t)dt.

b) Soit t > 0. On fait le changement de variable x 7→ t1/αx pour obtenir

a(t) =

∫

{ϕ(x)≤t}

dx = td/α

∫

{ϕ(t1/αx)≤t}

dx = td/α

∫

{tϕ(x)≤t}

dx = td/α

∫

{ϕ(x)≤1}

dx = td/αa(1)

la troisième égalité découlant de l’homogénéité de ϕ. Donc, a est homogène de degré d
α
. On

calcule
∫ +∞

0

e−ta(t)dt = a(1)

∫

R+

e−ttd/αdt = Γ
(

d
α

+ 1
)

a(1)

c) On pose ϕ(x) =
∑d

j=1 a
2
jx

2
j . En utilisant le Théorème de Fubini et les questions précédentes,

on obtient alors que

λ(E) =
1

Γ
(

d
2

+ 1
)

∫

Rd

e−ϕ(x)dx =
1

Γ
(

d
2

+ 1
)

d
∏

j=1

∫

R

e−a2
jx2

dx =
πd/2

Γ
(

d
2

+ 1
)

∏d
j=1 aj

.

Exercice 4. Soit f ∈ L2(R). Soit ε > 0. On cherche h continue à support compact et vérifiant
∫

R
h(x)(1 + x2)dx = 0 telle que ‖f − h‖L2 ≤ ε.

Comme l’ensemble des fonctions continues à support compact est dense dans L2(R), il existe
g continue à support compact telle que ‖f − g‖L2 ≤ ε/2. On note l =

∫

R
g(x)(1 + x2)dx. Si

l = 0, on prend h = g. Si l 6= 0, on va montrer qu’il existe une fonction ψ continue à support
compact telle que

∫

ψ(x)(1 + x2) dx = |l| et ‖ψ‖L2 ≤ ε/2. La fonction h = g ± ψ possèdera
alors la propriété voulue.

Il est d’abord facile de choisir une fonction continue et positive ϕ, à support dans [0, 1], et
assez petite pour avoir ‖ϕ‖L2 ≤ ε/2 et 0 <

∫

ϕ(x)(1 + x2) dx < |l|. On pose ϕa(x) = ϕ(x− a)
pour a ≥ 0. On a

‖ϕa‖L2 = ‖ϕ‖L2 ≤ ε/2 et

∫

R

ϕa(x)(1 + x2) dx =

∫ 1

0

ϕ(y)(1 + (y+a)2) dy.

L’intégrale de droite est une fonction croissante et continue (Lebesgue) de a. Elle tend vers
+∞ pour a→ +∞ (Beppo Levi). D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe une
valeur de a pour laquelle l’intégrale vaut |l|, et il suffit de poser alors ψ = ϕa.

La fonction x 7→ g(x) = (1 + x2)−1 est de carré sommable. L’ensemble {g}⊥ des éléments
de L2 orthogonaux à g est un sous-espace vectoriel fermé distinct de L2 (son orthogonal contient
g). Comme {g}⊥ contientG, il contient aussi son adhérence G. Ce dernier espace est strictement
plus petit que L2 et G n’est donc pas dense.

3


