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P1.— Sea X un espacio métrico compacto. Sea B = B(X) la o-dlgebra Boreliana de X. Sea
B — R4 una medida finita. El propdsito de este problema es probar el resultado siguiente:

YV B € B,
Ve>0,3F CX, cerrado, 3U C X, abierto, tal que F C B C U, u(U\F) <e.(x)
Para probar el resultado se sugiere:

(a) Probar que la propiedad (*) es cierta para todo cerrado de X.
(b) Defina F = {B € B : la propiedad (*) es cierta }, y pruebe que es o-algebra.
(¢) Concluya.

P2.— Sea (2, B, 1) un espacio de medida finita. Sea (ap)neny una familia creciente de particiones
finitas B-medibles, es decir, a,, C By dado A € a,,41 existe B € a,, tal que A C B en cadan € N.
Sea By = 0(Unenan).

(a) Caracterice las funciones o(a,) — B(R) medibles, n € N.
(b) Pruebe que dada una funcién f : @ — R, en £1(Q, Boo, 1), y dado € > 0, existe N € N y una
funcién o(ay) — B(R) medible, fx : @ — R, tal que

[ giu= [ ran| <

observacion: debe probar todo resultado que no se haya demostrado en clase de catedra.

P3.— Sea Q # 0.
(A) Se dice que C C P(Q) es una clase que recubre si ) € C y dado A C Q existe (Ey,)nen C C tal
que A C e En-

Sea 7 : C — Ry tal que 7(§) = 0. Se define u* : P(Q) — R, por
pH(A) =inf{Y_ 7(En): (Bn)nen CC,AC | J En}.

neN neN
Probar que p* es medida exterior.
(B) Se dice que una medida exterior pu* : P(2) — R, es regular si VA C Q, 3E € B* (medibles con

i), A C E, 1u*(E) = p*(A).
Asuma que p* es una medida exterior regular y que p*(2) < oco. Probar que

E € B* siy sblo si u*() = u*(E) + p* (E°)



