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Tiempo: 5 horas

P1.— Sea (2, B) un espacio medible y T : Q@ — Q una transformacién B — B-medible. Sea
M(Q,T) = {u:B —1[0,1] : u es probabilidad , u(T~'B) = u(B)}
Se dice que p € M(Q,T) es ergédica si
VB eB,u(T 'BAB)=0= u(B) =0V u(B) =1

1.1) Probar que M(Q,T) es convexo.

(

(1.2) Probar que p € M(Q2,T) es ergédica si y sélo si u es un punto extremo del convexo M (Q,T)
(esto es, no se puede tener p = puy + (1 — p)us con p € (0,1), p1, o € M(Q,T), u1 # p2). Para
esto se aconseja seguir el camino siguiente.

(1.2.1) Probar <: asuma que p no es ergddica y escriba u como combinacién convexa de medidas
en M(Q,T).

(1.2.2) Para =: asuma que g = pu1 + (1 — p)us con p € [0,1], p1,pu2 € M(Q,T), y pruebe que
1 = ue. Para ello,

— Pruebe que existe f € Ly(Q,B,p), f >0, tal que pi(B) = [, fdp, B € B.

— Considere E = {w € Q: f(w) < 1} y pruebe que fE\T*lE fdu = fT*lE\E fdu.
— Concluya que f = 1.
— Concluya que p; = po.

(1.3) Probar que si u,v € M(Q,T) son ergddicas y u # v entonces p L v. (Hint.: use el Teorema
de descomposicién de Lebesgue)

P2.— Sea (2, B, 1) un espacio de medida.
(2.1)
(2.1.1) Sea f € LL(Q, B, u). Probar que

lim dpu =0
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(2.1.2) Sean (fn)nen C Ly (0, B, ) y f € LL(Q, B, p) tal que f, — f puntualmente cuando n — oo.
Probar que si [q, |fn — fldp — 0 cuando n — oo entonces

1) lim,,(4y—0 fn|dp = 0 uniformemente en n.
n(A) A
(2) Ye> 0,34, € B, p(Ac) < oo, Vn €N, [,. |faldp <€
(Hint.: probar que dado g € LL(Q, B, u) y € > 0 existe A, € B tal que ng

gldp < e.)

(2.2) Suponga en esta parte que p es una medida finita. Diremos que una familia F' de funciones en
L (Q, B, n) es uniformemente integrable si:
(i) sup{Jq, [fldu: f € F} < ooy
(i) lim,(a)—o [, |f|dp = 0 uniformemente en f € F.
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2.2.1) Pruebe que si (fn)neny € L1 (Q, B, 1) converge puntualmente a f entonces
R
(/ frdpt =500 / fdu, f € Lﬂlqur(Q,B,u)) = {fn :n € N} es unif. integrable
Q Q

(Hint.: probar que || f,—f|[1 — 0y para ello pruebe que [, min(fy, f)du — [, fdpy [, max(fn, f)dp —
Jo fdp. )

(2.2.2) Considere (fn)nen C L&(Q,B,u) convergiendo puntualmente a f : @ — R. Asuma que
lim,4)0 [ 4 |faldp = 0 uniformemente en n. Vamos a probar que f € LL(Q, B, i). Para ello:

— Pruebe que Ve > 0, Vé > 0, Ing € N, Vn,m > no, pu(|fn — fi| > €) <E
— Pruebe que ||fn — fm|l1 = 0 cuando n,m — oo.
— Concluya que {||fn||1 : n € N} es acotado y que f € LL(Q, B, ).

(2.3) Asuma que (Q,B,p) es un espacio de medida finito. Sean (fn)nen C LE(Q,B,p), f €
LE(Q, B, p) tal que (fn)nen converge puntualmente a f. Vamos a probar que
I fnllp = n—soo [Ifllp € fn —=nooo fen Ly(Q, B, p)
cuando 1 < p < co. Paraello: (2.3.1) Pruebe <.
(2.3.2) Pruebe =

— Pruebe que [, ||fnl? — |fIP|di = nsoo 0y que limy,a)_o [, |fn|?dp = 0 uniformemente en
n.
Pruebe que para 1 < p < oo se tiene

([ 1o = fnPdu) /7 =0

n,m—00

— Concluya que (fn)nen converge en LE(Q, B, ). Llame g al limite.
— Pruebe que Ve > 0, pu(|fn — 9| > €) 2ns0o 0.
— Concluya que g = f como elementos de LE(Q, B, 11).

P3.— Sea (9, B, 1) un espacio de medida y f € LE(Q,B,), 1 < p < oco. Probar que
T || = [1£ll

(es decir el limite existe, pudiendo ser oo, y es igual a la norma infinito de f).
Para probar este resultado se sugiere:
— Probar el resultado cuando || f||ec = 0.
— Probar para ||f||ec > 0 que iminf, o ||f]|lr > [|f]lco: Paracada 0 < a < ||f]loc yr > 1
pruebe que
Ifllr > a"u(Aa) v 0 < p(da) < oo
donde 4, = {w € Q:|f(w)| > a}.
— Probar para 0o > || f||e > 0 que limsup, o [|f]lr < ||f]loo-
— Concluir.

Nota: Las partes que no pueda resolver durante las 5 horas de control pueden ser entregadas como
tarea el dia Viernes 30 de Mayo en cédtedra. Esto valdrd un 30 % del puntaje total de la parte
correspondiente.



