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Corrigé de I’épreuve d’“Intégration et analyse hilbertienne”

EXERCICE 1. (a) Par hypothese, il existe M et M’ avec |f(z)| < M et |f'(x)] <
M’ pour tout z. Les fonctions ¢(z,y) figurant sous le signe somme dans la définition
de hp(z) sont majorées en module par M |f(y)| et sont donc sommables sur [1/2,2].
Elles sont dérivables par rapport a « pour tout (z,y) € R x [1/2,2] et on a dp/0x =
y" f'(zy™)g(y). On a donc |0p/dx(z,y)| < M'2™|g(y)|. Le membre de droite étant
sommable, le théoreme de dérivation sous le signe somme assure que h,, est dérivable
et que f,(z) = [ 4" f'(xy™)g(y) dy.

(b) Fixons x # 0. Les fonctions y — f(zy™)g(y) sont majorées en module par
la fonction sommable y — M |f(y)|. D’autre part, lorsque n tend vers l'infini,
f(zy™)g(y) tend vers ag(y) siy € [1/2,1] et vers bg(y) siy > 1. D’apres le théoreme
de Lebesgue, on a donc

1 2
hn(z) — a 1/29(24) dy + b/1 g(y)dy sixz#0
Pour z = 0, la limite est différente : les hy,(0) sont tous égaux a a f12/2 9(y) dy.

(c) En appliquant le théoreme de Fubini a la fonction positive |f(zy™)g(y)|, on
obtient

[ i@l ds < [[ 15 llaw)] dedy = [ a1 { [ £ de}

-n

L’intégrale figurant sous I’accolade vaut y=™" [ |f(t)| dt = avec K < oo par

hypothese. On a donc

2 2
[ @) dz< [* Ky 19l dy < K2° [ 1g(y)] dy < o
1/2 1/2
et la fonction h,, est sommable sur R.

EXERCICE 2. (a) La fonction T vaut 1 si w € C(y), elle vaut 2 si w € C'(O 1) et,
plus généralement, on a T(w) = p si et seulement si w € C,, v, OU Op = (0,...,0,1)

(avec p—1 zéros). Les ensembles C, étant disjoints, on a

w) = Zp 100— (w).
1 r

La fonction 7', somme d’une série de fonctions mesurables est donc mesurable.

(b) La fonction w — f(T'(w)) vaut f(p) sur C, et onadonc foT' = 3°7° f(p)1

D’apres le (corollaire du) théoreme de Beppo Levi, on a donc

[ £@@)aPw) = Y f0IP(C,,) = X277 F(p

EXERCICE 3. (a) L’application ® est un difféomorphisme de @ sur lui-méme,
dont le jacobien vaut —1. On a donc, par la formule de changement de variable pour
les fonctions positives

isealy = [f [fonf away= [[ |F] avay=1s13.

(b) Il est clair que la somme de deux éléments de F' (ou le produit par un scalaire
d’un élément de F) appartient & F et il reste & montrer que tout élément f de
Padhérence de F' appartient a F'. Il existe alors une suite (fy), avec f, = fr, o ® telle
que f, — fdans L2 Ona ||[fo® — fro®|ly = [[(f—fn) o @]y = |f—fnlly — 0. La
suite f, converge donc aussi vers f o ®, ce qui montre que f € F.
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(¢) Soit T [resp. T"] le triangle formé des (z,y) € @ vérifiant y < z [resp. y > z].
Pour f € F,on a

/] Femsyydray= [[ Ty nardys [T gty dry

= //T f@.y)(g(z,y) + gy, x) dudy  (*)

par changement de variable (nous omettons le tilda notant les représentants). Si
g(z,y) = —g(y,z) on a donc g € F+.

Pour montrer la réciproque, remarquons que tout h € L?(T) est la restriction
a T d'un élément f € F (il suffit de poser f(z,y) = h(y,z) pour (z,y) € T" et
f(z,y) = h(z,y) pour (z,y) € T). Si g € F-, on a donc d’aprés (*)

vhe 1XT),  [[ Bww)oey) + o(o.2) dody

La fonction (g(z,y) + g(y, z)) orthogonale & tout L?(T') doit étre nulle (p.p.) dans T
et donc dans Q. L’espace F'- est donc constitué des classes de fonctions ¢ vérifiant
g(z,y) = —g(y,x) p.p., ou encore des g € L?(Q) tels que go ® = —g.

EXERCICE 4. (a) La fonction f est de carré sommable et donc sommable sur
I'intervalle borné [0, z]. On a

| rwa =i |1,

par Cauchy-Schwarz, d’ou le résultat.

= Valfll,

(b1) La fonction positive T'f est majorée par la fonction valant 0 pour z < a et
C/z pour z > a, avec C = fff(t) dt. On a [(Tf(z))*dx < C? [ 272 dx < cc.
(b2) On applique le théoreme de Fubini pour les fonctions positives

/ Tf(@) Tf(x)de = / Z—”;’ / / L@

L’intégrale dans le carré de coté z est égale au double de I'intégrale dans le triangle
0 <s<t<uzxeton obtient

s =2 [f sswasar [“ 5 =2 [s0{5 [s6)asha=2 [somioa

0<s<t

(b3) Par Cauchy-Schwarz, on a | Tf||5 < 2| fl, ITf, et, ces quantités étant
finies, le résultat.

(c) La suite (f,,) converge en croissant vers f et on a donc [ f2(z)dr — [ f?(z)dx
par Beppo Levi. Pour chaque z, en appliquant le méme théoréme & [ f,(t) dt, on
obtient que T'f,(z) converge en croissant vers T'f(x). Une derniére application
du théoréme de Beppo Levi montre alors que [(Tf,(z))?dx — [(Tf(x))?dr. En
appliquant le résultat de (b3) aux f,, on a

[@r@)?de <4 [ fiw) do

Pour n — oo, le membre de droite converge vers | f||3 qui est fini, et la limite du
membre de gauche est donc finie. On a ainsi T'f € L? et I'inégalité.
(d) La linéarité est évidente et il suffit de montrer que I'on a aussi || T f|, < 2| £,
pour f & valeurs complexes. En posant g(z) = |f(z)|, on a |Tf(x)| < Tg(x) et donc
2 2 2 2
JITf@)" de < |[Tglly <4llglly = 411 £1-




