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Pregunta 1.

Considere el espacio de Lebesgue (R*, L(RT),\) y g : R* — R una funcién Lebesgue medible
tal que
Md/\(a:) < 00.
R+ VT

Se define sobre L?(R*, L(R"), A) el operador T tal que T f(z) = [ g(zy) f(y)dA(y)-

(1) Sea f € L*(R™, L(R"),\). Probar que Tf € L?(R", L(R'), A).
(2) Probar que

|71 = sup{||Tfll> / f € L*(R",L(RF),N), |If]l: <1} = /R+g(ﬂf)a?_1/2dk(ﬂf)-

Pregunta 2.
Sean (X,B,u) y (Y,F,v) espacios de probabilidad, y 7 : X — Y una funcién B — F medible tal
que tp =v (i.e. VF € F, mu(F) = pu(r *(F)) = v(F)). Sea f € L (X, B, ).

(1) Probar que existe g € L'(Y,F,v), que es unica v—c.s., tal que V F € F,

/ fd,u:/gdl/.
7= (F) F

(2) Denotamos E(f/Y") a la funcién g del punto (1).

)
(1) (i) Si h € L} (Y, F,v), probar que hom € LY(X,B,u) y E(h ow/Y) = h v-c.s.
(2) (ii) Si h € L*™°(Y, F,v), probar que E(how f/Y)=hE(f/Y) v-cs.

Pregunta 3.

Sea (2, B, 1) un espacio de medida y E € B un conjunto de medida o-finita. Sean f, : @ — R,
n €N, y f:Q — R funciones medibles p-c.s. finitas. Si f,, converge a f p-c.s. en E probar que
existen conjuntos medibles E,,, n € N, tales que u(E \ UpenE,) = 0 y la sucesién de funciones
converge uniformemente a f en cada F,.

Pregunta 4.
Sean (Q4,B1) y (22, Bs) espacios medibles y pi, v, ps2,v2 medidas de proabilidad sobre By y B2
respectivamente.
(1) Suponga que v; K 1 y V2 K pa. Probar que vy ® vy < 1 ® p2 y que
dl/1 X Vo o dl/1 dl/2

=—-— —, ® — C.S.
din @ s dp dps’ MTEH?

(2) Probar que si v1 Lyg 0 vaLus entonces vy @ vo Ly ® uo.

(3) Probar que v; ® vy = (11 @ 12)q + (V1 @ 12)5, donde (V) @v2)q K 11 @ 2 y (V1 @) s Ly @ 1.
Ademds, probar que (V1 ® 12)a = (V1)a ® (12)a ¥ (11 ® 1v2)s = (V1)s @ (V2)s-
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