
Auxiliar 9: Teoŕıa de la Medida

Profesor: Jaime San Mart́ın

Auxiliares: Mauro Escobar - Felipe Subiabre

18 de octubre de 2010

P1. Sea fn(x) = 1
√

π
sen(nx). Pruebe que fn ⇀ 0 sobre el espacio L2([0, 2π], λ), donde λ es la medida de

Lebesgue. Pruebe además que (fn)n no converge ni ctp ni en medida.

P2. [Desigualdad de Minkowsky]
Sean (X, T , µ) e (Y,F , ν) dos espacios de medida σ−finitos y f : X×Y → R una función T ⊗F−medible.
Pruebe que si f ≥ 0 y 1 ≤ p < ∞, entonces

[
∫

(
∫

f(x, y) dν(y)

)p

dµ(x)

]

1

p

≤

∫
[
∫

f(x, y)p dµ(x)

]
1

p

dν(y)

P3. [Desigualdades de Young]

(i) Sean f ∈ Lp y g ∈ L1, con 1 ≤ p < ∞. Mostrar que (f ∗ g)(x) existe ctp, f ∗ g ∈ Lp y

‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖Lp · ‖g‖L1 .

(ii) Si 1

p
+ 1

q
= 1, sean f ∈ Lp y g ∈ Lq. Entonces (f ∗g)(x) existe ∀x, f ∗g es acotada y uniformemente

continua,
‖f ∗ g‖L∞ ≤ ‖f‖Lp · ‖g‖Lq .

P4. [Convolución de medidas]
Sea M = {µ : µ es medida con signo sobre (R,B) y |µ|(R) < +∞}, donde |µ| es la variación total.
Para µ, λ ∈ M definiremos su convolución µ ∗ λ como

(µ ∗ λ)(A) := (µ ⊗ λ)(B)

para todo A ∈ B, donde B := {(x, y) : x + y ∈ A}.

(i) Demuestre la fórmula

(µ ∗ λ)(A) =

∫

µ(A − t) dλ(t)

para toda λ, µ ∈ M y todo A ∈ B, donde A − t := {x − t : x ∈ A}.

(ii) Demostrar que µ ∗ λ ∈ M y que ‖µ ∗ λ‖ ≤ ‖µ‖ · ‖λ‖.

(iii) Demostrar que µ ∗ λ es la única medida ν ∈ M que cumple

∫

f dν =

∫∫

f(x + y) dµ(x) dλ(y)

para toda f ∈ C0(R).
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