
Auxiliar 11: Teoŕıa de la Medida
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P1. Sean X espacio métrico localmente compacto, µ medida y ψ ∈ L1(µ). Mostrar que

L : C0(X) −→ R
f 7−→

∫
fψ dµ

define una medida de Radon tal que ‖L‖ =
∫
|ψ| dµ.

P2. Sean X compacto y L ∈ C0(X)∗. Considere (fn)n∈N ⊂ C0(X), tal que

∀n ‖fn‖ ≤M y fn −→ f ∈ C0(X) puntualmente.

Muestre que L(fn) −→ L(f).

P3. Sean X espacio métrico compacto y T : X −→ X continua y sobreyectiva. Para x ∈ X y f : X −→ R
se define

SN
f =

1
N

N−1∑
i=0

f(T i(x)).

Consideremos F ⊆ C(X) denso numerable. En adelante consideremos x ∈ X fijo.

(i) Pruebe que existe nj subsucesión tal que ĺım
nj→∞

S
nj

f (x) existe para toda f ∈ F .

(ii) Si llamamos al ĺımite anterior L(f), pruebe que L satisface

|L(f)− L(g)| ≤ ‖f − g‖ .

Deduzca que L puede ser extendida como una función continua sobre C(X). Demuestre finalmente
que L(f ◦ T ) = L(f).

(iii) Pruebe que existe una única medida finita µ, regular y definida sobre B(X) tal que

L(f) =
∫

X

f dµ.

Concluya que µ = µ ◦ T−1.

P4. [Borel-Cantelli] Sea {An}n∈N una secuencia de eventos.

(i) Pruebe que si
∞∑

n=1
P(An) <∞, entonces P(ĺım supAn) = 0.

(ii) Pruebe que si los eventos An son independientes y
∞∑

n=1
P(An) = ∞, entonces P(ĺım supAn) = 1.

P5. Sean {Xkj : 1 ≤ j ≤ J(k), 1 ≤ k ≤ N} variables aleatorias independientes, y sea fk : RJ(k) −→ R una
función Borel-medible para 1 ≤ k ≤ N . Pruebe que las variables aleatorias Yk = fk(Xk1, . . . , XkJ(k)),
para 1 ≤ k ≤ N , son independientes.
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