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P1. Construccion del proceso de Poisson

Considere para cada t > 0 la siguiente medida de probabilidad u; concentrada en N dada por

_itF
(R} = p(t, k) = e =
Para 0 < ¢; < t2 < ... < t, definimos la medida de probabilidad en RP, concentrada en el conjunto
numerable N2 = {(ny,na,...,n,) € NP : ny <ny <...<n,}, dada por
P
/’Ltly"'ytp({(n17n27 s 7np)}) = H p(tj —tj—1,m5 — njfl)
j=1

donde se considera ng = tg = 0.

a) Demuestre que existe una tinica medida de probabilidad en (R(%>) B(0:>)) que denotaremos por P,
que tiene por marginales a las medidas (p,,..¢, : p > 1,0 <1 <2 < ... <t,), esto es, si X; denota
las funciones coordenadas y 0 < ¢; <ty < ... < t, entonces

P(X¢, =na,. .. 7ti = ”p) = Mtl,...,tp({(nl,nz, cee 7np)})

b) Pruebe que si 0 < u < s < t entonces X; — X, es independiente de X, y que sus distribuciones
correspondientes son p;_s v p,,. Para esto tltimo le puede ser ttil notar que

P(X,=1X;— X, =m)=> P(X,=1X,=jX,— X, =m)
Jj=l
P2. Propiedades de la Esperanza condicional

En este problema (Q, F,P) es un espacio de probabilidad y G una sub-c-dlgebra de F.

a) Suponga que (X, )nen es una coleccién de variables aleatorias integrables F-medibles y uniformemente
acotadas por una variable aleatoria Y integrable

| Xn(w)| £Y(w) P-ct.p.en w.

Suponga que (X,,)nen converge c.t.p. a la variable aleatoria X (y por lo tanto también converge en
LY(F,P)). Pruebe que
E(X,|9) — E(X|9)

en L1(G,P).
b) Sea X una variable aleatoria, y Z : @ — R una funcién. Pruebe que Z es o(X)-medible si y sélo si
existe una funcién medible f : R — R tal que

Z = f(X)
Concluya que si Y es una variable aleatoria integrable entonces existe f : R — R medible tal que
E(Y]X) = £(X)
c¢) Considerando L?(F) como espacio de Hilbert, pruebe que el operador lineal
T:L*F) — L*9)
X — E(X|9)
es el proyector ortogonal de L?(F) sobre el subespacio L?(G).



