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P1. Algunas integrales

a) Demuestre que
∫ t
0
B3
sdBs = 1
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∫ t
0
B2
sds

b) Sea el proceso Xt = X0e
(r− 1

2σ
2)t+σBt Demuestre que Xt satisface la ecuación diferencial es-

tocástica (E.D.E)
dXt = rXtdt+ σXtdBt

P2. El Proceso de Ornstein-Uhlenbeck
Considere el proceso definido por Xt = x0e

−θt + µ(1− e−θt) +
∫ t
0
eθ(s−t)σdBs.

a) Demuestre que Xt satisface la siguiente E.D.E.

dXt = θ(µ−Xt)dt+ σdBt X0 = x0

b) Calcule E(Xt), Cov(Xt, Xs)

c) Demuestre que si f ∈ L2(R+) entonces
∫ t
0
f(s)dB(s) ∼ N (0,

∫ t
0
f(s)2ds). Con esto, encuentre

la distribución de Xt

P3. Caracterización de Levy del Movimiento Browniano Se demostrará el siguiente teorema. El
Proceso estocásito Xt, con X0 = 0 c.s. es un Movimiento Browniano si y solo si es una martingala
local con 〈X,X〉 = t. Para probar la parte no trivial se seguirán los siguientes pasos

a) Para el proceso Xt Defina Zt = eiuXt+
u2

2 t. Usando la fórmula de Ito muestre que

Zt = 1 + iu

∫ t

0

ZsdXs

b) Pruebe que

E(eiu(Xt−Xs)|Fs) = e
−u2

2 (t−s)

c) Concluya

P4. Consecuencias de Caracterización de Levy

a) Sean Xt, Yt Movimientos Brownianos independientes. sea α ∈ [0, 1]. Pruebe que Zt := αXt +√
1− αYt es también un movimiento Browniano. Calcule 〈Xs, Zs〉, 〈Ys, Zs〉

b) Sea Ht Pogresivamente medible con |Ht| = 1. Pruebe que Zt =
∫ t
0
HsdBs es un movimiento

browniano

Nota En clases se probará la fórmula de Ito Multidimensional: Sean (X1
t , . . . X

d
t ) semimartingalas con-

tinuas, f : Rd → R de clase C2. Entonces f(Xd
t . . . X

d
t ) es una semimargingala y
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