Tarea 2 MA54G
03 Noviembre 2010

Prof.: Joaquin Fontbona

Aux.

: Clara Fittipaldi, Gonzalo Mena.

Problema 1
Sea (B; :t > 0) M.B. real standard. Se definen los tiempos aleatorios

dy :==inf{s >1: B; =0} y g1 :=sup{s < 1: B; =0},

es decir, la primera vez que el M.B. toca 0 después del tiempo ¢t = 1 y la dltima vez que la
hace antes de t = 1, respectivamente.
Se calculard las leyes de dy y g1

a)

b)

Muestre que d; — 1 = T_p,, donde para a € R, T, = inf{s > 0 : By = a} con B el
proceso B; := By — Bj.

Verifique que si X,Y, Z son tres v.a. definidas en el mismo espacio de probabilidad,
con X independiente de (Y, Z) y tales que Y =Y Z, entonces (X,Y) =l (X, Z).

Deduzca que 3
dy —1=" TiBy|-

Usando el hecho que T, tiene densidad \/2‘1? exp (—%) 1+~ encuentre la densidad
de d; — 1 y deduzca que

1 1

1t>1dt
Defina dy = inf{r > s : B, = 0} y pruebe que ds ='*V sd;.

Pruebe que g; ='¥ i y deduzca que

1 1
IP’(gl S dt) = ;71156(0,1)6”'

=0



Problema I1
Construccion de Lévy del moviemento Browniano
Para cadan € N, k=0,1,...,2" — 1, sea f, la funcién definida para ¢ € [0, 1] por

272 (t — k27™) site (k27" (2k + 1)2- (D),
Far(t) = 27757 —2n/2(t — (2k + 1)2-( D) sit e ((2k+1)2-0HD (K +1)277)
0 si no

Sean (Nj;,i € N,j = 0,...,2° — 1) vaa. iid. N(0,1) y N otra v.a. de misma ley
e independiente de las anteriores, todas definidas en un espacio de probabilidad dado,
(Q, F,P). Definimos para n > 0,

n 2n—1

Nt+z Z zfz] yBé_l):Nt.

El objetivo de este problema es probar el siguiente resultado:

Teorema Con probabilidad 1, cuando n — oo la sucesién de funciones aleatorias B(™ (w)
converge uniformente en [0, 1] a una funcién continua, que denotamos

Bw):[0,1] =R
t — Bt(w),

y el proceso (B, t € [0,1]) es un movimiento Browniano.

i) (1pt) Pruebe que para n > 0, P(|[B™ — B=1||, > L) < 2np(N > 12042)/2) <

2" exp(—2 2n4 ) donde || - ||, denota la norma umforme

ii) (1pt) Deduzca que, para P—casi todo w € Q, 3ng(w) t.q. ¥n > no(w), [|B™(w)—
B D), < n—lg y que, por lo tanto, casi seguramente, (B(™) es una sucesién de
Cauchy en C([0,1],R).

iii) (0.5pt) Se probara por induccién en n > —1 que las v.a.

(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n)
B27n—17B2_2—n—1 - Bz—nfla" : )Bk.,gfn 1 B( )2 n—1y """ 7B B(2n+1 1)2 n—1

son independientes entre si y de ley N'(0,27"71).

Note que el caso n = —1 es trivial, y que en el caso n = 0 lo que se quiere probar es
que las v.a. BUY 4 Nog2~1 = L(N + Nog) y BSY — (BUY 4 Ngo2™1) = L(V = Noo)
2

2
son M(0,27!) independientes. Pruebe que ello es cierto.

iv) (1.5pt) Para el paso inductivo n — n + 1, explicite como se obtienen a partir de

B((Zil) 9-n-1 " B,(cg),n,l los dos incrementos
(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
B(2k+1)~2*”*2 o B(zk)rw? B 2(k+1)-2-n=2 B(2k+1)2fnf2’

y deduzca que estos son independientes de ley N(0,27"1), e independientes de los
demas incrementos.

ii



v) (2.0) Sea B el limite de la sucesién B Porqué es un proceso y porqué es continuo?
Pruebe que para todo n € N los incrementos

Bz—n—l, B2,2—n—1 - _BQ—n—l7 AR ,Bk,Q—n—l - B(k_l)Q—n—l, AR 7B]_ - B(2n+1_1)2—n—1

son independientes entre si y de ley A(0,27"!). Deduzca que, con DD denotando
el conjunto de nimeros diddicos, (B, t € [0,1] N D) es un proceso incrementos esta-
cionarios independientes, con By — Bs ~ N(0,t — s) para todo t,s € [0,1] N D con
s < t. Concluya el resultado.
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Problema III Un problema simplificado de seguros

Un contrato de una compania de seguros responde con un monto preestablecido m > 0 a

un evento que ocurrird con probabilidad 1 en algiin momento del periodo [0, 7.

Supondremos para simplificar que 7' = 1 y que el instante en que debe responder con el

monto m estd distribuido uniformemente en [0, 1].

La compania tiene inversiones que le asegurardn un ingreso de ct en cada periodo [0,t] C

[0, 1], donde ¢ > 0 esta fijo.

El objetivo de este problema es determinar el valor minimo de ¢ de manera que la prob-

abilidad de tener un capital negativo en algin momento del periodo [0, 1] sea menor que
€ (0,1) dado.

a) Sea (Q,F,(F), P) un espacio de probabilidad filtrado y (M; : ¢ > 0) una martingala
con trayectorias cadlag. Suponga que My = a > 0, que My > 0 para todo t > 0 c.s.
v que existe My := limy_, o, My = 0 casi seguramente.

Suponga ademds que M no da nunca saltos positivos (es decir c.s., para todo ¢ > 0
se tiene M;_ > My).

Sea Ty, = inf{t > 0 : My > b}. Muestre que (M1, )t>0 €s una martingala acotada y
deduzca que P(sup;>q My > b) = ¢

b) Sea ahora (2, F,P) espacio de probabilidad cualquiera (completo) y 7: Q — Ry una
v.a. cualquiera.

Definimos F = o{7 A t}. Calcule (7 At)"!(A) para A € B(R). Muestre que F =
{r71(A) : A € B([0,1])U{(t,00), R} } y deduzca que (F})>0 es una filtracién en (€2, F.

Definimos (F;) como la filtracién completa y continua a la derecha generada por (F7).
Pruebe que 7 es un tiempo de parada c/r (F).

(Nota: No es dificil probar que (F) es la filtracién mas pequena que hace de 7 un
tiempo de parada (no se pide hacerlo).)

Pruebe que para Y € LY((Q, F,P) se tiene

E(Y17>t)

]E(Y|./—"t) = E(Y|T)1t27— + 17—>tm.

c) Sea ahora 7 v.a. definida en un espacio (2, F,P) representando el momento en el
seguro es cobrado, y defina el proceso

Dt — 'rn]_t>f-7 t S [0, 1]

Pruebe que M; = ?ftt es una martingala cadlag con respecto a la filtracién (F;)
definida como en b) en términos de la variable 7 := 1 — 7. Indique sus valores

iniciales y finales en [0, 1].
d) Sea S;:=ct— Dy, te|0,1]. Usando todo lo anterior, pruebe que
P(3t € (0,1) : S, <0):%
y concluya.

Nota: con las mismas técnicas se pueden estudiar situaciones mas realistas en las que los
momentos de cobros de seguro son aleatorios en [0, 00) (por ejemplo dados por un proceso
de Poisson) y los montos comprometidos también (por ejemplo v.a. i.i.d).
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