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P1) Se define la sucesion (B,) . por la recurrencia:
P >0
_1{aP}+b
n+l 2 aPn

J cona>0ybh>0

(i) Pruebe que u+u~' >2 parau >0:

u® +1

u+u' 22 e u+l>22ueu’ -2u+l1>0s (-1 20

u

(if) Demuestre que P, es acotado inferiormente por v/a'b.

22 (parte a.i)

f—J%
1(aP?+b) 1 b Jar, b ) 1
P =—|— =—| P +— a’'b a'b2=+a'b
n+l 2( aE,, j 2( n aPnJ (\/* ( J a

Asi P, >~a™'b >0.. Por lo que (B,) _, es acotado inferiormente por va™'b (también por 0)

(7if) Demuestre que P, es convergente.

Para ver la monotonia, dependiendo del caso conviene ver como es P,

> 1 — P, (signo).También se

P,
puede ver si == es mayor 0 menor que uno y asi concluir. Otro camino es usar induccion.

n

Es natural hacerlo, pues tanto en induccion como en la recurrencia se hace referencia a los

términos 7 y n+1. En este caso veremos que pasa con P,

> 1 — P,. Previamente notemos que

P >Va'b=>P’>a'b=aP’2b=02b—aP,’ & b-aP,’ <0.Y ademés P, > 0. Con esto:

<0

2 2
P. —-P _1faf +b -2P, _1b=ak, <0=P, —P <0.Conlo que P, es decreciente.
2\ aP, 2| aP,
<l
b P
Otra opcidn es notar que P, = 2 1+ Py <2 =P . De cualquier forma P, es decreciente..
a

n

Asi como P, es mondtona (decreciente) y acotada inferiormente por va'b, converge.

(iv) Calcule ll_)mw P, : como P, converge existe su limite digamos /, el cual cumple que

P, — (yP_, —/( asial escribir esto en la recurrencia, tenemos que:
1 ( al’+b

(==
2 al

J(:)Zaﬁz =al’+be *=a'b=/(=+a'b pues P, >0

ojo: se descarta £ =—/a'b porque P, >0 entonces / > 0.



P2)Seav, = (2n) ~(mp— e)*" Calcule L = lim Y41 Determine los valores de @ para los cuales L <1.

) noe Yy,
2 1)! s 2n+2)2n+1)(2n)! nt 2n+2)(2n+1
Vol = 62(11(+1§?(Z+)i)!)2 (7[(0—6)2( V= ( r2l+2n()fl _:11;— ()(')n) (ﬂ’-¢ 6)2 ? ( n+( )i 11;+ )( ¢_e)2v
Vo _ (2n+2)2n+1) 2
v, B ez(n+l)2 (7p=e)
:LzlimwM{p e)? __(7[(/, e)1 w iz(ﬂ(p—e)z
ne e (n+1) o (n+1)° e

Imponemos la condicion L = lim -+ Yurl 1,

n—soo
Va

4 ’ , é e e e e
L<le—Sp-eo) <l mp—e)" < —o —<amp—-e<—e——<ap<e+—
ez( p—e) (mp—e) 2 4 5 5 <™ 5

(:)£<7r(p<k(:>i<(o<£:>goe ik
2 2 27 27 2721 )

Asi para g€ (L,KJ se tiene que L <1
2r 27w



Universidad de Chile
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica

1 (L—2)?

P3) Considere la funcién f(z) = e= ——
z—

a) Determine dominio, ceros y signos.

Resp: Dominio: Puede verse que los tinicos puntos que causan problema para evaluar son ¢ =0y x = 2,
por lo que el dominio de la funcién f serd R\{0, 2}.

Ceros: Dado que la funcién exponencial nunca vale cero, el tnico cero posible de la funcién f serd el 1 (ya
que s6lo dependen del numerador).

Signos: Como la funcién exponencial es siempre positiva, y (1 — )2 tambien lo es, los signos de la funcién
f dependen exclusivamente del denominador. Es decir, se tiene que f es negativo en el intervalo (—o0,2) y
positivo en el intervalo (2, 400).

b) Determine asintotas horizontales, verticales y oblicuas de existir

Resp: Las posibles asintotas verticales son el 0 y el 2, por ende hay que analizar los respectivos limites.

1(1—‘%)2 1

, 1 , 1
Im ee———=——". lim e =0
z—0— xr — 2 2 z—0-

, 1 (1—x)? 1 1
Im ex~——2 = —Z. lfm e = —0
z—0t xr—2 z—0t

Como basta que uno de los limites diverja, se tiene que 0 efectivamente es asintota vertical.

1—2)? 1
lim e= ( 7) —e2.1 lim = —00
z—2— xr — 2 z—2- T — 2

1 (1 —2x)? 1 1
lim 65&2651 lim =400
r—2t xr—2 z—2+ x — 2

Por ende, 2 también es asintota vertical.

Para analizar asintotas horizontales, basta ver los limites

1— 2
lim e* ( z) =e 400 =400
z—+00 T — 2
1— 2
lfim e ( z) =’ —o00=—-0
T——00 xr—2

1— 2
m = lim e%( 7) =el-1=1
zotoo  xz(z —2)
1—x)? T(1—z)2 — x(z —2 v — 2zer + x2er — a2 +2
n= lim 6%7( z) —z= lim & (1=2)"— 2@ ): lim & ver tate vy
.'1:—>—i—c>o1 1’—12 T —~00 x— 2 r—-+00 . T —2
i —22(er — 1 2(er — 1 : 2 _94)(ev — 1 -1
Cog STl oD reer 2 ) € gy @2 D g € =1
z—+00 r—2 z—to0 x —2 xz—+oo T —2 z—to0 1/x

Luego la funcién f admite como asintota oblicua hacia +o0o a la recta y = x + 1.

A través de un desarrollo andlogo al anterior, se obtiene que hacia —oo la asintota oblicua serd la recta
y = + 1 también.
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¢) Calcule f/(z).

(21— )?) (e~ 2) — (2 (1~ )?)(x — 2)

Resp: f/'(z) = @22
_ (2 (=2 + (e)((1 = 2)*)) (@ = 2) = (ex (1 —2)*)(x — 2)'
(z—2)?
(;21@%(1 —z)?—ex2(1 —2)) —ex (1 —x)?

(z —2)?



P4) Calcule, si es que existen, los siguientes limites:
cos (” cos(x)j
o 2
() lim—= 2
¥=0 sin”(x)

cos [z cos(x)j ) sin (72[—72[005(@] ) sin (72[(1_005 x)] g(l—COS xX) 2

. Recordando que cos(x) =sin [g - x)

Ordenando la situacion:

sin” (x) sin’(x) sin’ (x) %(l—cos x)?.

Sin[g (1-cos x)j %(l—cosx)x_z ) Sin(;r(l—cosx)) (I=cosx)

2 V4 . .
— —. Asi quedan solo limites conocidos,
sin“(x) 2
x2

22 2
sin”(x) %(l—cosx) * %(l—cosx)

cos (Z cos(x))
m—==

x—0 sinz (x) x—0

—1/2

sin (g (1—-cos x)) (1-cosx)

2
X

sin®(x)

x2
[
-1 |

r_lr_”r
2 22 4

1
2

T
—(1-cos
2( x)

(ii)limf(x°+2h)_f(x°_h)

jm p , f diferenciable en x,.

Notamos que la expresion se parece a la definicion de derivada por lo que hacemos aparecer f(x,)

SO +2m) = f (o =h) _ f O +2R) + f () = f (%) = f 6 =) _ SO +2) = F(x) S =) = f(x)

h h h h
Multiplicando por 1 se tiene que lim S 2= f% =h) lim 2 S +2h) = /(%) + S =) = f (%)
h—0 h h—0 2h —h
—/(x) = f'(xg)

La existencia del limite queda justificada por la diferenciabilidad de /* en x,. Asi finalmente:

tim X2 ZTCZR) g o i) =37,

h—0 h
. sinh . T
(iii)hn(} s Y Recordemos que sinhx =< 26
et —e”
TRRELLLLE O B et P Sl R T At S it YR J
x—0 X x—=0 X 2 x—=0 X 2 x50 x X 2 x50 x — 2
-l -l
ETLLLE S
x—0 X

Queda propuesto calcular el analogo de las funciones circulares, pero para hiperbolicas:

a)lim coshx—1
x—0 X
coshx—1
2

b)lim

x—=0 X



