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Operadores Diferenciales

@ Un operador es una aplicaciéon que transforma una funcién en otra

funcion.

@ Un operador T es lineal si T(\f + g) = \Tf + Tg, Vf,g € H,
VYA eR.

@ Un operador diferencial es un operador que involucra solamente
derivadas.

Sea | C R. Recordar el conjunto:

C"(N={f:1—=R:f f,. .. f" continuas en I}
Es claro que: C°(/) D CY(1) D C?(1)D>...0oC"(I)D ...
Definimos el operador derivada de orden 1 mediante

D: cYI) — c(l)
f o~ DfF=24f
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Operadores Diferenciales

Definimos el operador derivada de orden 2 mediante

D?: C(l) — c(I)
f D =D(Df)= & f

dx?

En general

Definimos el operador derivada de orden 2 mediante

Dr: cr(l) — c())

f — D”fZ(Do...oD)f):i:,,f

n—VeECes

Obs. Si T3, T, : U — V son operadores lineales y o € R,
Ti+ T,aTy : U — V son también operadores lineales. En particular:
D + D?: C?(1) — C(I) es un operador lineal.
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Operadores Diferenciales

En general
P(x,D) = ap(x)D" + a,_1D" " }(x) + ... 4+ ap(x)D° : C" — C())

es un operador lineal, llamado operador diferencial lineal de orden n
con coeficientes variables.

Si f € C"(1), entonces

P(x, D)[f(x)] = an(x)F ™ (x) + ... + a1(x)f'(x) + ao(x)f (x).

Si los coeficientes a, son todos constantes, denotaremos por:

P(D) =Y aD*=2,D"+...a1D + a
k=0

llamado operador diferencial lineal de orden n a coeficientes
constantes.
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Operadores Diferenciales

Ejemplo 1: Si P(x, D) = D + 2x, f(x) = x? entonces
P(x, D)f(x) = 2x + 2x°.
Ejemplo 2: El niicleo del operador P(x, D) = D + 2xD° viene dado por
Ker(P(x, D)) = {ce™ : c € R}.

Teorema (Principio de Superposicién)

Si y1,¥2,...,yn pertenecen al niicleo de P(x, D), entonces la combinacién
lineal "7, a;y; estd en el niicleo de P(x, D).

v

Sean P, P, operadores diferenciales lineales de orden n; y ny, resp., y sea
a € R. Definimos

(P1+P)(f) = Pu(f)+ Pa(f)
(aP)(f) = aPy(f).

Con estas operaciones los operadores diferenciales forman un esp. vect.
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Producto de Operadores Diferenciales

El producto de operadores diferenciales se define como la composicién:

P1P2 E Pl o P2

Observacion:
@ P1P, es de orden ny + n,.

@ Con este producto y la suma definida antes, se forma una estructura
de anillo.

@ En general, el producto no es conmutativo, a menos que los
operadores sean a coeficientes constantes.

Ejemplo: Considere los siguientes operadores diferenciales:
Pi(x,D) = D+ xD°,  Py(x,D) = xD? + D + xD°.

Pi(x, D)Ps(x, D) = xD3 + (x?> 4+ 2)D? + 2xD + (x?> + 1)
P>(x, D)P1(x, D) = xD3 + (x*> + 1)D? + 4xD + (x> + 1),
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Producto de Operadores Diferenciales

Sea y € C3(1):

Pi(x, D)Ps(x. D)l = (D+x)(xD?+ D+ x)ly] = (D + x)(xD?y + Dy + »
= D(xD?y)+ D(Dy) + D(xy) + x*D?y + xDy + x*y
= D’y +xD3 + D?y +y + xDy + x*D?y + xDy + x>,

xD3y + (x* +2)D%y + 2xDy + (x> + 1)y

Py(x,D)Pi(x,D)[y] = (xD?+ D+ x)(D + x)[y] = (xD* + D + x)(Dy + xy
= xD*(Dy) +xD*(xy) + D(Dy) + D(xy) + xDy + xy
= xD3y + xD(y + xDy) + D?y + y + xDy + xDy + x°)
= xD3y + xDy + x(Dy + xD?y) + D?y + 2xDy + y + »
= xD3 + (x> + 1)D?y + 4xDy + (x* + 1)y

Por tanto Pyi(x, D)Py(x, D) # P(x, D)Py(x, D).
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Definiciones

Una EDO lineal de orden n es una relacién de la forma:
P(x,D)y = Q donde P(x, D) = >"1_, ak(x)D* operador
diferencial lineal de orden n.

La ecuacion es a coeficientes constantes si los coeficientes de P son
constantes: P(x, D) = Y] _, axD*

El polinomio caracteristico asociado es p(A\) = >/ _; ak\* y sus
raices se llaman valores caracteristicos de la EDO.

Se dice que y es solucién de la ED P(x,D)y = Q en I si y € C"(/)
Yy Yh—o a(x)y(x) = Q(x), ¥x € I.

Julio Lépez EDO 8/20



Existencia y Unicidad

Sea 3;(x) = aj(x)/an(x), para i =0,...,n—1.

Problema de Cauchy

Encontrar y € C"(/) tal que

{ vy 43, 1 (x)y D 4 ox)y = QKx), xel
(y(0), ' (%0)s -, ¥ V() = (Yor¥g-- 8™ M).

Teorema (Existencia y Unicidad)

Supongamos que las funciones 3;(x), Q(x) son continuas en /. Entonces
para cada xp € | y para cada vector de condiciones iniciales, el Problema
de Cauchy tiene solucién unica.

N
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Ecuacién Lineal de 2do Orden

Ejemplo: Considere el Problema de Valor inicial:

X

{ (x> =4)y" +y +cos(x)y = <
y(1) =y, ¥y'(1) = w5
1 - cos(x) e

Para esta ecuacién 31(x) = &, 30 = =4 Q(x) = el

Asi 3, 3 y Q son continuas para x # +2,0. Como xp = 1, entonces el
Problema de Cauchy tiene solucién en 0 < x < 2, que es el mayor
intervalo conteniendo xg = 1, donde 31, 3p y @ son continuas.

Ecuacién Lineal de 2do Orden

Son ecuaciones de la forma

a(x)y” + a1(x)y’ + ao(x)y = Q(x)

Si ay(x) # 0, entonces reducimos la EDO a:

Yy + p(X)y" + p2(x)y = q(x).
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Ecuacién Lineal de 2do Orden

Consideremos la ED de 2do orden
y' +p(x)y’ + p2(x)y = q(x) (1)
y su ecuaciéon homogénea asociada
Y+ pi(x)y’ + pa(x)y =0 (2)

Sea P(x,D) = D? + p1(x)D + pa(x) el operador asociado a (1).

Definicion

El conjunto Ker(P(x, D)) = {y € C?(I) : P(x, D)[y] = 0} es el conj. de
soluciones de su ec. homogénea asociada (2). Ademas, el conjunto
(P(x. D))~ [a(x)] = {y € C3(1) : P(x. D)[y] = q(x)} es el conj. de
soluciones de (1).

Teorema

H es un subespacio vectorial de C?(/) de dimensién 2.

Julio Lépez EDO 11/20



Ecuacién Lineal de 2do Orden

Teorema

@ Si (2) tiene una solucién compleja y(x) = u(x) + iv(x), entonces
u, v son soluciones de (2).

@ Si y es solucién de (2) y existe xg € [ tal que y(x) = y'(x0) =0,
entonces y(x) =0 Vx € /.

| A

Teorema

Consideremos la ED (1) y su ecuacién homogénea asociada (2). Sean
Yps Yq soluciones de (1) (llamadas soluciones particulares) y sea yj
solucién de (2) (llamada solucién homogénea). Entonces

Q y, + yh es solucién de (1).

@ v, — yq es solucién de (2)

N
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Ecuaciones Lineales de 2do Orden Coeficientes Constantes

Considerar
y'+ay' + by =q(x), abeR, qgeC(l). (3)
En notacién de operadores diferenciales:
P(D)y = (D? + aD + b)y = q(x).

Asociamos a P(D) el polinomio caracteristico: p(\) = A? + a\ + b.
Por el TF del &lgebra, si A1, A, son raices de p()\):

p(A) = (A = A1)(A = A2).

Propiedad

El operador diferencial P(D) se puede escribir como (D — A1)(D — \2),
donde A, A2 son raices de p(\).
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Método de las Integraciones Sucesivas

Considere (3) escrito en la forma

(D = X)(D = A2)y = q(x). (4)

Introduciendo la variable auxiliar: z = (D — \;)y, se obtiene sistema de 2
EDO lineales de ler orden:

{(D—Al)z = q(x)
(D=X)y = z(x)

Solucionando tales ecuaciones diferenciales, nos da:
z(x) = e/\lx(/ e M¥g(x)dx+c1), caeR

y(x) = eAZX(/ e M z(x)dx + @), @ €R.

De ambas expresiones tenemos (sol. general):

y(x) = e’ + CleAzX/e(Al’Az)devL e’\”‘/e”l’mx </ e’“xq(x)dx) dx

sol. homogénea y, sol. particular y,
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Ecuaciones Lineales de 2do Orden Coeficientes Constantes

Hay tres casos posibles:
o SI /\1 = )\22

cle’\zx/e()‘l’mxdx = C1e>‘zx/dx = cixe™”.

Asi
y(x) = axe™* + e 4 M / / e M g(x)dxdx.
Q Si A\ # )\
Cle)\gx / e(Al—)\g)de _ C1 e)\er()\l—)\g)x — E.le)\lx.
A1 — A2
Luego

y(x) = cre™* + et 4 e / eMimA)x (/ e‘Aqu(x)dx> dx.
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Caso Homogéneo

Suponer que A1, A\ € Ctqg A1 = a+ i3, A = a — i3. Entonces:

}/h(X) _ Cle(aJriﬁ)x + C2e(a7iﬁ)x — eax(cleiﬁx + C2efiﬁ)
€ (c1 cos(Bx) + icisen(fx) + ¢z cos(Bx) — icosen(Bx))
e**(Acos(0x) + Bsen((x)).

Teorema

La solucién homogénea y,, de la EDO (3) a coeficientes constantes con
valores caracteristicos A1, \», esta dado por:

Q yi(x) = ceM* + e, si A1, Ay € R con A1 # o
Q yi(x) = ae™ + cxe™, si A\ =X = A ER.
O yr(x) = e*(c1 cos(Bx) + cosen(Bx)), si A1 = a i con 3 # 0.

v

Ejemplos:

1)4y" —4y' +y =0 = y(x) = cie? + cxe?, ¢, €R.

2) y" =2y +3y =0 = y(x) = e(c1 cos(v/2x) + csen(v/2x)),
c, ¢ €R.
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Ejemplo: (Analogia Electromecénica)

Consideremos un sistema mecdnico y un circuito eléctrico RCL

TN
pid
(1)
0G000C0Q00 L
1 : .
Oe [
@
11

La ecuacién diferencial que describen estos sistemas son:

, b, k 1 d’q dg 1
donde donde
m =masa del objeto E =fuerza electromotriz
k =cte elasticidad resorte R =resistencia
b =cte amortiguamiento L =inductancia
F =fuerza externa C =capacitancia
q =carga
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Ejemplo: (Analogia Electromecénica)

Mediante la identificacion m~ L, b~ Ry k ~ % son analogos tales
sistemas.
» Polinomio caracterl’stico p(A) = N2+ L) 4 K

» Raices: A = —2 + /A, donde A = (Qm) g
Supondremos que F(t) =0 6 E(t). Existen 3 situaciones posibles:

(A) Vibraciones Sobreamortiguadas: Corresponde a A > 0 (i.e

b > 2v/km). Las raices son reales, negativas y distintas. La sol. es:
xp(t) = cre (VA | e (an VA

(B) Vibraciones Criticamente Amortiguadas: En este caso A =0 (i.e
b = 2v'km). La solucién general es:

xp(t) = (c1 + cot)e 2t

(C) Vibraciones Subamortiguadas: Corresponde a A < 0 (i.e
b < 2v/km). La sol. general es:

xp(t) = e~ %(cy cos(V—At) + sen(vV—At)).
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Grafico de los 3 casos

Considerar c; = ¢ =10, k=1, m

Caso A
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Condiciones de Frontera

Definicién(Condicién de Frontera)

Es una o varias condiciones que se le colocan a una EDO en varios puntos.

Problema interesante: Determinar si existe alguna solucién de una EDO
de 2do orden que parta de un punto y llegue a otro predefinido.

» Aparece con frecuencia en fisica, ingenieria y economia.

Ejemplo: y” + \y =0, y(0) =0, y(1) = 0.

Dependiendo del valor de A se distinguen 3 casos:

@ SiA=0, y" =0. Asi y(x) = Ax + B. De las condiciones de frontera
se obtiene que y(x) =0, Vx € [0, 1].

@ Suponer que A = —w? < 0. Luego, la solucién es
y(x) = Ae"™ + Be~"*. Usando las condiciones de frontera se obtiene
nuevamente que y(x) =0, Vx € [0, 1].

© Si A = w? > 0. Entonces, la solucién es
y(x) = Acos(wx) + Bsen(wx). De las condiciones de frontera
tenemos que si w = km, k € Z, y(x) = Bsen(wx) es solucién.
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