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P1. En esta pregunta se mostrará una colección numerable de subconjuntos de R, cuya σ-álgebra engendrada
corresponde a σ(τR):

(a) Sea {Θλ}λ∈Λ ⊆ τR una familia cualquiera de abiertos en R. Muestre que existe {Θλi}i∈N ⊆ {Θλ}λ∈Λ

numerable que cumple ⋃
ı∈N

Θλi =
⋃
λ∈Λ

Θλ

(b) Muestre que, si definimos C ≡ {(−∞, p], p ∈ Q}, entonces σ(τR) = σ(C)
(c) Sea f : Ω→ Ω′ una función, y τ una colección de conjuntos de Ω′. Muestre que

σ(f−1(τ)) = f−1(σ(τ))

(d) Utilice los dos últimos resultados para mostrar que si f : (X, τX)→ (R, τR) es un homeomorfismo, entonces

{f−1(−∞, p]}p∈Q

Es una colección numerable de cerrados en X, tales que su σ-álgebra engendrada es σ(τX)

P2. (a) Sea A una σ−álgebra sobre Ω, y sea E ⊆ Ω. Muestre que

A ∩ E ≡ {A ∩ E, A ∈ A}

Es una σ-álgebra sobre E

(b) Sea {Ai}i∈N una colección numerable de σ-álgebras sobre Ω, tal que Ai ( Ai+1. Muestre que

∞⋃
i=1

Ai no es

una σ-álgebra

P3. Sea A un álgebra sobre Ω, y µ una medida finita sobre σ(A). Sea d : σ(A)× σ(A)→ R∗+ definida como

d(A,B) = µ(A4B)

(a) Defina la relación ∼ como A ∼ B ⇔ µ(A4B) = 0. Muestre que es una relación de equivalencia.

(b) Muestre que d̄, la extensión de d a σ(A)/ ∼ es métrica

(c) Muestre que en la topoloǵıa de σ(A)/ ∼ dada por la métrica anterior, [A] es un conjunto denso
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