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P1. Sea (X, A, ) un espacio de medida con p acotada, y sea G C X no medible. Definimos:
e G € A un conjunto tal que p*(G) = u*(G)
e G € A un conjunto tal que p.(G) = p«(G)
e 71, u medidas en A tales que fi(A) = p(ANG), y p(A) = pn(ANG)
e 7y v las densidades de Radon-Nikodym asociadas a 1z y p

(a) Muestre que G y G siempre existen, y que 7, 4 son medidas. Muestre ademds que

oc(AU{G}) = {(ANG)U(BNG), A ,Be A}

(b) Muestre que para toda funcion medible 7, en que y < <%, se tiene que v : 0(A U {G}) — R{ dado por

W(EB) = /ﬂd“ + /B(1w)du, E=(ANG)U(BNGY)

Estd bien definido, es una medida en o(A U {G}), y extiende a u

¢) Muestre que para toda extensién v : o(A U {G}) — Ry, existen G y G como antes, tales que v tiene esta
0 y
forma

P2. Sea (X, F,u) un espacio de probabilidad, y sea T : LP(X) — LP(X) con 1 < p < oo un operador lineal tal que:
o [T =1
e T'(1)=1
e Vg€ L¥(X), fe LX), T(gT(f))=T(9)T(f)

Buscamos mostrar que entonces existe una sub-o-algebra G tal que para todo f en LP(X), T(f) = E(f|G). Para
ello:

(a) Muestre que, para f,g > 0, en L? y L? (respectivamente), entonces:

/ fadi=Ifllpllgle = 3c€ R, tal que f” = cg”
X

(b) Defina el operador adjunto, T : LY(X) — L(X), en que % + % =1y muestre que T"(1) =1
(¢) Muestre que en un espacio de medida finita, se tiene que || f]l, "— || f]loo

(d) Utilice el resultado anterior, junto a la desigualdad de Holder, para demostrar que para f € L°(X),
T(f) € L>(X)



(e) Defina ® := {¢ € L>™(X), T(¢) = ¢}y G la o-dlgebra generada por estas funciones. Utilice el siguiente

TEOREMA 1 (Clase mondtona funcional): Sea X un conjunto y K una coleccion de funciones acotadas sobre
X, que es cerrada bajo multiplicacion. Sea G la o-dlgebra generada por las funciones en K. Sea ademds H
un espacio vectorial de funciones que contiene a K y a las constantes, y tal que

Dada una funcion acotada f, tal que existe una secuencia no negativa {fn} C H creciente a f, entonces
feH.

Entonces H contiene a cada funcion g, G-medible y acotada

Muestre que T'(g) = g para cada g acotada y G-medible.

(f) Muestre que para f € L™, T(f) = E(f|G), y extienda el resultado a LP(X)

P3. Muestre que para cualquier A C R de medida infinita, existe f € L?(R) que no es integrable en A. Extienda este
resultado a cualquier espacio de medida o-finito.



