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FLUJO POTENCIAL BIDIMENSIONAL

{(continuacién)

RESUMEN DE LA CLASE ANTERIOR

Si un flujo es irrotacional, Vx V = 0, entonces existe una funcién escalar ¢ tal que V = V4.
De este modo para el caso 2-D se tiene que:

La ecuacién de continuidad para un fluido incompresible en términos de la funcién
potencial ¢ estd dada por:

v2p=0
La funcidn ¢ = constante se denomina linea equipotencial.
Superposicion:

Por ser la ecuacion de Laplace lineal, se cumple que si ¢1 y $2 son soluciones de la ecuacion
de Laplace, entonces ¢ = ¢1 + ¢ también lo es. De aca resulta que el campo de velocidades

también se puede superponer, o sea si V,deriva de §1y V,deriva de ¢, entonces
T=,+7,.

En coordenadas polares:
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Las lineas de corriente se definen como las tangentes al vector velocidad. DE proporcién de
triangulos resulta:

V- u_dx
d v dy
chx V\\
\ u
. udy - vdx=0
Linea de corriente

Definamos una funcion y. Si la funcién es constante, entonces dy = 0. O sea:

o, . ov
dy =——dx+-—F—dy=0
v= x+®u\ y
De donde resulta que:
g”@ <”f@|ﬁh‘
oy Ox

La funcién y se denomina funcién de corriente,

En un flujo irrotacional se cumple que o, = .WW.EW =0. Al expresar la vorticidad en
términos de la funcién de corriente resulta:
V3 =0
Ecuaciones de Riemman: u= @ = .m] v= .@. = :m.,w
ox oy oy X
En coordenadas polares: u, = o = 1oy ug = 156 = _oy
or 18 r 90 or

Las lineas equipotenciales y las de corriente son perpendiculares entre si.

vz El caudal (2D) que escurre entre dos lineas de
corriente es igual a la diferencia de las

q— . :
Y1 funciones de corriente: g = w2 -y .
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Determinacion del campo de velocidades y condiciones de borde

Para determinar el campo de wvelocidades de cualquier flujo debe resolverse la
determinacién de Laplace para ¢ o para y con las condiciones de borde adecuadas.
Conocida ¢ (o ), se determina el campo de velocidades por simple derivacién. Las
condiciones de borde tipica son:

Condicidn de borde en el infinito:  x,y—> t®; V>V,

Por ejemplo, si se desea conocer el campo de velocidades en torno a un cuerpo sumergido
en un flujo tal que V =(U,0), las condiciones de borde seran:

X400, Vy ;u>U,v=0

En términos de la funcion potencial x — Lo, Vy ; m@ -U .M.W. =0
X
En términos de la funcién de corriente: w\. U , [Wxﬂ_m. =0.

Condicién de borde en una frontera solida impermeable en reposo:

~

La velocidad normal a la frontera debe ser nula, o sea V-A=0, donde #i eslanormalala
superficie.

En términos de la funcién potencial, esta condicién se escribe como:

P
on

Para escribirla en términos de la funcién de corriente debemos recordar que la frontera es
una linea de corriente. Si §es el vector tangente a la superficie que define la frontera, se
tiene:

®|e
g

0, lo que es lo mismo y = cte. a lo largo de Ia frontera.

Conocido el campo de velocidades es facil determinar la presién a partir de la ecuacién de
Bernoulli.
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EJEMPLOS DE FLUJOS POTENCIALES USUALES

FLUJO PARALELO UNIFORME

¢ = cte. Consideremos un flujo uniforme paralelo al eje
x con velocidad V., .

'
ol

La funcién de corriente esta dada por:

— e ——— —— ——
— e v ——t ——

2”%“ ﬁ\s
P mx = ¢(x.y) =V, x +const.
Y= cte. <u....mkuo
- &

X

La constante de integracidén es arbitraria y por simplicidad podemos elegir ¢ = 0 para x =0.

La linea de corriente estd dada por :

oy
”M\« =—, ”O“l] g “Nu
u v 5, =y(x,y)=Vy

(se impuso queeny =0, y =0)

Si el flujo forma un dngulo o con el gje x, las funciones potencial y de corriente estan dadas
por:

4 euH\S?OOmeTHmEQYSnﬁ\sQoolexmm:Qv

y
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FUENTE
% Busquemos una solucién de la funcién potencial
4 ’ que solo dependa de la coordenada r: ¢ = §(1).
¢ =const. e )
La ecuacion de Laplace en coordenadas polares
y \ ] queda:
< P
/ 1 mh mew
;- ——r— =0
W = const. ror\ or
v de donde ¢=clnr+A. De este modo, las

componentes del campo de velocidad estan dadas por:

”@”
or

C
u, = Ug =——=
r

El caudal que atraviesa un circulo de radio r centrado en el origen del sistema de
coordenadas polares es:

q=2mru, =2nc

de donde c= MP Eligiendo arbitrariamente que en r = 1, ¢ = 0, la funcién potencial y las
T

velocidades debido a una fuente son:

q 9
“ul.lluH.— = —— ’ ”o
¢ 2% g tr 2nr Ho

Conocidas las velocidades, se obtiene la funcién de corriente:

_1oy_ g v _,

_— ._.\.mm =—— =

tr ro6  2mr or

Integrando las ecuaciones anteriores se obtiene:

-9
;T.m,a

Si q > 0, el flujo se debe a una fuente. Si q < 0, se estd en presencia de un sumidero.
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VORTICE LIBRE
Busquemos una solucion de la funcién potencial que sélo

dependa de la coordenada 0: ¢ = $(6).

La ecuacién de Laplace en coordenadas polares queda:

1 82
:wiwno
s}

De donde resulta que la funcion potencial y las
componentes de velocidad estan dadas por:

100

_%_g -
r 06

-0 =
o Uy B

C
’ Ug _
T

Calculemos la circulacién T del vértice. La definicién de circulacion es: T = .ﬁl\ .ds

= ["£rdo =2nc

Notar que, aunque el flujo es irrotacional, existe circulacién. Si calculamos la vorticidad,
encontraremos que es nula en tode el dominio del flujo, excepto en el origen, donde la

vorticidad es infinita. Verificar esto es muy facil. (Usar o, = w@m (rub) |m%%v ). De este modo,

la funcién potencial en términos de la circulacion esta dada por:

r
=—0
y 27

Conocidas las velocidades, se obtiene la funcién de corriente:

_1loy
r o6

u, 0 g =——=—

Integrando las ecuaciones anteriores se obtiene:

r
= |||I|.HH»_.
v 2n '

El signo de T define el sentido del giro de las lineas de corriente.
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DIPOLO

Consideremos una fuente y un sumidero separadas una distancia L, como se muestra en la
figura, equidistantes del origen.

i Si ¢1 es el potencial debido a la fuente y ¢2 al
swmnidero, ¢ = ¢1+¢, es el debido a Ia
I combinacién de ambos:

Iz

enmm.._bﬂ ||@:F~.~ MFQBE ~Inr2)
s

ql

-ql %

L . Nos interesa el caso cuando la fuente y el
sumidero estdn infinitamente cerca y el producto
qL. se mantiene constante e igual a K.

Osea: lim ¢
L-0
Kcte.

:Benmgumlﬁzﬂ l”_.samvn:ﬁ_@h?:p l_ﬁwmvuw . Qbr.lr.:.mv
L0 L-0 2x L0 27 L 21 L—0. L
Kcte. Kcte. Kcte.

Pero el dltimo limite no es mas que la definicion de la derivada de Inr respecto a x:

. (nr;-Inr,) 4 d I X
”_.EH_. A 1 2 “IHHM HIHH._. 2 2 =
L—0. L dx e VY x* +y2

Por lo tanto ia funcién potencial de un dipolo es:

X

oK __x

o XN +u~m

En coordenadas polares:

Jlﬂanmo
2n r

¢

Determinemos ahora las lineas equipotenciales. Ellas estdn dadas por ¢ = C, constante;

i
J
i
i
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=
l.h!- Ov.

O sea, las lineas equipotenciales son circunferencias de radio g% con centro en ( L,

Conocida la funcién potenciald, es facil determinar la funcién de corriente y, resultando:

Ky
Ve . 72
En coordenadas polares:
.. Ksenb
M 2n v
Las lineas de corriente quedan
Y= definidas a partir de:

K
=Y _.cC
o xM + u\w

p)
Xe |y -———| =[|—
anC 47C
O sea, las lineas de corriente son
circunferencias de radio % con

centro en AO\MHWOJV.

Si el dipolo no esta orientado en la direccién del eje x, sino que forma un angulo a con este
eje, la funcién potencial y de corriente son:

K cos(8—o) K sen{8 - o)
¢ B Y=
by r 2% T
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FLUJO ALREDEDOR DE UN CILINDRC

Como se mostrard més adelante, el flujo en torno a un cilindro corresponde a la
superposicion del flujo uniforme y el dipolo. En coordenadas cilindricas, las funciones
potenciales y de corriente para estos flujos son:

dy = Vercos 8 ¢p nmnOmo
2 r
Yy = Versend yp = _ K send
2n r
Llamando R? HMAI”
n
HNM

d=0¢y +op =V, rcosf| 1+——

R2
Y=y +yp =V rserf| 1 s

Notar que para r = R, w = 0. Por lo tanto, el circulo de radio R es una linea de corriente. La
funcién de corriente también es nula para 0 = 0 (rama positiva del eje x) y para 8 =7 (rama
negativa del eje x).

A partir de Ias funciones anteriores, es posible determinar el campo de velocidades:

o 2
nm@muﬂo cosH Hawl Ug ﬂl@uuz\smms@ H+.Hm.l

u
' r o Hw or Hm

Las velocidades sobre la superficie del cilindro se determinan al evaluar las expresiones
anteriores en r = R, resultando:

u, =0 ug = -2V, send

Es facil ver que existen dos puntos de estancamiento (u, = ug = 0), los que se ubicanenr =R
para6=0y6 = 2r. Unesquema de las lineas de corriente y la distribucién de velocidades se

da en la figura siguiente.
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La distribucion de presiones podemos
calcularla a partir de la ecuacién de

Bermoulli, B,=B:

P, V2 p V2

..||I+L8H[+|||

Yy 2 v 2g

donde V* =u? + sm. En particular se puede

calcular la distribucién de presiones sobre la
superficie del cilindro, pci = p(R,0):

Po V2  Pa , 4Viser®

= 4 = = I —

Yy 2 v 2g

Consideremos que p., es la presion atmosférica y trabajemos con presiones relativas:

2
Pt _ Yo (1 _ ggerp)
v 28

Conocida la distribucién de presiones, es posible calcular la fuerza debido a la presion sobre
el cilindro:

F, = ["pei coséRdo F, =~ [ "pyserORdo

Integrando resulta Fx = Fy = 0. O sea, el flujo no tiene ningtin efecto
sobre el cilindro, lo que va contra la onservacién empirica. Este
resultado se conoce como la paradoja de d’Alambert. Ya vimos que
esta paradoja fue resuelta por Prandtl con su concepto de capa limite.

Jean le Rond d’Alambert L@ fuerza en la direccién del flujo (Fx) se denomina fuerza de arrastre
(1717-1783) y la fuerza en la direccién normal (Fy) es la fuerza de sustentacion.

-10 -
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FLUJO ALREDEDOR DE UN CILINDRO CON CIRCULACION

Impongamos ahora una circulacién T al flujo alrededor de un cilindro. Esto resulta de
agregar un vortice a la superposicién del flujo uniforme mis el dipolo. La superposicién de
funciones de corriente es:

Ksen6 T

Y= Vrsend+ — +—Inr
21 ¢ 2n

Con el objeto de definir la funcién de corriente nula en r = R restamos la constante --InR a

la expresién anterior, resultando:

R? r r
=V rserf| 1~ |4 =] =
= Vasserd| 1-25 [ :@

de donde se determina el campo de velocidades:

2 2
Hm€u<88m® H|W| couim]€ui<8mm:® f.._wi L
T

U, =_—_T
b8 12 or 2 2mr

T

La velocidad en la superficie del cilindro es:

r
27R

u, =0 uy =-2V _send -

Es interesante estudiar la existencia de puntos de estancamiento. Imponiendo u; = ug =0, se
encuentra los siguientes casos:

- =0 Dos puntos de estancamiento, enr =Ry 6 =0, 8 = n (caso del cilindro
sin circulacién).

-I
-0< I'<4nRV,  Dos puntos de estancamiento, enr =Ry 0 = &.nmmsﬁ w .

4nRV,,

- =4xRV, Un punto de estancamientoenr=Ry 8 = mﬁ .

-11 -
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- > 4nRV, Dos puntos de estancamiento, uno dentro del cilindro y otro fuera,
: _3 __T : r W| 2
ubicadosen 0= 5T Y I= v + e R-.

Aligual que en el caso del cilindro sin circulacién, la fuerza de arrastre (Fy) es nula, pero si
existe una fuerza de sustentacién hidrodinamica (Fy):

M
B, = [ - peyRsenfdd

La distribucién de presiones sobre la superficie del cilindro se calcula igualando Bernoulli,
al igual que en el caso anterior, resultando:

2
Peil <nw 2I'send r

Yy 2g wRV,, 27RV,,

pudiendo asi evaluarse la fuerza de
sustentacion

mw =pV,I

El resultado anterior puede generalizarse a
cualquier geometria (en particular, por
ejemplo, el ala de un avién) y corresponde al
Teorema de Kutta-Joukowski.

Martin Wilhelm Kutta Nikolai Egorovich
Joukowski

-12-




