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Pregunta 1.

(a) Sean ~F y ~G dos campos vectoriales dados por ~F (x, y, z) = (xz − y) ı̂ + (x2y + z3) ̂ + (3xz2 − xy) k̂ y
~G(x, y, z) = 2xe−y ı̂ + (cos(z) − x2e−y) ̂ − y sin(z) k̂. Sea Γ la curva cerrada, correspondiente al rectángulo
recorrido según el orden de los vértices ABCD con A = (0, 0, 0), B = (0, 0, 1), C = (2, 0, 1) y D = (2, 0, 0).

(i) Demuestre que ~F no es conservativo, y determine el valor de

∮
Γ

~F · ~dr

(ii) Demuestre que ~G es conservativo encontrando un potencial escalar φ tal que ∇φ = ~G y determine el

valor de

∮
Γ

~G · ~dr

(b) Considere el campo ~F =
1

x2 + y2

[
(x− y

√
x2 + y2 arctan(z2))̂ı+ (y+x

√
x2 + y2 arctan(z2))̂+ z(x2 + y2)k̂

]
(i) Escriba ~F en coordenadas ciĺındricas.

Indicación: Recuerde que ρ̂ = cos(θ)̂ı+ sin(θ)̂ y que θ̂ = − sin(θ)̂ı+ cos(θ)̂

(ii) Calcule div(~F ).

(iii) Calcule el flujo de ~F a través de la superficie de cualquier esfera de radio R > 0, orientada según la
normal interior a esta, que no intersecte al eje OZ.

Solución:

(a) Notemos que para verificar que ~F no es conservativo basta probar que rot(~F ) = 0, veamos que esto efecti-
vamente es aśı:

rot(~F ) = ı̂(∂y(3xz2 − xy)− ∂z(x2y + z3)) + ̂(∂x(3xz2 − xy)− ∂z(xz − y)) + k̂(∂x(x2y + z3)− ∂y(xz − y))

= ı̂(−x− 3z2) + ̂(−x+ 3z2 − y) + k̂(2xy + 1) 6= ~0

Por lo tanto, ~F no es conservativo.

Para el cálculo de la integral de ĺınea, hay dos opciones: Hacerla por definición o utilizar el Teorema de
Stokes (esto es posible pues la integral es en un camino cerrado), aqúı detallaremos el desarrollo usando el
Teorema de Stokes:
Por un lado es claro que la curva es regular a trozos (son segmentos de rectas), además el campo es de clase
C∞, notemos que la superficie S tal que ∂S = Γ está dada por:

S = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 1, y = 0}
que es una superficie regular, una parametrización de esta superficie es:

σ(x, z) = (x, 0, z) x ∈ [0, 2], z ∈ [0, 1]

de donde se deduce que dA = dxdz y n̂ = (0, 1, 0) (dada la orientación de Γ). Por lo tanto:∮
Γ

~F · d~r =

∫∫
S

rot ~F · n̂dA =

∫∫
S

~F · (0, 1, 0)dA

=

∫ 1

0

∫ 2

0

(−x+ 3z2 − 0)dxdz =

∫ 1

0

∫ 2

0

(−x+ 3z2)dxdz = 0

Hay que notar que esto no contradice el hecho de que ~F no sea conservativo, pues este es el resultado en una
curva cerrada particular, el resultado conocido es que un campo es conservativo si integra 0 en cualquier
curva cerrada.



Para ver que ~G es conservativo basta determinar expĺıcitamente el campo escalar φ tal que ~G = ∇φ.
Notemos que se tiene:

∂xφ = 2xe−y ⇒ φ(x, y, z) = h1(y, z) +

∫
2xe−ydx = h1(y, z) + x2e−y

∂yφ = cos(z)− x2e−y ⇒ φ(x, y, z) = h2(x, z) +

∫
cos(z)dy −

∫
x2e−ydy = h2(x, z) + y cos(z) + x2e−y

∂zφ = −y sin(z)⇒ φ(x, y, z) = h3(x, y)−
∫
y sin(z)dz = h3(x, y) + y cos(z)

de estos cálculos se deduce que:

φ(x, y, z) = x2e−y + y cos(z) + C, C ∈ R

Se verifica directamente que ∇φ = ~G.

Finalmente, como ~G es conservativo se tiene que:∮
Γ

~G · d~r = 0

(b) Tenemos: ~F =
1

x2 + y2

[
(x − y

√
x2 + y2 arctan(z2))̂ı + (y + x

√
x2 + y2 arctan(z2))̂ + z(x2 + y2)k̂

]
, luego,

en ciĺındricas se tiene x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, z = z, por lo tanto:

~F =
1

ρ2
[(ρ cos θ − ρ sin θ · ρ · arctan z2, ρ sin θ + ρ cos θ · ρ · arctan z2, zρ2)]

=
1

ρ2
(ρ cos θ, ρ sin θ, 0) +

1

ρ2
(−ρ2 sin θ · arctan z2, ρ2 cos θ · arctan z2, 0) +

1

ρ2
(0, 0, zρ2)

=
1

ρ2
· ρ (cos θ, sin θ, 0)︸ ︷︷ ︸

ρ̂

+
1

ρ2
· ρ2 arctan z2 (− sin θ, cos θ, 0)︸ ︷︷ ︸

θ̂

+
1

ρ2
zρ2 (0, 0, 1)︸ ︷︷ ︸

k̂

=
1

ρ
ρ̂+ arctan z2θ̂ + zk̂

Notar que esta expresión está bien definida (y de hecho es de clase C∞ en R3 \ eje Z.

Calculemos ahora la divergencia de ~F :
Recordemos que en coordenadas ciĺındricas:

div(~F ) =
1

ρ
[∂ρ(Fρ · ρ) + ∂θ(Fθ) + ∂z(Fz · ρ)]

En nuestro caso: Fρ = 1
ρ , Fθ = arctan z2, Fz = z. Por lo tanto:

div(~F ) =
1

ρ
[∂ρ(

1

ρ
· ρ) + ∂θ(arctan z2) + ∂z(z · ρ)]

=
1

ρ
[0 + 0 + ρ] = 1

Por lo tanto se tiene que, en R3 \ eje Z:

div(~F ) = 1

Finalmente nos piden calcular: ∫∫
S(~x0,R)

~F · n̂dA

donde S(~x0, R) es la esfera de centro ~x0 y radio R > 0, tal que no intersecta al eje OZ, orientado según la
normal interior.
Notemos que como la esfera no intersecta al eje OZ, entonces ~F es de clase C∞ en un volúmen que contiene
a esta superficie (por ejemplo la bola abierta B(x0, R + ε) con ε suficientemente pequeño tal que no cruce



al eje OZ.). Luego, es posible utilizar el Teorema de la divergencia (con cuidado de notar que el cálculo de
este teorema nos dará el flujo orientado con normal exterior) para calcular este flujo, por el Teorema:∫∫

S(~x0,R)

~F · n̂extdA =

∫∫∫
B(~x0,R)

div ~FdV =

∫∫∫
B(~x0,R)

1dV =
4

3
πR3

Dado que este cálculo es con la normal exterior, entonces se concluye que:∫∫
S(~x0,R)

~F · n̂intdA = −
∫∫

S(~x0,R)

~F · n̂extdA = −4

3
πR3


