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P1 Sea Ω ⊆ R3 un abierto acotado de frontera regular a trozos ∂Ω orientada según la normal exterior.
Consideremos un campo escalar φ ∈ C2 en un dominio U ⊇ Ω ∪ ∂Ω y supongamos que ∆φ = 0
en Ω (φ armónica en Ω). Sea p ⊆ int (Ω) y deginamos la función ψ (~r) = 1/‖~r − ~p‖

(a) Calcular ∇ψ (~r) para ~r 6= ~p. Mostrar que ∆ψ = 0 en R3 − {~p}.
(b) Sea B (~p, δ) ⊆ Ω esfera de centro ~p y radio δ > 0 contenida en Ω. Probar que∫∫

∂Ω

(φ∇ψ − ψ∇φ) · d~S =

∫∫
∂B(~p,δ)

(φ∇ψ − ψ∇φ) · d~S

P2 Sea F una función escalar suave en R4. Muestre el teorema del transporte:

d

dt

∫
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)
dV =

∫
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∂

∂t
F
(
~x(t), t

)
dV +

∫
∂V (t)

F~v · ~ndS (1)

Para esto utilice la formula de euler asociado a este cambio de variable d J
dt = J (∇ · ~v). De una

interpretación f́ısica al teorema anterior.

P3 Considere el campo ~F = r2r̂+ rθ sin3 (ϕ) θ̂ en coordenadas esféricas. Calcular ∇· ~F en todo punto
donde F sea diferenciable. Sea Ω = B(0,1) ∩ D con D = {(x, y, z) : z ≥

√
x2 + y2}. Defina

Ω (ε) = {(x, y, z) ∈ Ω : x2 + y2 ≥ ε}. Bosqueje Ω (ε) y calcule ĺım
ε→0

∫∫∫
Ω(ε)

∇ · ~FdV
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