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Trabajo dirigido 2

P1
Para todo n € N, se dice que n es par si existe k € N tal que n = 2k, y que n es impar si existe | € N tal que n = 21+ 1.

1. Demostrar, por induccién, que todo n € N es par o impar.

Solucién: Demostremos que para todo n € N, la proposicién p(n) : (n es par o impar) es cierta.
Caso base (ng = 0): 0 =2 x 0, entonces 0 es par y se tiene el resultado.
Segunta etapa: sea n € N que sea par o impar. Demostremos que n + 1 es par o impar.

= Sin es par, existe k € N tal que n = 2k. Luego, n + 1 = 2k 4+ 1 es impar y se tiene el resultado.
= Sin es impar, existe [ € N tal que n = 20 + 1. Luego, n +1 =24+ 2 = 2(I + 1) es par y también se tiene el
resultado.

p(n + 1) también es cierta, entonces por induccién, p(n) vale para todo n € N.

2. Demostrar, por contradiccion, que ningin entero n € N puede ser par e impar.

Solucién: por contradiccién, supongamos que exista n € N que sea par e impar. Entonces existen k,! € N tales que
n = 2k = 2l + 1. De eso sale % =k — [ € Z, contradiccién. Se concluye que no puede existir n € N que sea par e
impar.

3. Se define sobre N la relacién R por: 2Ry < (z + y es par). Demostrar que R es una relaciéon de equivalencia, y
describir el conjunto cuociente N/R.
Solucién: veamos primero que R es relacion de equivalencia.
Refleja: sea n € N. n+ n = 2n es par, entonces nRn.
Transitiva: sean ni,nq,ng € N tales que nyRns y noaRng. Veamos que nyRns. Por hipdtesis, sabemos que existen
k, k" € N tales que ny + ny = 2k, no + n3 = 2k’. Esto se puede reescribir ny = 2k — no, n3 = 2k’ — ny. Luego,
ny +n3 =2k —ng + 2k — ng = 2(k + k' — ny), entonces ny 4+ n3 es par y se tiene nyRns.
Simétrica: si ni,ne € N son tales que n1Rno, se tiene no +n1 = ny + ng es par y naRny.
Se concluye que R es relacion de equivalencia.

Busquemos cuales son las posibles clases de equivalencia. Sean n, m € N.

= Si n,m son pares, entonces n + m también es par y nRRm.
= Si n,m son impares, entonces n + m es par y nRm.

= Sin par y m impar (o al revés), entonces n + m es impar y n}(m.

Se concluye que hay dos clases de equivalencia, los ntimeros pares y los impares: N/R = {[0], [1]}.

P2 (Control 3 - ano 2013)

1. Se define en R la relacion ¥ por zVy < y—z € N.

(i) Demuestre que ¥ es una relacién de orden.
Solucién:
Refleja: sea r € R. z —x = 0 € N, entonces xVx.
Transitiva: sean x,y, z € R tales que Wy, yVz. Mostremos que zVz.

Sabemos que y —z € N,z —y € N. Entonces z —z = (2 — y) + (y — ) € N dado que es suma de dos niimeros
naturales, con lo que se concluye que xWz.
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Antisimétrica: sean z,y € R tales que ¥y e y¥z.
Wy=y—zeEN=y—z>0=y>=z
Wr=z—-yeN=zrx—-—y>0=>z>y.

La relaciéon de orden usual < siendo antisimétrica, se deduce z = y.
Se concluye que ¥ es relacion de orden.

(ii) Indique si es una relacién de orden parcial o total. Justifique.
Solucién: es una relacién de orden parcial. En efecto, % —0¢N,0— % ¢ N, entonces O)I’% y %)17/0

2. Considere ahora la relacion ® definida en R por @y <y —x € Z.

(i) Demuestre que ® es una relacién de equivalencia.

Solucién: se muestra como antes que ® es refleja y transitiva.

Simétrica: sean x,y € R tales que z®y, esto es, y —x € Z.

Vemos que z —y = —(y — x) € Z dado que es el inverso de un entero, y se tiene ydzx.
Entonces ® es una relaciéon de equivalencia.

(if) Dado p € Z, calcule la clase de equivalencia [ple.

Solucién: sea = € R.
pPr < x—peZ<s xeZ,dado que p € Z.
Entonces [ple = Z.

P3 (Control 2 - anos 1998, 2011)

1. Probar por induccién que V. m >0, 527+ 4 72m+1 eg divisible por 6.

Solucién: Llamemos p(m) a la proposiciéon (Fk € N,52m+1 4 72m+1 — 6k) y demostremos por inducciéon que esta
proposicién vale para todo m € N.

Caso base (mg = 0): 52X0HL 4 72X0F1 — 5 4 7 =12 = 6 x 2, entonces p(0) es cierta.

Paso inductivo: sea m € N tal que p(m) sea cierta, es decir que existe & € N tal que 52m+1 4 72m+1 — 6k,
Probemos p(m + 1).

52mAD+1 | w2(m+1)+1

— 52m+3 + 72m+3

25 x 52T 49 x 7Am AL
25 x 52Tl (25 4 24) x 72mHl
25(55 L 4 72 4 24 o TP
25 x 6k + 6 x 4 x 72t

= 6(25k +4 x 72"

Entonces p(m + 1) es cierta, luego por induccién, p(m) vale para todo m € N.

2n+1
2. Demostrar por induccién que, Vn € N, Z (~D)F 1% = (n+1)(2n + 1).
k=1
2n+1
Solucién: Llamemos p(n) a la proposicién Z (=1)* k% = (n+1)(2n + 1)) Demostremos por induccién que

k=1
p(n) es cierta para todo n € N.

1
Caso base (ng = 0): Se tiene Z(fl)k*lk2 =(-D)'""12=1=(0+1)(2x 0+ 1) y p(0) es cierta.

k=1
2n+1
Paso inductivo: sea n € N tal que p(n) sea cierta, es decir, Z (=) 1% = (n+1)(2n + 1).
k=1
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= Por un lado,

2(n+1)+1

Z (71)]671]{32
k=1
2n+3

— Z (_1)k—1k2
k=1
2n+1
_ Z (71)]{)71]{:2 + (71)2n+271(2n + 2)2 + (71)2n+371(2n + 3)2
k=1
= (n+1)@2n+1)+ (1) (2n +2)% 4+ (=1)"T2(2n + 3)? por hipétesis inductiva
= (n+1)@2n+1)— (2n+2)% + (2n +3)? pues 2n + 1 es impar y 2n + 2 es par
mi4+n+2n+1—4n* —8n—44+4n* +12n+9

= 2*+Tn+6
Por otro lado, (n +1+1)(2(n +1) + 1) = (n 4+ 2)(2n + 3) = 2n% + Tn + 6.

Hay igualdad entre los dos, entonces p(n + 1) es cierta, y se concluye que por induccién, p(n) vale para todo n € N.

P4

Consideremos la funcién f : N\{0} — N definida por

si n es impar

vn € N\{0}, f(n) = { }l(n/Q) sim es par

1. Calcular f(1), f(2), f(3), f(4) v f(6).
Solucién: la definiciéon de esta funcién es un poco rara, siendo parecida a una definicion por recurrencia por los
nimeros pares, y “normal” por los impares. De hecho, lo que hace la funcién f es dividir n por 2 hasta que n resulte
ser impar. Verifiquemos eso sobre unos ejemplos:

1 es impar entonces f(1) = 1.
2 es par, entonces f(2) = f(2/2) = f(1) = 1.
3 es impar, entonces f(3) = 3.
4 es par, entonces f(4) = f(4/2) = f(2) = 1.
6 es par, entonces f(6) = f(6/2) = f(3) = 3.

2. Ahora definamos en N\{0} la relacién R por : n1Rng < f(n1) = f(n2).

a)

Demostrar que R es una relacién de equivalencia.
Solucién:
Refleja: sea n € N. Obviamente se tiene f(n) = f(n), entonces nRn.
Transitiva: sean ni,na,ng € N tales que niRny y naRns. Se tiene f(ny) = f(n2) v f(n2) = f(ng), luego
f(n) = f(ns) y naRns.
Simétrica: sean ni,ny € N tales que n1Rng. Entonces f(n1) = f(n2), luego f(na) = f(n1) y naRny.
Describir el conjunto cuociente (N\{0})/R.
Solucion:
= Si tomamos ny,n2 € N con ny # ny y ni,ne impares, entonces f(ny) = ny # na = f(na), es decir que
niRns, v las clases de equivalencia de los impares son disjuntas.
» Sin € Nes par, sea k = f(n). Por definicién, k es impar, luego se tiene f(n) = k = f(k), y eso implica que
kRn.
Entonces, las clases de equivalencia de los impares son disjuntas, y todo niimero par pertenece a la clase de
equivalencia de algin impar. Se concluye que (N\{0})/R = {[1],[3],[5],--- } = {[2k + 1],k € N}.



