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P1. a) (2 puntos) Sea A una matriz invertible ∈Mn×n. Se define n : Rn → R como
n(x) = ‖x‖+ ‖Ax‖. Demuestre que n es una norma.

b) Sea A ⊂ Rn un abierto y f : A→ R una función. Sea x0 ∈ A y g : A→ Rn función
diferenciable en x0, tal que ∀x ∈ A: f(x)− f(x0) =< g(x), x− x0 >.

i) (2 puntos) Calcule ∇f(x0)
ii) (2 puntos) Pruebe que f es diferenciable en x0

P2. a) Sea f : R2 → R definida por f(x, y) = y√
y2−x

i) (1 punto) Determine Dom(f), y haga un bosquejo de este.
ii) (1 punto) Determine y haga un bosquejo de las curvas de nivel Nc para todo c.
iii) (1 punto) Estudie continuidad de f .

b) Sea f : R2 → R definida por f(x, y) = 1−
(√

x2 + y2 − 2
)2

i) (2 puntos) Encuentre la ecuación del plano tangente al grafo de f en (0, 1) y (3, 4)
ii) (1 punto) Encuentre y bosqueje el conjunto N0 = {(x, y) ∈ R2/f(x, y) = 0} y (en el

mismo dibujo) bosqueje la intersección del plano tangente a (0, 1) con z = 0

P3. a) (3 puntos.) Sea f : R→ R ∈ C1. Se define F : R3 → R2 como
F (x, y, z) = (z − xf2(y + z), x + yf(xz2)). Calcule la matriz Jacobiana de F donde exista.

b) Sea f : R2 → R2 definida por f(x, y) = (x2y, xy2)

i) (0,5 puntos) Calcule el Jacobiano de f . Es f diferenciable? Justifique.
ii) (2,5 puntos) Sea fn = f ◦ f ◦ ... ◦ f n veces (ie. f0 = id, f1 = f , f2 = f ◦ f , etc ... ).

Pruebe que el Jacobiano de fn en (1, 1) es

[
2 1
1 2

]n
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Pauta Control 1
P1. a) Una función n: Rn → R se dirá norma sí ∀x, y ∈ Rn,∀α ∈ R:

I) n(x) ≥ 0 y n(x) = 0⇔ x = 0
II) n(αx) = |α|n(x)
III) n(x+ y) ≤ n(x) + n(y)

Demostremos que n cumple estas tres propiedades:

I) n(x) ≥ 0, ya que n(x) = ‖x‖+ ‖Ax‖, y como ‖·‖ es norma ⇒ ‖x‖ ≥ 0 y ‖Ax‖ ≥ 0.
PDQ: n(x) = 0⇔ x = 0
⇒ Si n(x) = 0⇒ ‖x‖+ ‖Ax‖ = 0⇒ (‖x‖ = 0) ∧ (‖Ax‖ = 0)
‖x‖ = 0⇒ x = 0, ya que ‖·‖ es norma.(0,8 ptos)
‖Ax‖ = 0⇒ Ax = 0, ya que ‖·‖ es norma. Además, como A es invertible, Ax = 0⇒ x = 0
Luego, n(x) = 0⇒ x = 0
⇐ Si x = 0⇒ (‖x‖ = 0) ∧ (Ax = 0⇒ ‖Ax‖ = 0)⇒ n(x) = 0 (0,2 ptos)

II) n(αx) = ‖αx‖+ ‖A(αx)‖ = |α| ‖x‖+ ‖α (Ax)‖ = |α| ‖x‖+ |α| ‖Ax‖ = |α|n(x) (0,5 ptos)
III) n(x+ y)

= ‖x+ y‖+ ‖A(x+ y)‖
= ‖x+ y‖+ ‖Ax+Ay‖
≤ ‖x‖+ ‖y‖+ ‖Ax‖+ ‖Ay‖
= ‖x‖+ ‖Ax‖+ ‖y‖+ ‖Ay‖
= n(x) + n(y)
Luego, n(x+ y) ≤ n(x) + n(y) (0,5 ptos)

b) Recordemos que para x, y ∈ Rn, se define el producto punto como: < x, y >=
∑n

i=1 xiyi.
Además, una función g : Rn → Rn se puede escribir en función de sus componentes:
g(x) = (g1(x), g2(x), ..., gn(x)), con gi : Rn → R, ∀i ∈ {1, ..., n}.
Luego, < g(x), x− x0 >=

∑n
i=1 gi(x)(xi − (x0)i)

i) f(x) =< g(x), x− x0 > +f(x0)
Sabemos que ∇f(x0) =

(
∂f(x0)

∂x1

∂f(x0)
∂x2

... ∂f(x0)
∂xn

)
(0,2 ptos).

Calculemos las derivadas parciales:
∂f(x)
∂xj

=
∂
∑n

i=1
gi(x)(x−x0)i+f(x0)

∂xj
=

∂
∑n

i=1
gi(x)(x−(x0))i

∂xj
+ ∂f(x0)

∂xj
=

∂
∑n

i=1
gi(x)(x−x0)i

∂xj

=
∑n

i=1

[
∂gi(x)
∂xj

(x− x0)i + gi(x)
∂(x−x0)i

∂xj

]
=
∑n

i=1

[
∂gi(x)
∂xj

(x− x0)i + gj(x)
]
(0,8 ptos)

⇒ ∂f(x0)
∂xj

= gj(x0)
⇒ ∇f(x0) = g(x0)(1 pto)

ii) Como g es diferenciable
⇒ g es continua (0,5 ptos)
⇒ gi es continua ∀i ∈ {1, ...n} (0,5 ptos)
⇒ f tiene derivadas parciales continuas en x0 ⇒ f es diferenciable en x0 (1 pto)
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P3. a) Escribamos F , en función de sus componentes: F (x, y, z) = (F1(x, y, z), F2(x, y, z)), con
F1(x, y, z) = z − xf2(y + z) y F2(x, y, z) = x+ yf(xz2) (0,5 ptos)

DF (x, y, z) =

(
DF1

DF2

)
(0,5 ptos). Calculemos DF1 yDF2:

DF1 =
(

∂F1
∂x

∂F1
∂y

∂F1
∂z

)
=
(
−f2(y + z) −2xf(y + z)f ′(y + z) 1− 2xf(y + z)f ′(y + z)

)
(1 pto)

DF2 =
(

∂F2
∂x

∂F2
∂y

∂F2
∂z

)
=
(

1 + yz2f ′(xz2) f(xz2) 2xyzf ′(xz2)
)
(1pto)

Luego,

DF (x, y, z) =

(
−f2(y + z) −2xf(y + z)f ′(y + z) 1− 2xf(y + z)f ′(y + z)

1 + yz2f ′(xz2) f(xz2) 2xyzf ′(xz2)

)

b) i) Df(x, y) =

(
Df1

Df2

)
=

(
2xy x2

y2 2xy

)
(0,2 ptos). f es diferenciable en todo su domino,

ya que sus funciones componentes son diferenciables. Esto último, debido a que las
derivadas parciales de las funciones componentes son continuas.(0,3 ptos)

ii) Razonemos por inducción:

Para n = 1, f1 = f ⇒ Df1(1, 1) = Df(1, 1) =

(
2 1
1 2

)
=

(
2 1
1 2

)1

(0,3 ptos)

Suponemos que la igualdad se cumple para n, demostremos que se cumple para n+ 1:
Como fn+1 = fn ◦ f (0,2 ptos) se tiene, por regla de la cadena, que:
Dfn+1 = Dfn(f(1, 1))Df(1, 1) (1 pto)⇒ como f(1, 1) = (1, 1) y por hipótesis de

inducción: Dfn+1 = Dfn(1, 1)Df(1, 1) =

(
2 1
1 2

)n(
2 1
1 2

)
=

(
2 1
1 2

)n+1

(1 pto)

Nota: Pueden haber definido fn+1 = f ◦ fn, en este caso al aplicar regla de la cadena
queda Dfn+1 = Df(fn(1, 1))Dfn(1, 1) y debían notar que
(1, 1) = f(1, 1) = f(f(1, 1)) = ... = fn(1, 1) y se concluye igual que antes.
Se puede hacer este problema sin inducción, siempre y cuando se haya usado la regla de la
cadena y estén bien explicados los pasos importantes (a los que se les asigna puntaje).
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