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Definicién 1: Sea M un conjunto y d : M x M — R una funcién. Se dice que d es una métrica si satisface:
w d(x,
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Auxiliar 2

Si d es una métrica, al par (M, d) se le llama espacio métrico.

Definicién 2: Sea E un espacio vectorial y || - || : £ — R una funcién. Se dird que esta funciéon es una
norma si cumple las siguientes propiedades.

» 2| =0 = =0,V eFE
o |3z = M-z, VeeE, VAR
v lz+yl <lz|| +]lyll Vz,y € E (Desigualdad Triangular)

En este caso, denotaremos la distancia entre dos elementos z,y € E como d(z,y) = ||z — y|

Definicién 3: Dos normas || - |1 v || - ||2 definidas en un mismo e.v. E se dirdn equivalentes si existen
constantes ¢ y co tales que

[-lle<eall-ll, |-l <el-

Definicién 4: Cuando E = R", denotaremos:

1

n p
- Jlall, = (z\mp) donde p > 1
=1

ol = mix {fol}

P1. Sea (M, d) un espacio métrico, verifique que las siguientes también son métricas.
= az,y) = Vd(z,y)

_d(z,y)
» B(z,y) = T+ d(z,y)

. V(xvy) = min{Ld(xvy)}
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P2. El objetivo de este problema es ver la equivalencia de las normas || - ||, en R", para esto, se le pide
proceder de la siguiente manera:

a) Demuestre el siguiente resultado conocido como Desigualdad de Hélder. Sean z,y € R"™, p,q € [1, +00]
tales que % + % = 1. Entonces,

> lillyil < (Z lxilp> (Z |in‘1> = [lzllpllyllq
i=1

i=1 i=1

Hint: Puede usar que para todo a,b > 0, se tiene que ab < %ap + %bq

b) Pruebe que para || - ||, es una norma.
Propuesto: Pruebe que || - || también es una norma.
c) Para p € [1,00) fijo, pruebe que las normas || - ||, ¥ || - ||o Son equivalentes en R".
d) Concluya que para todo p1,p2 € [1,00), las normas || - ||, ¥ || - ||p, son equivalentes en R™

e) Demuestre que para todo x € R" se tiene que lim, o ||2]lp = [|2]|oo
f) Considere ahora el e.v.n C([0,1],R) de las funciones continuas definidas en [0, 1] a valores en R y las
siguientes normas:

1
£l Z/ |f(z)|dx [flloc = sup {|f(z)[}
0 z€[0,1]

Muestre que en este caso || - ||1 ¥ || - ||co 1O son equivalentes.

P3. Sea (E,||-||) un e.v.n.
a) Muestre que sic—a =t-(b—a), con t > 1, entonces d(a, c) = d(a,b) + d(b, c). (La igualdad significa que
b pertence a la recta entre a y ¢ )

b) Muestre que la reciproca no es necesariamente cierta. Esto es, muestre un e.v.n (F,| - ||r) y puntos
a,b,c € F tales que d(a,c) = d(a,b) + (b, c) pero no se tiene que ¢ —a =t- (b — a)
c) Muestre que si en E la norma proviene de un producto interno, esto es, ||z|| = /(z,x), entonces la

reciproca si es cierta.
Hint : Puede usar que [(z,y)| = ||=||||ly|| si y solo si x = Ay con A € R

Recuerdo: Un producto interno en F es una funcién (-, -) : Ex E — R que satisface las siguientes propiedades:



