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Pauta Auxiliar 5

Recuerdo:
Sea (E, ||-]|) un espacio vectorial normado, o bien, » Teorema 1: Son ciertas las siguientes propie-
(E,d) un espacio métrico. dades:
= Definicién 1: Sea A C FE, se dice que A es )
abierto si (Vo € A)(3B(x,e) C A) e E'y 0 son abiertos.
= Definicién 2: Sea B C FE, se dice que B es * Sea {A;}ies una familia de abiertos. En-
cerrado si B¢ es un conjunto abierto. tonces U A; también es abierto.

1€l
= Propiedad 1: B C F es cerrado ssi toda su-

= . o e Sea {Bj}jcs una familia finita de abier-
cesion convergente de B tiene su limite en B.

tos (es decir, |J| < o0). Entonces ﬂ B;

» Definicién 3: Sea D C E. Se definen el inte- » ) =
rior de D y la adherencia de D respectivamente también es abierto.
como:
o = Propiedad 2: K C E es compacto ssi toda su-
e D={zeD|(3>0) B(z,e) C D} cesion en K tiene una subsucesion convergente
e D={xeE|(Ve>0) B(z,e)ND #0} a un elemento de K.

P1. Sea (F,d) un espacio métrico y zg C E un conjunto cualquiera. Demuestre las siguientes propiedades:

a)VBCE, ANB=0) = ANB=10

b) (4%) = ()" y (4)° = int(4°)

¢)VBCE,AUB=FE = AUB=E

d) A es cerrado y A es abierto. 5 5

e) Si B es un abierto tal que B C A, entonces B C A. Concluya a partir de esto que A es la unién de todos
los abiertos contenidos en A.

f) Si B es un cerrado tal que A C B, entonces A C B. Concluya a partir de esto que A es la interseccién de
todos los cerradoos que contienen a A.

g)VBCA BCAyBCA

h) A= {x € E| 3(xn)neny C A : z,, — 2}, es decir, la adherencia de A es el conjunto de los limites de
sucesiones de A. 0

i) VB C E, se tiene que int(A N B) =ANByAUB=AUB

j) VB C E, se tiene que AUB Cint(AUB)yque ANBC ANB
Solucién: .

a) Veremos la contrarreciproca, esto es, ANB # ) = AN B #.
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En efecto, sea z € AN B (puedo hacer esto ya que no es vacio). Se tiene:

z€ANB < zcArzeB
< [Ve>0:B(z,e)NA#D A
= [B(z,&)NA# 0] A[B(z,8)
= JyeB(x,e)NA:yeB
= ye ANyEeB
= ANB#(

32 : B(z,2) C B
c B|

b) Notemos que si tenemos la primera igualdad, basta reemplazar A por Ay tendremos la segunda. Veamos
la primera igualdad:

r € A¢ < (Ve > 0)B(z,e) NA°#0
<= (Ve > 0)3y. € B(z,e) N A°
< (Ve >0)B(z,e) € A
— we (A
c) Basta usar la propiedad a) con Ay B°.

C

AUB=FE = B°NA°=) = BNA =0 (é)cﬁ@ =) = AUB=E

donde para el si y sélo si se usé la propiedad b)

d) de la propiedad b) podemos notar que A = int(A°)¢, luego, sélo basta \O/eriﬁcar que el interior de un
conjunto es siempre abierto. Si © = (), se concluye porque el vacio es abierto. Si A no es vacio:
Sea x € A debemos demostrar que existe un e tal que B(x,¢e) C A Supongamos que no, esto es,
Ve > 0,3y € B(z,e):y & A pero como x € A se tiene que hay un & tal que B(x g) C A. Fijemos ese epsilon y
llamemos § = d(z,y) < &. Veamos que B(y,&—J) C A, contradiciendo que y ¢ A. En efecto, sea z € B(y,&—0),
luego,

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <d+&é—d=ec = z€ B(xr,e) = z€ A

Se concluye A es abierto.
e) Si B es abierto, entonces

2€B = 3>0:B(x,e) C= F>0:B(x,e) CA = z€B

Luego, como todos los abiertos contenidos en A ademds estan contenidos en /(i, se tiene que la unién esta con-
tenida en A. . .
Ademas, como A es un abierto contenido en A, se tiene que A esta en la unién de dichos abiertos.

f) Si B es cerrado y A C B, entonces B¢ C A€ es abierto, luego, B¢ C int(A°) = @C, esto implica que
ACB.
Luego, como todos los cerrados que contienen a A también contienen a A, se concluye que A estd en la inter-
seccién de todos esos cerrados.
Como en partlcular A es un cerrado que contiene a A, se concluye la otra inclusion.

g) Tenemos B C B C A, luego, B es un abierto contenido en A, se concluye que B C A

Tenemos que B C A C A, luego, A es un cerrado que contiene a B, se concluye que A C B

h) Sabemos que A es cerrado, entonces contiene a todos los limites de sucesiones en A, como A C A, se
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concluye que contiene a todos los limite de sucesiones de A.

Veamos la otra inclusién, sea z € A, luego, Ve > 0, B(z,e) N A # 0. Sea (ep)neny = % una sucesién. Como
en > 0, tenemos que B(x,e,) N A # (. Luego, Vn € N, elijamos x,, € B(x,&,) N A cualquiera.

Claramente, x, € A VYn € N, luego, (,)nen €s una sucesién en A. Ademds, claramente x, — z (pues
d(z,z,) < e, , Yn € N ). Como encontramos una sucesiéon en A que converge a z, se concluye la igualdad de
los conjuntos. 0 .

. 1) Notemos que AN B es un abierto (por ser interseccién de abiertos) contenido en AN B, luego,

AN B Cint(AN B). Veamos la otra inclusion: si int(A N B) es vacio, se concluye trivialmente (el vacio es
subconjunto de cualquier conjunto), supongamos int(A N B) # (). Luego,

r€int(ANB) = F>0:B(x,e) CANB
= Jde>0:B(z,e) CAANB(z,e) CB
== xeﬁ/\xeé
= xeﬁﬂé

[e] [¢]
Concluimos entonces int(A N B) = AN B. Para el caso de la adherencia, nuevamente nos aprovecharemos de
los complementos.

[¢]

AUB = int(a°n 57y = (An By = ()0 (B) =AU B

j) Tenemos AUB es un abierto (unién de abiertos) contenido en AU B, luego, se concluye AUB ¢ int(AUB)
Tenemos AN B es un cerrado (unién de dos cerrados) que contiene a AN B, luego, AN B C AN B

P2. Sea (E,d) un espacio métrico y A, B C E dos conjuntos no vacios cualesquiera. Se define el conjunto suma
de estos conjuntos denotado A + B como

A+B={i+b:ac Abe B}

(a) Pruebe que si A es un conjunto cerrado y B es compacto, entonces A + B es también un conjunto
cerrado.

(b) Para convencerse de que en la parte anterior se requiere la compacidad de uno de los conjuntos, considere
en (R, | - ) los conjuntos

A =N\ {0} , B={-n+1:neN\{0}}

Demuestre que ambos son cerrados, pero A + B no lo es.
Solucién:

a) Sea {2y, }nen una sucesién en A+ B tal que z, — z, debemos demostrar que z € A+ B. Como z, € A+ B,
se tiene que Vn € N z, = z,, +y,, donde {zy, }nen € Ay {yn}nen C B, como B es compacto, existe una subsuce-
sién {y¢(n)}n€N C B convergente a y € B. Luego, definimos xy(,) = 24(n) — Yo(n) que converge a z —y =z € A
(ya que zg(n) € Yp(n) convergen). Finalmente, z =z +y € A+ B

b) Es facil ver que A = N\ {0} = 4, luego, A es cerrado.

1
Podemos escribir el complemento de B como B¢ = U (—(n+1) + —n + —) donde cada uno de los
n

)

et} n+1

intervalos de la unién es abierto, luego B¢ es abierto por ser unién cualquiera de abiertos, con lo que B es
cerrado.
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Para ver que A + B no es cerrado consideremos las sucesiones a, = n € Ay b, = —n + % € B, claramente
an + by, = % — 0, luego, si 0 ¢ A + B podemos concluir. Supongamos 0 € A + B, es decir, 3m,n € N\ {0} tal
que 0 =m+ (—n + %) = n—m= %, como m,n € N\ {0} la tnica posibilidad es que n = 1 (para que la
fraccién sea un entero), pero eso implica m = 0y m € N\ {0}, es decir, una contradiccién, concluimos entonces

0 ¢ A+ By por tanto, A+ B no es cerrado.

P3. Sea (E,||-||) un e.v.n.

a) Demuestre que si K C E es compacto y C' C K es cerrado, entonces C' es compacto.

b) Demuestre que si K C E es compacto, entonces K es cerrado y acotado.

c) Demuestre que si K C E es compacto y C' C E es cerrado, entonces C' N K es compacto.

d) Considere ahora E = R". Demuestre que si K C R" es un conjunto cerrado y acotado, entonces K es
compacto.

e) Concluya que toda sucesién acotada en R™ tiene una subsucesién convergente.

Solucién:

a) Queremos ver que cualquier sucesién en C' tiene una subsucesién convergente a un punto de C. Sea
(Zn)nen una sucesion en C. Como C' C K, se tiene que (Z,)nen tiene una subuscesion convergente a z en K.
Pero la subsucesion también estd en C' 'y como C' es cerrado, los limites de sus sucesiones estan en C, es decir,
x € C. Luego, (z,)nen tiene una subsucesion convergente a un punto = € C.

b) Veamos que es cerrado, sea (x)ren una sucesién convergente en K, debemos ver que el limite de esa
sucesion estd en K. En efecto, como K es compacto, (zx)ren tiene una subsucesion convergente a = € K, pero
como la sucesion converge y el limite es tnico, se tiene que la sucesion converge a x € K y se concluye.

Veamos que es acotado. Supongamos que no lo fuera, es decir, K Z B(0,k) Vk € N. Es decir,
KnB(0,k)#0, VkeN

Luego, para todo k € N, elegimos x € K N B(0,k)¢. Es claro ||zx|| > k para todo k € N. Veamos que zj no
tiene una subsucesién convergente (lo que contradecird que estamos en un compacto). En efecto, si suponemos
que z € E es el limite de tal sucesion, sea k, > ||z|| y € = krTHzII Es facil notar que d(zy,x) > € para todo
k > ko, es decir, no puede existir una subsucesion convergente a x. Concluimos entonces que K es un conjunto

acotado.

c) Como K y C son cerrados, K N C también lo es. Luego, K N C es un cerrado contenido en el compacto
K. Concluimos que C N K es compacto.

d) Sea K cerrado y acotado, queremos ver que si (x,)nen €s una sucesioén en K, entonces tiene una subsu-
cesién convergente a un punto de K. Para eso, consideremos en R™ la norma || - || (¢Por qué puedo elegir usar
esa?). Como K es acotado, consideremos ap € R™ y R > 0 tal que K C B(ag, R). Dividamos B(ag, R) en 2"
bolas de radio g (Para notar que es posible hacer esto, caracterizar las bolas de || - ||, sirve dibujarlas en R?).
Como la sucesién tiene infinitos términos, hay al menos una de estas bolas que sigue teniendo infinitos términos
de la sucesién, diremos que esa es la bola B(aq, %) Volvemos a dividir esta bola y quedarnos con un punto ao
y una bola de radio 2% que tiene infinitos puntos de la sucesion. Iterando este argumento, para cada k € N,
tenemos una bola B(ag, 2%) con infinitos términos de la sucesién. Definimos ¢(1) tal que z4(1) € B(a1, &) y asf
mismo, para k € N, elegimos ¢(k) tal que x4y € B(ag, 2%) y ademés ¢(-) lo tomamos estrictamente creciente
(podemos hacer esto pues tenemos infinitos puntos para elegir).

Veamos ahora que (Z4(x))ren es una sucesién de Cauchy. En efecto, dado e > 0, podemos encontrar kg € N

4
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tal que € > o57—. Notemos ahora que la bola B (aky» kg tiene a todos los elementos de la sucesion (1) con
T

k > ko y ademas, la mayor distancia entre dos puntos de la bola es a lo mas SFo=T- Luego,

. T
Vi, j 2 ko, d(T gy, To(j)) < <e

- 2k0—1
Como R"™ es Banach, tenemos x4(n) converge a € R", pero como K es cerrado y z es limite de una sucesion
de K, se tiene x € K. Concluimos que la sucesion (z)gen tiene una subsucesién convergente a un punto en K.
Es decir, K es compacto.
e) Si (zn)nen es una sucesion acotada, existe R > 0 tal que (x,)neny € B(0, R). Luego, como B(0, R) es
cerrado y acotado en R", se concluye que la sucesién tiene una subsucesion convergente en B(0, R) C R" y se
concluye.




