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Prdlogo y pequena cronologia

En la naturaleza existen pocas interacciones de cardcter fundamental. De entre
ellas las unicas que pueden ser ordinariamente detectadas son las interacciones
gravitacionales (por ejemplo, el peso de las cosas) y las interacciones eléctricas,
magnéticas y electromagnéticas (v.gr. la estatica, imanes y hornos microondas
respectivamente).

En este texto se estudia fuerzas que aparecen entre objetos que, en general, tie-
nen alguna distribucion de cargas y esa distribucién puede variar en el tiempo.
A estas fuerzas se asocian campos. De la nocién de estos campos surge la com-
presién de una gran variedad de fendmenos entre los cuales se destaca las ondas
electromagnéticas.

Un trozo de materia debe sus propiedades a las interacciones electromagnéticas
entre las moléculas que la componen ya que las moléculas estan formadas por
atomos cuya estructura eléctrica es conocida.

El marco tedrico del electromagnetismo clasico se desarrollé fundamentalmente
en el siglo XIX y alcanzé su punto culminante con el trabajo de James Clerk
Maxwell quien logré unificar todo lo conocido a la vez que agregd ingredientes
nuevos, estableciendo asi /as ecuaciones de Maxwell.

Un dilema que planted este nuevo marco tedrico fue que sus ecuaciones funda-
mentales no obedecen invariancia de Galileo, lo que algunos creyeron que impli-
caba que existia el movimiento absoluto. El debate que esta dificultad produjo
perdurd hasta que Hendrik Lorentz y Henri Poincaré replantearan la cinematica
en 1905 y que luego Albert Einstein dio un significado profundamente novedoso
introduciendo lo que hoy conocemos como relatividad especial, cinematica que
reemplaza a la cinemdtica cldsica por una nueva compatible con las ecuaciones
del electromagnetismo. Una de las muchas consecuencias de este nuevo marco
es que el tiempo dejé de ser un absoluto: depende del sistema de referencia en
que se mide.
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e La experiencia cotidiana involucra muchos fenémenos eléctricos. Nuestro siste-
ma de iluminacién es eléctrico y se usa dispositivos eléctricos bastante complejos
como teléfono, radio, televisor, computadoras, celulares y una variedad de pro-
ductos portatiles con una multiplicidad de funciones. Alrededor nuestro existe un
numero grande de motores eléctricos: ventilador, refrigerador, aspiradora, equipos
reproductores de sonido pregrabado, equipo de video etc.

e Posiblemente todo estudiante hoy dia tiene relativamente claro que existen
materiales conductores (como los metales) y materiales aislantes (como el vidrio,
los plasticos etc). También existen materiales clasificados como semiconductores.

e Un fendmeno eléctrico sencillo y directo con el que se puede experimentar
consiste en frotar contra nuestro propio cabello (limpio y seco) un objeto aislante
Ay luego acercarlo a un objeto aislante muy liviano B (por ejemplo, un pequefio
trozo de papel). Se observa que B es atraido hacia A. La razén de esto es
que el cuerpo A se carga eléctricamente y el cuerpo B sufre un cambio que se
aprendera en este texto: se polariza.

e Trabajo sistematico en siglos pasados y en especial en el siglo XVIII, permi-
tié descubrir que existe carga “positiva” y carga “negativa”. Cuerpos que tienen
carga eléctrica del mismo signo se repelen y si tienen cargas de signo diferente
se atraen. A cual de los dos tipos de carga llamarla positiva fue arbitrario.

e Cuando se tiene un flujo de cargas eléctricas se habla de una corriente eléctrica.
Normalmente estas corrientes son a lo largo de alambres conductores, pero un
caso notable que no es asi, es el del rayo. En tal caso una corriente eléctrica de
muy corta duracién (en torno a 0.003 segundos) circula por la atmdsfera.

En general los dispositivos y fendmenos mencionados arriba no son sélo eléctricos,
también involucran fendmenos magnéticos.

o Nuestra experiencia mds sencilla con el magnetismo se puede conseguir mani-
pulando un imdn y algunos trozos de hierro (agujas, clavos, etc). Se puede ver
que el iman siempre atrae a estos objetos. Una brijula es una pequeha aguja
magnetizada libre de rotar en torno a un eje vertical que, por efecto del campo
magnético de la Tierra, se orienta en la direccién norte-sur.

e Al pasar un imdn por arena muy seca (para que no haya fuerzas de cohesién
entre los granos) se ve que unos pocos granos de arena se pegan al iman. Esos
granos tienen un porcentaje mayor de lo usual de hierro. Con un iman suficien-
temente poderoso el problema de encontrar una aguja en un pajar no es tan
dificil.

iNDICE GENERAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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e Si bien el hierro ha jugado un papel central como material magnético en la
historia, hoy dia cada vez mds se usa otros elementos: niquel, cobalto y algunas
de las tierras raras (gadolinio y disprosio), consiguiéndose materiales magnéticos
de gran calidad y mucho mas livianos.

Hay fenédmenos que ligan lo eléctrico y lo magnético.

e En el estudio de Electromagnetismo se aprenderd que el paso de una corrien-
te eléctrica produce un campo magnético. Este fendmeno permite, por ejem-
plo, fabricar los potentes electroimanes que se usa, en combinacién con brazos
mecanicos, para mover chatarra de hierro.

e Un electroimdn normalmente consta de un enrollado de alambre conductor
(revestido de material aislante) que se llama bobina (o solenoide), dentro del
cual hay un nucleo de alglin buen material magnético. Por el alambre conductor
circula una corriente eléctrica.

e La mayoria de los motores eléctricos usan las fuerzas entre bobinas o entre
imanes y bobinas para funcionar.

e Un transformador consta normalmente de dos bobinas: un primario por el cual
circula la corriente que se obtiene de una fuente (tipicamente la red de 220 Volt)
y una bobina secundaria sobre la que se induce una corriente a pesar de no haber
contacto eléctrico con el primario. Este fendmeno de induccién es posible tan
solo si la corriente en el primario varia en el tiempo.

e Un fenédmeno basico que esta detrds de la induccidn es la aparicién de un campo
eléctrico cuando un campo magnético varia en el tiempo. Esta fue la dltima de
las leyes electromagnéticas en ser descubierta (Faraday). Ella abri6 paso a la gran
sintesis que construyé Maxwell.

Alrededor de 1865 se logré describir en forma muy completa los fenémenos elec-
tromagnéticos conocidos hasta ese momento. Todo quedd resumido en las ecua-
ciones que hoy se conoce como ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones llevaron
a la conclusién de que debian existir ondas electromagnéticas, fenémeno que na-
die habia anticipado. Las mismas ecuaciones indicaban que tales ondas se pueden
propagar en cualquier medio aislante a una velocidad que, para sorpresa de todos,
coincidia con la de la luz. A esto siguié una avalancha de inventos y descubri-
mientos.

e La luz es una onda electromagnética. Las ondas de radio, televisién y de to-
da una enorme variedad de comunicaciones son ondas electromagnéticas. Ellas

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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difieren tan solo en su frecuencia o, equivalentemente, en su longitud de onda.
También son ondas electromagnéticas los rayos X, los rayos gama, la radiacién

infrarroja y ultravioleta.

e Las comunicaciones via fibra dptica se logran trasmitiendo ondas electro-
magnéticas a través de fibras aislantes y transparente en el rango de frecuencias
que interesa. En la tabla 7.3.1 se muestra ejemplos de ondas electromagnéticas
desde los rayos X hasta la “onda larga” usada en radiocomunicaciones.

Pequena cronologia

e 1767 — Joseph Priestley propone que
la ley de fuerza entre cargas es del tipo
1/7%. No presenta evidencias.

e 1785 — Charles Coulomb muestra
experimentalmente que la fuerza entre
cargas puntuales Q7 y Q2 es proporcio-
nal a %

e 1786 — Luigi Galvani descubre pro-
cesos quimicos que producen electrici-
dad (base para nuestras pilas moder-
nas); creia que ellos estaban ligados a
seres Vivos.

e 1800 — Alessandro Volta inventa y
construye la primera pila.

e 1801 — Thomas Young demuestra
que la luz es de naturaleza ondulato-
ria. Sugiere que la luz consiste de ondas
trasversales del eter.

e 1817 — Augustin-Jean Fresnel afirma
que el eter es arrastrado por materia en
movimiento.

e 1820 — Hans Christian @rsted des-
cubre que el paso de una corriente por
un alambre desvia una brdjula cercana;
corriente eléctrica crea campo magnéti-
co.

e 1820 — Jean Baptiste Biot y Félix Sa-
vart obtienen el campo magnético que

{NDICE GENERAL

produce una corriente eléctrica dada.

e 1822 — Barlow crea el primer dis-
positivo mévil en el drea: la rueda de
Barlow.

e 1825 — André-Marie Ampere: este
ano se publican sus memorias; se di-
ce que inaugurd el estudio de electro-
dindmica.

e 1825 — von Jacobi construye el pri-
mer motor eléctrico con eje de rotacién
directa.

e 1827 — Georg Simon Ohm establece
la ley de resistencia eléctrica.

e 1827 — George Green establece el
concepto de potencial eléctrico e intro-
duce lo que se conoce como teorema de
Green.

e 1831 — Michael Faraday, entre sus
innumerables estudios experimentales,
establece la ley de induccién; crea el
concepto de lineas de fuerza.

e 1833 — Heinrich Lenz afirma que la
corriente inducida en un circuito cerra-
do tendra el sentido que que implique
que su efecto se oponga al cambio que
causé la aparicidn de la corriente indu-
cida (“ley de Lenz").

e 1834 — Moritz Jacobi crea el primer

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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motor eléctrico con potencia utilizable.

e 1842 — William Thomson (Lord Kel-
vin) basandose en las ideas de Fourier
logra establecer la ley de continuidad
que implica la conservacién de la carga
eléctrica.

e 1845 — Gustav Kirchhoff estable-
cié la conservacién de la energia y la
carga en circuitos eléctricos.

e 1849 — Hippolyte Fizeau y Jean-
Bernard Foucault miden que la velo-
cidad de la luz es aproximadamente

298000 km/s.

e 1861 — James Clerk Maxwell propo-
ne la existencia de la corriente de des-
plazamiento.

e 1864 — James Clerk Maxwell pre-
senta las ecuaciones que describen
la dinamica de los campos electro-
magnéticos.

e 1873 — James Clerk Maxwell de-

muestra que la luz es un fenémeno elec-
tromagnético.

e 1881 — Albert Abraham Michelson
comienza una serie de experimentos pa-
ra determinar el arrastre del eter.

e 1881-89 — se desarrolla el motor
trifasico, base de la trasmision de po-
tencia y de los motores eléctricos mo-
dernos.

e 1887 — Heinrich Hertz demuestra ex-
perimentalmente la existencia de ondas
electromagnéticas.

e 1887 — Woldemar Voigt propone una

Universidad de Chile

transformacién cinematica es la primera
transformacién de coordenadas y tiem-
po relativista.

e 183838 — J.J. Thomson descubre el
electrén.

e 1889 — Dolvino-Dobrowolsky cons-
truyen motores eléctricos de jaula cuyo
diseno se usa aun hoy para motores que
consumen mas de 1kW.

e 1892 — Hendrik Antoon Lorentz co-
mienza a desarrollar una electrodinami-
ca que contenga las nociones de con-
traccién del espacio y dilatacién del
tiempo. Un resultado fueron las trans-
formaciones de Lorentz aunque algo fal-
taba.

e 1905 — Henri Poincaré corrige las
transformaciones encontradas por Lo-
rentz y demuestra que ellas constitu-
yen un grupo. Fue él quien las bau-
tiz6 transformaciones de Lorentz.

e 1905 — Albert Einstein demuestra
que el concepto de “eter” no es necesa-
rio para comprender que la velocidad de
la luz tiene un valor universal si se uti-
liza la cinemdtica relativista planteada
por Lorentz. Este mismo afio Einstein
explica el efecto fotoeléctrico a partir
de la idea de Max Planck de ‘“cuantos”
de luz.

e 1911 — Heike Kamerlingh Onnes des-
cubre el fendmeno conocido como su-
perconductividad: para ciertos materia-
les la resistividad eléctrica cae abrupta-
mente a temperaturas suficientemente
bajas.

Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Capitulo 1

Electrostatica y aislantes

1.1. Ley de Coulomb

Dos cargas puntuales q y Q mutuamente se ejercen fuerzas de igual magnitud y
signo contrario. La fuerza de Coulomb F4 que actia sobre una carga puntual q
en T debido a la presencia de una carga puntual Q en 7/ es

:_4Q i7"
q= e [F—7' P (ley de Coulomb) (1.1.1)
T 0
Q

Figura 1.1: La fuerza ?q sobre la carga puntual q ubicada en T debido a la presencia de una
carga puntual Q ubicada en ¥/ es colineal al vector de posicién relativa ¥ — 7.

15
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La constante ¢, en el sistema internacional de unidades, SI (o MKS), es

107

& = ——
47tc?

= 8,854187813-107"2 {

la velocidad de la luz es ¢ = 299792458 FE].
S

Toda carga eléctrica es un multiplo en-
tero de la carga del protén (o menos la
carga del electrdn):

ge = 1,60217733-107"[C]. (1.1.3)

La fuerza de Coulomb es muchisimo
mas fuerte que la fuerza gravitacional.
El cuociente entre la fuerza de repulsion

eléctrica y atraccién gravitacional entre

dos protones colocados a cualquier dis-
tancia es

2

/470 ~ 10%

Gm2 ’

P

viéndose de inmediato la importancia

despreciable de los efectos gravitacio-
nales a nivel molecular.

farad
metro

(1.1.2)

Charles Augustin de Coulomb (1736-
1806) es uno de los grandes cientificos eu-
ropeos del siglo XVIII. Publicé importan-
tes trabajos en diversas areas, tales como
problemas de estética relativos a la arqui-
tectura, resistencia de materiales, la me-
jor manera de fabricar agujas imantadas,
balanza de torsién, leyes de electrostati-
ca, teoria de maquinas simples teniendo
en cuenta el roce de sus partes. En 1785
—muy poco antes de que comenzara la
revolucién francesa— presenté a la Aca-
demia Real de Ciencias tres memorias es-
tableciendo las leyes de atraccién y repul-
sién de cargas eléctricas. La primera se ti-
tula "“Premier mémoire sur I’ électricité et

le magnétisme" .

El campo eléctrico que produce, en un punto T, una carga eléctrica Q puntual

ubicada en T’ es

) = 2

L=y

CAme, |F TP

_ =/
r (1.1.4)

La definicién anterior es tal que la fuerza que actia sobre una carga puntual ¢

en T es, ver la figura 1.1,

F, = qE(F).

(1.1.5)

Esta definicién no depende de la eleccién del origen O ya que se refiere a posi-

ciones relativas.

1.1. LEY DE COULOMB
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Electromagnetismo 17

La expresién (1.1.4) para el campo asociado a una carga puntual Q contiene los
vectores T y T, los cuales dependen del origen O escogido.

Para expresar el mismo campo utilizando un origen O’ se debe usar los nuevos
vectores T’y T ' que se relacionan con los anteriores por ¥ = b+7'y ¥’ = b+7q’

donde b = O O’. Al hacer estos reemplazos en (1.1.4) se preserva la forma del
campo, pero ahora en términos de los vectores posicidn relativos al nuevo origen.

En fisica a menudo se utiliza la nocién de particulas como objetos
puntuales con masa y, a veces también, con carga eléctrica. Desde
el siglo XIX se ha visto la necesidad de incluir ademds la nocién de
campo que es un objeto fisico definido continuamente en el espacio.
En electromagnetismo se estudia el campo eléctrico E(F, t) y el cam-
po magnético g(?,t). Ambos son campos vectoriales. Los campos
no son meros artificios tedricos: tienen energia, se pueden propagar
en forma ondulatoria y ademas son portadores de momentum.

1.2. Campo eléctrico de fuentes compuestas.
Principio de superposicion

Si se tiene N particulas puntuales cargadas, de carga qy con (k = 1,2,...N)
ubicadas en puntos definidos por los vectores posicién T, cada una de ellas
produce, en todo punto T, un campo eléctrico y el campo total es la suma de los
campos causados por cada carga,

- 1 T_"—T'k
EF)=——) q TR (1.2.1)
k

Este es el principio de superposicion de los campos eléctricos : el campo eléctrico
total es la suma vectorial de todos los campos eléctricos que se tenga.

Lo anterior se generaliza al caso en que las distribuciones de carga sean continuas.
Si las cargas estdn distribuidas continuamente en un volumen, se habla de una
densidad volumétrica p(7) de carga. Si estan distribuidas en una superfice se
tiene una densidad superficial o(¥) de carga y, por ultimo, hay una densidad
A(T) en una linea es el caso de una distribucién lineal o filiforme.

En cada uno de estos casos se puede hablar del elemento dq(7) de carga asociado
al punto 7 de la distribucién continua. El campo producido por una distribucién
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18 Patricio Cordero S.

Figura 1.2: A la izquierda el campo eléctrico en un punto T debido a un conjunto de cargas
puntuales se obtiene como la simple suma vectorial de los campos que implica cada una. A la
derecha se debe calcular el campo E en T debido a una distribucion continua de carga (recorrida
por ¥'), el que se calcula usando (1.2.2).

continua se puede escribir en la forma

) [ AT
E(F) = r’ 1.2.2
) = e | T 44l (122)

donde, segln sea el caso,

¥/)dr’y  (linea)
') dS’,  (superficie) (1.2.3)
dg =p(¥')dV'. (volumen)

Una fuente puede constar simultdneamente de un conjunto de cargas discretas
puntuales, lo que hace necesario escribir parte del campo como una suma discreta,
mas una serie de distribuciones continuas de distintas dimensiones (d = 1, 2, 3)
lo que agrega una integral del tipo (1.2.2) por cada una de ellas.

EJERCICIO 1.2-1. Demostrar que el campo producido por un hilo recto e infi-
nito con densidad uniforme Ay y a distancia p de él se escribe, en coordenadas
cilindricas, como

AP
- 2meop

E(¥) (1.2.4)

EJERCICIO 1.2-2. Demostrar que el campo que produce un disco de radio R,
con densidad de carga uniforme oy en un punto de su eje es,

=, Op z z
Ef)=-2 (= ——=— ) k. (1.2.5)
2e0 \lz|  VRZ 422
1.2. CAMPO ELECTRICO DE FUENTES COMPUESTAS. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Una consecuencia de este ultimo resultado es que se puede calcular el campo
producido por un plano infinito cargado uniformemente. Tomando el limite (R —
o) el resultado anterior se reduce a

E(F)— Z 0p ~

_ 220 1.2.6
|z| 2¢0 ( )

El campo de un plano infinito con densidad uniforme y positiva 0, apunta siempre
hacia afuera del plano. Si el plano es horizontal, el campo sobre el plano apunta
hacia arriba y bajo el plano apunta hacia abajo.

iPuede un cuerpo A actuar sobre un cuerpo B distante? La ley de
Coulomb (1.1.1) parece indicar que la respuesta es si y si asi fuera
un cambio en la posicidn de A afectaria instantdaneamente al valor de
la fuerza sobre B. Sin embargo la respuesta es un rotundo no. En el
caso de la ley de Coulomb lo que sucede es que cada carga g modifica
el espacio circundante creando un campo. Cada carga estd rodeada
de su campo eléctrico y una carga q’ en ¥/ sufre el efecto de la carga
q en T tan solo porque sobre q’ acttia una fuerza F = q’ﬁq (") que
considera el valor q’ de la carga eléctrica en 7' y el valor vectorial
E(?’) del campo que se debe a ¢, evaluado en T'. Se subraya que
ambos objetos estdn en el mismo punto. Ademas el campo eléctrico
creado por ( a cierta distancia reacciona con retardo a los cambios de
posicién y velocidad de . Tal informacién se propaga a la velocidad
de la luz. No se vera la descripcidn de estos efectos retardados.

EJERCICIO 1.2-3. Calcule el campo total en un punto cualquiera, debido a dos

fuentes cargadas: un plano infinito con densidad de carga o y una recta infinita
que forma un angulo o« con el plano y que tiene densidad de carga A,.

1.3. Ley de Gauss

A continuacién se analizard el flujo del campo eléctrico a través de la superficie
cerrada S de un volumen V finito,

D :j@ E-dS, (1.3.1)
S=0V

lo que va a permitir reescribir la ley de Coulomb en forma diferencial.
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El elemento de flujo d® del campo eléctrico

de una carga puntual q a través de un ele- ds .
mento de superficie dS es d® = E(7)-dS. A ®
Este elemento de superficie subtiende al ele- S

mento de dngulo sélido dQ) que caracteriza
al cono con vértice en la posiciéon O de la
carga q y es generado por el continuo de
rectas que van desde la posicién de la car-
ga g hasta el perimetro de dS. El elemento
de angulo sélido dQQ es comin a todos los
elementos de superficie que se obtiene al
seccionar este cono con un plano. A una

distancia fija v de q la menor seccion posi-  Figura 1.3: £/ elemento de superficie dS

ble —de magnitud dSy,— se obtiene cuando  se relaciona al elemento de superficie dSy

; > L . ds,
el angulo o entre dS y el vector unitario ¥ ortogonal al radio vector por dS = 2%

es nulo. La superficie de una seccién oblicua en ese punto tiene una magnitud
dS = %. Para un « fijo, la seccién crece cuando aumenta la distancia 1 entre

q y la seccién. La relacién precisa es

o)

r2dQ
COS o

ds = fi (1.3.2)
donde fi es la normal a la seccién que se trate. Con lo anterior el elemento de
flujo es

r2dQ q

dd = |[[E|#-f = dQ
cosx  4dmeor?

q
= dQ 1.3.3
47'(80 ( )

que es independiente de 7.

De lo anterior resulta que el flujo de campo eléctrico que pasa a través de una
superficie cerrada es la integral de la expresidn anterior,

q
Os = ——dQ
s %47180
% F.a5 = 4 (1.3.4)
S=0V €0

independientemente de la superficie cerrada que se utilice. Esta dltima relacién
se conoce como la ley de Gauss.

1.3. LEY DE GAUSS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Se ha obtenido este resultado considerando una carga puntual q rodeada de una
superficie cerrada cualquiera. Si el origen se escogiera en un punto que no coincide
con la posicién de q el resultado seria el mismo, tan solo que la argumentacién
geométrica seria algo mas complicada.

Si en lugar de una carga puntual se considera N cargas puntuales, rodeadas por
una superficie, se obtiene un resultado andlogo a (1.3.4) recordando que el campo
en cualquier punto se puede expresar como la suma de los campos de cada una
de las cargas. Cada uno de estos campos arroja un resultado (1.3.4) y el campo
total tiene un flujo que es la suma de los flujos de cada carga: = > . G

Completamente en general, el flujo del campo eléctrico a través de una superficie
cerrada S es proporcional a la carga total Qy que hay en el volumen V que
encierra S: el borde del volumen es S = 9V, lo que nuevamente da la ley de
Gauss

Qv

% E-dS =", (1.3.5)
S=0V €0

Las cargas que estan fuera del volumen V' no contribuyen al flujo.

Ley de Gauss. El flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada S
es igual a la carga total Qy, encerrada por S, dividida por la constante ¢y. A la
superficie cerrada S, en el contexto actual, se la llama SUPERFICIE DE (GAUSS.

Para obtener la ley anterior es crucial la propiedad (1.3.4): el flujo total depende
tan solo de la carga; es independiente de la forma de la superficie y de la posicién
de la carga dentro del volumen encerrado.

La ley de Gauss vale para todo tipo de fuentes y para todo tipo de superficies
cerradas. En particular, si se tiene una distribucién volumétrica caracterizada por
una densidad de carga p(7), la ley de Gauss garantiza que,

@:_Jpﬁmv (1.3.6)
%

€0
y, puesto que por definicién, el flujo es

—

@:% E.dS.
(2%

El teorema de la divergencia (o de Gauss o de Gauss—Ostrogradsky), establece
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que toda funcidn vectorial diferenciable K(F) satisface

j@ /i-d§=J V-Ady (1.3.7)
(% v

de modo que el flujo del campo E también puede escribirse en la forma

(D:J V-EdV (1.3.8)
%
lo que conduce a la igualdad
1 -
—J p(?)deJ V-EdV. (1.3.9)
€ Jy v

Puesto que esta igualdad es vélida para todo volumen V, ella implica que

V- EF) = Elop(f'), (1.3.10)

igualdad que puede ser interpretada como /a forma diferencial de la ley de
Coulomb. Esta expresién es una de las ecuaciones fundamentales de la Elec-
trodinamica.

La densidad de carga p que aparece en (1.3.10) debe entenderse en forma muy
general. Con ella se puede expresar cualquier distribucién de carga: cargas pun-
tuales, distribucion lineal A, superficial o o volumétrica p.

Dos ejemplos:
(1) si se estudia un campo eléctrico (1.2.1) que proveniente de un conjunto de

cargas puntuales se obtiene [|,pdV = | q, esto es la suma sobre todas las
cargas que estdn dentro del volumen V;

(2) si el campo proviene de una densidad de carga superficial o(7') definida en una
superficie S se tiene que [pdV = ISM 0 dS donde el dominio de integracién
S(V) es la parte de la superficie S que queda dentro del volumen V.

EJERCICIO 1.3-4. Utilizando la ley de Gauss calcule en cualquier punto del
espacio el campo eléctrico debido a un cilindro recto infinito de radio a con
densidad de carga uniforme py.

1.3. LEY DE GAUSS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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1.4. Potencial eléctrico

Mientras se esté estudiando electrostatica los campos eléctricos son estrictamente
el efecto de la presencia de cargas tal como se ha dicho hasta aqui. Esos campos,
como puede verse —por ejemplo de (1.2.2)— son irrotacionales, es decir,

V x E(F) =0. (1.4.1)

Esta propiedad seguira siendo valida durante todo el estudio de fenémenos elec-
trostaticos y corrientes continuas. Si un campo es irrotacional la integral de
camino

—

b
J E.dF (1.4.2)

a

no depende del camino que se escoja para integrar entre dos puntos arbitrarios d,
b. En tal caso tiene sentido definir una funcién escalar V(7'), llamada potencial
eléctrico, por medio de,

V(F) = —JT E(F)) - d7’, (1.4.3)

donde T, es un punto arbitrario para el cual se escoge que el potencial eléctrico
sea nulo. En otras palabras, la funcién potencial eléctrico estd definida, salvo
por una constante aditiva que se asocia a la eleccién del punto que sefiala 7.
Esta arbitrariedad es usada para fijar el valor del potencial en un punto escogido:
V(¥y) = 0. El potencial es una funcién continua salvo en puntos 7 donde E(F)
sea divergente.

La definicién (1.4.3) es equivalente a decir que V/(7') es una funcidn escalar tal
que,
E(f) =—-VV(¥). (1.4.4)

El campo eléctrico apunta en la direccién en que el potencial decrece mas rapi-
damente.

Alessandro Volta (1745-1827) nacié en la ciudad de Como (al norte
de Mildn, muy cerca de la frontera con Suiza), en Italia. En 1800 in-
ventd la primera pila eléctrica, generando con ella, corriente eléctrica
continua. En 1780 su amigo Luigi Galvani observé que el contacto
de diferentes metales en el mdsculo de una rana originaba corriente
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eléctrica. Volta se convencié que el tejido animal no era necesario.
La posicién de Volta causé una animada controversia. En 1800 Vol-
ta, con 55 afios de edad, logré el funcionamiento de la primera pila
eléctrica. Esta consistia en una “torre” de discos uno sobre el otro
(discos apilados) alternadamente de zinc y plata.

Posteriormente se agregd un medio liquido que permite que los iones
presentes se muevan entre el dnodo y el catodo.

Es de particular interés estudiar el potencial eléctrico en distintas situaciones
fisicas y determinar la forma de las superficies en las que el potencial tiene un
valor constante: las superficies equipotenciales. Debido a la propia definicidn
de gradiente se puede afirmar que el campo eléctrico es perpendicular a las
superficies equipotenciales.

De (1.3.10) y (1.4.4) resulta la ecuacidn de Poisson' para el potencial,

VAV (F) = —elop(f’). (1.4.5)

Esta ecuacién es una de las formas dtiles para determinar la funcién potencial
para diversas distribuciones de carga. Lo importante es saber resolver la ecuacién
de Poisson con las condiciones de borde correctas. En las zonas donde la densidad
de carga es nula la ecuacién anterior tiene lado derecho nulo y se denomina ecua-
cion de Laplace.

Se puede comprobar que el potencial para una carga puntual q ubicada en un
punto arbitrario 7, es

V() = 3 (, 1 1 ) (1.4.6)

Ameg \[[F =7l [T — 7

Basta calcular el gradiente de esta expresion, multiplicado por —1 para comprobar
que se obtiene el campo de una carga puntual.

La generalizacién de lo anterior al caso del potencial de un conjunto de cargas
es trivial, ya que la propiedad de superposicidon del campo eléctrico y la relacién
lineal que conecta al potencial con el campo eléctrico permite asegurar que el

1Siméon Denis Poisson, 1781-1840
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potencial de un conjunto de cargas es la suma de los potenciales debidos a cada
una de ellas ,

1 1 1
V(7)) = - — . 1.4.7
() 47T€quk<||T—Tk|| ||ro—rk||) (147)

K
Como puede verse, este potencial esta definido de modo que se anula en un
punto T, arbitrario.

Escogiendo T infinito, el potencial V(') de un conjunto discreto de cargas pun-
tuales qy con posiciones Ty es

o] qx
Vhﬁ__4ﬂ&>%;H?—ﬁiH' (1.4.8)

El potencial para el caso de una distribucidén continua es semejante. Basta cambiar
las sumas por integrales sobre los elementos dq de carga del sistema,

V(F) = J( 1 1 )deL (1.4.9)

dmeo J\IF=7] o — 7]

La expresién para dq depende de la dimensién de la fuente continua,

A(s’)ds’ donde ¥ = T'(s) recorre la linea cargada
dq(¥') =< o(¥')dS’ donde 7' recorre la superficie cargada (1.4.10)

p(¥') dS" donde ¥’ recorre el volumen cargado

EJERCICIO 1.4-5. Demostrar que el potencial eléctrico debido a un alambre
rectilineo infinito con densidad de carga uniforma Ay es

Vip) = N log(p/po)

1.4.11
27'(80 ( )

donde p es la distancia perpendicular entre la recta cargada y el punto en que se
evalda el potencial y py representa la distancia perpendicular desde el punto de
referencia (7)) y el alambre cargado. En este caso particular no es posible escoger
el punto de referencia ni sobre el alambre ni en infinito.
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EJERCICIO 1.4-6. Demostrar que el potencial eléctrico para p > a debido a

una superficie cilindrica de radio a con distribucion de carga uniforme Oy = —z)\oa
es
V( )_—— }\O 1 ( / ) (1 1 )
P oglp/Po) - 4.12
27’(80 0

La ecuacion (1.4.11) y (1.4.12) muestran que las equipotenciales son superficies
cilindricas centradas en el eje del sistema. Este problema puede resolverse tanto
utilizando la definicion del potencial dada en (1.4.3) haciendo uso del resultado
(1.2.4), como también integrando directamente (1.4.9) con la densidad uniforme
conocida.

Como se vera en (1.6.8) el campo eléctrico producido por una distribucién de
cargas de tamafio finito (es decir, cabe en una esfera de radio finito), medido a
distancia suficientemente lejos de la fuente, se comporta como el campo (1.1.4)
de una carga puntual con carga q igual a la carga total de la distribucién. Una
buena aproximacién para el potencial a esa misma gran distancia es el potencial
(1.4.6) de una carga puntual. En otras palabras, todo campo y potencial de
una fuente de tamafio finito y carga neta no nula tiene un comportamiento
coulombiano a distancias suficientemente grandes de la distribucién de cargas.

En mecdnica la energia potencial de una particula, asociada a una fuerza con-
servativa F(7') se define como

Ya se definié en (1.1.5) la fuerza electrostatica F= q E sobre una carga puntual
q en presencia de un campo eléctrico externo. De esto se infiere una relacién
directa entre esta energia potencial y el potencial V(7)

U(F) = qV(F) . (1.4.13)

1.5. Algoritmo para la ecuacion de Poisson

Considérese el caso bidimensional (algo semejante se puede hacer en 3D) de
la ecuacién de Poisson V?® = G. Discretizando el espacio con un reticulado
cuadrado de paso h la ecuacidn se puede representar en la forma

Qi — 2D + Dy n Dy — 2055 + Dy

- - = Gi. (1.5.14)
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Basicamente el algoritmo es un método “de relajacién”: inicialmente se coloca
valores arbitrarios en cada nodo del reticulado y luego se hace repetidamente el
reemplazo

1
Dije = 7 [@ip1p+ Qi+ Pipesr + Dipe 1 — MGy (1.5.15)
en cada nodo, cuidando respetar las condiciones de borde. La expresidén anterior
resulta de despejar formalmente ®;) de (1.5.14). Se estd suponiendo que el
problema tiene condiciones de borde rigidas.

Si se aplica (1.5.15) reiteradamente, se puede demostrar que @y converge a la
solucién del problema. Un error comiin es intentar usar dos arreglos @;y, uno
para los valores actuales y otro para los nuevos que van resultando de (1.5.15),
pero esa forma de proceder no siempre converge. Para usar este algoritmo se
debe tener un solo arreglo @ .

Una variante de (1.5.15) es

w

Qi — (1—w) O+ 1

2
(@i 4+ @iy + Digerr + Qi1 — h*Gy] (1.5.16)
donde 0 < w < 2 es un pardmetro que acelera la convergencia de este método
de relajacién cuando se cumple w > 1. Sin embargo si w esta muy préximo a 2
el algoritmo se puede hacer inestable y no converge.

1.6. Dipolo eléctrico y expansién multipolar

Es normal que el cédlculo del campo eléctrico que produce una fuente cargada
arbitraria no pueda ser calculado en forma analitica. En tales casos es necesario
hacer ciertas aproximaciones. La que se verd en este capitulo corresponde a la
aproximacién del potencial eléctrico de una fuente finita, estimado para distancias
grandes de la fuente.

1.6.1. Dipolo eléctrico
Se calculard el potencial y el campo causados por un par de cargas puntuales

(+q) y (—q) separados por una distancia 6. Sea O’ un punto arbitrario sobre la
recta que une a las dos cargas puntuales. Su posicién es 7/. Las posiciones de
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Figura 1.4: Dos cargas q y —q separadas por una distancia a+b crean un potencial eléctrico
Vq,—q en P cuya aproximacién dipolar estd dada por (1.6.2).

las cargas q y —q, con respecto a (O’ estdn dadas por d y b respectivamente. La
distancia entre las cargas es 6 = a + b. Se usara la convencién V(oo) = 0. Se
desea determinar el potencial en un punto muy lejano arbitrario P con posicién
7. El vector desde (O’ hasta P es A = ¥ — 7', El vector desde la carga q hasta el
punto Pes 7—7'—d = A—d. El potencial en P debido solamente a la carga
q es

. q
V,(F) = — 1
d Areo|| A — d|
N q
dmeaiy/1 - 282 1+ O((%)°)
q a-A
~ 1.6.1
drteoA A2 (1.6.1)

Sumando los potenciales debidos a las cargas q y —q, ambos evaluados en T,
resulta

—

- q 6 — —/
_ = (T — 1.6.2
Vs, q(T) drie, |7 —77|3 (F—=77) (1.6.2)

donde § = @ — b es el vector que va de —(q hasta q. Este resultado no depende
explicitamente del punto O particular escogido.
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Nétese que Vy _4(T) decrece como el inverso del cuadrado de la distancia A
entre el sistema de las dos cargas y el punto P donde es evaluado.

Es muy conveniente idealizar al par (q, —q) a distancia & como un dipolo puntual
P, que se obtiene al tomar el limite ¢ — oo y simultdneamente 6 — 0, de tal
modo que

p=I1lim qod (1.6.3)

permanezca finito.

La razén de tomar este limite es por un lado, que en él todas las aproximaciones
hechas en los pasos anteriores pasan a ser exactas y por otro lado, fisicamente los
dipolos que interesan son muy pequefios y su extensién & es macroscépicamente
despreciable. Ejemplo tipico es la molécula de agua.

La expresion (1.6.2) se puede escribir,

P M)
Vioo = T = =2
apaelT) = e F=F
(1.6.4)
B ]
= e V=7

y representa al potencial en ¥ de un dipolo p ubicado en 7.

Si se tiene un conjunto de cargas (i, gz, ...qn tal que su suma sea nula, Q =
>« qx = 0, se define el momento dipolar eléctrico asociado a este sistema como
la suma

N
k=1

Es facil comprobar que cuando la suma de las cargas es nula, Q = 0, esta
definicién no depende de la eleccién del origen.
1.6.2. Expansion multipolar

Sea una fuente finita definida por una distribucién volumétrica p(¥) de carga. El
potencial de esta fuente es (ver (1.2.3) y (1.4.9)),

(1.6.6)
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Se escoge el origen en un punto cercano
a la fuente, para que el vector ¥’ tenga
una magnitud acotada, y se elige un punto
T lejos de la fuente para que se pueda
considerar r > r’. A continuacién se hace

) 3 Figura 1.5: Interesa el campo lejano de-
una expansién como la que llevé a (1.6.1),  pido a una fuente definida por una distri-
obteniéndose bucidn volumétrica p(¥') de carga no nula

en una zona acotada.

1 1 77
7 T (16T)

F=—] "%

que es una serie cuyos términos pueden deducirse sin mayor dificultad.

Con (1.6.7) el potencial puede escribirse como

-I ] —». —’/
V{FE) = —Jp(?') T av
47e, T T3
1 R
- R, 1vwr, (1.6.8)

donde,
Q = Jp(?/) dV’ = carga total

P = JF’ p(¥") dV' = momento dipolar total

El resultado (1.6.8) demuestra que el potencial de una fuente finita arbitra-
ria, visto desde suficiente distancia, estd dominado por una forma coulombiana
(1.4.6) en la convencién en que V(oo) = 0. Pero si Q = 0, p tiene un valor
independiente de la eleccién del origen, tal como en (1.6.5).

1.7. Generalidades sobre dieléctricos

Hasta ahora solo se ha estudiado el campo eléctrico en el vacio. La nube electréni-
ca negativa en torno a los iones o centros cristalinos de todo material, aislante
o conductor, no es necesariamente simétrica, lo que tiene por efecto que las
moléculas se comporten como dipolos de escala molecular, dando lugar a que
estos medios sea polarizables.
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En un material dieléctrico aislante los electrones se mueven en torno a los centros
cristalinos y estan firmemente ligados a ellos. Un material dieléctrico aislante
puede modelarse como un agregado de pequenos dipolos.

Si se aplica un campo eléctrico a lo largo de un trozo de material aislante, los
dipolos moleculares tienden a orientarse en la direccién del campo eléctrico y se
detectan densidades de carga superficiales positivas en un lado de la muestra y
negativas en otro lado. Esta se denomina densidad de carga de polarizacion.

Como se ha dicho, la existencia de una densidad de carga superficial (de po-
larizacién) en el caso de un material aislante se debe a la orientacién de los
dipolos moleculares en direcciones cercanas a la direccién del campo eléctrico.
Esta orientacién privilegiada provoca que las puntas de los dipolos que hay en la
superficie no estén neutralizadas por las colas de otros dipolos.

Al aparecer una densidad de carga superficial —por efecto de la polarizacién del
medio— también aparece un campo eléctrico, el cual, en el interior del material,
apunta en direccidén opuesta al campo externo que causo la polarizacién. E/ efecto
neto es que el campo eléctrico dentro de un material polarizable sea mas débil
que en el exterior.

Hay dos usos para la palabra “dieléctrico”: a veces se refiere senci-
llamente a materiales polarizable (y esto comprende a aislantes y
conductores), ya que la polarizabilidad es la que determina las pro-
piedades dieléctricas de todos los materiales. Pero muchos autores
restringen el uso de “dieléctrico” a materiales aislantes. Acd se usa
el primer significado.

1.8. Medios polarizables

Un medio polarizable puede ser caracterizado por la densidad de dipolos p que
normalmente serd llamada sencillamente la polarizacion P() o vector de polari-
zacién. El momento dipolar dp asociado a un elemento de volumen dV definido
en torno a un punto T se escribe como

—

dp = P(¥) AV . (1.8.1)

El efecto de un campo eléctrico externo sobre un material es parcial-
mente orientar a sus dipolos a nivel molecular.
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El campo P tiende a apuntar de zonas negativas a positivas.

El potencial en ¥ de un pequefio dipolo dp ubicado en T/ puede expresarse en la
forma que se vio en (1.6.4),

4,
WV = frey Y F=7T

(1.8.2)

En la expresién anterior se puede reemplazar el

elemento dipolar dp por el producto del vector
polarizacién P por el correspondiente elemento N g %@% @ @
de volumen dV' y asi el potencial se obtiene inte- @ ﬁ @ ﬁ ®
grando sobre todo el volumen V' (ver Figura 1.5) @ @ @ @ @
S 1 S 1 ﬁ ﬁ QD O
V(T) = —J P(T,) : V'ﬁ dV/
4mey Jy II¥ =7

(1.8.3) Figura 1.6: Dipolos y cargas Ii-
esto es, el vector T/ recorre el volumen V del me- bres
dio polarizable.

La dltima integral se puede hacer por partes utilizando la identidad

13(?’)~V’%—v%< PE) > 1 V' P(F) (1.8.4)

IF=7 [F=r ) fr =7

El primer término a la derecha conduce a una integral sobre la superficie del
material y por lo tanto

0 (PSR
vir = 1§ ()45 [ ()
dmey J [T —T|| 4meg )y |IF—T|

av'. (1.8.5)

Al comparar esta forma del potencial con aquella que se obtiene de (1.4.9) con
dq = opdS’+ppd)’ usando Ty = 0 se obtiene una expresién para las densidades
de superficie y volumétricas debido a la polarizabilidad del medio,

op(¥) =A-P(F) =Py,
(1.8.6)

Como de costumbre, el vector normal fi apunta hacia afuera del material dieléctri-
co aislante.
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Las distribuciones de carga de polarizacién deben su existencia tan
solo a la presencia de dipolos en la materia y los dipolos son objetos
de carga total nula. Esto implica que un trozo de materia neutra po-
larizada tiene que tener carga total nula, lo que se comprueba mas
adelante en (1.9.1). Estas distribuciones aparecen porque localmen-
te los dipolos pueden estar de tal forma ordenados que localmente
producen el efecto de cargas no nulas.

Si se compara la segunda de las ecuaciones (1.8.6) con V - E= p/€&o pareciera
que es posible interpretar a —ﬁ/{io como el campo eléctrico debido a la fuente
pp. Esta comparacién no es correcta, sin embargo, porque las condiciones de
borde que debe obedecer P no son necesariamente las que corresponden a un
campo eléctrico.

Las relaciones (1.8.6) establecen una conexién entre el concepto de vector de
polarizacion p y las densidades de carga de polarizacion. Pero no hay forma de
calcular estas cantidades sin un conocimiento del comportamiento del material
particular de que se trate. Lo usual es que, de un modo u otro, se dé como dato
el vector P, o bien, lo que resultard equivalente, la constante dieléctrica, €, del
material, definida mas adelante en §1.10.

En §1.10 se incorporaran nuevas hipétesis, validas para muchos materiales, y que
permiten calcular las densidades de carga de polarizacion.

Las densidades de carga de polarizacién que se han escrito en (1.8.6) normalmen-
te aparecen como consecuencia de la aplicacién de un campo eléctrico externo
sobre el material, y se deben, como ya se explicd, a la orientacién de los dipolos
moleculares. De aqui que estas densidades describan cargas que se comportan en
forma muy diferente a las cargas depositadas sobre el material.

Para subrayar la diferencia entre las cargas que no son de polarizacién de las
cargas de polarizacién que describen op y pp, se llama cargas libres a las primeras
mientras las segundas se denominan cargas de polarizacion.

Los materiales, llamados ferroeléctricos, pueden presentar una polarizacién per-
manente detectable macroscépicamente, es decir, en estos materiales puede
haber un campo P, privilegiando una direccién macroscépicamente sin que se
esté aplicando un campo eléctrico externo. Dos ejemplos son Ba TiO3 y Pb Ti Os.
En general se supondra que el material en estudio no es ferroeléctrico.

En la superficie que separa a dos medios polarizados aparece una densidad de
carga de polarizacién superficial que resulta ser la superposiciéon de dos contri-
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buciones:
O'prtal(F) _ <P1 (F) _ PZ(F)> . ﬁ, (187)

donde fi es el vector unitario normal a la superficie de contacto y que apunta
desde el medio 1 hacia el medio 2.

1.9. Desplazamiento eléctrico

Cuando un aislante es sometido a un campo eléctrico externo debiera resultar

carga total de polarizacién nula, ya que no es mas que el efecto de un reordena-
miento de dipolos.
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Figura 1.7: Se estudia tanto el caso en que la superficie de Gauss encierra totalmente al
dieléctrico aislante como el caso en que solo parte del dieléctrico esta dentro de la superficie de
Gauss. En la figura de la derecha la superficie de Gauss corta al volumen diélectrico de modo
que la carga encerrada por S no es toda la carga del material.

Esto es facil de comprobar haciendo una integral de ambas densidades usando
para ello un volumen V que contenga al volumen del aislante

Q= orlF)as+ | pr(Iav. (1.9.1)
(2% %

Al reemplazar las expresiones (1.8.6) es inmediato ver que da Qp = 0.

Si el aislante ademds tiene cargas libres distribuidas en su volumen, estas ultimas
son las Unicas que contribuyen a la integral de flujo del campo eléctrico a través
de una superficie que encierra al aislante,

%E(F) a5 = & (1.9.2)

€0
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es decir, un aislante no altera el valor del flujo a través de superficies cerradas
externas a él.

Si se aplica la ley de Gauss a una superficie S parcialmente dentro del dieléctrico
(figura 1.7 derecha), la superficie S, del dieléctrico tiene una parte S.; dentro de
S y a su vez S tiene una parte Sgy dentro del dieléctrico. Sea V) el volumen de
esta interseccién y Qg la carga libre contenida en este volumen (y por lo tanto
es la carga encerrada por S). La ley de Gauss establece que

§ Er)as = ! (QH"
S

Op dS + J
JSca

V1

Pp dV)

wny

Q¢+ P-d

( —J vﬁdv)
JScq 1%t

_ —(Qe+< Foas- | ﬁ.ds)
€0 JScq Sc1USaG

Qe —

t/')

2]
vl
ol
wny

N———

Q¢ — 13 : d§) (1.9.3)
o bien, definiendo .
D(¥) = eoE(T) + P(¥) (1.9.4)

se obtiene

jg D(F)-dS = Q. = carga libre encerrada por superficie S (1.9.5)
s

El campo vectorial D definido en (1.9.4) es tan importante que Maxwell le dio
nombre propio, vector desplazamiento eléctrico. La ley (1.9.5) es equivalente a

V- D(F) = pil¥) (1.9.6)

donde py es la densidad volumétrica de carga libre en el material.

En las expresiones anteriores debe entenderse que Eesel campo eléctrico total. El
se debe a las fuentes externas, a las cargas libres y a las cargas de polarizacién. Es
un verdadero campo electrostatico. En cambio el vector desplazamiento, o mejor,
D/ey —que satisface una ecuacién de la forma (1.3.10)— no es totalmente
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material €/¢€o material €/¢€o
vacio 1 mercurio 1.00074
vapor de agua 1.00785 aire seco 1.00054
papel seco 2 polietileno 2.3
benceno 2.28 ambar 2.8
calcio 3 sucrosa 3.3
azufre 3.5 arroz seco 3.5
cloroformo 3.7 vidrio 3.7-10
mentol 4 cuarzo 42-44
pyrex 4.8 diamante 2.5-10
sal comin 5.9 zirconio 12
oxido de hierro 14.2 oxido de cobre 18.1
carbonato de plomo 18.1 alcohol etilico a 0°C  28.4
6xido de titanio 40-50 agua pura a 20°C 80.1

Cuadro 1.1: Constante dieléctrica de algunas sustancias relativa a la del vacio.

asimilable a un campo electrostatico cuyas fuentes serian las cargas libres debido
a que, en general, su rotor puede ser no nulo. En efecto, calculando el rotor de
la expresion (1.9.4) se obtiene (en electrostdtica) que

VxD=VxP. (1.9.7)
En general estos dos rotores no son nulos lo que debe contrastarse con (1.4.1).

Para algunos efectos, sin embargo, es posible hablar de —ﬁ/&o como el “campo
eléctrico” debido a las cargas de polarizacién y 13/80 como el “campo eléctrico”
debido a las cargas libres. El punto delicado esta en el tipo de condiciones de
borde que satisfacen estas funciones vectoriales, las que seran discutidas en §1.11.

1.10. Dieléctricos lineales, is6tropos
y comunmente homogéneos

El vector P de polarizaciéon de un material rara vez es significativamente distinto
de cero cuando no hay un campo eléctrico externo que esté polarizando al medio.

1.10. DIELECTRICOS LINEALES, ISOTROPOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas
Y COMUNMENTE HOMOGENEOS



Electromagnetismo 37

Los materiales ferroeléctricos, mencionados al final de §1.8 —que pueden tener
polarizacién permanente— son un capitulo aparte en fisica y no se hablard mas
de ellos.

Cuando, por efecto de un campo eléctrico aplicado, un material estd polariza-
do, la orientacién de P estd relacionada con la orientacién de E en ese mismo
punto, pero ello no significa que tengan que ser paralelos. Mas alin, los sélidos
normalmente tienen una estructura cristalina y por lo tanto tienen direcciones
privilegiadas. No es de extraiar que la polarizacién de un cristal tienda a favo-
recer ciertas direcciones. Esto explica por que es razonable pensar que P no sea
paralelo a E. Pero lo usual es que, mientras E no sea muy intenso, p responda
linealmente a la intensidad del campo eléctrico, esto es en cada punto el vector
de polarizacién resulta proporcional a E.

Es bastante usual que un sélido no sea un monocristal, es decir, no tenga sus ejes
especiales orientados de igual manera en toda la extensidon de una muestra. Lo
contrario es lo comun, un sélido tiene una estructura granular, en que cada grano
microscépico tiene una orientacion al azar. Esto hace que macroscépicamente un
sélido suela no presentar direcciones privilegiadas. En electrostatica tal propiedad
se denomina isotropia: todas las direcciones son iguales.

Un material dieléctrico aislante se dice lineal si en cada punto se satisface que
IP|| = o||E||, se dice isétroposi P = «E; y se dice homogéneo si « tiene el mismo
valor en todos los puntos del material. Como es comtn a muchas afirmaciones en
fisica de objetos extendidos, cuando se habla del mismo valor en todos los puntos
realmente se quiere decir que las variaciones que pueden haber de un punto a
otro, a escala de pocos cientos de dtomos, se promedian ya que no tienen efecto
importante en el comportamiento de muestras que tienen miles de billones de
atomos.

A partir de ahora se trabajard con materiales que tienen todas estas propiedades,
excepto por la homogeneidad, y por lo tanto se supondra que se cumple

P(F) = (e(F) — &0)E(T) (1.10.1)

con ¢ depende del material de que se trate. Si € depende de la posicién el material
no es homogéneo. Puesto que ésta es una relacidén local el campo eléctrico a
considerar es aquel que hay en el mismo punto ¥ donde se evalda P.

De (1.9.4) resulta que
D(7) = ¢(F)E(T). (1.10.2)
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En todo lo que sigue se supondrd que el material en estudio es homogéneo y por
tanto € es una constante.

La cantidad (¢ — €9)/€o es un ndmero independiente del sistema de unidades
e indica cudn polarizable es un medio. Para el vacio, por definicién la polariza-
bilidad vale cero. Para el agua en estado liquido y temperatura ambiente el valor
es extraordinariamente grande, alrededor de 80, pero en estado sélido (hielo)
disminuye a poco mas de 2, lo que sehala que la polarizabilidad tiene también
que ver con la movilidad de las moléculas. Para el aire seco es muy chico: 0,0003,
lo que a menudo justifica tratar al aire como si fuese vacio.

Al reemplazar (1.10.2) en (1.10.5) se observa

que el campo eléctrico satisface T E, T T T

_ pe(7)

V- EF) = , (1.10.3)
& n
que es idéntica a la conocida relacién (1.3.10). A T Op
Pero aqui pareciera que solo las cargas libres ‘dielectrico ‘5
son fuente del campo eléctrico y ademas que B -n l —-Op
la constante dieléctrica que debe usarse es €.
La dltima expresién es valida tan solo si € es
uniforme, de otro modo se tiene Eo T
V. (e B)=p (1.10.4) Figura 1.8: Una capa plana aislan-

. . te de ancho delta esta sumergida e
que no implica (1.10.3). Una tabla con los va- feno oo umergica en
un campo eléctrico perpendicular al

lores de la constante dieléctrica de algunas sus- ;1300 que en vacio es Eo.
tancias en relacién a la del vacio se encuentra en el cuadro 1.1. Una forma mas
satisfactoria de dejar constancia de lo que establece (1.10.4) es sencillamente

—

V-D =p, (1.10.5)

Lo importante de (1.10.3) es que da un método de calculo que puede ser muy
cémodo. Para calcular campos eléctrico, o potenciales, se puede escoger usar
solo las cargas libres usando como constante dieléctrica ¢ la que se tiene dentro
del material. Alternativamente, si se toma en cuenta a las cargas de polarizacién
debe usarse €y. Pero es recomendable hacer uso del vector desplazamiento.

De (1.10.3) se obtiene que el campo de una particula puntual de carga q inmersa
en un medio dieléctrico aislante de constante dieléctrica ¢ es

. P
Are ||¥ — 7|
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que tiene la forma de (1.1.4) pero esta vez el denominador contiene e.

& Considere una esfera aislante de radio b con hueco esférico vacio de radio a,
(a < b) y constante dieléctrica €. Si la superficie interior de radio a tiene carga
libre uniformemente distribuida con densidad oy, determine D, E 3% P en todas partes.
Determine también op en las superficies de radio a y b y pp en el volumen aislante.

1.11. Condiciones de borde

Para determinar potenciales y campos eléctricos las condiciones de borde juegan
un papel crucial. Lo mas general es considerar la superficie de contacto entre
dos medios dieléctricos. Tal superficie suele ser llamada la superficie interfacial o
interfaz. En lo que sigue se comenzard suponiendo que esa superficie, aparte de
tener posibles cargas debido a polarizacién, tiene cargas libres descritas por una
densidad superficial oy(7). Habiendo fuentes en una superficie, se tendra discon-
tinuidades tanto del campo eléctrico como del desplazamiento D. Con lo anterior
se calcularad separadamente la discontinuidad de las componentes tangenciales y
de las componentes normales a la interfaz. Para los cdlculos se utiliza que una
superficie suave siempre puede ser aproximada a un plano en una vecindad sufi-
cientemente pequefia y asi, para hacer estas deducciones se hablard del “plano
de contacto” entre el medio (1) abajo y el medio (2) arriba.

En lo que sigue se considera un punto cualquiera C de la interfaz entre los medios
1y 2. El valor vectorial de E en C al acercarse por el medio 1 se le denomina E,
y E, cuando se acerca por el medio 2. Estos dos campos y el vector i normal a
la interfaz en C definen un solo plano. Se llama % al vector tangente en C a la
interfaz que esta en este plano.

1.11.1. Componentes tangenciales

Se hace una integral de Ealo largo de un camino cerrado infinitesimal rectangular
perpendicular al plano de contacto (Figura 1.9), con dos lados paralelos a la
tangente y que cruza de un medio al otro. Tal integral da cero en electrostatica
porque el campo es irrotacional 2. Es facil convencerse que las partes normales

2Se dice que una funcién vectorial H(¥) es irrotacional si la integral de J'H~d? no depende
del camino, sino tan solo de los puntos extremos de integracién.
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del camino se cancelan entre si y solo se obtiene la contribucidén de las partes
tangentes, dando,
E]t - EZt (1111)

N =g ., . .
donde Ei = t- E, en P. Esta relacién dice que la componente tangencial del
campo eléctrico es continua en una interfaz.

La relacion anterior también puede escribirse como

€2D1e = 1Dy (1.11.2)

La dltima expresiéon muestra que el rotor de D
no es cero en la interfaz,

V x D(F) #0 (1.11.3)

En §2.1 se vera que en situaciones electrostati-
cas el campo eléctrico se anula dentro de los
materiales conductores, de modo que si el me-
dio T es conductor se debe cumplir que E; =0
y, de la ecuacién (1.11.1), se obtiene que el
campo eléctrico no tiene componente tangen- Figura 1.9: Un corte del contacto
cial en el medio 2, es decir, el campo eléctrico ©"tre los medios 1 y 2 muestra tam-

. . bién un camino rectangular cerrado
en 2 nace perpendicular a la interfaz. ,
perpendicular al plano de contacto.

1.11.2. Componentes normales

En este caso lo que conviene es aplicar la ley
de Gauss (1.9.5) para D usando un cilindro Figura 1.10: Se dibuja una pequefia
infinitesimal con eje normal a la superficie Fi- superficie cilindrica perpendicular a la
gura 1.10. La dnica contribucién proviene de superficie de contacto entre los me-

las tapas que hay en cada medio, lo que da 9% 1"V 2"
Don —Din = 01 (1.11.4)

Se establece asi que la componente normal del campo de desplazamiento en
general no es continuo en la interfaz. La relacién anterior también se puede
escribir como

€2E2n—€1 E]n:O‘g. (1.11.5)
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Suponiendo, por un momento, que el campo eléctrico en el medio 1 es nulo,
(1.11.5) implica que el campo eléctrico en el medio 2, junto a la interfaz tiene
que valer
— 0—2
E(muy cercano) = — (1.11.6)
&
donde fi apunta del medio 1 al 2.

En resumen, la componente tangencial de E es continua en la interfaz, en cambio
la componente normal de D es continua solo si o; = 0. Las relaciones obtenidas
arriba determinan totalmente el tipo de condiciones de borde que debe usarse
cuando se trabaja con aislantes.

1.11.3. Refraccion del campo eléctrico cuando o; =0

Se tiene dos materiales dieléctricos “1" y

“2" en contacto y _un campo eléctrico que !

sera denominado E; y E; en los respecti- I

vos medios. Si se designa por 0; al dngulo :

que forma E; con la normal a la interfaz y :w .

0, al analogo con E,, (ver Figura 1.11) las ' V2 -

ecuaciones (1.11.1) y (1.11.5) en este caso '

son U
1
1

E;sin®; = E,sin6,

(L1L.7) Figura 1.11: La direccién del campo

g1Bycos0y = eEyc080;, eléctrico a ambos lados de la interfaz en-

tre dos dieléctricos aislantes. Debe enten-

de donde se obtiene que derse que ambos campos son evaludados

en el mismo punto de la interfaz: cada

(1.11.8) uno es el limite del valor del campo en el
respectivo medio.

tan 91 . €1

tanez N €2 )

Cuando se tiene una interfaz, como se ha estado discutiendo, se produce una
densidad de cargas de polarizacidn en esa superficie, la que se debe a la polariza-
cién de ambos medios. Es decir, la densidad total op¢,; de carga de polarizacién
en la interfaz se debe calcular como op; 4+ 0p;. Un breve ejercicio que incluye
usar (1.11.8) conduce a

(81 — €2) €

Optot = Op1 . 1.11.9
Ptot (& — c0)e P1 ( )
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Si €, > €1 se deduce que Opyo; €s negativo en (1.11.9) y que ||E,|| < ||E;||. Enla
situacion en que el campo eléctrico en la interfaz apunta hacia el medio menos
polarizable se produce una densidad total superficial de polarizacién negativa y el
campo eléctrico es menor en el medio mas polarizable. Todo lo anterior se refiere
a posiciones infinitesimalmente préximas a la interfaz.

EJERCICIO 1.11-7. Esto implica que si se sumergen en un liquido aislante muy
polarizable (medio 2), una esfera cargada negativamente y una esfera dieléctrica
aislante poco polarizable (medio 1), las cargas de polarizacion que se inducen en
la superficie de la esfera aislante que enfrenta al conductor seran negativas y por
lo tanto va a existir una fuerza de repulsiéon entre ambas esferas, contrario a lo
que ocurre en el vacio o en aire.

1.11.4. Dos métodos

Algunos problemas en electrostdtica pueden ser resueltos por dos métodos que
se describen a continuacién.

Con el METODO I se hace uso completo de la nocién de medio dieléctrico de las
condiciones de borde y no es necesario recurrir a las nociones de densidades de
carga de polarizacién.

El METODO II es mds primitivo. No se usan las condiciones de borde sino que
se usa todas las fuentes de carga (libre y de polarizacién) para calcular en forma
autoconsistente los campos.

A n

€2

€1

Figura 1.12: Dos placas dieléctricas en contacto y limitadas por planos con densidad de
carga libre 0.

Se vera cémo abordar el problema de la Figura 1.12 con los dos métodos. Se
comienza con el método Il

M.II: Las densidades de polarizaciéon son op; en la interfaz de arriba, op; 4+ op;
en la intermedia y —op; en la de abajo. El sistema es plano y globalmente neutro,
por lo que el campo eléctrico sobre y bajo el sistema es nulo.
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El campo eléctrico en la zona 2 es E;, = ‘T_S—‘;"Zﬁ lo que implica que

&2— &

Op2 = (0 — opy)

€o
de donde se despeja que
€ — &

= Ezzgﬁ.
& &2

Op2 =
En forma semejante se determina que E; = % K.

M.I: Exigiendo las condiciones de borde en las interfaces de arriba y abajo se

tiene que cumplirr 0 —gE; =—0 y  &E; —0 = 0. De aqui es inmediato
que
- o - o
F—] = — K, 2 = —
€1 &2

Se debiera ver que este método es bastante mas
sencillo, pero maneja conceptos mas elaborados.

Ejemplo: una superficie esférica de radio a a po-
tencial V, esta rodeada de un material dieléctrico,
€1, hasta un radio 2a, el cual a su vez estd ro-
deado de material dieléctrico, ¢,, hasta radio 3a.
Ver la figura 1.13. La superficie externa de ese
material esta a potencial V = 0. Solo hay carga
libre (uniforme) en la superficie de radio r = a.

Se trata de decidir cudles son las condiciones de
borde del problema y el modo de obtener el po-

tencial en la zona a < v < 3a. Figura 1.13: La situacién descri-
Las condiciones de borde son ta en el texto.
Vi(a) =V, Vi(2a) = V5(2a),
av. av
[€zd—f = €1d—”T:2a, V,(3a) =0.

La soluciudn genérica de la ecuacion de Laplace es V = %+ 3, lo que se traduce
en que

V1(f)=%+f51 Vz(f)Z%ﬂLBz-

Las condiciones de borde de mas arriba determinan estas cuatro constantes.
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1.12. Problemas

1.1

1.2

1.3

14

1.5

Un volumen definido entre dos cilindros infinitos concéntricos de radios a
y b (a < b) tiene densidad de carga p, mientras que el resto del espacio
esta vacio. Determine el campo E y el potencial V en todos los puntos del
espacio.

Se tiene una distribucion de carga con simetria esférica caracterizada por
dos radios a y b, (a < b). Parar < a la densidad de carga es constante,
P = po. Para a < r < b hay densidad de carga que no se conoce, pero
se sabe que el potencial total en esa zona es V(r) = —% 2. Ademds se
sabe que en la cascara esférica de radio r = a hay una densidad de carga
superficial o7 uniforme y en v = b otra de valor ,. Los valores de estas
densidades no se conocen. Los datos son: py, a, b y K. Sabiendo que no
hay otras distribuciones de carga y que el potencial en el infinito es nulo,
determine: el campo eléctrico en todas partes, el potencial en todas partes,
o1, 02 ypla<r<b).

Se sabe que hay una distribucion de carga esféricamente simétrica en torno
a un punto O fijo, se sabe también que el flujo del campo eléctrico que
produce esta distribucion a través de cualquier superficie esférica de radio
T centrada en O es

_AnrQ
N Eob

donde b y R son constantes conocidas. Determine el campo eléctrico y la
densidad de carga en todas partes. j Cuanto vale la carga total?

/R
) e /R,

Una linea semi-infinita con densidad de carga uniforme A esta ubicada sobre
el eje X, con uno de sus extremos en el origen de coordenadas. Por el punto
(=D, 0,0) pasa un plano, paralelo al plano YZ, con densidad de carga
uniforme o. Calcule el campo total en el punto P = (—%, 0,0). Calcule la
diferencia de potencial entre los puntos P y Q donde Q = (—2D,0,0).

Se calculd el potencial lejano asociado a un sistema de dos cargas puntuales
q y —q separados por una pequena distancia 8. Calcule en forma semejante
el potencial lejano asociado a un sistema de tres cargas: [q1 = 2q, q; =
—(q, q3 = —ql ubicadas en el eje Z con coordenadas z; = a, z; =0 y
z3 = —2a respectivamente.
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Nota: En este problema debe demostrar que sabe hacer las aproximaciones
necesarias para calcular un potencial lejano. La forma exacta del potencial
es bastante obvia.

1.6 Un aislante sometido a un campo eléctrico suficientemente intenso se puede
convertir repentinamente en conductor. Tal proceso se llama “ruptura”.
Ruptura del aire ocurre cuando hay descarga nube-nube o nube-tierra,
fenémenos que son conocidos como “rayo”. El campo de ruptura del aire es
de aproximadamente 3 millones [Volt/metro]. ; Cual es el maximo potencial
al que se puede cargar una superficie esférica de radio 10 cm antes que
se produzca ruptura del aire? jCual es el radio de una superficie esférica
que puede alcanzar una carga de 1 C antes que haya ruptura del aire
circundante?

1.7 Un plano interfacial infinito separa a dos medio aislantes semiinfinitos.
Bajo el plano hay un medio con constante dieléctrica ¢ y sobre el plano la
constante dieléctrica es €,. La tnica fuente de campo eléctrico del sistema
es un disco de radio R y densidad de carga libre uniforme o, totalmente
contenido en el plano interfacial. Calcule el campo eléctrico sobre el eje del
disco tanto sobre como bajo el disco.

1.8 Una varilla delgada de aislante de seccion A se extiende sobre el eje X desde
x = 0 hasta x = L. El vector polarizacion de la varilla apunta a lo largo de
ella y esta dado por P = (ax?+b)A. Encuentre la densidad volumétrica de
carga de polarizacion y la carga superficial de polarizacion en cada extremo.
Demuestre en forma explicita que la carga total de polarizacion se anula.

1.9 Entre dos placas infinitas paralelas (horizontales) separadas por una distan-
cia 2a hay un campo eléctrico perpendicular a las placas, lo que implica
una diferencia de potencial V. El espacio entre ellas estd lleno con un
dieléctrico aislante con contante dieléctrica €1 hasta la mitad de la altura,
y de ahi hacia arriba hay un material aislante con constante dieléctrica
€, = 2¢1. Determine el valor que debe tener la densidad de carga libre que
hay en la interfaz si se mide que la densidad de carga total en ese plano
interfacial es nula.

1.10 Se tiene una distribucién de carga con simetria esférica caracterizada por
dos radios a y b, (a < b). Parar < a la densidad de carga es uniforme:
p = po. Para a < r < b hay densidad de carga que no se conoce pero
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se sabe que el potencial total en esa zona es V(r) = —%rz. Ademas se
sabe que en la cdscara esférica de radio v = a hay una densidad superficial
de carga oy uniforme y en v = b otra de valor 0,. Los valores de estas
densidades no se conocen. Los datos son py, a, b, K. Sabiendo que no
hay otras distribuciones de carga y que el potencial en infinito es cero,
determine: el campo eléctrico en todas partes, el potencial en todas partes,

o1, 02 ypla<r<b).

1.11 Calcule el potencial lejano asociado a un sistema de tres cargas : [q; =
2q, q2 = —q, q3 = —ql ubicadas en el eje Z con coordenadas z; = a,
z; =0 y z3 = —2a respectivamente.

1.12 Considere una carga puntual q sumergida en un medio dieléctrico no lineal,
cuyo vector polarizacion estd dado por P=n ||EH E. El campo eléctrico en
el medio se comporta aproximadamente en la forma E~ A1 ™% cuando r
es muy chico (posiciones muy cercanas a la carga) y también cuando 1 es
muy grande. Determine los valores de A y n tanto para v =~ 0 como para
T muy grande.

RESPUESTA: Cuando v es chicomn =1 y cuando v es grande n = 2. En
T _ Q
este dltimo caso A = / 7+
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Capitulo 2

Electrostatica y conductores

2.1. Conductores

2.1.1. Propiedades generales

Macroscépicamente un conductor es un material dieléctrico que posee cargas
libres de moverse en su volumen. Estas cargas se desplazan (corriente eléctrica)
tan pronto se aplica un campo eléctrico.

Electrostatica es el estudio de cargas y campos bajo la condicidon de que los
campos no varien en el tiempo ni haya corrientes. En electrostatica no hay movi-
miento de cargas, no hay corrientes. Asi, bajo la presencia de un campo eléctrico,
las cargas en un conductor se mueven hasta que se ubican de tal manera que el
movimiento de cargas desaparece. Esto es posible solo si el campo eléctrico en
el interior del conductor anula,

E'interior - 6 (211)

El lapso durante el cual las cargas se reubican para dar campo interior nulo escapa
a los marcos de lo que es la electrostatica.

Dentro de cada elemento de volumen de un conductor la carga neta es nula
porque de lo contrario ellas producirian campo en el interior. En situaciones elec-
trostaticas, un conductor cargado tiene todo su exceso de cargas en la superficie.
Dicho de otra manera, p = 0 ya que V-E= p/eoysip#0, el campo no podria
ser nulo.

47
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Si el campo en el interior es nulo entonces el potencial en el interior de un
conductor tiene un valor tnico: el conductor es un volumen equipotencial.

En particular, la superficie de un conductor es una superficie equipotencial. Por
lo tanto, de la superficie de un conductor cargado nace un campo que es perpen-
dicular a esa superficie. La ley de Gauss puede aplicarse a un cilindro infinitesimal
con eje perpendicular a la superficie, y se demuestra que el campo en una ve-
cindad infinitesimal al conductor tiene un valor totalmente determinado por la
densidad superficial de cargas en ese punto:

—

D (infinitesimalmente cerca a la superficie conductora) = oy fi

que es equivalente a decir que

— o
E(muy cerca a la superficie conductora) = -t (2.1.2)
13

tal como ya fue obtenido en (1.11.6).

AFIRMACION 1. Si un conductor cargado (carga total Q) tiene un hueco inte-
rior totalmente rodeado de materia conductora, entonces la carga se distribuye
exclusivamente en la superficie externa.

AFIRMACION 2. Si un conductor cargado (car-
ga Q), pero hueco como el anterior, contiene una
carga q en la cavidad interna (Figura 2.1), apare-
ce una densidad de carga en la superficie interior Q
cuya integral vale exactamente —q, y en la su-
perficie externa aparece otra densidad de carga,
cuya integral es Q + q.

AFIRMACION 3. Si se tiene un conductor hueco y
neutro y una carga puntual g fuera del conductor,
se induce una densidad de carga en la superficie
externa (cuya integral es cero) pero el campo en
el hueco interior es idénticamente nulo.

Figura 2.1: Conductor con car-
ga total Q que tiene un hueco que
contiene una carga (.

Este dltimo fendmeno suele ser denominado blindaje electrostatico.

CONTACTO A TIERRA. Se dice que un conductor finito esta en contacto a tierra
si su diferencia de potencial con un conductor idealmente infinito es nula.
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Ejemplo: se tiene una placa conductora de ancho & que separa a dos medios
semiinfinitos con constantes dieléctricas e el de abajo y €p el de arriba (Figura
2.2).

Se designa 1 a su superficie inferior de la placa y a la
superior se la designa 2. La placa estd cargada (carga
libre) pero no se sabe cémo esta carga se distribuye T T T T

entre las dos superficies, esto es, no se conoce el valor kT &

de o¢7 ni de oy sino tan solo el total oy: 2
, conductor cargado 3
I
0¢ = 0y + 0p (2.1.3) €\
Muy cerca de un conductor el campo es normal a su i i i i

superficie y es proporcional a la densidad de carga libre

dividida por la constante dieléctrica del medio de modo Figura 2.2: Una placa
conductora cargada que se-

ue o
q para dos medios aislantes.
_Ou = 02
E Eg=—k (2.1.4)
€B
Puesto que en general el vector de polarizacién en un medio “¢” es P, = (&,

€0) EC y Ope = P -fi, donde i es la normal que sale del medio diléctrico, se
obtienen
EA — &0 &g — &

Opy = ——— O, Opp = ——O0y2. (215)
€A €B

Las densidades de carga en cada una de las dos superficies son la suma de la
densidad de carga libre y de polarizacién. Si se suman las expresiones que ya se
conoce se obtiene

€0 O €0 0p2

01 = ) 02 =
EA €B

(2.1.6)

Con estas densidades de carga total en las caras 1 y 2 de la placa se puede
calcular el campo eléctrico que ellas implican en el interior del conductor, el cual
debe ser nulo. Resulta que tal campo es proporcional a 0, — 07, y como el campo
debe ser cero se debe exigir que o1 = 0,. Usando (2.1.6) lo anterior implica que

EB Oy = EA Op2 . (217)
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Combinando la dltima relacién con (2.1.3) se obtiene

Ea Oy € Oy
op=—-—, Op=——— (2.1.8)
EA T €B EA T EB
con lo que se ha logrado dar una solucién basada en los datos ¢, €g, 0¢. Lo
anterior implica que

— 0—2 — O—e —
_ Er=——  —_F.. 2.1.9
EA+ €3 Y B EA+ €3 A ( )
De (2.1.6) y (2.1.8) se obtiene que
) €0
0] = ———0 0)=——0 2.1.10
] EA T £ ¢ 2 EA T+ EB ¢ ( )
y por lo tanto
280 Oy o Oy
o= —— — —= 2.1.11
EA T €B 2¢g €A T+ €B ( )
y, de aqui
— (0) O-z —
Ep=-—Kk=——Kk=—F,. 2.1.12
B 260 EA T €B A ( )

Ejemplo: Se considera una situacién semejante a la anterior, pero esta vez se
tiene dos placas conductoras infinitas paralelas con cargas de igual magnitud y
signo opuesto. Como se indica en la figura 2.3 las cuatro superficies son deno-
minadas desde abajo hacia arriba 1, 2, 3 y 4. La carga por unidad de superficie
es 0 en la placa inferior y —o en la superior, es decir,

01+ 0 =0, 03+ 04 =—0O

RIN
|
Q

2 O

Figura 2.3: Dos placas conductoras paralelas con cargas opuestas.

La exigencia de que el campo eléctrico sea nulo en el interior de los dos conduc-
tores lleva a dos condiciones mas:

op—o,+0=0, oc+o03—04=0
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Estas cuatro ecuaciones dan como solucién que
o1=04=0, 0, =—03=0 (2.1.13)

Esto significa que la carga de estas placas se concentra tnicamente en las caras
enfrentadas, es decir, en la cara inferior (3) de la placa de arriba y en la cara
superior (2) de la placa de abajo. Para obtener este resultado en ninglin momento
se necesit el valor de las constantes dieléctricas de los distintos medios.

Sistemas, como el de este ejemplo —formado por dos conductores con carga de
igual magnitud y signo opuesto— se Ilaman condensadores y serdn analizados en
general a partir de §2.3.

2.1.2. Ecuacion de Poisson. Unicidad de la solucion

Si se tiene un conjunto de N conductores cargados interesa determinar la funcién
potencial eléctrico. Puede adivinarse que V(') depende de las cargas Qy de cada
conductor y de la configuraciéon geométrica del sistema. Normalmente se usara la
convencién V(oo) = 0. El problema consiste en resolver la ecuacién de Poisson
con condiciones de borde que correspondan al sistema en estudio, es decir,

V2V(F) =—p(F)/e

V(&) =W (k=1..N) (2.1.14)

donde Sy representa la superficie del k-ésimo conductor, y Vi es el valor del
potencial en su superficie.

Se demostrard que la solucién a este problema es dnica si se adopta alguna
convencién como que V(oco) = 0. Con el objetivo de hacer esta demostracion
se supone que existen dos soluciones V;(7) y V,(7), es decir, ambas funcio-
nes satisfacen el sistema de ecuaciones (2.1.14). Se define entonces la funcién
diferencia,

$(T) = Vi(T) — Va(7)

y la idea es demostrar que ¢ es idénticamente nula. Para ello conviene notar que
¢ satisface un sistema semejante a (2.1.14) pero con lados derechos nulos,

V2(F) =0
$(5) =0 (k=T1.N). (2.1.15)

Si se define ﬁ(?) — ¢(F)V se observa que V - F = (V)2 es decir, la

=

divergencia de F es no negativa. Si se hace la integral de la divergencia de F
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en un volumen V), el teorema de Gauss permite convertir la integral de volumen
en una integral de superficie de F mismo. Si el volumen V se toma arbitraria-
mente grande, de modo que su superficie esté arbitrariamente lejos, la integral
de superficie es nula porque F decrece cerca de infinito al menos como 3.
En efecto, todo potencial de una fuente finita decrece cerca de infinito como

1/r—como muestra (1.6.8)—lo que implica que F decrece como ya se ha dicho.

Pero si la integral es nula, y lo que se esta integrando es el cuadrado de la diver-
gencia de ¢, necesariamente se tiene que cumplir que Vb = 0 en todas partes, lo
que implica que ¢ es constante. Y como se sabe que ¢ es cero sobre la superficie
de cada uno de los conductores, entonces ¢ es una funciéon idénticamente nula,
implicando que (2.1.14) tiene solucién dnica.

Si se plantea V2V(¥) = —p/e dentro de un volumen acotado V y se da una
condicién de borde en S = 9V del tipo V(S) en una funcién dada, el problema
tiene solucién dnica dentro del volumen y nada puede decirse sobre el potencial
fuera de la zona V.

2.1.3. Ejemplo sobre continuidad del potencial

La Figura 2.4 representa un trozo de un condensador formado por dos planos
infinitos que tiene potencial V =V, abajoy V = 0 arriba. El espacio intermedio,
de alto 2a, tiene la mitad de abajo rellena con material con €7 y el de arriba
tiene €. Debiera ser claro que el potencial solo puede depender de z y puesto

que no hay carga en el espacio intermedio ahi debe satisfacerse V?V = %/ =0.
De aqui que en las dos zonas el potencial tiene que ser lineal en z,
Vi=A+Bz V,=C+Dz
Hay cuatro condiciones que determinan estas cuatro constantes:
dVv dv.
Vi(0) = Vo, Vi(a)=Via), Va2a)=0, ei-rt(a)=e~"(a)

La segunda es la condicién de continuidad y la dltima es la condicién (1.11.4) de

continuidad de la componente normal de D cuando no hay carga en la interfaz.
Estas relaciones implican

& Vo & g Vo
g1+ée a &1+ ¢€2 e1t+ea

A=V, B=—
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0

EENN

Vo

Figura 2.4: El espacio entre dos placas planas conductoras infinitas paralelas
separadas por distancia 2a contiene dos materiales diferentes en capas de alto a.

esto es,
& Z 2¢7 &1 z
Vi=|(1-— — | Vo, V, = — — | Vi
g+ &6a g+ é& g+ &a

2.2. Energia electrostatica

2.2.1. Energia como funcién de cargas y potenciales

De mecanica se sabe que si una fuerza F es conservativa, se le puede asociar una
funcidn energia potencial, U(¥) por medio de

u(s) = —J F(F') - dF’. (2.2.1)

To

En el caso actual interesa la fuerza sobre una carga q debida a un campo externo

—

E : Puesto que F= qﬁ se obtiene la energia potencial U,

U(¥) = —q J E(F) - dF’ = qV(7). (2.2.2)

To

La dltima igualdad proviene de (1.4.3).

La energia potencial asociada a un par de cargas q; y q; es,

U, = 119 (2.2.3)

47'[81‘]2 )

Similarmente, la energia asociada a tres cargas es,

Uiz = Uy + Ups + Usyp, (2.2.4)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



54 Patricio Cordero S.

donde al lado derecho aparecen funciones como la dada en (2.2.3) para cada uno
de los tres pares que se pueden formar. En ambos casos se ha considerado el cero
de energia potencial a distancia infinita.

Si se trata de un sistema de N cargas, el resultado es

1 N N qid;
u=- ) 2.2.
2 ;](;)_] 47'[81‘1]' ( 5)

El factor % es necesario porque la doble suma esta contando dos veces cada
pareja y la condicién j # 1 en la suma interior evita que se considere la energia
potencial de una carga debido a su propio campo, lo que daria un infinito ya que
Ty = O

De (1.4.7) puede verse que el potencial de todas las cargas, excepto por la i-
ésima, evaluado en la posicién de la i-ésima carga, es

N
Vi= ;)_1 47Tq£rﬁ (2.2.6)
(se esta usando Ty = c0) lo que implica que
;N
u=§§:mw. (2.2.7)

Esta es la energia de un conjunto discreto de N cargas puntuales. El resultado
puede ser generalizado a distribuciones continuas reemplazando la suma por una
integral sobre la distribucién y reemplazando q; por un elemento de carga dq,

U= % JV(?’) dq (). (2.2.8)

El diferencial dq fue definido en (1.2.3).

Naturalmente que en general una fuente puede ser una mezcla de un conjunto
discreto de cargas puntuales y de distribuciones continuas, por lo que la energia
electrostdtica debe ser escrita como una suma de las expresiones (2.2.7) y (2.2.8).

Si, en particular, se tiene un sistema que solo consta de N conductores cargados,
su energia es la semisuma de integrales de productos Vi oy, donde k es el indice
que se usa para numerar los conductores. Puesto que en la superficie de cada
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conductor el potencial es constante (no depende del punto de la superficie), los
factores Vi pueden ser escritos fuera de cada una de las N integrales, lo que
finalmente da que

.l N
U= ; ViQx . (2.2.9)

2.2.2. Energia como funciéon de los campos

Se considera el caso en que se tiene una fuente que consta de un volumen finito
V dentro del cual hay una distribucién de carga libre p(¥), y un conductor con
superficie S. (volumen V) con densidad de carga libre o(). La energia de este
sistema es

u=1 (J p(F) V(7)) +J G(F’)V(?’)ds’) (2.2.10)
2 Vv

c

La primera de estas dos integrales, que se
denotard I;, puede hacerse sobre una regién
arbitraria que contenga al volumen V —
y que no contenga al conductor cargado—
ya que la densidad de carga volumétrica es
nula fuera de V. Conviene integrar I; so-
bre una regiéon (O — V.: una regién esférica
Q) con un hueco que corresponde al volu-
men del conductor. El centro de esa esfera
esta en un punto arbitrario de V' y con radio
R que se hara finalmente tender a infinito.

p

aislante
cargado

Mads precisamente el hueco dentro de es-
ta esfera —que no forma parte de Q—
estd definido por una superficie Sc que ro-  Figura 2.5: Q es una enorme esfera que
dea al conductor infinitesimalmente cerca encierra a un aislante cargado y a un con-
sin llegar a tocarlo. Es decir, el borde de ()  ductor cargado.

esta formado por dos superficies cerradas disjuntas.

Para trabajar el integrando de I; se reemplaza la densidad p por la divergencia del
campo del desplazamiento eléctrico usando (1.10.5). De modo que el integrando
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tiene el producto V(¥/) V - 5(?’). Se hace uso de la identidad

V-(VD) = D-VV+VV-D
= —E-D+VV-D.

Para obtener la dltima igualdad se hizo uso de (1.4.4). De aqui que I; se puede
escribir como ]

I = —J (E-5+V~(Vﬁ)> av'. (2.2.11)

2 Q-V.

La primera integral se va a convertir, en el limite final, en una integral sobre todo
el espacio, incluido si se quiere, el interior de S, ya que, ahi el campo eléctrico
es nulo. La segunda integral es una integral de volumen de una divergencia, lo
que permite usar el teorema de Gauss para reducirla a una integral de superficie.
Pero la superficie de ) — V), es claramente separable en dos porciones: la super-
ficie esférica exterior Q) y la superficie interior que se puede identificar con la
superficie del conductor, S.. La integral sobre 9Q se hace cero en el limite (el
integrando decrece como 172). La integral sobre S, es muy sencilla porque V/(¥')
sobre S, tiene un valor fijo, lo que permite tomar este valor fuera de la integral,
quedando por calcular una integral del tipo fﬁ .dS, que es una integral de flujo.
El d§, sin embargo, apunta hacia afuera de la regiéon QO — V., es decir, hacia
adentro del conductor, lo que da finalmente un signo menos y asi, esa ultima
integral da, debido a la ley de Gauss (1.9.5), la carga total del conductor Q.,

I, = % <J€ .Ddy — VCQC) : (2.2.12)

La otra contribucién a la energia que hay en (2.2.10) es una integral sobre la
superficie S, en la cual el potencial vale siempre V., por lo que puede ser escrito
fuera de la integral, quedando por hacer una integral de la densidad de carga o
en toda la superficie, la que vale Q.. Asi, entonces, se ve que la dltima integral
de (2.2.10) se cancela con el dltimo término de I;. En resumen, se ha obtenido
que

1 (= =
U= EJE-de, (2.2.13)

integral que se hace sobre todo el espacio. La densidad de energia electrostética
entonces es

E-D. (2.2.14)

N =

u =
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2.2.3. Energia con fuente no acotada
2.2.3.1. Una superficie cilindrica cargada

Consideremos el simple caso de una superficie cilindrica de radio a y densidad
uniforme de carga o. El campo vale

= acp - 0
E(p>a):—B — D(p>a):a(rB
€ P p
lo que implica un potencial (definido nulo en p = a)
Vip>a) =-Lnm? (2.2.15)
€0 a

yV=0parap<a.

Para este caso se analiza la integral de D - E dentro de un cilindro de altura h y
radio R:

Un(R) = Jﬁ-ﬁdzpdpdd}

2.2 rR
€0 a P
2.2
R
0w, (2.2.16)
€0 a

= 27mh

Pero en la integral original el integrando puede tomarse como —D-VV =
VV-D-V- (Vlj) que lleva a dos integrales. En la primera se usa que V - D=
p = 00(p — a) por lo que contribuye tan solo p = a y en la segunda se usa el
teorema de Gauss para convertir la integral de volumen en una integral sobre la
superficie del tarro de radio R (las tapas no contribuyen). Con todo esto se tiene
que

U, (R) = V(a)oh2ma — V(R)D(R)2thR
2.2 R

= cero+ 2mh 4oyt , (2.2.17)
€o a

de donde se ve que la integral fp V dV en este caso es cero (o la constante que
se quiera) y la energia es la contribucién de la superficie de radio R (en infinito).

La energia total (—oco < z < 00) es infinita. Lo que interesa es la energia por
unidad de largo Uy (R)/h que si es una cantidad finita.
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2.2.3.2. Dos superficies cilindricas concéntricas cargadas

Esta vez se trata de dos superficies cilindricas concéntricas cargadas de radios
a, b y longitud infinita con densidades 0, = A/(2ma) y o, = —A/(27b). De
aqui que el campo exterior al sistema es nulo. Todo el campo esta en el espacio
a<p<byvale ~
ao, p
€ P

de modo que si se hace una integral Uy = fﬁ . Edzp dp dd con R mayor que
b, solo contribuye el volumen entre las dos superficies y se obtiene

E=

2.2 b }\2
Up = 2mh &0 0o A b
€0 a 2mey a

Si la misma integral se hace a partir de
Uy, :—Jﬂvvctv :JVV-ﬁdV—JV-(Vﬁ)dV

la dltima integral es nula, porque es una integral sobre una superficie donde el
campo es nulo. En el caso de la primera integral se utiliza V-D = 0,6(p—a) +
0,0(p —b) y se usa nuevamente (2.2.15) como la expresién para el potencial en
la zona a < p < b viéndose que solo contribuye V(b)p(b) por lo cual

AMh b

= In—.
27‘[€ona

Uy

2.3. Condensadores

Se entiende por condensador un sistema de dos conductores A y B con cargas
Qa =+Q y Qg = —Q y cuya geometria es fija, es decir, tanto la forma de los
conductores como la posicién relativa entre ellos permanece fija.

La caracteristica mas interesante de un condensador es su capacidad, definida
por

_Q
C=y (2.3.1)

donde V es la diferencia de potencial que existe entre los dos conductores

V=Vag=Va— Vs >0. (232)
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En lo que sigue se desmostrard que C no depende de Q.

La carga que aparece en la definicion de C es la carga que hay propiamente en
el conductor, es decir, es carga libre. Esta definicién no tendria sentido si no se
cumpliera que Q es proporcional a V, y esto Ultimo se desmuestra en lo que
sigue.

NoTA: Estd garantizado que V es positivo porque la carga de A es
positiva, Vi = —J'g E - dF mientras que Vg = —ffo E - df por lo

cual V=V, — Vg = f/B\E- dr, lo que implica que la integral es en
el mismo sentido que el campo, esto es, de positivo a negativo

De (2.2.9), la energia de un condensador es

u—lqv—Q—z—lcv2 (2.3.3)
-2 - 2C 2 o
Por definicion C es una cantidad positi-
va. Lo usual es construir los condensadores Q - Q+dQ -Q
con conductores que enfrentan una gran
area separada por una distancia muy pe- o
quena. Esto garantiza que practicamente -dQ
toda la densidad de carga esté en las caras
enfrentadas y, por lo tanto, que casi todo
el campo eléctrico esté concentrado en el Figura 2.6: Al sacar carga —dQ del con-
volumen que queda entre esas dos caras ductor A este pasa de tener carga Q a tener
cargadas. Asi, la densidad de energfa de @82 Q+dQ.
un condensador esta principalmente en ese volumen.

A continuacién se demostrard que la capacidad efectivamente es una cantidad
que no depende de la carga Q del condensador. Con este propdsito se estudia-
rd la forma cémo varia la energia de un condensador cuando la carga de este es
aumentada: Q — Q + dQ. Puesto que al aumentar la carga la magnitud del
campo eléctrico aumenta, entonces (ver (2.2.13)), la energia aumenta: dU > 0.

Para aumentar la carga se quita al conductor A una carga —dQ, esto es Qa =
Q — Q — (—dQ). Esa carga, sobre la que hay una fuerza eléctrica de atraccion
hacia A, es llevada por un agente externo (por ejemplo, una bateria) hacia el
conductor B. El trabajo del agente externo se efecttia por medio de una fuerza
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externa ?Cxt que en todo momento se opone a la fuerza electrostatica ﬁe =
—dQ E, es decir, Foiy = dQ E. El trabajo dW es el cambio de energia dU = dW,

B
au = JdQﬁ-d?
A

= VdQ

) i
<26Q) u (2.3.4)

du  _dQ
ST 26 (2.3.5)

Por lo cual,

Al integrar se obtiene
In(U) =2In(Q) + In(A) = In(Q?) + In(A)

donde In(A) es el nombre que se le da a la constante de integracidn. Puesto que
es constante, no depende de la variable de integracién Q, y asi, se ha demostrado
que U = AQ?, donde A es independiente de Q. Al comparar esto con (2.3.3) se
reconoce que A = 1/(2C), lo que muestra que la capacidad de un condensador
no depende de la carga Q sino que es una propiedad intrinseca del condensador,
esto es, depende de su geometria y de la constante dieléctrica, €.

SHHE I w S
1 2 3 N

Figura 2.7: Condensadores en serie a la izquierda y en paralelo a la derecha.

EJERCICIO 2.3-1. Calcule la capacidad de un condensador de caras planas pa-

ralelas de area enfrentada A y a distancia d, suponiendo que los efectos de borde

son despreciables, esto es, el campo eléctrico entre las placas se supone uniforme.

Demuestre que esta es

eA
d

C= (2.3.6)
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EJERCICIO 2.3-2. Calcule la capacidad de un condensador que consta de dos
conductores cilindricos concéntricos de radios a y b y de altura h despreciando
los efectos de borde. Demuestre que

2mteh

€= In(b/a)

(2.3.7)

EJERCICIO 2.3-3. Calcule la capacidad de un condensador que consiste en dos
esferas concéntricas de radios a y b (b > a) y demuestre que

4meab
C= . 2.3.8
— (2.3.8)
Notese que las capacidades siempre resultan proporcionales a € y a un factor con
dimensiones de longitud.

EJERCICIO 2.3-4. Demuestre que las expresiones para las capacidades equiva-
lentes de una serie de condensadores conectados en serie o en paralelo (Figura
2.7) son

=1 + ...+ & conectados en serie

(2.3.9)

Coq =Ci+..+Cy conectados en paralelo .

2.4. Conductores cargados: energia y fuerzas

La energia de un conjunto de N conductores cargados (se usa que V(oo) = 0)
es

1 N
U= ; QuVi. (2.4.1)

donde Vi es el valor del potencial sobre el k-ésimo conductor. La energia del
sistema cambia si varian las cargas, o los potenciales o ambos,

N
du = % > (MdQy + Qud Vi) . (2.4.2)
k=1
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Sobre cada uno de estos conductores estd actuando una fuerza de naturaleza
eléctrica que se calculard a continuacién. Se supondra que los conductores per-
manecen normalmente en reposo debido a que existe alguna fuerza no eléctrica
que los mantiene fijos.

Si la posicién del k-ésimo conductor se modifica en un dry debido a la accién
de la fuerza electrostatica Fy que estd actuando sobre él, la energia del sistema
cambia en

du = ViU - dry (2.4.3)

El subindice k en V. quiere decir que se toma el gradiente de U derivando con
respecto a las coordenadas del conductor k.

Se estudiardn dos casos: (a) conductores aislados, es decir, dQ; = 0 para todo
j, y (b) conductores cuyos potenciales permanecen constantes, dv; =0.

(a) Conductores aislados. En este caso el sistema efecttia un trabajo mecdnico
(positivo) dW al desplazar al conductor k, lo cual lo hace perder energia: dU < 0.
Ese trabajo es

dW = F..df
—du. (2.4.4)

Al comparar las dos expresiones para dU se obtiene directamente que

Fo=—VU. (2.4.5)

(b) Conductores con potenciales fijos. Esta situacién podria darse interconec-
tando los conductores con baterias, cuidando que no haya circuitos cerrados que
provoquen la existencia de corrientes eléctricas. Ademds se conecta una bateria
entre uno de los conductores y tierra. Las baterias aseguran que las diferencias
de potencial permanezcan fijas y la bateria a tierra asegura que uno de los con-
ductores tenga potencial fijo. Eso basta para que todos los potenciales queden
fijos.

Esta vez el cambio de energia dU que experimenta el sistema se debe a dos
razones: i) la fuerza ﬁk efectia un trabajo que implica una pérdida de energia

para el sistema, y ii) las baterias trabajan para mantener fijos los potenciales.
Aun asi, (2.4.2) se reduce a

] N
du =5 ; V; dQ;. (2.4.6)
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La pérdida de energia debida al trabajo mecanico es, igual que en el caso anterior,

(AU)pec = —Fy - dFx . (2.4.7)

La determinacién de la variacién de la energia debida al trabajo de las baterias
requiere de un andlisis un poco mas delicado.

Conviene pensar primero en un sistema de tan solo dos conductores con V — Vg
fijo. Suponiendo que, debido a un pequeiio movimiento de uno de los conductores,
el conductor A pierde una cantidad —dQap de carga, es decir, Qa — Qa —

(—dQap) = Qa + dQap y que la carga de B cambia en Qg — Qg + dQpa.
Debido a que la carga se conserva,

dQAB = _dQBA- (248)

El trabajo que efectlia la bateria en acarrear —dQap de A a B es

B
AW, = J dQasE - dF
A

Esta es la cantidad de energia que el sistema toma de las baterias (AW, =
dubat)-

La energia total que el sistema toma de las baterias es una superposiciéon de
expresiones como (2.4.9) sumando sobre todas las parejas de subsistemas de dos
conductores,

(AU = %Z(vi—vj)dQﬁ

= ZZV dQy + ZZV dQ;:
Zv dQy
Zv dQ; . (2.4.10)

El factor 1/2 en la primera igualdad toma en cuenta que cada pareja es contada
dos veces. En el segundo paso se hizo uso de (2.4.8). En el dltimo paso se
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utilizé la relacién que expresa que el cambio total de carga que experimenta el
i-ésimo conductor es
dQi=) dQy. (2.4.11)
j

De aqui que el cambio total de energia del sistema sea

du = (dWwec + (AU)pas
= —Fdic+ ) Vi dQ
= —F-dfi +2dU. (2.4.12)
La dltima igualdad se debe a (2.4.6). De aqui se despeja que
du = Fy - df (2.4.13)
que se compara con (2.4.3) para obtener que
Fo = Vil. (2.4.14)

Es interesante observar que esta expresién difiere del resultado (2.4.5) del caso
anterior sélo en el signo. Pero seria falso concluir que un sistema de conduc-
tores (Q1, V1), (Q2, V2), ... (Qn, Vn) implica fuerzas de signo contrario sobre
el conductor k solo por el hecho de tener cargas fijas (conductores aislados) o
potenciales fijos (conductores interconectados con baterias). Lo contrario es lo
correcto, en ambos casos la fuerza es exactamente la misma a pesar de las apa-
riencias. Una razén para comprender que (2.4.14) sea posible es que se trata de
un sistema no cerrado: para mantener V fijo debe actuar una bateria.

Por ejemplo, la energia de un condensador plano es

xQ?
U=-< 2.4.15
2A¢ ( )
donde x es la distancia entre las placas. Si Q permanece constante la fuerza es,
du Q?
F=—=—"—. 2.4.16
dx 2A¢ ( )

Pero si es V el que permanece constante, conviene hacer el reemplazo,

voxQ

— 2.4.1
e (2.4.17)
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obteniéndose

AV?
U= sz (2.4.18)
y esta vez debe calcularse
du eAV?

Si se comparan ambas expresiones para la fuerza se puede constatar que se
obtiene una identidad.

2.5. Integracion numérica de la ecuacion
de Poisson

2.5.1. Caso unidimensional
Recuérdese que la nocién de primera derivada de una funcién V proviene de
considerar el limite de

V(x+¢€)— V(x) o bien V(x) —V(x —¢€) .
€ €

v/~

Similarmente la segunda derivada se puede expresar como la diferencia de prime-
ras derivadas:

v - Voorel Vi VYIS V(x4 €) — 2V(x) + V(x — €)
€ N €2 '

Si se quisiera integrar numéricamente la ecuacién diferencial ordinaria V' = p(x)
en el intervalo [a,b] con condiciones de borde V(a) = V, y V(b) = V, se
procede como sigue. Se divide el intervalo [a,b] en N partes iguales de largo
€, de tal modo que e N = b — a. La coordenada de cada punto discreto es
Xk = a+ ke de tal modo que xg = ay xy = b. Los unicos valores de V que
se va a determinar son los Vi, = V(xy) y las condiciones de borde Vy; = V, y
VN =V, son datos.

Se escribe la igualdad Vi1 — 2V + Vi1 = px €’ y se despeja Vi:

1
Vi = 5 (Vk+1 + Vi — €2Pk)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



66 Patricio Cordero S.

y se escribe un programa que tiene dos rutinas. La rutina de inicializacién le
asocia a Vi (con k =1,...,N — 1) valores al azar (si, jal azar!), mientras que
a los valores en los bordes se les da los datos V,, y V,. La rutina de célculo es
un ciclo que visita ordenadamente los puntos interiores y cambia el valor actual
de Vi por el que resulta de la expresidn de arriba.

Se puede demostrar que este procedimiento siempre converge a la solucién, inde-
pendiente de los valores aleatorios asociados a los V inicialmente. Pero jcudndo
detener el ciclo? Una forma razonable puede ser la siguiente. En cada pasada
por todos los puntos interiores que van modificando los valores de Vi se calcula
S =Y, V. El ciclo puede terminar cuando la diferencia entre el valor actual de
S y el anterior es menor que alguna cantidad muy pequena.

Si su programa va mostrando en pantalla el grafico Vi versus k después de cada
pasada podra ver cémo los valores aleatorios iniciales rapidamente son cambiados
por otros que van convergiendo a la solucién.

2.5.2. Dimensiones mayores

Si se desea resolver un problema semejante pero en dos o tres dimensiones, el
volumen en el cual se quiere calcular V se cuadricula en dos dimensiones y se
divide en cubos en tres dimensiones. Se ve que los puntos se caracterizan por
dos o tres enteros: x;; en dos dimensiones y X en tres dimensiones.

Para ser mas preciso se trabaja el caso bidimensional de la ecuacién

LA VAR TAV/
6—x2+6—yz =p(x,y) (2.5.1)
la que conduce a la versidn discreta,
Vigr,i—Vy  Vi—Vieiy Vij+1—Vy  Vi—Vij
€ € € + € € € — .pll
y que permite despejar
1
Vij = Z (VH-],]' + Vi_]‘j —+ Vi)]'_;_] + Vi)]'_] — Gzpij) . (252)

En la Figura 2.8, se presenta un seudocddigo que permite usar (2.5.2) para
obtener el potencial en 2D dentro de un cuadrado con coordenadas (0,0) y
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N = 100
epsilon = 0.1
/xF kR Rk kKR kkkokkok Inicializaci GmkkskskskskkskkskkokskkokkokKkokkokok /
for i=0 to 100
{ for j=0 to 100
V[i,j] = nimero aleatorio entre -1 y 1
}
for i=0 to 100 do
{ V[i,o]
V[i,10]
v[o,i]
v[10,1]
}
for i=30 to 70
{ vI[i,40]
V[i,60]

O O OO
O O OO

do
8.0
-8.0
}
[ kskok sk sk ok ok skok sk sk ok sk skok sk sk ke sk ook [, O O ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok ke sk ok sk ke sk ok ok ok /
/** Tan pronto calcula cada V[i,j] puede ejecutar una *k /
/** instruccién tipo pintar_pixel(i,j,color=entero(8+V[i,jl) *x*/
/** que coloca en el sitio [i,j] de la pantalla un color *% /
/** que varia segin el valor del potencial. *% /

iter = 0
while (iter<1000) do
{ for i=1 to 29 do
{ for j=1 to 99 do
{ vI[i,j] 0.25%(V[i+1,j1+V[i-1,31+V[i,j+1]+V[i,j-11)
V(70+1,3j) 0.26%(V(i+71, j)+V(i+69,j)+V(i+70,j+1) + V(i+70,j-1)

}
}
for i=30 to 70 do
{ for j=1 to 39 do
{ V[i,jl = 0.26x(V[i+1,j1+V[i-1,31+V[i,j+11+V[i,j-11)
V(i, j+60) = 0.25*(V(i+1,j+60) + V(i-1,j+60)+V(i,j+61)+V(i,j+59))
}
for j=41 to 59 do
V[i,jl = 0.25%(V[i+1,jl+V[i-1,j]1+V[i,j+1]1+V[i,j-11)
}
iter = iter + 1

}

Figura 2.8: Programa que resuelve numéricamente el problema planteado esencialmente por
la ecuacién (2.5.2).

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



68 Patricio Cordero S.

(10,10) con las siguientes condiciones de borde. El potencial en el perimetro
cuadrado es nulo, en el trazo desde (3,4) hasta (7,4) vale V = 8 y en el trazo
desde (3,6) hasta (7,6) vale V = —8. Se trabajard el caso p(x) =0

Se puede hacer variantes a este problema. Casos interesantes son:

(1) Poner V. = 0 en todo el perimetro del cuadrado de 10 x 10 y definir un
objeto con carga uniforme en un drea que podria ser un rectangulo entre los
puntos (2,2) y (6,4). Es decir, se define un py; = po tal que la integral de esta
funcién constante en toda el drea dé un valor total de carga dado, Q = 1.
Obtener los V.

(2) Otra variante permite ir variando aleatoriamente los valores p;; de tal forma
que la integral [ p dS permanezca fija, pero se retrocede el cambio si la energia
aumenta (la integral de pV). Este proceso lleva a un minimo de energia que
estd asociado a un caso muy notable y la forma del potencial tiene algo muy
particular. jInterprete!

2.6. Problemas

2.1 Considere un sistema donde distintos medios estan separados por superfi-
cies esféricas de radios a < ¢ < b < g. Al centro hay una carga q en una
cavidad vacia de radio a. Entre los radios a y ¢ hay material dieléctrico
aislante caracterizado por €, entre ¢ y b el medio es conductor con carga
total Q y entre b y g el material dieléctrico aislante estd caracterizado
por eg. Mas allds de g la constante dieléctrica vale ¢4. Las tnicas cargas
del sistema son las ya mencionadas q y Q. Determine E, P y D en todas
partes y obtenga las densidades totales de polarizacion en cada superficie
esférica.

2.2 Si el espacio entre dos cilindros conductores coaxiales muy largos (radios
a yb, a < b) estuviese lleno con un material dieléctrico, jcoémo tendria
que depender la constante dieléctrica de la distancia p al eje para que la
magnitud del campo ||E|| fuera independiente de p? ;Cudl es la densidad
volumétrica de polarizacion?

2.3 Dos placas conductoras rectangulares muy grandes nacen de una misma
recta y forman un dngulo 6y. En el espacio entre ellas hay dos materiales
dieléctricos caracterizados por €1 y €, separados por una superficie rectan-
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gular que también nace de la misma recta y forma angulos 61 y 0, con los
planos conductores (naturalmente 0, + 0, = 6,). Si se tiene una diferen-
cia de potencial V entre las placas conductoras, determine las distintas
densidades de carga que aparecen en la geometria.

2.4 El espacio entre dos esferas concéntricas conductoras (con cargas Q y —Q
y radios a y b respectivamente), estd lleno con dos materiales dieléctricos,
caracterizados por €1 y €5, separados por un plano ecuatorial. Determinar
la diferencia de potencial entre ambas esferas.

2.5 Los aislantes pierden su calidad de tales cuando son sometidos a los efectos
de un campo eléctrico que sobrepasa una magnitud critica Ex (campo
de ruptura). Se desea construir un cable coaxial constituido por un cable
cilindrico de radio interno a = 3[mm], un cable externo (cilindro hueco
de radio interior b = 5[mm]) y, entre ellos, en forma concéntrica se desea
poner dos materiales caracterizados por ¢ = 3¢y (interno) y €, = 2€,
(externo). Se sabe que Ex = 24000[Volt/metro] para ambos materiales.
Determine el valor éptimo del radio de la superficie interfacial entre ambos
dieléctricos para que la diferencia de potencial entre los conductores pueda
ser la mayor posible sin que se produzca ruptura. (RESPUESTA: 4.5mm)

2.6 Considere un sistema de simetria cilindrica compuesto de un alambre rec-
tilineo infinito con densidad de carga Ay uniforme rodeado de un cilindro
de radio a de material dieléctrico con constante dieléctrica €., a su vez
rodeado de un cilindro conductor de radio exterior ¢ el cual, finalmente,
esta rodeado de un cilindro dieléctrico de radio exterior b y de constante
dieléctrica €. El cilindro conductor esta cargado; su carga es A\ por unidad
de longitud. Determine el campo eléctrico en todas partes y la densidad de
carga total en las tres interfaces.

2.7 Se va a contruir un condensador en base a dos conductores con geometria
dada. El espacio entre los dos conductores puede ser rellenado con cual-
quiera de tres materiales aislantes de constantes dieléctricas ex = 2,15¢,,
e = 6,5¢¢, ec = 21,5¢¢ respectivamente. Todos estos materiales pierden
su capacidad aislante si el campo eléctrico a través de ellos sobrepasa, en
algin punto, una misma magnitud critica €y. j Cual de los materiales (A, B
o C) debe escogerse para que este condensador pueda almacenar la mayor
energia posible? ;jCual es el cuociente Uc/Ua entre la energia que puede
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almacenar el condensador con el material C y con el material A? Haga un
analisis detallado del problema.

2.8 Se tiene un condensador formado por dos superficies conductoras cilindricas
concéntricas de altura h y de radios a y b respectivamente, a < b. El
espacio entre estos dos conductores esta dividido en dos por un plano que
corta verticalmente al cilindro con un plano que pasa por el eje. Estos
espacios estan rellenos con materiales dieléctricos con constantes €1 y ¢;.
Calcule la capacidad de este condensador. Los datos son los dos €, los dos
radios y la altura h. Desprecie efectos de borde en los extremos superior e
inferior (h>b > b —a).
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Capitulo 3

Corrientes continuas

3.1. Generalidades sobre corrientes

En conductores se da el fendmeno de corrientes de carga si existe una fuen-
te que pueda mantener un campo eléctrico dentro de un conductor y provea
permanentemente de cargas al sistema. Las corrientes eléctricas se caracterizan
macroscépicamente por la intensidad de corriente eléctrica,

[_ dQ(t
dt

(3.1.1)

Como ya se ha comentado en el capitulo anterior, algunos materiales tienen la
propiedad de ser conductores porque parte de las cargas que constituyen ese
material puede desplazarse ampliamente por él.

Esto no significa que un material conductor por el cual circula una corriente
tenga que estar cargado. Lo mds tipico es que un conductor, con o sin corriente
circulando por él, esté neutro. Mds aln, su densidad de cargas p(T,t) puede
ser nula. Esto es posible, porque junto a las cargas de conduccién (tipicamente
electrones, pero pueden ser iones en el caso de soluciones salinas) hay cargas
del signo opuesto que no tienen movilidad (cargas localizadas). Si se tiene un
conductor con densidad de carga nula en todas partes, significa que en cada
elemento de volumen hay tantas cargas de conduccién, que definen un pc no
nulo, como cargas localizadas (no pueden participar en la conduccién).

Microscépicamente la corriente eléctrica puede ser descrita como un flujo de
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v dt

Figura 3.1: Interesan las cargas que estdn en un paralelepipedo de seccidn
transversal dS y arista v dt.

cargas debido a una densidad p(7,t) y debido a la velocidad V(¥, t) que tiene el
flujo de esas cargas en cada punto y en cada instante. La cantidad de carga que
atraviesa un elemento de superficie dS durante un intervalo pequeno dt es la
carga d*Q contenida en un volumen de ancho V(¥,t) dt y seccién s

4*Q = p(F, t) V(7 t) dt - dS (3.1.2)

en torno a un punto T en el instante t. La densidad de corriente |, esto es, la
carga que atraviesa por unidad de seccién transversal y por unidad de tiempo se
define como |

J(Ft) = lim —— > qaV, 3.1.3

a

cantidad que suele abreviarse como p(¥, t) V(¥, t) pero la suma en (3.1.3) es sobre
todas las cargas que hay en ese pequeio volumen y, sin embargo, como las cargas
localizadas tienen velocidad promedio nula —ya que solo se mueven en torno a
su localizacion— se concluye que solo contribuyen las cargas de conduccién.

La corriente que atraviesa una superficie S finita arbitraria es,
I:J J(7 1) - dS. (3.1.4)
S

En esta expresion el signo del elemento de superficie es arbitrario, lo que hace
que el signo de la corriente I sea convencional. El significado fisico, sin embargo,
no tiene ambigiiedad. En efecto, dada una funcién Tdefinida sobre una seccién S
de un conductor, la integral (3.1.4) representa la cantidad de cargas positivas por
unidad de tiempo que atraviesan esa seccién en la direccién en que apunta as.
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Si la integral resulta negativa, significa que las cargas positivas estan atravesando
en el sentido opuesto al dS escogido.

Si se tiene una superficie cerrada y existe movimiento de cargas a través de ella,
la carga total encerrada depende, en general, del tiempo,

Qu(t) = L p(r,t) dV. (3.1.5)

Si se toma la derivada de esta ecuacién con respecto al tiempo, al lado izquierdo
se tiene la derivada de la carga total, derivada que obviamente es positiva si Qy,
estd aumentando de valor. La derivada representa a la cantidad neta de carga
positiva que estd ingresando al volumen por unidad de tiempo. Tal cantidad es
lo que se ha denominado corriente en (3.1.1).

La carga que ingresa también puede ser descrita por medio de la densidad de
corriente f haciendo uso de (3.1.4). Para describir la corriente que ingresa como
una cantidad positiva (y usar los mismos signos que en el parrafo anterior), es
necesario integrar —T- as, ya que el elemento de superficie cerrada apunta hacia
afuera. Por lo tanto se debe escribir la igualdad

op % - o
Pay = —¢ J-dS
Jvat oV

—vafdv.

Puesto que esta igualdad vale para cualquier volumen, debe satisfacerse la lla-
mada ley de continuidad,

| =)
°

V-J4+—=0. (3.1.6)

Q

t

Esta dltima ecuacidn establece que si la densidad de carga estd variando en un
punto, la divergencia de la densidad de corriente es no nula. Ella expresa que la
carga eléctrica es una cantidad conservada, en el sentido que al disminuir en una
regiéon aumenta en otra.

En este capitulo no se hablarad explicitamente de la polarizabilidad de un conduc-
tor, sin embargo este fendmeno esta presente aun cuando a menudo representa
un efecto despreciable. Si el vector de polarizacién P esta cambiando en el tiem-
po, en general la densidad de cargas de polarizacién pp depende del tiempo. Sea
Y un volumen arbitrario y Qp(t) la carga de polarizacién dentro de él. Razonando
en igual forma como se hizo para obtener (3.1.6), la derivada de Qp con respecto

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



74 Patricio Cordero S.

al tiempo puede expresarse tanto en la forma —§ Jp - dS como también en la
forma

aQr  d
a EJdeV
d .
- —EJV-PdV
P -
= —p—- 1.
3gat s (3.1.7)

Puesto que V es un volumen arbitrario se puede hacer la identificacidn
Tp=—. (3.1.8)

Algunas aclaraciones. Se ha hablado de las cargas que se mueven en un
conductor. Antes se ha hablado de cargas libres y de cargas de polarizacion.
Aqui se tratard de senalar el papel que juegan estos distintos tipos de carga.

Un conductor tiene cargas de conduccion, que son las que dan origen a la densidad
de carga que se usa cuando se define Ten (3.1.3). Estas cargas de conduccidn
en un metal son electrones, son negativas. La densidad de cargas de conduccién
es una caracteristica del material.

Hay materiales cuya conductividad es despreciable y que son llamados aislantes.
Normalmente se supondrd que su conductividad es nula. Los aislantes reales, sin
embargo, tienen una conductividad que no es estrictamente nula.

Puesto que al estudiar corrientes normalmente se trabaja con conductores neu-
tros, necesariamente junto a estas cargas de conduccién hay cargas positivas, los
iones cristalograficos. La suma de las cargas de conduccién y las cargas de los
iones debe dar globalmente cero si el conductor estd descargado.

Los centros localizados a nivel molecular estan formados por cargas positivas
que tienen relativamente poco movimiento y electrones ligados, es decir, no se
trasladan como los electrones de conduccién. Sin embargo el movimiento de estos
electrones ligados en torno a los centros cristalograficos significa la presencia de
corrientes eléctricas locales en la materia que, si bien no aportan al valor de la
corriente macroscopica, si tienen implicaciones magnéticas. De aqui que también
puede ser de interés en ciertos casos considerar las corrientes de polarizacion
mencionadas en (3.1.8).
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En ocasiones es til considerar corrientes de superficie. Estas son corrientes
bidimensionales y se definen a partir de densidades superficiales de corriente
K(F) = o(F)V(F) —ver la figura 3.2— como el flujo a través de una linea I" que
corta la superficie en cuestiéon, como

Ir = J K(F) x fi - dF (3.1.9)
r

I" es una seccién (unidimensional) de la superficie por la que fluye K, y fi es la
normal a la superficie en el punto T.

Figura 3.2: La corriente de superficie se define como la cantidad de carga que
corta una seccion I' de la superficie. T' es una curva.

Como toda corriente, K tiene un signo que depende del signo convencional de la
normal fi y del signo con que se recorre el camino transversal T.

3.2. Corrientes continuas y ley de Ohm

3.2.1. Primera ley de Kirchhoff

En el caso de corrientes continuas se debe considerar un régimen estacionario
para el cual se cumple que

p = p(7) (3.2.1)

<
) X
—y My

Nl

4
|
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La condicién de rotor nulo del campo eléctrico contintia siendo vélida en el caso de
corrientes continuas. Esto permite seguir usando la nocién de potencial eléctrico
en el mismo sentido que se utilizé en electrostdtica. La relacion V x E=0es
equivalente a ffﬁ dr =0.

En régimen estacionario el balance de corriente
que entra y sale de cualquier nodo de un cir-
cuito suma cero. Para verlo basta con tomar
un volumen rodeando al nodo de modo que su
superficie corte a los conductores en secciones
arbitrarias como en la figura 3.3. Al hacer una
integral de la divergencia —que es nula debido
a (3.2.1)— se obtiene

0 = J V-] dy
Vv

Figura 3.3: Las corrientes 1, sobre S
varios conductores que convergen a = ]- dS
un nodo comiin suman cero. 0

= > L. (3.2.2)

k

A esta dltima relacidn se la conoce como primera ley de Kirchhoffy sera utilizada
mds adelante.

3.2.2. Ley de Ohm

3.2.2.1. Argumento intuitivo sobre conductividad eléctrica.

Cuando existe una diferencia de potencial V fija entre los extremos de un hilo
conductor, hay una corriente I constante en el tiempo. Ella se debe al campo
eléctrico que aparece dentro del conductor, el cual también es constante en el
tiempo. La presencia de este campo implica que sobre cada carga q de conduccién
existe permanentemente una fuerza ff = qﬁ. A primera vista puede resultar
paradojal que haya una corriente constante si hay una fuerza permanente sobre las
cargas, ya que tal fuerza debiera dar un movimiento constantemente acelerado.
Lo que ocurre es que las cargas q avanzan intercambiando momento lineal y
energia con los atomos, lo que tiene un efecto neto semejante a la viscosidad.
Un cuadro sencillo que ayuda a la intuicidn es imaginarse que los electrones
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van chocando con los dtomos. En fluidos, en efecto, la viscosidad misma es un
efecto promedio de colisiones entre las moléculas que conforman el fluido. Si T
es el tiempo promedio entre cada choque de una carga q particular, la velocidad
final —justo previa al préximo choque— es TqE/m. La velocidad media con
que avanzan las cargas es justo la mitad de eso, v = qTE/2m. Por otro lado,
puede tomarse como valor de la densidad de corriente ] = pv, ver (3.1.3), lo que
permite eliminar v y obtener que | = (pqt/2m)E. Este sencillo cuadro permite
ademds comprender que el paso de una corriente eléctrica calienta a un conductor
ya que los multiples choques aumentan la energia de vibracién de los dtomos del
material. Aun cuando la descripcién anterior es somera, debiera dar una idea del
fenémeno de la resistencia eléctrica.

Mucho antes de que se supiera de la existencia de atomos y electrones, Ohm
establecid la ley experimental que lleva su nombre, y que hoy se escribe

J(¥) = gE(7), (3.2.3)
donde g es la conductividad del medio. Su reciproco, 1 = 1/g es lo que se llama
resistividad del medio que se trate.

En un circuito eléctrico normalmente existen baterias u otras fuentes de poder
que entregan la energia a través de crear una diferencia de potencial y por lo
tanto un campo eléctrico.

El campo eléctrico normalmente tiene un valor no trivial en una amplia zona del
espacio, pero la conductividad g es no nula solamente en los conductores, por
lo que al estudiar corrientes solo interesa el campo eléctrico, o la diferencia de
potencial, entre puntos de un conductor.

Si se tiene un hilo conductor homogéneo de largo { al que se le aplica una
diferencia de potencial V entre sus extremos, el campo eléctrico en su interior es
aproximadamente

E~ %E (3.2.4)

y la corriente por él es
I:J]~dS:gJE~dSzg— (3.2.5)

donde A es la seccion del hilo conductor.

En general se define la resistencia eléctrica R de un conductor a través de la Ley
de Ohm,
V =RI (3.2.6)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



78 Patricio Cordero S.

material N [Ohm metro]
Plata 1,59 x 1078
Cobre 1,67 x 108
Oro 235 x 108
Aluminio 2,65 x 1078
Hierro 971 x 1078
Mercurio 95,8 x 108
Carbono 35 x 107
Germanio 4,6 x 107
Silicio 6,2 x 107
Vidrio de 10" a 10™
Azufre 10

Parafina 107

Quarzo 7,5 x 10"
Teflén de 1022 a 10%

Cuadro 3.1: Resistividad de algunos materiales a 20°C.

por lo cual, en el ejemplo anterior, se ve que la resistencia de un hilo es
¢ Volt }

R=— hm =
[O " Ampere

= s (3.2.7)

La resistencia de un hilo conductor aumenta con su largo, disminuye si la seccién
es mayor y es inversamente proporcional a la conductividad g del material del cual
esta hecho el hilo. Cuando el conductor es de forma mas irregular la expresién del
campo eléctrico puede ser muy complicada, pero siempre se puede usar (3.2.6).

A continuacién se dard un argumento de cardcter general para ver (3.2.6) a
partir de (3.2.3). Se argumentara que el cuociente R = V/I entre la diferencia
de potencial V =V, — Vg aplicada entre los extremos A, B de un conductor y
la corriente que pasa por él no depende de V. Para ver esto se debe recordar que
el potencial dentro del conductor se obtiene resolviendo la ecuacién de Laplace
para V(¥) usando como condiciones de borde que V en un extremo vale Va y
en el otro vale Vg. Esta funciéon V determina al campo eléctrico E=-VV,
que a su vez determina la densidad de corriente T(F) = gﬁ(?) que determina
la corriente. Si se aplicara una diferencia de potencial diferente, AV, el campo
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eléctrico seria AE(F) y finalmente la corriente total seria AI, de modo que el
nuevo cuociente seria AV/AI = V/I. Es decir, el cuociente no cambia porque
se aplica una diferencia de potencial diferente. La resistencia es una propiedad
intrinseca de la conexién A B del conductor que se trate.

Mas sencillo atin es observar que la resistencia es

E-dr
g [E-dS
y por lo tanto al cambiar E — AE no cambia el valor de R.

3.2.2.2. Visién microscépica de la corriente

En lo que sigue se trata de dar una expresion formal a las razones fisicas que se
dieron en §3.2.2.1.

Al aplicar una diferencia de potencial en un conductor, el campo arrastra a las
cargas de conducciéon por medio de la fuerza qE, produciendo una corriente.
Estas cargas, sin embargo, no se mueven aceleradamente debido a que sufren
multiples choques con los centros moleculares que no pueden desplazarse. El
efecto de estas colisiones es el de una viscosidad efectiva, por lo que la ecuacién
del movimiento medio de las cargas de conduccién es

dv -
T _gE-wv 2.
md " q nv (3.2.9)

donde 1 es el coeficiente de viscosidad que resulta de los mdltiples choques. La
solucién general de esta ecuacién es

T=Vo+¥ "™ donde Vo= JF (3.2.10)

n
que a tiempo infinito tiende a la velocidad constante Vy. Si se quiere suponer que
en el instante cero las particulas tenian velocidad cero, entonces se debe poner
Vi = —Vy. Pero no se necesitan tiempos infinitos. Para tiempos pocas veces

mayores que
m (3.2.11)

n

la carga ya tiene una velocidad muy cercana a V. Para conductores metélicos
usuales a temperatura ambiente este tiempo T de relajacién es del orden de 107

T
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segundos, por lo que se puede decir que un conductor al que se le aplica una
diferencia de potencial alcanza en forma casi instantanea su estado de régimen
y las cargas migran con velocidad

- Tz
v=3TF. (3.2.12)
m
Esta velocidad —tipicamente es del orden de pocos milimetros por segundo— es
muchos érdenes de magnitud menor a la velocidad térmica de los electrones (la

que tienen entre choque y choque).

Si se vuelve a mirar la defincién (3.1.3) se vera que, suponiendo que todas las
cargas que se mueven valen g y todas las velocidades son Vi, se obtiene que en
un volumen pequeiio V tal expresion se puede escribir en la forma

E

]_ V 0 my )
donde N es el nimero de cargas de conduccién dentro del volumen V. Esta
Gltima expresién arroja una expresién microscépica para la conductividad

Ng?t
9="—3 " (3.2.13)
La conductividad tiene que ver con la densidad de cargas de conduccién N/V y
con el tiempo de relajacién T, dado en (3.2.11).

N Ng?T -
Ng, _ Ng'r

3.2.3. Las ecuaciones y sus condiciones de borde

3.2.3.1. Ecuaciones que rigen el flujo continuo

a) E=—-VV b) J = gE )V-J=0

Para el caso de conductores homogéneos (g = uniforme), las ecuaciones ante-
riores permiten deducir que

d) V2V =0.
e) V es continuo en todos los puntos donde el campo eléctrico es finito;

f) en las superficies de contacto con la fuente (electrodos) se tiene V =
constante, lo que muestra, de (a) y (b), que ] nace perpendicular a los
electrodos y se puede calcular la corriente I,

g) I:ff-dg.
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3.2.3.2. Condiciones de borde en la interfaz entre dos medios

Tal como en el estudio de condiciones de borde con dieléctricos, se deduce la
continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico

E]t - EZt) (3214)

que también es
92)1t = g2t (3.2.15)

que implica que hay puntos en estas superficies en los cuales rotor de la densidad
de corriente es no nulo: V x J # 0.

Para estudiar las componentes normales se considera una densidad de corriente
fque fluye cruzando una superficie de contacto entre conductores de distinta
conductividad g. Si se hace una integral de la divergencia (nula) de Ten el
volumen de un cilindro infinitesimal con eje normal a la superficie, IV . TdV, se
obtiene inmediatamente que

]111 = ]211) (3216)

y por lo tanto
g1E1n = g2k . (3.2.17)

De las condiciones de borde recién descritas se puede obtener varias consecuencias
sencillas.

- Si la conductividad del medio 2 es nula (2 es aislante) se tiene J, = 0. De

(3.2.16) se obtiene que J;,, = 0, es decir, ﬂ muy cerca de la interfaz es paralela
(tangencial) a la interfaz.

- En la situacién de la Figura 3.4, si se di-
buja un pequeiio cilindro, de seccién A, de 1 A 2
manto perpendicular a la interfaz entre dos @O

conductores 1y 2 de constantes dieléctricas L
y conductividades (e1,91) y (€2, g2) respec-

tivamente, se debe tener que Figura 3.4: Corriente que pasa de un

medio “1" a un medio “2” provoca que
aparezca una densidad de carga en la su-

jgav D-dS = Q@(V) =Ao0y. perficie comiin.

El valor de esta integral proviene solo de la contribucién de las “tapas” e implica

DZn - D]n = Oy
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que ya habia sido vista en (1.11.4). Esta relacién puede ser reescrita como
€2E2n — €1, = 0y y también en la forma

135 €1
2 _)y =0 3.2.18
(gz 91)1 . (3218)

donde ], es la componente normal de la densidad de corriente, proyectada sobre
la normal fi que apunta del medio 1 al medio 2. La conclusidn es que el paso de
corriente de un medio conductor a otro produce una densidad de carga superficial

dada por (3.2.18).

En un condensador de capacidad C cuyo medio dieléctrico es imperfecto, porque
tiene conductividad g ademds de una constante dieléctrica €, se puede ver que
el producto entre su capacidad y su resistencia R es

RC = <.
g

Para demostrarlo se nota que

_g_f5~d§_ef€-d§
V. [E-df [E.-dF

)

donde la integral que reemplazé a Q es la integral de superficie de o en la cara
del conductor positivo de los dos conductores enfrentados y

R =

vV [E-dF [E-dF
(71T as g a8
3.2.4. Las dos leyes de Kirchhoff

Un circuito puede pensarse como una malla de resisten-
cias, baterias, condensadores, etc., unidos por conduc-
tores perfectos.

Se llama nodo de un circuito a un punto al que conver-
gen mas de dos conductores. Si por estos conductores
vienen corrientes Iy hacia un nodo, entonces, en régimen Figura 3.5: Se inte-

. . . ra sobre una superficie
estacionario, se debe cumplir que & P
muy cercana a una de

Z I, =0 (3'2.19) las placas del condensador

plano.

3.2. CORRIENTES CONTINUAS Y LEY DE OHM Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Electromagnetismo 83

relacion que se conoce como la primera ley de Kirchhoff y se comenté con mas
detalle al obtener (3.2.2).

Se dice que dos nodos son consecutivos si existe un camino por el circuito que
los une sin pasar por otro nodo. Cada camino entre dos nodos consecutivos se
llama rama.

Normalmente en un circuito es posible definir un camino que parte y termina en
un cierto nodo A sin que se pase dos veces por la misma rama. Tal camino se
llama cerrado.

Dado un circuito siempre es posible determinar la corriente que pasa por cada
ramay la caida de potencial que hay en ella resolviendo un sistema lineal acoplado
de ecuaciones para las corrientes. Para resolver este problema se debe escoger
tantos caminos cerrados como sea necesario. A cada camino cerrado se le asocia
arbitrariamente un sentido de circulacién y a cada rama del circuito se le asigna
una corriente incégnita con un sentido también arbitrario.

La segunda ley de Kirchhoff da la relacién matematica que debe escribirse por
cada camino cerrado —y proviene de la condicién de irrotacionalidad,(3.2.1))
$E-df =0 —, y se define como sigue:

= a) La caida de potencial en cada resistencia R por la que pasa una corriente
I (incégnita) cuyo signo coincide con el sentido de circulacién del camino
cerrado, es +RI, de lo contrario es —RI.

= b) Si los polos de una bateria son atravesados de positivo a negativo por
el sentido de circulacidn, se tiene una caida +€.

= c) La suma de las caidas de potencias en cada rama del camino cerrado
debe ser cero.

3.3. Fuerza electromotriz y efecto Joule

3.3.1. La fem

Una fuente de potencial es un dispositivo que crea entre sus contactos A, B una
diferencia de potencial. Los ejemplos mas tipicos son las baterias y los dinamos.
A estas fuentes se les asocia (a) una resistencia interna R; y (b) una fuerza
electromotriz o fem. (que se mide en Volts), la que produce una discontinuidad
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en el campo eléctrico. La fem representa una diferencia de potencial intrinseco

de la fuente y se designa con el simbolo £.

Si se mide la diferencia de potencial V = V4 — V3
(positiva por definicién) entre los contactos de una
fuente y no hay corriente circulando a través de ella,
el resultado es £. En cambio hay una corriente 1 si
los contactos A, B se conectan a una resistencia R.
La caida de potencial V en R en tal caso es

Pero también puede pensarse que existe una diferen-
cia de potencial £ y dos resistencias en serie,

£=(R+R)I (3.3.2)

que se combina con la relacién previa y da,

V=E—-Rl.

3.3.2. Potencia y efecto Joule

El transporte de cargas a través de una resistencia sig-
nifica trabajo y por tanto pérdida de energia del sis-
tema bateria-resistencia. Si en un lapso At una carga
Aq vade A a B,

Aq = IAt (3.3.4)

la energia inicial asociada a Aq es U;,; = VAAq y
la energia final es Ug;,, = VBAqQ.

Esta produccién de calor debida al paso de una co-
rriente se denomina efecto Joule.

La energia que el sistema pierde en la resistencia R

/\;2
Figura 3.6: Una bateria tie-
ne asociada una fuerza elec-

tromotriz y una resistencia in-
terna.

(3.3.3)

Figura 3.7: Bateria conec-
tada a una resistencia R.

por este efecto es disipada como calor. Si P es la potencia disipada en R (energia
disipada por unidad de tiempo), la energia inicial de Aq es

U;i = VaAq = V3Aq + PAt,

3.3. FUERZA ELECTROMOTRIZ Y EFECTO JOULE

(3.3.5)
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y la expresiéon para la potencia disipada se reduce a

(3.3.6)

2
P—VI=RE= Vf [Watt:JOU'e] .

seg

EJERCICIO 3.3-1. Demostrar que un circuito formado por una bateria y una
resistencia R entrega el maximo de potencia a R cuando R = R;.

Ahora se estudiard el efecto Joule desde un punto de
vista local. Se toma un elemento de volumen en la for-
ma que se indica en la Figura 3.8, dV con cuatro aristas

Zaralelas a' IIa den5|c|:lad de corriente J(7). L\;i dlfeErenc? ] dS
e potencial entre las caras opuestas es dV = E - dT, 1d

mientras que la corriente que pasa por esas caras es
dl = J - dS. De aqui que la potencia que se disipa en | dr
dV es

Figura 3.8: Se escoge ele-

° 5 = = mentos de volumen com-
dP=dvdl=]-dS E-dr. (3.3.7) puestos por dS y dF; el dlti-

mo paralelo a la densidad

. = 7 de corriente J.
Pero como el elemento de camino dr es paralelo a J, jente |

por eleccién del elemento de volumen, el lugar de estos
dos vectores puede ser intercambiado en la expresidon anterior,

dP=E-J d¥-dS (3.3.8)

pero dr- dS es el elemento de volumen dV sobre el cual se integra, obteniéndose,
P:J J-EdV. (3.3.9)
1%

Esta es la expresiéon general de la potencia disipada. La expresién (3.3.6) en
cambio, tiene sentido solo en los casos particulares cuando existe una Unica
diferencia de potencial en el problema.

En la deduccidn anterior se hizo el intercambio de posicidén de dos vectores:
m— (3.3.10)
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3.4. Semiconductores

La velocidad de desplazamiento en un conductor de los electrones —carga q y
masa m— en presencia de un campo eléctrico de magnitud E esv =1qE/2m,
donde T es el tiempo promedio entre choque y choque que sufren los electrones.
En una descripcion cuantica del fendmeno de conduccién se ve que esos choques
se deben a las imperfecciones de la estructura cristalina de los conductores. En
efecto, la fisica cudntica establece que si un cristal es perfecto, su resistividad
es nula. Para metales como plata, cobre, oro y otros la resistividad a 20°C es
de alrededor de 1078 Ohm/metro, para silicio es 6.2 1072 Ohm/metro, para el
azufre es 10'> Ohm/metro etc. Ver la Tabla 3.1.

Las imperfecciones son de dos tipos: (a) los atomos que constituyen el cristal
siempre vibran, debido a la temperatura del material, de modo que no estan en un
orden perfecto, causando choques; (b) el material puede no ser perfectamente
cristalino debido a que es una mezcla de dtomos que no pueden formar una
estructura cristalina perfecta.

Un ejemplo del caso (a) es cobre puro. La conductividad del cobre al bajar su
temperatura de 300°K a 4°K aumenta entre 50 y 100 veces. Un ejemplo del caso
(b) es el bronce (aleacién de cobre y zinc) para el cual con el mismo descenso
de temperatura la conductividad aumenta apenas unas cuatro veces.

Para comprender mejor el fenémeno de conduccién es necesario tener presentes
ingredientes propios de la fisica cuantica. Asi como un atomo aislado tiene niveles
aislados de energia, los cristales tienen bandas de energia. Estrictamente esas
bandas no corresponden a un continuo de valores posibles para la energia, sino a
un gran conjunto de enegias discretas muy cercanas entre si. Entre estas bandas
hay brechas prohibidas. Un electrén en el cristal solo puede tener una energia
correspondiente a una que esté dentro de alguna de las bandas de energia, jamas
a un valor de la energia que esté en una de las brechas. Ademas el principio de
exclusion de Pauli, el que establece que tan solo dos electrones —con sus spin
opuestos— pueden ocupar un mismo estado cudntico.

La Figura 3.9 muestra cuatro ejemplos de formas en que pueden estar dispuestas
las bandas de energia permitida y las brechas prohibidas. Los electrones ocupan
las energias mas bajas posibles dentro de las bandas de energia. Todos los electro-
nes no pueden estar en la parte mas baja posible debido al principio de exclusién
de Pauli. Si no hay brecha entre las energia ocupadas y energias permitidas no
ocupadas, los electrones pueden desplazarse, teniéndose un conductor. Por el
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S —|Niveles donantes
— |deimpureza

Niveles receptores
de impureza

Figura 3.9: Se muestran diferentres disposiciones de bandas de energia per-
mitidas. Las achuradas en diagonal representan bandas vacias, las cuadriculadas
son las que ocupan los electrones. Las zonas blancas son las brechas prohibidas.
Los dos primeros esquemas a la izquierda corresponden a conductores, el ter-
cero corresponde a un aislante; el cuarto (brecha muy pequefia) a un tipo de
semiconductor. A la extrema derecha se muestra en diagrama de bandas de un
semiconductor obtenido de un aislante con impurezas que agregan niveles en la
brecha prohibida.

contrario, si existe una brecha importante entre la banda totalmente ocupada y
una banda permitida, se tiene un aislante.

Cuando hay una pequefia brecha entre la banda ocupada y una banda vacia,
se tiene un tipo de semiconductor. Debido a la excitacién que produce la agi-
tacion térmica muchos electrones saltan permanentemente a la banda cercana
superior, dejando un estado vacié en la banda de abajo (huecos). Al aplicar un
campo eléctrico esos electrones excitados pueden aumentar levemente su energia
y trasladarse, lo que ademas hace que los huecos, que se comportan con cargas
positivas, se muevan en el sentido contrario. Al aumentar la temperatura hay
mds electrones excitados y la conductividad aumenta, contrario a lo que ocurre
con un conductor normal.

El caso representado a la extrema derecha en la Figura 3.9 es el de un semicon-
ductor obtenido a partir de agregar impurezas a un aislante. Se tiene dos tipos
de semiconductores.

Tipo n Las impurezas agregan electrones en niveles justo debajo de la banda vacia,
se les llama niveles donantes, porque ellos donan electrones a la banda
superior permitiendo que haya conduccién de electrones.

Tipo p En este caso las impurezas agregan niveles vacios justo sobre la banda

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



88

Patricio Cordero S.

3.5.

3.1

3.2

3.3

3.4

llena. Estos niveles aceptan (reciben) electrones de la banda llena, dejando
un hueco en la banda inferior, el cual puede moverse como si se tratara de
una carga positiva.

Problemas

Dos trozos de materiales conductores imperfectos (&1, g1y €2, g2) de igual
geometria (paralelepipedo rectangular) estan unidos por una de sus caras
(de drea Ap). Las respectivas caras opuestas a las caras de contacto son
mantenidas con una diferencia de potencial V; y la arista perpendicular a
estas caras es de largo b en cada material. Determine la carga libre en la
superficie de contacto.

Se tiene dos mantos cilindricos concéntricos de la misma altura h, de radios
a y b que son conductores “perfectos”. El espacio entre ellos esta lleno con
dos materiales caracterizados por sus constantes dieléctricas y conductivi-
dades: (e1,91) vy (€2,92) respectivamente. Si se mantiene una diferencia
de potencial V, entre los conductores determine  (a) el campo eléctrico
en cada punto en la zona entre los dos conductores perfectosy  (b) la re-
sistencia R del sistema y la potencia P que se disipa entre los dos cilindros.
Desprecie los efectos de los bordes.

Un conductor esférico de radio a esta rodeado por un conductor concéntrico
de radio b > a. El espacio entre los conductores esta lleno con un medio

.. , . c . .
cuya conductividad varia con el radio: g = —. Si la esfera exterior se

T
mantiene a un potencial V; y una corriente total I fluye radialmente entre
los conductores determine:

e el potencial eléctrico a una distancia T > a desde el centro y

e |a potencia disipada en el medio.

Se sabe que la atmdsfera tiene una conductividad (causada principalmente
por los rayos césmicos) que depende de la altura de la siguiente manera:

g(z) = (34052910 [Qm]™" (3.5.1)

donde z es la distancia vertical sobre el suelo. Se ha encontrado ademds
un campo eléctrico vertical, dirigido hacia el suelo, que en la superficie de
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la Tierra vale: .
E=—-100k [V/m] (3.5.2)

Suponga el siguiente modelo de la atmdsfera: Una capa conductora paralela
a la superficie, situada a una distancia de 15[Km] sobre el suelo; entre esta
capa y el suelo se encuentra la atmdsfera, con la conductividad y el campo
eléctrico indicados mas arriba. El radio de la Tierra es Rt = 6400[Km)].
(a) Calcule el campo eléctrico y el potencial en la atmdésfera, en funcién de
la altura z. (b) Calcule la corriente total que fluye entre la capa superior
conductora y el suelo. (c) Calcule la densidad de carga superficial en la
superficie de la Tierra y la densidad de carga en la atmdsfera. Sugerencia:
aproveche la condicion: z << Ry con lo cual se pueden considerar que las
superficies son planas.

3.5 Entre dos placas paralelas separadas por una distancia h y mantenidas
a una diferencia de potencial Vy hay un medio liquido con una solucién
inhomogénea con constante diléctrica uniforme €.

Como efecto de esto el medio
entre las placas tiene una con-
ductividad g(z) que tan solo de- -

.pend'e de la distancia z a la placa VO € 9(2) h
inferior:
+
__ 9
o) = T e

Obtenga la densidad de corriente, el campo eléctrico y el desplazamiento.
Obtenga también la densidad de carga libre en el liquido.

3.6 Se tiene N baterias, cada una con la misma fuerza electromotriz £ y la
misma resistencia interna R;. Ellas pueden ser conectadas todas en serie
o bien todas en paralelo y, en ambos casos, el circuito es cerrando con
una resistencia R. Determine las potencias Py y P, que se disipan en R en
cada uno de los dos casos. Encuentre el valor Ry de R que permite obtener
el mayor valor para P; y encuentre el valor R, de R que permite obtener
el mayor valor para P,. Determine en cudl de los dos casos la potencia
disipada en R es mayor.
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Capitulo 4

Magnetostatica

4.1. Corrientes y campo magnético

La forma mas directa de apreciar la existencia de campos magnéticos se relaciona
con los imanes. Con ellos se puede atraer trozos de hierro. Una brdjula es un
iman de forma alargada que puede girar para alinearse con el campo magnético
de la Tierra. Su uso fue descrito por primera vez por Shen Gua (o Shen Kuo)
(1031-1095).

4.1.1. Anticipo

Es interesante observar que si en la ley de continuidad (3.1.6): V- J+0p/0t =0
la densidad p se reemplaza por ¢,V - E se obtiene que

oF -

V-l egy

Pero si una funcién vectorial tiene divergencia nula en todas partes, puede escri-
birse como el rotor de una funcién vectorial B(T,t) como sigue

—

_ - oE 47
V X B =]+ p.oaoa donde o= 107 (4.1.2)

La relacién formal (4.1.2) serd mas adelante justificada utilizando leyes fisicas
y de tal forma que B podra ser interpretado como el campo magnético que se
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produce tanto debido a la presencia de una densidad de corriente como a la
presencia de un campo eléctrico variable.

Hans Christian @rsted era profesor de ciencia en la Universidad de Copenhagen.
En 1820 organizd en su casa una demostracion cientifica para amigos y estu-
diantes. Planeaba demostrar el calentamiento de un alambre debido al paso de
una corriente, y también queria hacer una demostracién de magnetismo por lo
cual dispuso de una brdjula.

Cuando estaba en medio de la demostracién @rsted notd, para su sorpresa, que
cada vez que hacia la coneccidn para que circulara la corriente eléctrica la aguja
de la brdjula se movia. Nada le contd a sus amigos, pero en los meses que
siguieron trabajé concentradamente tratando de entender este nuevo fenémeno.
Pero no logré dar con una explicacién y publicé su hallazgo sin dar explicacién
alguna.

André-Marie Ampere, en Francia, razoné que si la corriente del alambre ejercia
fuerza sobre una brijula, entonces también un alambre con corriente debia ejercer
fuerza magnética sobre otro alambre con corriente. Esta ley de Ampere va a ser
enunciada algo méas adelante, en la ecuacién (4.4.4).

4.1.2. Dos nuevas leyes

qa r-r q Vv
r r

Figura 4.1: A la izquierda una carga q' en movimiento produce un campo magnético B(¥)
definido en (4.1.3) en todo punto ¥. A la derecha se tiene la accién de una fuerza magnética
definida en (4.1.4) sobre una carga en movimiento en presencia de un campo magnético.

Dos son las leyes experimentales que establecen la causa y el efecto de un campo
magnético:

(a) Una carga puntual g’ en posicién ' que se mueve a velocidad V'’ produce
en ¥ un campo magnético

g X (F— )
TAn f—7

B(¥) (4.1.3)
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(b) La fuerza que actia sobre una carga puntual g ubicada en T que se mueve
con velocidad V en presencia de un campo magnético externo B(7), es

F = gV x B(F), (4.1.4)

la que se conoce como fuerza de Lorentz. Hoy dia es mds comun llamar fuerza
de Lorentz a la fuerza electromagnética total que puede actuar sobre una carga

q, esto es ~ ~ ~
F=qE+qVxB. (4.1.5)

4.1.3. Campo magnético debido a una corriente

La ecuacién (4.1.3) puede ser extendida para
escribir la contribucién al campo magnético en
la posicién T debido a la densidad de corriente dv’

f(?’) que hay en un elemento de volumen d)’ r=r
en torno al punto ¥’. Resulta ser

B(F) =

_ e 4.1.
dn [F-7IP (4.1.6)

. . Figura 4.2: Se considera un ele-
Para obtener esta expresion se reemplazé el fac- ,
mento de volumen dV' en el con-

tor gV’ que hay en (4.1.3) por p(¥')V' dV' = guctor con corriente. Este pequefio

r(f' " oay. volumen es responsable de una parte
d3B del campo total que la corriente
De (4.1.6) es inmediato ver que provoca y estd dada en (4.1.6).
T S T
B(r) = — T dev 4.1.7
) = o T« i (417

Ejemplo: Uso de (4.1.7). Se considera el caso de un alambre cilindrico infinito
de radio a que apunta en la direcciéon Z. Se quiere calcular el campo magnético
en un punto P fuera del alambre a distancia p del eje de simetria (p > a): ¥ = pT.
En este ejemplo se tomarad que la densidad de corriente depende tan solo de la
distancia al eje de simetria ~
J=TJ(k.

El elemento de volumen es p’ dp’ dz dé. El vector posicién ¥/ genérico dentro
del conductor cilindrico se puede escribir

¥/ =p (tcosd +jsind) + zk.
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Se esta usando vectores cartesianos para indicar las direcciones que permanecen

. . . — ’ . . ~

fijas mientras se integra sobre T/, pero es mas claro e intuitivo pensar en (1, j, K)
AN N .. .

como (P, &, k), donde Ty j son vectores fijos. De lo anterior

F—7 = 1T(p—p'cosdp)—jp'sindp —zk
IF=7'l = 0>+ 92 —2pp cos b + 22.

Por esto

o'dp’dzdd.

g J'](p')E x [?(p— p’cos §) —]Ap’sin(b :zﬁ}
VpE+ p2 —2pp’ cos ¢ + 22

47t
El término con z en el numerador desaparece debido al producto cruz. Ademas
se puede ver que

JO" dz 2

0 \/p2+ pZ— 2pp’cos b + 2 - p24p?2—2pp'cosd’

con lo cual

g — EJ]( /) p/j\_/j\p/cosd) +/‘tp/81nd) /dp/ dd)-

p? 4 p — 2pp’ cos §

Se procede a integrar en ¢. La dltima de las tres integrales es nula por paridad
y las otras dos dan

13 ~
dp'j.

Mo J]( N [ 27tpp 27tp

B=22 —
2n p2—p?  p(p?—p?)

El paréntesis cuadrado vale p’/p y como I =27 [ J(p’) p’ dp’ el resultado es

- ~ . s, ; D . s .
donde se devolvié a j su sentido geométrico llamandolo ¢ como se explicd bajo
la definicién de 7'/, «

Si la densidad de corriente festé circulando por un conductor filiforme 1y el
elemento de volumen se expresa como el producto punto entre el elemento de
longitud dr’ a lo largo del circuito 1 y el elemento de seccidn dS’ del conductor
de este mismo circuito, entonces se puede usar (3.3.10) para reemplazar en
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(4.1.6) los factores TdV’ por dr’ f(?’) -dS’. Después de hacer esa sustitucién se
puede integrar sobre toda la seccién del conductor, obteniéndose, segin (3.1.4),
la corriente 1 que circula en el conductor,

= el'dr x (F—T17)

dB () = . 418
¥) anfi— 7 (4.18)

Se hizo uso de (3.3.10) con dr’ represen-
tando al elemento de un camino I" que coin-
cide con una linea de corriente T En la ex-
presion (4.1.8), donde se ha integrado sobre
la seccidn del conductor, el vector ¥/ define
al punto donde I corta a esta seccién. Para
obtener (4.1.8) se ha supuesto que el con-
ductor es muy delgado, de otro modo no
se podria integrar sobre la seccion en forma

tan sencilla. Figura 4.3: La expresién (4.1.9) da el
campo magnético producido por un cir-
cuito filiforme T con corriente 1.

De la expresion anterior se obtiene el campo
magnético total B producido por un circuito
cerrado T,
S ar’ x (¥r—7'
B(T) = o %3)
S A e |

Esta expresidn se conoce como la ley de Biot-Savart.

(4.1.9)

EJERCICIO 4.1-1. Con la expresion anterior demostrar que el campo producido
por una corriente 1 que circula por un alambre rectilineo infinito es,

5 ool 4

B(p, ¢) = s (4.1.10)

donde p es la coordenada radial propia de coordenadas cilindricas.

EJERCICIO 4.1-2. Demostrar que el campo que produce una corriente 1 que
circula por una circunferencia de radio a, a distancia z, sobre el eje de la circun-
ferencia, es
2
5 Mol a
B="2__ - K. 4.1.11
2 (a?+z%)3/? ( )
EJERCICIO 4.1-3. Demostrar que el campo magnético que hay en el interior de
una bobina cilindrica, ideal, infinita con n vueltas por unidad de longitud y con
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corriente 1 en cada espira es un campo uniforme y vale
B = ponlIk interior de la bobina . (4.1.12)

donde X es la direccion del eje de la bobina.

4.1.4. Efecto Hall

Cuando circula una corriente por un conductor en presencia de un campo mag-
nético externo, las cargas en movimiento—Ilas cargas de conduccién—tienden
a desviarse de su trayectoria longitudinal por el conductor debido a la fuerza
magnética
I?mag:q\7>< ]§:—qe\7>< B.

Como efecto de esto se carga mds un costado del conductor que el otro y se
produce un campo eléctrico transversal a fy asi se establece un equilibrio. El
campo eléctrico transversal Eer que aparece produce una fuerza exactamente
opuesta a la fuerza magnética dada mas arriba:

Figura 4.4: Por un conductor de seccién A y ancho a circula una corriente
total 1. Si ademds hay un campo magnético externo B se produce una diferencia
de potencial transversal a la corriente y al campo magnético (en esta figura B es
perpendicular a la circulacion de la corriente 1 y es perpendicular al ancho a). La
aparicion de esta diferencia de potencial transversal es el efecto Hall. La version
cudntica de este efecto se relaciona con el premio Nobel de fisica de 1998.

qeﬁtr =—(cV X B.

Suponiendo que estos vectores son todos paralelos o perpendiculares se puede
trabajar escalarmente

E,, =VvB = V=ak,=vBa,
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donde la velocidad v de las cargas es proporcional a J, v = 3 ] donde {3 es una
constante que tiene que ver con la conductividad del material. Pero ] = I/A con
lo cual (B

V= [3—“
es decir, aparece una diferencia de potencial V. Esto fue descubierto experimen-
talmente por Edwin H. Hall en 1879.

4.2. Potencial vectorial

4.2.1. Definicién usando T

La expresion (4.1.6) puede ser escrita en la forma

Bo g gy gy oty JE)

&*B(F) = —
" [ A |

v (4.2.1)

porque V actla sobre las coordenadas sin prima. De aqui resulta que B se puede
escribir como un rotor
i

Figura 4.5: Las integrales se hacen escogiendo un elemento de volumen con
cuatro de sus aristas paralelas a la densidad de corriente .

oy Mo JF)
B(¥) = P J =7 dy’. (4.2.2)

Esta integral es sobre todo el espacio. En la practica queda restringida a las zonas
donde la densidad de corriente | sea no nula.
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La expresién anterior (4.2.2) indica que siempre el campo magnético puede ser
escrito como el rotor de una funcién vectorial que serd denominada potencial
vectorial : /K(F), es decir,

B(F) =V x A(F) (4.2.3)

donde

AF) =1 J( 1 1 ) JF) AV + VAF).  (4.24)

AR R — 7]

El vector Ty es un punto arbitrario donde se escoge que el término integral en
(4.2.4) se anule. La funcién A(¥) también es arbitraria.
El volumen de integracién seria en principio todo el espacio, pero en la practica
es el volumen de la zona en la cual la densidad de corriente es no nula, esto es,
V es el volumen del conductor por el cual circula la corriente.
De (4.2.3) se deduce que,

V-B=0. (4.2.5)

La libertad para escoger A de entre una familia infinita de funciones conectadas
por distintas funciones A(T) se llama libertad de gauge. Tal libertad (que no
tiene significado fisico directo) es usada, especialmente en magnetostética, para
que el potencial vectorial satisfaga

V-A=0 (4.2.6)

que se conoce como gauge de Coulomb.

Si ademds hubiese una densidad de corriente de superficie 12(17’) la expresion
(4.2.4) tendria un término extra.

En (4.1.9) se establecié que el campo magnético ﬁ(?), debido a un circuito T’
por el que circula una corriente I, es

o wol [ dF X (F—F)
B = —
1=, e

(4.2.7)

donde 7' es el vector que recorre la fuente, es decir, el circuito I'. La expresién
anterior es equivalente a

5= MOI =/ 1
B _ Tere—— 42
P =4 ﬁd’” *VrF—7 (4.28)
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que es

S ol dr’
B — — V¢ TS S 4.2.
= 20

Nuevamente se ve que el campo magnético, esta vez debido a un circuito, puede
escribirse como el rotor de un potencial vectorial A,

/i(?):“—"ljg T ) e vam). (4.2.10)
A Jp \ [P =7 (|70 —7

Para circuitos ideales infinitos el vector Ty no puede ser tomado de magnitud
infinita.

Mas adelante se vera que la nocién de flujo magnético @ a través de una superficie
S es fisicamente interesante,

@:J B‘(?)-dszj vX/i(?)-dssz A(F) - dr. (4.2.11)
S S =08

Es muy facil demostrar que el flujo magnético no depende de A(7), es decir, se
obtiene el mismo @ con A 'y con A’ ya que § VA - d¥ = 0.

En casos con suficiente simetria la relacién fs B(F)-dS = ﬂgr:as A(F)-dr puede
ser (til para determinar A.

4.2.2. Campo B y potencial vectorial a partir de K

Se verd el efecto de una densidad de corriente superficial. En tal caso existe una
contribucién al campo magnético andloga a (4.1.6) y que es (usando A = 7—7)

o 0'dSV’ x A

4t A3

po K(F) x A(dl’ x di) -
4t A3

o di’ x Aldl’ x K - fi]

= = o , (4.2.12)

?B(F¥) =

donde se obtuvo la segunda linea identificando o'V’ con K y el elemento escalar
de superficie con (d€’ x dr’) - fi. Aqui d{’ es el elemento de camino transversal
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tal como el que se usé en (3.1.9). La tercera linea surge de intercambiar las
ubicaciones de K con el elemento de camino d7’. Finalmente, integrando sobre
el camino transversal se obtiene la corriente total de superficie e integrando a
lo largo del camino de corriente se obtiene el campo total debido a la corriente

superficial:
Ho jgd?’x(F—F’)
s p——57—

Bs =
T an -

(4.2.13)

Por otro lado también se puede escribir
- w (=, r—7' ,
Bs = — [K ———dS
s 4nJ(r“Ww e
= JIZ X Vi 4
T ||

=7

=2/
= Mg JMdS/
47t |7 — 7|

que implica que la contribucién al potencial Figura 4.6: También interesan las den-
vectorial de la densidades de corriente de sidades de corriente superficiales K. Inte-

superficie es grando X a lo largo de una linea transver-
sal se obtiene la corriente total.
T =y Mo 1 1 S 4 e
As(r):—J( T )K(r)dS. (4.2.14)
A ST =7 v =7

Ejemplo: Dada la corriente I a lo largo de un alambre recto infinito se puede
calcular A usando (4.2.10). El elemento de camino es K dz y se debe calcular

B uoIﬁJ 1 1 Hol (p)
A(F - dz=—"2m (2 k.
)= 4ﬂm<¢w+£ NCIE 2 "\,

Otra forma de obtener lo mismo, puesto que se sabe que el campo es

g Ml &
27p

el flujo por un circuito rectangular con dos aristas paralelas al eje con corriente
(largo h) y con aristas perpendiculares desde p = a hasta p = b, es

Hol h Jb dp mlh 6 b
= — = In

2n 0 2 a’
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pero de (4.2.11) se sabe que @ se obtiene de una integral de A por el perimetro
del rectangulo. Suponiendo que A = A(p) K se ve que las aristas perpendiculares
al eje no contribuyen y las otras trivialmente dan (A(a) — A(b)) h, por lo cual

A(a)—A(b) = p'—OIIHE = H—OI (lnE—lnE)
27 a 27 c C
de donde !
Alp)= -2 P
27 c

¢ es una distancia arbitraria «

4.2.3. Otro gauge

El problema que acaba de resolverse admite un potencial mds general

Ao = (32241 +nim) 9

(w0 S (£) 4 T ¢

donde « es una constante arbitraria y tanto h(p) como f(z) son funciones arbi-
trarias de sus respectivos argumentos.

Verificar que para que se satisfaga V - A = 0 es necesario que h(p) = ao/p y
fz) =a1+ azz.

4.3. Ley circuital de Ampere

En lo que sigue se demostrard que en régimen permanente, esto es, cuando se
satisface V - ] =0, se cumple que

V x B(F) = woJ (7). (4.3.1)

Previamente es necesario hacer dos demostraciones.

e a) Se demostrara que la integral de volumen del Laplaciano de 1/t calculada
en cualquier volumen que contenga al origen vale —47t. Para comprender esta
demostracién es necesario tener claro que el Laplaciano de 1/r es nulo en todas
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partes, excepto en el origen. Por lo tanto la integral que se va a estudiar no
depende de la forma del volumen V considerado, solo depende de si el origen
esta o no dentro de V.

[wlw = [ (s ovef o1 as=f (1) seao
v T v T v T oy T

= 4. (4.3.2)

Arriba dQ) es el elemento de angulo sélido. El dngulo sélido que subtiende una
superficie cerrada que no contiene al origen es cero y el de una superficie que
contiene al origen es 47t. Se usé el elemento de superficie de una esfera centrada
en el origen aprovechando que el resultado no depende de la forma del volumen.

El resultado anterior se escribe
1
v? — =47 5(x) 8(y) 8(2) (4.3.3)

donde Ia “funcion” & es nula en todas partes excepto en el origen y ademas
f f(x)d(x) dx = f(0), para toda funcién f(x) bien definida en x = 0 y siempre
que el mtervalo (a,b) contenga al origen.

e b) Se plantea calcular el rotor de B a partir de la expresién (4.2.2), para lo
cual se tiene presente la identidad V x (V x C) = V(V - C) — V2C,

MY B = Vx VXJ J(rll av’
Ko 7 =]

= v(vj I dV’)—szﬂdV’.

7 —7] 7 —7]

De estas dos contribuciones, se puede afirmar inmediatamente que gracias a
(4.3.2) la segunda arroja 47tJ (7). La primera contribucién requiere de mas andli-
sis. El paréntesis que hay en el primer término es

V-J J(?’) av = JT(?’)-vﬁdv’

7 =7 T

= v
J Hf—T/II

av'+ |

v JE)

7 =]l

V. (4.3.4)

II* ”’II
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Siendo estas integrales en todo el espacio, la primera es nula porque puede
convertirse en una integral de superficie a distancia infinita. La segunda es nula
porque en magnetostatica se cumple que V - f: 0. Se concluye entonces que la
relacién (4.3.1) es valida.

Un corolario sigue de inmediato. Si se integra
la relacién (4.3.1) sobre una seccién S parcial

de un conductor por el que circula la densi- | D
dad f(?), se tiene, por el teorema de Stokes, - 4 s‘m
que el lado izquierdo puede ser escrito como \
la integral sobre un camino cerrado I" que co- r
rresponde al borde de la seccién S, de modo
que, Figura 4.7: La corriente que corta
superficie S puede determinarse inte-
- > o grando al campo magnético en T =
jg B.dr= }J.OJ] -dS (4.3.5) 3s.
r
esto es,
% B - df = pols Ley de Ampere (4.3.6)
r=as

que se conoce como la forma integral de la ley circuital de Ampére. 1s es la
corriente que corta a cualquier superficie S cuyo borde es I'.

Lo visto en este capitulo permite calcular campos magnéticos en diversas situa-
ciones. En casos muy simétricos es posible calcular campos magnéticos haciendo
uso de la ley circuital de Ampere. En otros hay que conformarse con (4.2.7) o
con un calculo del potencial vectorial.

EJERCICIO 4.3-1. Demostrar que el campo que hay en el interior de una bobina
toroidal de N vueltas y corriente | en cada vuelta depende tan solo de la distancia
p al eje del toroide y del vector unitario &,

}J.()NI/\

B=5 b (4.3.7)

Este campo es proporcional a p~' tal como lo es el campo generado por una
corriente a lo largo del eje Z.
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4.3.1. Campo sobre el eje para dos casos con simetria en
torno a él

Una circunferencia con corriente: No es dificil
demostrar que si por una circunferencia de radio
p circula una corriente I, el campo magnético en
el eje de la geometria vale

~ [cos® ¢ o
B Mol K
2 p
donde « en el dngulo que se indica en la figura. Figura 4.8: Circunferencia de ra-
' dio p por la cual circula corriente 1.
Una bobina cilindrica: Ahora se estudia el ca-

so de una bobina de N espiras enrollada en un

cilindro de largo L y radio p. Se considera una N
“tajada” de altura dz, que implica v espiras, por N~ !
la cual circula una corriente dl.
Se tiene que tener la proporcionalidad dz/L = L
v/N, esto es v = N dz/L, de modo que
y -
A dz
dl =vl= [ dz. N—|
Ademas, puesto que z = p tan « se tiene que Nz
do
dz=p (1+tan’«) do = piz
cos? &
El campo en un punto O del eje de la bobina
debido tan solo al dI es
3
iE — uodIcosocﬁ L |
2 0 NS
3
— @M ( P i“) cos” & K Figura 4.9: Bobina de N espiras,
2 L \cos*a p largo L, radio p por la que circula
o NI una corriente 1.

— K
> 1 dox cos o

Para obtener el campo en el caso de la bobina infinita y definiendo la densidad
de espiras como n = N/L se integra —mt/2 < « < 71/2 dando un factor 2 con
lo que resulta

g = Uo TLIQ .
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El campo ha sido calculado sobre el eje de simetria tal como en el caso de la
cuircunferencia con corriente.

4.3.2. El campo en todo el interior de una bobina recta

Consideremos una bobina recta muy larga. Se sabe que el campo magético en
. g N ’ . .

el eje es Beje = HonIk. Se supondrd que el campo en todo el interior es en la

direccién k y, mas precisamente se supondrad que

ginterior - B(p) k.

Para determinar B(p) se usa la ley de Ampere con el camino C; de la Figu-
ra 4.10. En la integral de camino sélo contribuyen las partes del rectangulo que
son paralelas al eje de la bobina, lo que da (B(0) —B(p)) h = 0. El lado derecho
es nulo porque no hay corriente encerrada. Esto determina que el campo en el
interior interior es uniforme

B(p) = B(0) = ponl.

Para determinar el campo en el exterior nuevamente se supone que éste es pro-
porcional a K. Aplicando la ley de Ampére usando el camino C, de altura h, y
usando que este camino es cruzado por una corriente n I h se obtiene que

(Binterior - Be><terior) h = HOnIb

que implica que
Bexterior =0.

El campo fuera de la bobina es nulo.

Esto es cierto en la medida en que se considere que la bobina se construye con
un conjunto de N circunferencias con corriente. Si se toma en cuenta que no son
un conjunto de N circunferencias sino una sola hélice, se puede determinar que
hay un pequeno campo exterior proporcional a $

Es facil comprobar que un posible potencial para el campo en el interior de la

bobina es .
Alp<a)= (pz—az)z—gdA).
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I\lg I
WYYy

444];6
vy
1

A[\%

Figura 4.10: A la izquierda una bobina cilindrica idealmente infinita y dos circuitos rectan-
gulares, C1 y Cz. A la derecha una superficie toroidal en la cual puede haber enrollada una
bobina.

4.3.3. El campo en el interior de una bobina toroidal

En el caso de una bobina toroidal de N vueltas se adivina que el campo interior
es de la forma

B‘interior - B(p) Z’) (/15 .

Escogiendo un camino circunferencial interior que mantiene la simetria del siste-
ma, la ley de Ampeére establece que

HoNI = %B(p,z)q? _$p dd = B(p,2) p 2m.

Se ve que el escalar B no depende de z, sino tal solo de p y el campo es

— HONI A~
Bin erior — .

Notese que zNTp juega el papel de nimero de vueltas por unidad de largo. También

. . ., N .
se destaca que ya se ha visto un campo en la direccién de ¢ y proporcional a
1/p: es el campo que produce la corriente a lo largo de un a recta que coincide
con el eje Z.

Un potencial vectorial asociado a este campo es
P ~

NI
Ho In—k

A=- 27 Po
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Un potencial A mas general en este caso, definido por sus componentes cilindricas
pueden ser

¢ (Fof 1 (% of LoNI
A:—+J —dz, A :—J —dz, A,=-—
° 0 9p Yol oo T om

Las funciones f y h son arbitrarias pero si se desea trabajar en el gauge de
Coulomb, en el que se satisface V- A = 0, se las debe escoger en forma especial.

Py

In(—
Po

+flp, d,2) .

4.4. Fuerza y torque magnético

4.4.1. Fuerza

De (4.1.4) se obtiene que la fuerza de Lorentz d3F que actda sobre un elemento
de volumen dV de un conductor debido a un campo magnético externo B(T) es

a@*F = J(F) x B(F)dV = dF x B(F) J(¥) - dS

en el entendido, ya usual, de que se escoge el elementos de volumen dV = dr- ds
con dr paralelo a J(7), discutido al plantear (3.3.10).

Si se integra sobre la seccién del conductor

(aproximacién filiforme) se obtiene la fuerza B(r)
dF sobre un elemento de largo dr de un con- dr /
ductor debido a un campo magnético externo <
B(F),
dF = 1d7 x B(¥). (4.4.1)
\dF
Si se integra la expresién anterior sobre todo

el circuito se obtiene la fuerza total Figura 4.11: La fuerza dF que apa-

- . rece en una tajada de largo dv de un
F=1 jg dr x B(r) (4'4'2) conductor cilindrico cuando esta pre-
r sente un campo externo §
sobre el circuito debido a la presencia de un
campo magnético externo B. Esta fuerza no estd localizada, es decir, no actiia
sobre un punto del circuito. Sobre cada elemento infinitesimal dr del circuito
actlla una pequena fuerza dF = 1d¥ x B y la suma de estas pequeiias fuerzas
—actuando en diferentes puntos— da la expresién (4.4.2).
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EJERCICIO 4.1-4. Si se tiene un circuito cerrado por el que circula una corrien-
te I demostrar que la fuerza neta que actua sobre el circuito, por efecto de la
presencia de un campo magnético externo uniforme, es nula.

La fuerza por metro, entre dos alambres infinitos paralelos, separados por 1
metro, cada uno llevando una corriente de 1 Ampeére, es aproximadamente de
2 x 1077 newton.

Se puede reescribir (4.4.2) tomando, en lugar de un campo externo ]§ el elemen-
to de campo magnético dB que se obtuvo en (4.1.8). De tal manera se obtiene
la fuerza d2F que actua sobre el elemento dr de un conductor debido a la parte
del campo magnético que produce el elemento dr’ del otro conductor, lo que
permite escribir la Ley de Ampére,

pp Mo dF X (dF!x (F—F))
in =T

(4.4.3)

Integrando se obtiene la fuerza neta que actia sobre el circuito I con corriente
I debido al circuito I'’ con corriente I’

Wo- -, dr x (d¥’ x (F—7"))
F=-—II —
47 Jr |¥— 73

(4.4.4)

EJERCICIO 4.1-6. Demostrar que la fuerza (4.4.4) obedece el principio de accién
y reaccion.

4.4.2. Torque

Se puede aplicar (4.4.1) en forma muy sencilla para calcular el torque que actda
sobre un circuito debido a la interaccidn entre la corriente que circula por él y
un campo magnético externo. Puesto que

AT =7 x dF = ¥ (d?x ﬁ) (4.4.5)

se obtiene que el torque que actiia sobre un circuito filiforme completo es
7= Ij@ 7 <d?>< ﬁ(?)) . (4.4.6)
r
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A modo de ejemplo se encontrard una forma diferente de expresar el torque que
actla sobre un circuito debido a la presencia de un campo magnético externo
uniforme By. En este caso la integral (4.4.6) para el torque se reduce a

7= 13@(?@0 d?—?~d17§0> , (4.4.7)
pero como T - df = %d(?- T) es una diferencial exacta, no contribuye a la inte-

gral sobre un camino cerrado, y la integral anterior proviene tan solo del primer
término en el integrando.

Por otro lado se ve que
0= %d (¥ Bo) :jg(dF- Bo '+ 7+ By dF)

por lo cual, en este caso, el torque se puede escribir

1 . .
7 = zI%{?-Bod?—dF-BO?}
1 .
= sz@(?xdF)xBo
= I_»Xgo
m x By. (4.4.8)

El vector S tiene magnitud de superficie; en el caso que la curva I" sea plana,
coincide con la superficie encerrada por dicha curva. Mas en general S tiene como
primera componente S, = Syz a la superficie encerrada por la proyeccién de la
curva I" sobre el plano YZ. En forma ciclica se definen las otras componentes. El
producto

=18 (4.4.9)

tendrd importancia mas adelante. Se lo llama el momento dipolar magnético del
circuito.

El torque (4.4.8) tiende a mover m para dejarlo paralelo al campo magnético
externo. El campo magnético que produce el pequeno circuito en su centro es
paralelo a m de modo que el campo magnético total en el centro del dipolo es
mas intenso que ]§O, Esta propiedad permite entender las propiedades de algunos
materiales magnéticos.
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4.5. Una particula en un campo magnético
uniforme

Como ya se dijo en (4.1.4), una particula cargada que se mueve en presencia de
un campo magnético estd sometida a la fuerza de Lorentz,

F=qVxB. (4.5.1)

Si no hay mas fuerzas sobre la particula, la ecuacién de movimiento para ella es

dv -

m— =qgv x B. 4.5.2

Tk (4.5.2)

Si se multiplica a ambos lados de la ecuacién escalarmente por V se obtiene que
mv - (dv/dt) =0, lo que equivale a afirmar que

1

zmﬁz = constante. (4.5.3)

La energia cinética de la particula no cambia en el tiempo. Por lo tanto la fuerza
de Lorentz en este caso no efectia trabajo ya que la velocidad mantiene su
magnitud.

Si se multiplica la ecuacién (4.5.2) punto B se obtiene,

- dv
B — = 4.5.4
mB - - 0 (4.5.4)

Todo lo anterior vale para cualquier campo magnético externo.

Si el campo magnético no depende del tiempo entonces (4.5.4) implica inmedia-
tamente que la derivada de v - B es nula, esto es v - B es constante. Puesto que
V]| es constante, lo anterior implica que la proyeccién de B a la direccién de la
velocidad es una constante. En particular, si B es ademds uniforme, el angulo o
entre la velocidad y B permanece constante.

Se estudiard con mas detalle este particularisimo caso. Conviene escoger el eje
Z paralelo a B, esto es, B = B k. La velocidad en la direccién de Z es constante
porque no hay fuerza en esa direccién, lo que implica que Vi + v3 = constante.
Si se denota por v}z1 a esa constante, entonces

Vi =vpcosd, vy =vpsind.
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Al reemplazar esta forma en la ecuaciéon de movimiento se obtiene inmediata-
mente que

w=p=—— (4.5.5)

que implica que la velocidad angular es constante.

Recopilando lo ya obtenido la velocidad puede escribirse como,
vV = vy [Tcos(wt) +/]'\sin(wt)] + Kvs. (4.5.6)

Toda la dependencia en el tiempo ha sido escrita en forma explicita. Es obvio
también que si se denomina vy a la magnitud de la velocidad, entonces,

V3 = V) COS X, Vi, = Vo sin .

Y las ecuaciones para determinar el movimiento son

X = Vg sin ¢ cos(wt) Y = v sin asin(wt) , Z =V COS X
Por lo tanto,

Vo . .

x(t) = xo+ —sinasin(wt),
w
Vo .

yt) = yo— -, 5in x cos(wt),

z(t) = zy+ votcoscx.

La proyeccién del movimiento al plano XY es una circunferencia de radio

R = q%vo sin o (4.5.7)

4.6. Dipolos magnéticos

En esta seccién se calcula la forma asintética del potencial vectorial A(T), y el
correspondiente campo B, asociado a un pequeiio circuito I" ubicado en un punto
T'. Forma asintética es la forma dominante de los campos evaluados a distancias
mucho mayores que el tamafio del circuito.

Recuérdese que si ||A|| > ||T”]| entonces

1 1 FLA
M ~ (1 + A ) (4.6.1)
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Esta vez el punto de partida es la expresién (4.2.10) con una notacién levemente
diferente y en el caso Ty = oo,

- ol dR
AT)=—¢——= 4.6.2
Rl o e

que se reescribe haciendo el cambio de variables que
sugiere la figura, donde T/ es un vector que sefala
algln punto que pueda razonablemente representar
al centro del circuito y ¥” es la nueva variable de
integraciéon y su magnitud maxima describe el tamano
del circuito. La expresién anterior queda

S ol dr”
bt e S

donde A = ¥ — ¥'. Nétese que este vector A no
depende de la variable de integracién. Al hacer el re-
emplazo (4.6.1) se observa que la primera integral es
nula (§dr” = 0). Queda solo la segunda contribu-
cién, llamada aproximacién dipolar magnética

Figura 4.12: Se calcula el

20N otencial lejano A asociado a
Adipolo(r) = H A3 dr” (4-6-4) un pequerZo circuito T reco-
r rrido por R, esto es ||F"] <

No es dificil demostrar, siguiendo pasos analogos a losl gl $Mitiliz6 al deducir
(4.4.8), que la integral anterior puede ser transformada en

S I, . A
Adipolo(T) = %Ot <§ jgrr "x dr ”) X 33 (4.6.5)

La cantidad encerrada entre paréntesis, que tiene la forma ya conocida IS,
serd llamada momento dipolar magnético m,
I

= ﬁ? FLY (4.6.6)

Asi se obtiene finalmente que

% L Hem X (F—T7)
Adipolo(r) = 4ﬂ||?—?’||3 (467)
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y se refiere al potencial vectorial en ¥ de un dipolo magnético ubicado en 7.
Este potencial es |la forma asintética que el potencial adopta lejos de la corriente
que es su fuente. No debiera extraiiar que el campo, Bd.po|o, que implica Ad,po|o,
tenga rotor nulo como se vera a continuacion.

El campo magnético asociado
Bdlpolo( ) V x Adlpolo( ) (468)

se puede calcular derivando y se puede demostrar que es

o (F-7) ]
Bdlp0|0( ) HOV <m - _HOV(pdipolo(r)

donde @(T) es el potencial escalar asociado al campo magnético lejano de un
circuito,
m- (¥F—7')

(Pdipolo(F) (469)

=T

También es posible definir formalmente un potencial escalar asociado al campo
magnético de un circuito filiforme I" cualquiera por el cual circula una corriente 1.
El circuito se cuadricula en circuitos muy pequenos, es decir, una superficie que
se apoya en [ es parcelada en sectores infinitesimales as’, por cuyo perimetro
se supone ficticiamente que circula una corriente I, de tal modo que la frontera
entre dos de estas subdivisiones tiene corriente neta nula. El potencial escalar
magnético asociado es

@(F)zjdm'(r_r ) _ ] J =t d& (4.6.10)
S

7T anls T
donde se ha usado (4.4.9), es decir, dm = 1dS.

Mas en general la corriente I debiera ser reemplazada por una integral de Ty no
debe perderse de vista que esta definicién da el campo neto (4.6.10) sélo para
aquellos puntos T en los cuales la densidad de corriente es nula.

Este resultado cobrard especial importancia cuando se discuta magnetismo en
materia. En particular en §5.1.1.
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4.7. Problemas

4.1 Calcular el campo magnético que produce un conductor cilindrico infini-
to de radio a por el cual circula una densidad de corriente uniforme J,
longitudinal.

4.2 Calcule el potencial vectorial asociado al campo magnético debido a una
corriente I que circula por un alambre recto infinito usando directamente
la expresién integral para A y demuestre que es

A(F) = —3—‘7’11 n <%) £ (4.7.1)

4.3 Una densidad de corriente T: ]o$ circula por el volumen de un cilindro
metalico recto de radio externo b y radio interno a. Determine el campo
magnético: para p < a; paraa < p < by parap >Db.

4.4 Calcule el campo magnético asociado al potencial vectorial que en coorde-
nadas cilindricas es

— 2 A —
A(p<a)=%<p—%) ¢, Alp>a)=0

4.5 Una esfera de radio R tiene, en su superficie, una densidad de carga uni-
forme oy. Si la esfera esta rotando con velocidad angular w en torno a su
didmetro vertical, obtenga el campo magnético en el interior de la esfera.
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Capitulo 5

Propiedades magnéticas de la
materia

5.1. Magnetizacion y el potencial AM

La materia reacciona ante la presencia de campos magnéticos porque los elec-
trones —en una muestra de cualquier tipo de materia atdmica— en sus orbitales
constituyen pequefios circuitos con corriente sometidos a fuerzas y torques. A
nivel atémico existen normalmente momentos dipolares magnéticos m. Ante la
presencia de un campo magnético B estos momentos dipolares magnéticos estan
sometidos a torques (4.4.8) que tienden a alinearlos con el campo magnético. El
campo magnético que domina a nivel atémico a veces es aquel producido por
orbitales de electrones cercanos y en otros casos domina un campo magnético
aplicado externamente. Estas consideraciones mas otras que escapan a una teoria
clasica de la materia hacen bastante complejo predecir qué tipo de compuestos
quimicos reaccionan de qué forma frente a un campo magnético externo.

Simplificando bastante se puede decir que hay dos grupos muy importantes de
materiales: aquellos que tienen momento dipolar magnético m nulo en ausencia
de un campo magnético externo y los que tienen siempre un m no nulo. En el
primer tipo de materiales el efecto dominante de un campo magnético externo es
reorientar los orbitales atémicos de tal modo que estos aparecen imitando corrien-
tes inducidas 'y por lo tanto creando campos magnéticos que se oponen al campo
magnético aplicado (corrientes inducidas es un concepto que se ve mas adelante).
En este caso el campo magnético total dentro del material resulta menor al

115



116 Patricio Cordero S.

campo magnético aplicado. Tales materiales se denominan diamagnéticos. La
gran mayoria de las sustancias que existen en la naturaleza es de este tipo. Por
ejemplo: bismuto, cobre, carbén, mercurio, oro, plata, sodio, agua.

Otro materiales tienen momentos dipolares magnéticos m a nivel atémico, los
cuales tienden a orientarse en forma paralela al campo aplicado y el resultado
es que el campo magnético en el interior de estos materiales es mayor al campo
aplicado. Son los materiales paramagnéticos. Ejemplos son: aluminio, manganeso,
oxigeno, sodio, titanio, tungsteno, platino.

Hay un grupo aparte de materiales, los llamados ferromagnéticos entre los que se
destacan el hierro, niquel y cobalto. Estos materiales pueden estar magnetizados,
es decir, tienen momentos dipolares magnéticos a nivel molecular que tienden a
estar ordenados en forma espontdnea, por lo que son fuente de campo magnéti-
co: son imanes. Muchos materiales paramagnéticos sometidos a temperaturas
suficientemente bajas suelen transformarse en ferromagnéticos.

Asi, las propiedades magnéticas de la materia estan ligadas a las propiedades
electrénicas a nivel atémico. Concretamente son las corrientes las responsables de
tales propiedades, pero no son corrientes macroscépicas, sino aquellas que existen
localmente a nivel molecular. Estas corrientes por si solas son responsables de la
existencia tanto de densidades de corriente volumétricas ] como de corrientes de
superficie K. A continuacién se vera que el potencial magnético A producido por
una distribucién cualquiera de dipolos magnéticos puede ser escrito como (4.2.4)
y (4.2.14).

Figura 5.1: Interesa el potencial magnético en un punto lejano ¥ debido a un
dipolo magnético M ubicado en ¥ '.

El potencial vectorial en ¥ debido a un dipolo M ubicado en T’ es aquel dado en
(4.6.7)

(5.1.1)
Como ya se vio en (4.6.9) este potencial se puede relacionar con un potencial
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escalar ¢, de la forma

—

- (F—7)

_— 1.2
A ||[F—7)3 (5-1.2)

(Pdlp(?)
e impica un campo magnético

Baip (T) = =10V @uip - (5.1.3)
Lejos del dipolo, su campo magnético puede ser expresado como el gradiente de
un potencial escalar, es decir, este campo magnético tiene rotor nulo (recordar
que en general el rotor de B es proporcional a una densidad de corriente). Esto

es asi porque, al ser un campo lejano, la corriente cuasante del dipolo es nula
lejos de él.

Los pequefios momentos dipolares a nivel atémico permiten definir una densidad
de dipolos magnéticos por unidad de volumen, M(¥), de tal manera que un

pequefio volumen dV tiene asociado un momento dipolar magnético dm —ver
(4.4.9)— dado por

drii = M(F) dV. (5.1.4)

A esta cantidad M (7) se la conoce como la magnetizacién del material.

De aqui que el potencial vectorial, debido a una distribucién continua de dipolos
magnéticos (materia), descrita por M(7), sea,

ey = B[R xir
- %“PM(F’)XV’ﬁdV’
= Bl e
Rl aas k= o1

En esta dltima expresion se reconoce las formas (4.2.14) y (4.2.4) para el po-
tencial vectorial proveniente de densidades de corriente volumétrica y superficial
dadas por

TMZVXM, RM:MXﬁ. (516)
Estas densidades de corriente describen en forma suavizada los efectos de las
corrientes a nivel atdmico que son responsables de las propiedades magnéticas
macroscépicas de la materia.
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5.1.1. El campo magnético de la materia

En lo que sigue se calculard el campo magnético de la materia EM, es decir, el
rotor V X RM. El campo E:M en un punto T particular de una muestra de materia
puede entenderse como una superposicion de dos campos: el campo ]§I(F) que
produce la corriente microscépica local (es decir, se debe a la magnetizacién
M es ese mismo punto) y el campo neto BH( ) producido por las corrien-
tes microscépicas de todo el resto de la materia, excepto la corriente en ¥ ya
contabilizada en ]_5;1. Este dltimo, entonces proviene de corrientes que son nulas
en Ty debiera poder escribirse en la forma de gradiente de un potencial escalar,
tal como en (4.6.9).

Si se toma la expresién de partida del potencial vectorial que se usé para concluir
con la expresién (5.1.5), de ella se puede calcular inmediatamente el campo By,
producido por una distribucién de dipolos magnéticos, calculando el rotor

(= »__ =/
= ”"JVTX M) x (F—7")

Bu(¥ '
m(T) = - T dy

Puesto que este rotor actiia solo sobre la dependencia en T del integrando, M es
una constante para el rotor y se obtiene que el integrando puede ser escrito en

la forma
T (MED- ) _
I ( ||1”—1”’||3

/

Bu(¥) = Bi(F) + Bu(¥) (5.1.7)
donde
N TR ¥—7/ ,
Br=—|M . d
= | Y v
(5.1.8)
- Lo -, ¥—7/ ,
By=—2| (M
"=y J( 7)V) e &
Ya se vio en (4.3.3) \Y Hrf:rf’,||3 = 47153) (¥ — ¥') de modo que
Bi(F) = uoM(¥) (5.1.9)
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que muestra que By es la contribucién de los dipolos locales al campo magnético
que genera la materia.

Una integracién por partes de la expresion para Byy lleva a demostrar que
Bu(F) = —woVo(F). (5.1.10)

La funcién escalar @(7), llamada el potencial escalar magnético, estd dada por

ay’ (5.1.11)

o(F) = 1 JM(r )-(F—7")

an] TP
y ya fue vista en (4.6.10).

Este potencial escalar asociado a ﬁu es el efecto en el punto T de todos los
dipolos del resto de la muestra de materia y es del mismo tipo que (5.1.2).

En resumen se ha demostrado que

Bu(F) = oM (F) — Ve (F). (5.1.12)

5.1.2. El campo magnético total

Hasta aqui se ha calculado un campo magnético causado Unicamente por una
distribucién de dipolos magnéticos, es decir, por las densidades de corrientes
moleculares ]M y K. Para tener una expresion mas general debe agregarse un
término que corresponda a la presencia de corrientes eléctricas de conduccion, ]
de modo que mds en general es necesario hablar de la corriente total

Jr=T+Tm (5.1.13)

Asi el campo magnético asociado se escribe como

. . w [ JE)x(F-F)
B=Bm+ —
M+4nL =7

4y’ (5.1.14)

esto es

ﬁ JFE)x (F=F") ., = .
B(F) = 47J F=7 dV' + poM(¥) — weVe (7).  (5.1.15)
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El campo magnético general proviene entonces tanto de corrientes macroscépicas
—que son las densidades de corrientes de conducciéon J— como de los efectos
propios de la estructura molecular. De aqui que B pueda escribirse como

— —

B =po(H+M) (5.1.16)
donde

H(F) = dV — Ve(F) (5.1.17)

1 JT(?') x (F—7)
an]
con @(7) dado en (4.6.9). El campo H ser4 denominado intensidad magnética,
nombre que no es universal.

5.2. Nuevamente la ley circuital

En magnetostatica se cumple la ecuacién V x B = Ho]T donde, como ya se ha
dicho, ]T = ] + ]M, es la densidad de corriente total de magnetostatica: incluye
tanto a la densidad de corriente macroscépica ] como a la densidad de corriente
Jw definida en (5.1.6). Al reemplazar en esta ley a B usando (5.1.16) se obtiene

— P

VxH=]. (5.2.1)
Tal como antes se pudo deducir la ley circuital (4.3.6) ahora de (5.2.1) se deduce
jg H-df = Ig Ley de Ampere (5.2.2)

r=as

que es la ley circuital para corrientes macroscépicas.

Un caso particular de este resultado es que la intensidad magnética en el interior
de una bobina cilindrica ideal es, ver (4.1.12),

Hiopina =n 1 K (5.2.3)

que depende tan solo del nimero de espiras por unidad de largo y de la corriente
que circula por cada espira. No interesa el material del nicleo que se tenga. Esto
sugiere tratar al campo H como la variable de campo bdsica.

El vector magnetizacion M juega en magnetostdtica un papel semejante al que
juega P en electrostdtica. Asi, como en electrostatica, se tuvo que incorporar una
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ley empirica (1.10.1) que relaciona a P con E, acd también se establece que para
muchos materiales homogéneos, lineales e isétropos se cumple que

—

M(¥) = xH(F) (5.2.4)

donde x es una cantidad adimensional llamada la susceptibilidad magnética del
material. Esta cantidad puede ser positiva (materiales paramagnéticos) o ne-
gativa (materiales diamagnéticos). Los valores de x positivos o negativos para
diferentes materiales son mucho menores que la unidad, tipicamente de orden
1073. Puede tenerse materiales inhomogéneos en el sentido que x depende de la
posicion.

Para los materiales dia- y paramagnéticos la propiedad (5.2.4) es vélida y se
puede escribir

B(¥) = uH(F) (5.2.5)

donde

= o(1+x) (5.2.6)

es la permeabilidad magnética del material.

material /o
hierro (99.95 %) dopado con H . 200000
metal-Mu 50000
Co-Fe 18000
Permalloy 8000
ferrita 1000
niquel 100 a 600
platino 1.00027
vacio 1.0
cobre 0.999994
agua 0.999992

Cuadro 5.1: Valor de la permeabilidad magnética de algunos materias, relativa a la del vacio.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



122 Patricio Cordero S.

5.3. Condiciones de borde

Es de especial interés estudiar las condiciones de borde que se deben satisfacer en
la superficie entre dos materiales magnéticos que poseen las propiedades lineales
recién descritas y en los cuales hay corrientes de superficie. En tal caso se puede
trabajar con las ecuaciones
V-B =0
(5.3.1)
VxH = f
De la primera de estas dos relaciones se obtiene inmediatamente que la compo-
nente normal a la interfaz del campo B es continua:

Bin = Ban (5.3.2)

Para obtener una condicién de borde
de la segunda ecuacién se usa la forma
integral de la ley de Ampere,

jﬁﬁ-szlr
r

. . . en un pequeio camino de integracidn
Figura 5.2: Camino rectangular perpendicular Peq . . &
2 |2 interfaz. rectangular I" (con aristas horizontales

de largo b) como muestra la Figura
5.2. El lado izquierdo da b (H, — H;) - t. El lado derecho es la corriente total
que implica el cruce de corriente proveniente tanto de la densidad volumétrica |

—

como de la densidad superficial (por la interfaz) K:
IZJT-d§+Jleﬁ-d?.

Para esto hay que recordar la ecuacién (3.1.9). La primera integral, puesto que se
trata de un circuito muy chico, puede escribirse en la forma %(ﬂ +Tz) (Aixt)bh
que, al hacer tender h a cero, desaparece. La otra integral se reduce a b (szn) 1.
La igualdad que se obtiene resulta (con h — 0):

(l:lz—ljh) t= (szﬁ) £=K-K estoes Hy—H; =K-k (5.3.3)

donde, como se ve en la figura, K = fi x T. Si en el miembro izquierdo de la
igualdad se sustituye T por K x fi se obtiene i x (H, — H;) -k = K- k. En esta
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altima relacién los vectores que, en ambos miembros de la igualdad, multiplican
a K, son vectores tangentes al plano interfacial, y puesto que T (y por lo tanto
k) definen cualquier direccién en el plano interfacial, se debe cumplir que

—

fi x (H,—H;) =K (5.3.4)

donde fi es la normal a la interfaz que apunta desde el medio 1 al medio 2. Nétese
que la diferencia ljlz — l:i1 tiene una descomposiciéon Unica en una componente
perpendicular a la interfaz (ergo paralela a fi) y una componente paralela a la
interfaz. Esta es una condiciéon de borde tangencial ya que en el producto cruz
que aparece en (5.3.4) sdélo importa la componente paralela a la interfaz.

5.3.1. Refracciéon del campo magnético

Si no hay densidad de corriente K en la in-
terfaz, la componente tangencial de H es
continua. En tal caso se puede deducir una
relacién entre los dngulos y las permeabili-
dades en forma semejante a como se hizo
en electrostatica.

Si se llama 0; al angulo que forma B con la
normal a la superficie interfacial en el me-
dio j, es directo obtener de las ecuaciones
anteriores que

Figura 5.3: E/ campo magnético tiene la
misma componente normal a ambos lados
de la interfaz. En la figura iy > 1,. Debe
(5-3-5) entenderse que ambos campos son evalu-

B, cos 0, = By cos 0,

wB,sinB, = w,B;sin 6, dados en el mismo punto de la interfaz:
cada uno es el limite del valor del campo
y de aqui en el medio respectivo.
tan 0
L] (5.3.6)
tan 0, W

Se puede deducir de estas expresiones que el campo B tiende a hacerse mds
intenso en el medio con mayor permeabilidad magnética. También se puede llegar
a comprender que si se tiene un campo magnético uniforme en una zona vacia y
se introduce un trozo paramagnético, el campo se deforma comportandose como
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si fuese atraido hacia el material y asi un mayor flujo de campo pasa por dentro
del material. Si el mismo experimento se hace con una muestra diamagnética
ocurre lo inverso: el campo se deforma alejandose de la muestra y dentro de ella
el campo es menos intenso.

La propiedad de los materiales paramagnéticos de atraer al campo magnético
hacia su interior los hace candidatos para nicleos de dispositivos en los que se
desee confinar al campo magnético a una geometria especial. Sin embargo, como
veremos, los materiales que, por excelencia, cumplen esta labor son los ferro-
magnéticos. La razén es que la susceptibilidad x para un material paramagnético
es muy pequefia, es decir, B/(uoH) es cercano a uno.

Suele ser necesario analizar casos en los cuales se cumple que V x H = 0. Esta

—

condicién no es equivalente a que B sea irrotacional ya que (5.2.4) —esto es,
M(7) = xH(¥)— no es cierta para todos los materiales. Si H es irrotacional
existe un potencial escalar asociado que se denotard ¢(7),

H(F) = —Vo(F). (5.3.7)

5.4. Flujo magnético
Ya se definié en (4.2.11) la nocién de flujo magnético
O | BoaS—| VxA-aS—p Ao (5.4.1)
s s r=as

como una medida de la cantidad de campo magnético que atraviesa una superficie
arbitraria S de borde I'. Puesto que la divergencia de B es siempre nula este flujo
no depende de la superficie misma. El flujo a través de dos superficies que tienen
el mismo borde I" son iguales.

Finalmente se observa que si se calcula el rotor de ambos miembros de la igualdad
(5.2.5) se obtiene V x B = uV x H = puJ es decir

VxB=y (5.4.2)

a pesar de que al comienzo de esta seccién se afirmé que V x B = pgyJy. Esta
dltima relacién es siempre cierta mientras que (4.1.2) vale solo para materia-
les lineales y homogéneos. Asi, para estos materiales especiales, se cumple que
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p.OTT = p.f Ademas de (4.1.2) se deduce que
jg B - df = ulr (5.4.3)
r

que es aun otra forma de ver la ley circuital de Ampere en el caso de materiales
lineales y homogéneos.

5.5. Ferromagnetismo

En los materiales ferromagnéticos la relacién (5.2.4), I\7l(?) = xﬁ(?), cambia
de significado, porque la respuesta del material es no lineal y, mas aidn, depende
de la historia de la muestra. En estos casos es bueno considerar a H como el
campo independiente y estudiar el comportamiento de B como funcién de H

B(¥) = B(H(T)). (5.5.1)

La razén para tomar H como la

cantidad independiente provie-

ne de (5.2.3), donde se ilustra

que H depende directamente de

la corriente que estd bajo con- o
trol del experimentador sin re-

ferencia a los materiales involu-

crados.

Si se toma una muestra ferro-
magnética con magnetizacién H

nula —esto es, no estd mag-

netizada— y se la somete a Figura 5.4: Histéresis de un material ferromagnético.
los efectos de una intensidad

magnética H de magnitud creciente, con direccidn y sentido fijos, se observa que
el campo B en la muestra también aumenta, para finalmente comenzar a hacerse
cada vez més insensible al valor de la intensidad magnética H aplicada. Llamando
Z a la direccién que tiene el campo a lo largo de su propia direccidn, se observa
que dentro de estos materiales el campo magnético B alcanza un valor méxi-
mo. En materiales ferromagnéticos el cuociente efectivo/ o = (1/10) 0B,/0H,
puede valer varios miles (o incluso cientos de miles) de veces, lo que los hace
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materiales magnéticos Unicos en aplicaciones tecnolégicas. Esto implica que el
campo magnético en el interior de una bobina puede ser cientos de miles de
veces mas grande si se usa un buen material ferromagnético como ntcleo con
respecto a la bobina con nicleo vacio. La definicién anterior depende del valor
de la intensidad magnética H y normalmente se la usa para casos en que el
comportamiento de B(H) es aun lineal, esto es, Hlle es muy pequefio.

Si en la misma muestra anterior se comienza a disminuir H,, se observa (ver
Figura 5.4) que en el material B, no recupera los valores que tuvo en el ascenso,
sino que sistematicamente B, es mayor que aquel que se tuvo a la subida para
el mismo valor de H,. Cuando se llega a H, = 0 hay un campo magnético en el
material: el material se ha magnetizado (1\71 # 0). Si se continua disminuyendo
H,, es decir, si H, comienza a crecer apuntando en la direccién contraria, B,
ird disminuyendo y durante un cierto intervalo de H, se tendra que H y B apuntan
en direcciones opuestas: H y B son vectores antiparalelos, el [lefectivo €S Negativo.
Finalmente B, se anula y si se sigue variando H, en el mismo sentido, H, y B,
vuelven a tener el mismo signo y se puede volver a tener una magnetizacién de
saturacion, solo que con el signo cambiado.

Si, a partir de ese ultimo punto, se vuelve a variar H, en el sentido de la pri-
mera etapa, se alcanza un momento en que H, se hace cero y en ese punto la
muestra tiene una magnetizacién permanente en el sentido opuesto al que tuvo
anteriormente.

Estos ciclos H,-B, se denominan ciclos de histéteris. Al efectuar uno de estos
ciclos se gasta energia en forma de calor la cual se relaciona al drea cuyo perimetro
es la curva cerrada H,-B, correspondiente al ciclo que se estudia. Es un problema
tecnoldgico encontrar materiales ferromagnéticos apropiados para funcionar como
nucleos en circuitos con corriente alterna (e.g. en un transformador) que tengan
curvas de histéresis que impliquen una pérdida minima de energia. Tal es el caso
del hierro dulce.

5.6. Circuitos magnéticos

A continuacidn se vera el concepto de circuitos magnéticos y el concepto asociado
de reluctancia. La idea intuitiva se basa en la analogia con la ley de Ohm: £ = RI.
El lugar de la fem & lo toma la “fuerza magnetomotriz', fmm, el andlogo de la
corriente es el flujo magnético @ y el de la resistencia lo toma la reluctancia R.
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Se verd que la fuerza magnetomotriz, (fmm) se identifica con NI (ver mds
adelante) y en circuitos magnéticos se puede usar leyes como las de Kirchhoff
vistas en §3.2.4. La primera se puede obtener de V- B = 0 y la segunda a partir
de j;rﬁ - d¥ = NI, donde NI es la fmm (la corriente total) que pasa por una
superficie que se apoya en I'.

Figura 5.5: A la izquierda un niicleo toroidal de seccidn circular y a la derecha
un nicleo toroidal de seccion rectangular.

Ejemplo: Consideremos una bobina toroidal de N vueltas, de seccién rectangu-
lar, como en la Figura 5.5, de radio interno a, radio externo b y altura h. La ley
circuital de Ampere permite obtener que la intensidad magnética en el interior
de esta bobina es

~ NI

H(p> d)) = 27Tp

¢
y el campo magnético, de acuerdo con (5.2.5), es n multiplicando a la expresién
anterior. A partir de este B se puede calcular el flujo ® de B por una seccién

rectangular de la bobina (drea (b — a) h) y resulta:

NIh b
D = ”2—7[ In (E) (5.6.1)
que implica que
pnoin{y

El lado izquierdo, NI, es la caracteristica de la bobina que se identifica con la
fmm y el gran paréntesis de la derecha es, en este caso, la reluctancia R.

27

R—_ ="
phin(2)

(5.6.3)
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Se puede ver que si la seccién de la bobina aumenta, R disminuye, y mientras
mayor sea la permeabilidad magnética menor es la reluctancia.

Ejemplo: Consideremos una bobina toroidal de N vueltas con corriente I, de
seccién rectangular, radio interno a, radio externo b, altura h con un ntcleo que
en la zona 0 < ¢ < « tiene permeabilidad magnética [t y en el resto tiene
permeabilidad magnética ;.

Se sabe que el campo magnético en el nicleo es de la
forma de una constante ¢y dividida por el radio p de
coordenadas cilindricas y la magnitud de la constante cg
no puede depender del medio porque el campo no sufre
discontinuidad alguna al pasar de un medio al otro,
B = $co/p. La intensidad H es diferente en ambos
medios y la relacién es H, = g/ua (medio a =1
6 a = 2). Si se escoge un camino I" de integracién que
es una circunferencia de radio p, concéntrica a toda la

geometria tal que a < p < b y se utiliza la ley circuital

se obtiene Figura 5.6: Un nicleo to-
roidal hecho con dos mate-
riales diferentes.

Hi(p)op+Halp) 2m— o) p =NT  (5.6.4)

donde Hy, con k =1 o k = 2, es la magnitud de H en el medio k a distancia P
del eje de simetria; o p es el largo de la parte del camino I" que estd en el medio
k=1y (2mr— «) p es el largo de la parte de I" que esta en el medio k = 2.

La misma relacién anterior se puede reescribir

(&425%) pBlol =1 (5.6.5)
i H2

Usando con lo que se habia dicho antes

S NI ¢
™ i P
El flujo de este campo a través de una seccién cualquiera del ntcleo es
NI b
O®=—-5—hln <—) (5.6.7)
& a
T 12
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relacion que se puede escribir como
(R1+R;) @ =NI (5.6.8)

donde
1 2n—«

Tiehm (D)

1 o

N R (Y)

2

Ejemplo: Si el nicleo esta dividido en n zonas de permea-
bilidades Wi, - -, 1, tal que por todas ellas pasa el mismo
flujo @, como en la Figura 5.7, se determina que la reluc-
tancia equivalente, Rq s
Req=Ri+- - +Rn (5.6.10)
porque se trata de reluctancias en serie. En este ejemplo las
superficies entre dos medios son ortogonales al campo, de

modo que la condicién de borde que se usa es la continuidad
de las componentes normales de B : B;,, =By, = - --

Ejemplo: Consideremos el caso de la Figura 5.8. Se tiene
un nucleo en forma de 8 dividido en tres sectores con per-
meabilidades magnéticas W, 1y y 13 y reluctancias Rq, R,
y R3 respectivamente. En cada una de estas tres partes los
flujos magnéticos son @, @, y ®3. La ecuacién circuital
implica que

Ri 01 +R,D,
R, D, — R;D;

NI
=0

Pero de la figura es obvio que ademas

O =0, + O3

Con estas tres ecuaciones lineales se puede despejar que

RiRy+RaRs+ R3 Ry
R+ Rs
Rtot (D1

NI D,

Universidad de Chile

(5.6.9)

Figura 5.7:  Un
nicleo toroidal hecho
con cuatro materiales
diferentes.

M=)

n

- —)

Figura 5.8: Un cir-
cuito magnético sen-
cillo.

(5.6.11)

(5.6.12)

(5.6.13)
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donde

Riot €s la reluctancia total del sistema. Puesto que R; esta en serie con

el sistema de R, y R3 y estas Ultimas estdn en paralelo, entonces es interesante
estudiar Ry3 = Riot — Ry para obtener la reluctancia equivalente a las dos
reluctancias R, y R3 en paralelo. Un minimo de édlgebra conduce a

5.7.

5.1

5.2

1 1 1

—_— = —— 4 — 5.6.14
Rz R Rs ( )

Problemas

Considere una bobina toroidal de seccién rectangular de N espiras, por
cada una de las cuales circula una corriente 1. El radio interior de la bobina
es a y el exterior es b y la altura es h. El nicleo de esta bobina es de
un material inhomogéneo en tal forma que su permeabilidad magnética n
depende tan solo del dangulo polar ¢ y satisface

% =1+4kcos’ d (5.7.1)

Determine la intensidad magnética H en todo el interior de la bobina.

Un disco de radio a gira con velocidad angular w constante en torno a
su eje natural. Este disco tiene densidad de carga uniforme o. Si se fija el
centro del disco en el origen y se hace coincidir al eje de rotacién con el
eje Z, el disco estd en el plano XY.

Determine el campo magnético sobre el eje Z que determina el sistema
descrito. Pero antes de calcularlo trate de adivinar al menos el signo de B
sobre el eje Z tanto para z > 0 como para z < 0.

En particular escriba Benelcasoz =0 y la forma asintética de la magnitud
de B sobre el eje Z cuando |z| es muy grande: |z]| > a.

5.7. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Electromagnetismo 131

5.3 Calcule el campo magnético que produce una corriente superficial Ky que

circula por una cinta plana, de lar-
go infinito y de ancho a, sobre una
recta, paralela a la cinta, a una dis- a K
tancia h del eje de la cinta sobre la  *
perpendicular a la cinta que corta
ese gje.

Cinta con corriente superficial Ko produce
campo magnético que debe ser calculado

en el plano vertical de simetria.

5.4 Se tiene un conductor cilindrico infinito de radio interior a y radio exte-
rior b. Este conductor tiene una densidad de corriente que, expresada en
coordenadas cilindricas y donde « y [3 son constantes conocidas, es

=

J(a§p§b)=%$+ﬁﬁ

La densidad de corriente es nula en el resto del espacio. Obtenga el campo
magnético en todas partes.

Obtenga el campo total en cada zona: la zona interior, la zona conductora
y la exterior.

5.5 Se tiene un nlcleo en forma toroidal que ademas tiene una rama en forma
de didmetro. En esta rama hay una bobina de N vueltas conectada a una
bateria de modo que por ella circula una corriente I,.

El ndcleo tiene zonas como las que indica la Figura 5.8 con diferentes per-
meabilidades magnéticas: 1y, 1y y K3. Las respectivas reluctancias, en cada
una de estas zonas, son conocidas y valen R, R;, R3 respectivamente.
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Capitulo 6

Induccion

6.1. Ley de Faraday-Lenz

6.1.1. La fem inducida

Por afios Faraday hizo experimentos buscando la forma de producir electricidad
a partir de un campo magnético y lo vino a lograr en 1831. En una disposicidn
parecida al esquema de la derecha en la Figura 6.1 logré ver que al conectar
o desconectar una bateria del circuito primario aparecia una corriente de corta
duracién en el secundario. A menudo se menciona a este como el descubrimiento
mds importante que se puede mencionar en la prolifica vida de Faraday. En
forma independiente Joseph Henry hizo el mismo descubrimiento al otro lado del
Atlantico.

|
© % (@)

Figura 6.1: Si se mueve el iman en la figura de la izquierda o se conec-
ta/desconecta la bateria del circuito 1 en la figura de la derecha, aparece una
corriente repentina en el circuito 2.
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En la Figura 6.1 se muestran dos sistemas eléctricos en los que se observa induc-
cién al detectar el paso de corriente con un galvandmetro. A la derecha se tiene
una bobina primaria, conectada a una bateria y una bobina secundaria cerrada a
través del galvanémetro. Cuando el circuito primario se cierra se detecta corrien-
te en el secundario por un breve tiempo. Cuando el circuito primario es abierto
vuelve a observarse brevemente una corriente en el secundario. En el caso a la
izquierda se tiene el mismo circuito secundario pero esta vez se detecta corriente
en él cada vez que un iman es movido en las cercanias de la bobina secundaria.

Estas situaciones y otras pueden ser sintetizadas en una ley que es enunciada
mas abajo. Ella relaciona la variacién del flujo magnético a través de un circuito,
con la fuerza electromotriz £ que se induce en el circuito. Mas en general, si el
flujo de campo magnético que atraviesa un circuito cambia en el tiempo aparece
una fem en ese circuito. Este fendmeno se llama induccion.

Se llama fuerza electromotriz (fem) & a la integral sobre el camino cerrado T,
5V=§Epdf¢o. (6.1.1)
r

En los capitulos anteriores nunca se tuvo un campo eléctrico que no fuese causado
por la presencia de cargas. Esta es una situaciéon nueva: la integral del campo
eléctrico en un camino cerrado no se anula, lo que implica que

VxE#£0 (6.1.2)

lo que implica que las integrales de camino [ E - dT dependen del camino que se
escoja y por lo tanto la nocién de diferencia de potencial que se conoce hasta
aqui no puede sostenerse.

El flujo magnético a través de una superficie cualquiera ya fue definido en (4.2.11)
y es

@S:J§4ﬁ3§ A dr. (6.1.3)
S =08

El signo de dS ests ligado al signo de dT por la regla de la mano derecha.
El nuevo ingrediente es la Ley de Faraday-Lenz que establece que,

dds

Er=as = “a (6.1.4)
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Esta ley experimental puede ser llevada a una forma diferencial que corresponde
a una de las ecuaciones de Maxwell. En efecto, el flujo en el lado derecho puede
ser reemplazado por su definicién y £ en el lado izquierdo puede ser escrita como

n (6.1.1), pero utilizando el teorema de Stokes esta es la integral de superficie
del rotor del campo eléctrico,

- 0B
J VxE-dSZ—J -dS . (6.1.5)
S ot
Puesto que la superficie S es arbitraria se debe cumplir que
0B
E=——". 1.
V x ot (6.1.6)

Ya que el rotor del campo eléctrico no es nulo, el concepto de potencial usado
tanto en electrostatica como en el caso de corrientes continuas no puede seguir
siendo valido y sin embargo, si en la ecuacién anterior se reemplaza B por V X A,

se obtiene ~
- 0A
E4+—"—] =0 1.
V x + m (6.1.7)

que muestra que, si bien el rotor de E es no nulo, hay otra cantidad irrotacional,
y por ende existe un potencial escalar V asociado a esa cantidad. Se despeja
entonces que,

y OA(F, 1)

E(F 1) = —VV(¥,t) — (6.1.8)

El campo eléctrico que induce una variacién de flujo magnético ocurre en cual-
quier medio —incluso en vacio— y no necesariamente en un conductor.

Hay que subrayar que el concepto de fem inducida £ siempre estd asociado a un
camino cerrado el cual no tiene que tener una realizacién material. La aparicion
de este concepto estd ligada al hecho que la integral (6.1.1) no se anula. Aunque
es una cantidad que se mide en Volts, igual que las diferencias de potencial, es
incompatible con el concepto de diferencia de potencial, que se basa en que la
integral cerrada §E dr sea nula.

6.1.2. EIl caso de una bobina ideal con corriente variable

Si se tiene una bobina ideal —infinita, de radio a, n vueltas por unidad de largo—
con corriente I(t) ella produce un campo magnético B(t) tan solo en el interior
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y este es
=ponlI(t) k p<a

oe]]

(6.1.9)
B =0 p>a

Si se toma un camino cerrado, centrado en el eje del cilindro, y de radio p > a,
se tiene en él una fem

y como @ = ponlI(t)7ra® entonces

—ponina?=E2mp = E(p>a) Z—@ni% )

(6.1.10) M
que es no trivial pero tiene rotor nulo, lo que es consistente
con que B afuera es nulo. A

Si se considera un camino circunferencial de radio p < ase | ..
obtiene el

—ponlnp? =E2mp = E(p <a)= —%nip $

a0

Figura 6.2: Una bo-

cuyo rotor es

- .k 902 N o e
VXE= —%n __p — —HoTlIk bln‘? cilindrica /de,_al de
p 0p radio a con corriente
B variable 1(t). Se cal-
que efectivamente es —%—‘f como se ve de (6.1.9). El campo cula la fem asociada

a dos caminos cerra-
dos, con radios mayor
y menor que a.

’ . . . ./ DN .
eléctrico es siempre en la direccién ¢ y es continuoen p = a.
El potencial vectorial

. %TLIP@» p<a

Apd) = - (6.112)
%nl%d)) p=>a

implica que el campo magnético para p > a es nulo porque A tiene rotor nulo
en esa zona. El campo B para p < a resulta igual al descrito en (6.1.9).

Al calcular el campo eléctrico en la forma E = —%—’t\ se obtiene (6.1.10) cuando

p>ay(6.1.11) cuando p < a. Todo es consistente.

6.1. LEY DE FARADAY-LENZ Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Electromagnetismo 137

Lo notable de (6.1.10) es que existe un campo eléctrico inducido en una zona
donde no hay campo magnético del todo. Podria, erradamente, pensarse que
hay accién a distancia: el campo magnético que existe tan solo dentro de la
bobina implica un campo eléctrico (6.1.10) arbitrariamente lejos de la bobina.
De lo anterior debe subrayarse que el potencial vectorial /i(*) —a pesar de no
ser (nico— es un objeto fisico que, en este ejemplo, es creado por la corriente
en la bobina. El implica tanto las propiedades de B como las de E.

6.1.3. Sobre relatividad

En relatividad (Lorentz 1904, Einstein 1905) la relacién
entre coordenadas y tiempo entre dos sistemas de referen-
cia que se mueven con velocidad relativa v, como indica
la figura, es

X X'

ct’ =y(ct—px) y
Z

=y
e Bt : (6.1.13)

Figura 6.3: Dos siste-
mas de referencia con
velocidad relativa v en
donde B =v/c y vy=1//1—p2 Eneste con- |, direccién X

texto las componentes de los campos E y B medidas en

ambos sistemas de referencia se relacionan por

E =E, B, = B,
E, =7 (E,—BcB.) B, = (By + B E./c) (6.1.14)
E, =7y (E. + BCBy) B, = (B. — B Ey/c)

Si tan solo interesan casos con velocidad v mucho menor que la de la luz se
puede hacer la aproximacién y =~ 1.

Por eJemplo si en un sistema de referencia E = 0 y hay un campo magnético
B = Boj es decir, solo la componente By es no nula, entonces en el otro sistema
de referencia se tiene que E, ~ v By.

Hay una mejor forma de escribir las transformaciones de los campos E y B. En
lugar de considerar las tres componentes cartesianas de los campos, los campos
se descomponen en la parte paralela y perpendicular a la velocidad relativa entre
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los sistemas de referencia. La transformacién ahora es

B =§ Bj =B
(6.1.15)
’L:y<El+\7xB> B’L:y(BL—J—ZﬁxE)
Las transformaciones en el limite no relativista se reducen a
E/ =E+vxB
- ) (6.1.16)

porque setomay =1, fc=vy p =0.

Las transformaciones, relativistas o no, muestran que los campos eléctrico y
magnético no tienen existencia independiente. En el caso en que en un sistema
de referencia se tiene uno solo de ellos, en otro ambos estardn presentes.

No debe pensarse mas en los campos eléctrico y magnético como dos entes
independientes: el campo electromagnético (E, B) es un solo todo.

La fuerza que un campo electromagnético ejerce sobre una carga q en 7(t) con
velocidad V(t) es la llamada fuerza de Lorentz

F=q (E@+v1) xB{F) . (6.1.17)

El argumento T en los campos es la posicidn de la carga q y, en general, depende
del tiempo: ¥(t). Puede ocurrir que ademas los campos dependan del tiempo. La
notacién completa debiera ser E (¥(t), t).

Ejemplo: Si se tiene un iman en reposo y por su vecindad se desplaza una
particula puntual con carga g que en el instante t tiene velocidad V(t) y no
hay otro campo eléctrico que el de la propia particula, la fuerza sobre ella es
meramente F = qV x B.

Si la misma situacion es vista desde el sistema de referencia S’ en que la particula
estd en reposo, el imdn se mueve con velocidad V! = —V. La fuerza tiene que
ser la misma, pero esta vez la velocidad de la particula es nula, por lo que al
aplicar (6.1.17) el segundo término necesariamente es nulo. Esto implica que en
este nuevo sistema de referencia si hay un campo eléctrico, y este tiene que estar
producido por el movimiento del imdn. En efecto, (6.1.16) establece que ese
nuevo campo eléctrico es E/=vxB, por lo que la fuerza en el nuevo sistema de
referencia es, en la aproximacién no relativista, igual a la fuerza original, qV x B.
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6.1.4. Campos y movimiento

En la expresién (6.1.1) para £, que se vio mas
arriba, aparece Er en el integrando. Lo que se ha
querido decir es que debe usarse el campo eléctri-
co Er(¥) evaluado en el sistema de referencia que
acompafia al punto ¥ del camino I de integracién.

Hay que atender a esta diferencia porque a veces
se utilizard caminos I' que cambian con el tiem-
po. Se subraya que se necesitard saber que (en la
aproximacién no relativista)
Er=E+VxB (6.1.18)
donde E y B son los campos en el sistema de refe-
rencia del observador y V es la velocidad del punto
T del camino I" que se esté considerando. La ex-
presién anterior debe reconocerse como (6.1.16).

La ecuacién (6.1.6) es valida en cualquier sistema
de referencia, pero la definicién (6.1.1) es no local
y es necesario reescribirla utilizando (6.1.18)

& = j@ <E+\7 X ﬁ) L dF . (6.1.19)

139
A
A \'
qO
S’
=
S | IMAN |

Figura 6.4: En el sistema de refe-
rencia S hay un iman quieto y una
carga q con velocidad V: la fuerza
de Lorentz sobre q es F = qV x B.
En el sistema de referencia S’, que
se mueve con velocidad V con res-
pecto a S, la carga estd quieta y el
iman esta en movimiento. La par-
te magnética de la fuerza es nula
porque la velocidad de la particula
es nula.

La primera integral puede ser convertida en una integral de superficie gracias al
teorema de Stokes, § E-dr¥ = [V x E- dS y esta dltima puede ser escrita como

—f%—? .dS lo que permite finalmente escribir

B - [=
Er:—JawiS—ng-(ﬁxdF) (6.1.20)
ya que arriba se ha demostrado que
A0 d (s .~ (OB .~ [= .. ..

La definicién de fem en (6.1.1) hace uso de un sentido de integracién arbitrario.
Una vez que se hace esa eleccién de sentido de integracion queda fijado el sentido
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AR

Figura 6.5: Un conductor en forma de U mds una barra deslizante con velocidad v.

positivo de recorrer el camino I'. Si la velocidad usada en las expresiones anteriores
se separa en componentes paralela y perpendicular al dT correspondiente: vV =
V, + V., tan solo contribuye vV, esto es, tan solo interesa las deformaciones
perpendiculares a la direccién del camino T'.

6.1.5. Ejemplo basico

El resultado anterior se ilustra con el circuito de la Figura 6.5. Se trata de un
camino " rectangular fijo excepto que su lado derecho se mueve con velocidad
V. La superficie (de dimensiones b x x(t)) que encierra el rectangulo, es cruzada
por un campo magnético que se escoge que sea oscilante:

jost]

(7, t) = B(7) sinwt . (6.1.22)

El flujo magnético @ trivialmente es
x(t) b
O = J dx J dy B;(7) sin wt (6.1.23)
0 0
y se puede calcular que la fem inducida, es decir, —d®/dt es

x(t) b b
5:__:_J de dyl%(?)wcoswt—vJ' B5(7) sin wt dy .
0 0 0

Y debe compararse con lo que da (6.1.21) que consta de dos integrales, una
contiene a 0B/0t y la otra contiene a B -V x dT. La primera lleva a calcular

Jjw cos wt B(¥) - Kk dx dy :JJw cos wt B3 dx dy
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y la segunda es una integral sobre el circuito cerrado pero al tener a vV en su
expresion, recibe contribucién de la parte mévil y da

b b
J sin wt B(F) - v xj dy :J Bs(F)sinwtvdy .
0 0

Las dos integrales sumadas dan lo que (6.1.21) establece.

Si la vara mévil es conductora y el resto del rectangulo no lo es, las cargas de la
vara se acomodan creando un campo eléctrico en el interior de la vara de tal modo
que anula el campo eléctrico inducido. Esto implica que aparece una diferencia
de potencial entre los extremos de la vara conductora el cual es numéricamente
igual a la fem & inducida.

6.1.6. Circuitos con otros elementos

» Si se conecta un condensador de capacidad C, con carga inicial Qo, con una
resistencia R, como se muestra en la Figura 6.6, el condensador se comienza a des-

cargar debido a la corriente I = Q(t) que se establece.
Si no hay flujo magnético a través del circuito,
se cumple que §E - dF¥ = 0, y esta integral se 1'\

desglosa en las caidas de potencial en ambos ele-

mentos, 2 _
9+RQ:0. (6.1.24) R C *

C

Esta ecuacién para Q(t) tiene por solucién

Q(t) = Qpe v/kC . (6.1.25) Figura 6.6: Un circuito RC. La
figura indica la polaridad del con-
densador y el sentido de circula-

La carga del condensador, inicialmente Qp, de- .
clon que se escoge como pOSItIVO.

crece exponencialmente con el tiempo. El tiempo
caracteristico de esta descarga es T = RC.

Los signos en detalle: al integrar a lo largo del circuito, usando el sentido posi-
tivo que indica la Figure 6.6, el campo eléctrico dentro del condensador apunta
de positivo a negativo, es decir, en la direccién escogida para integrar. Por esto
la integral IE dr da —I—%. La corriente I en el formalismo no tiene un signo
relevante, de modo que por definicién la integral del campo, en el sentido po-
sitivo escogido, se pone como RI. Fisicamente la corriente va desde la placa
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Figura 6.7: Si hay un campo magnético apuntando hacia arriba dentro del cilindro y creciendo
en el tiempo, se deduce que hay un campo eléctrico inducido que, por el lado visible del cilindro,
apunta hacia la izquierda.

positiva a la negativa, es decir, en el sentido negativo, lo cual es consistente con
que I =Q <0.

Si el circuito de la Figura 6.6 es atravesado por un flujo magnético, lo consistente
con lo anterior es definir @ = fﬁdg con dS apuntando hacia afuera de la figura
(regla de la mano derecha). La fem, £ = —‘ll—cf tiene el signo que esto implica y
la ecuacién completa, en lugar de (6.1.24), es

g—i—RI:g . (6.1.26)
C

Si al circuito anterior se le agregara, en serie al condensador y la resistencia, una
bateria, la ecuacién tendria un término extra £&, con el signo que corresponda
a la forma en que sea conectada.

» La configuracién en el diagrama de la izquierda en la Figura 6.7 representa
un conductor perfecto lineal que rodea un cilindro y luego se cierra con una
resistencia R vertical. Si en el interior del cilindro hay un campo magnético
apuntando hacia arriba y creciendo en el tiempo, la fem inducida en el circuito
implica que hay un campo eléctrico que apunta en la direccién —fl\) y por lo tanto
la corriente por la resistencia va hacia arriba y vale I = &;/R. Si el conductor
da dos vueltas, como en el diagrama de la derecha, el flujo por la superficie que
se apoya en el conductor es el doble que en el caso anterior y I = &,/R donde
&, = 2&; Los signos descritos se pueden comprobar definiendo el flujo magnético
con un dS hacia arriba o hacia abajo porque el sentido de E no puede depender
de las convenciones de signo.
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Figura 6.8: Existe un campo magnético variable solo dentro de un cilindro recto infinito.
Alrededor de él hay un circuito rectangular con resistencias Ry y Ry, en aristas opuestas. Se
comprueba que un voltimetro mide una diferencia de potencial V, entre los extremos de las
resistencias, que depende del lado en que estd el voltimetro.

6.1.7. Diferencias de potencial indefinidos

Para ilustrar casos en que el concepto de diferencia de potencial no es aplicable, se
considera un circuito, representado en la Figura 6.8, formado por dos resistencias
R1y R, que se unen en los puntos A y B. Se supondra que se tiene un campo
magnético variable que es no nulo solamente por dentro de un tubo recto infinito
que pasa entre las dos resistencias. El flujo a través del circuito es @ (t) e induce

una fem £ = —%2 y por lo tanto por las resistencias circula una corriente

dt
£
[=———. 6.1.27
Ry + R, ( )

La integral jg E-drf =V — Ryl es nula porque ese camino no encierra al
BVAR;B

flujo magnético variable. Al calcular % E - d¥ = V + RyI esta integral vale
_ _ BVAR,B
& porque si encierra al flujo. En ambos casos V es la caida en el voltimetro.

Igualando las expresiones para V que hay en ambos casos se tiene RjI = £ —R;1
que equivale a (6.1.27).

Por lo tanto al conectar un voltimetro por el lado derecho de la figura a los
puntos A y B los roles de R; y R, se intercambian y ahora se tiene que V = R;1
y que V + RyI = £ y nuevamente se tiene (6.1.27). Pero debe observarse que
los dos voltimetros conectados a los mismos puntos A y B indican algo diferente
seglin si la conexién se hace por la izquierda o la derecha, mostrando que entre
A y B no se puede definir una diferencia de potencial.
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6.1.8. En la practica

Si no hay flujo magnético a través de un circuito I" entonces se puede aplicar las
leyes mds usuales del capitulo de corrientes continuas.

Considérese en forma abstracta un circuito que
consiste de una bobina Ly el “resto”. Se sepa-

ra el circuito con una linea ficticia AB, como W
en la Figura 6.9 para poder hablar de dos sub- L

circuitos: LAB y AB +resto. Si por el segundo A
subcircuito no pasa flujo magnético alguno en-

tonces
E-df=0 -
jQAB resto REStO

y en este subcircuito no hay problema con el _, o

- : : Figura 6.9: hay veces que si tiene
concepto de diferencia de potencial. Se puede ) i .

. . . sentido hablar de una diferencia de po-
usar las expresiones ya conocidas de corriente ;.,qia/
continua para escribir las ecuaciones de esa
parte del circuito. El camino cerrado LAB por otro lado, tiene asociada una fem
& que —para efectos de relacionarla con la otra parte del circuito— puede ser
tratada como una diferencia de potencial.

En lo que sigue siempre se supondra que los campos magnéticos estdn dentro de
las bobinas y en ningln otro lado. De esta manera a todo elemento del circuito
(resistencias, condensadores) se les puede asociar diferencias de potencial sin
ambiguiedad. El tratamiento de las bobinas en estos circuitos es lo que se aprende
en las secciones que siguen.

6.2. Autoinduccion

Un circuito por el cual circula una corriente, crea un campo magnético que tiene
un flujo a través de este mismo circuito: el autoflujo.

Puesto que el campo magnético es proporcional a la corriente que hay en el
circuito, el autoflujo también lo es. Este autoflujo solo depende de la corriente y
de la geometria del circuito. De aqui que

(Dautoflujo =L I) (621)

6.2. AUTOINDUCCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Electromagnetismo 145

y L es el coeficiente de autoinduccion. Este coeficiente L es una caracteristica del
circuito mismo y solo depende de un factor definido por su geometria multiplicado
por la permeabilidad magnética . Los signos para definir el flujo @ y la corriente
I deben ser elegidos en forma coherente de tal forma que L sea una cantidad
positiva. Los elementos de un circuito que poseen un coeficiente de autoinduccién
se les suele llamar inductancias.

La fem que un circuito induce sobre si mismo, o fem autoinducida &€,,,, €S

- d(Dauto

gau o —
’ dt

(6.2.2)

Normalmente se trabaja con casos en que L es constante, de modo &,up0 =
—LI. En un circuito con corriente variable se induce una fem que hace variar la

corriente. La fem inducida tiende a crear una corriente que se opone a la variacién
de L.

Como se ha dicho en el caso de un circuito eléctrico estandar se supone, en
general, que todos los efectos magnéticos estdn confinados a las inductancias,
es decir, se supone que no hay flujo magnético apreciable atravesando el circuito
como un todo, por lo cual el circuito mismo no tiene fem inducida: la fem inducida
existe localmente en las inductancias. Bajo esta hipétesis simplificadora, que es
tan solo una aproximacién a la realidad, la integral de camino ¢ E-dr = 0 hecha a
lo largo de todo el circuito se supone nula. En este sentido se aplicara la segunda
ley de Kirchhoff de ahora en adelante y en particular se habla de las caidas de
potencial en condensadores y resistencias.

En uno de los problemas propuestos al final se pide demostrar que el coeficiente
de autoinduccién de una bobina cilindrica ideal es

L =un?y (6.2.3)

donde n es el nimero de espiras por unidad de longitud y V es el volumen del
interior de la bobina.

6.2.1. Circuito LC

A continuacidn se resolvera la evolucién temporal de un circuito como el de la
Figura 6.10, que consta de un condensador con carga inicial Q(0) = Qo y que
se cierra con una inductancia L. La corriente inicial es nula: I(0) = 0.
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Carga y Corriente

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tiempo

Figura 6.10: Izquierda: Un circuito ideal LC: la diferncia de potencial en el condensador debe
ser igual a la fem autoinducida en la bobina. Derecha: la carga Q(t) (medida en Coulomb)
representada por la linea continua y la corriente 1(t) (medida en Ampére) en linea de puntos.

En todo instante la caida de potencial en el condensador estd determinada por
la carga del condensador y por su capacidad, V(t) = Q(t)/C, que se define
positiva. Tan pronto el circuito se cierra el condensador comienza a descargarse,
es decir, Q(t) inicialmente es una funcidn positiva y decreciente. Ademds aparece
una corriente I(t) = Q(t) que es negativa porque Q es decreciente. Puesto que
I comienza valiendo cero la evolucién al comienzo la llevard hacia valores cada
vez mas negativos. Por el momento se tiene entonces que I<o.

La fuerza electromotriz que aparece en la inductancia es £ = —LI y, por lo que
recién se ha dicho, inicialmente es positiva. La ecuacién del circuito establece
el equilibrio entre la diferencia de potencial en el condensador y la fem en la
inductancia,
Q)
C - )
= —-10. (6.2.4)

Esta es la ecuacién de un movimiento armdnico simple. La solucién con las
condiciones iniciales ya dichas es

Q(t) = Qg cos <\/%) ,

= — Qo sin L
I(t) = Jic (ﬁ) . (6.2.5)

El condensador se descarga después de un tiempo t = T/4 = m/LC/2 pero
la corriente en ese instante tiene una magnitud |I|,,.x. Transcurrido un tiempo
total T/2 el condensador estd otra vez con maxima carga, pero con polaridad
contraria a la original. En ese momento la corriente es nula y comienza el proceso
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de descarga en sentido opuesto. Y asi el sistema contintia oscilando con periodo
T para siempre.

El hecho que oscile indefinidamente se debe a que el sistema, tal como fue
definido, no da lugar a pérdidas de energia. La energia Uy es una constante
en el tiempo. En el momento inicial no hay corriente por lo que no hay campo
magnético. Toda la energia se debe al condensador. Como se sabe esta es

Uy = =2 (6.2.6)

la que no debe ser confundida con la energia del condensador en cualquier instante
posterior, la cual es: Uc = Q(t)?/2C.

En un instante arbitrario la energia total estd repartida entre la energia del con-
densador Uc y la energia U que hay en la inductancia L. Esta ultima energia se
debe al campo magnético que hay en la inductancia, causado por el paso de la
corriente I(t). Es decir, U debe poder expresarse en funcién de I y de Ly, por
otro lado, tiene que valer U (t) = Uy — Uc(t). Se demuestra asi que

U (t) = =LI(t)?. (6.2.7)

Mas tarde se verd que esta Ultima expresién da la forma general que tiene la
energia de una inductancia debida a su propio campo magnético y es vilida
también en el caso magnetostatico, I = constante.

La analogia con una ecuacién de mecdnica que tiene (6.2.4) es un hecho que se
aplica a otros circuitos que evolucionan en el tiempo. Es tipico que L juegue el
papel de la masa, los condensadores juegan el papel de fuerzas eldsticas (resortes)
y, como se verd, las resistencias producen un efecto semejante al de fuerzas
viscosas.

El parrafo anterior sirve para comprender que en los problemas electromagnéticos
dependientes del tiempo el factor L juega un papel central. No tomarlo en cuenta
es semejante a intentar resolver problemas de movimiento en mecanica borrando
de las ecuaciones de Newton el término de masa por aceleracion: mv.

6.2.2. Circuito RL

Se considera ahora un circuito formado por una resistencia R, una bateria cuya
fem asociada es & y una bobina con coeficiente de autoinduccién L. Todos los
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elementos estan en serie y cualquier resistencia en la bateria o en la bobina es
absorbida en R. La fem neta en el circuito es & — LI, que debe igualarse con la
caida de potencial en la resistencia,

E — LI =RI = L= E —RI. (628) W

Esta ecuacidn es matematicamente equivalen- ——
te a la que se obtiene en mecanica para una
particula en presencia de una fuerza constante
y una fuerza de amortiguacién: mv = mg—cv. %_
El coeficiente L nuevamente juega el papel de la

masa en mecdnica y R es andlogo al coeficiente Figura 6.11: Un circuito RL con
de viscosidad. bateria.

La solucién de la ecuacién anterior es,

I(t) = % (1 — exp [—%]) + [hexp [—%} . (6.2.9)

Se observa que, sin importar cual sea el valor inicial de la corriente, esta tiende
a un valor constante I(co) = &y/R. El circuito anterior tiene un tiempo carac-
teristico

t=L/R (6.2.10)

llamado el tiempo de respuesta del circuito. Para tiempos t mucho menores a T
la solucién (6.2.9) toma la forma,

(6.2.11)

I(t) ~ I, + (@) t

En particular si R = 0 el tiempo de respuesta es infinito y (6.2.11) se convierte
en una ecuacién exacta:

I(t) =Io + %t . (6.2.12)

La corriente crece linealmente en forma indefinida. Esto se debe a la ausencia de
un elemento disipativo como es la resistencia. La bateria provee de mas y mas
energia a un sistema que no pierde energia. Es el analogo al caso de una particu-
la sobre la cual solo actiia una fuerza constante provocando una aceleracién
constante. Esta situacién no es realista.
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Abriendo el circuito: La solucién asintética asociada a (6.2.9) es una corrien-
te constante en el tiempo: [ = S—R". En lo que sigue se supondra que, teniendo al
sistema en ese estado asintdtico, se abre el circuito.

El proceso de “abrirlo” significa que un interruptor cambia de cerrado a abierto.
Aqui se modela este proceso de muy corta duracién, que acé se denota T, como
un cambio de la resistencia desde su valor original R a infinito seglin la expresion

R
Rtemporal = ]7_ t/T (modelo).

Debe entenderse, entonces, que esta resistencia temporal es la suma de la resis-
tencia que aparece en la Figura 6.11 y la resistencia que significa el interruptor
que se esta abriendo.
Durante este brevismo lapso la ecuacidn del circuito es

lig—N _1-¢ (6.2.13)

La solucién a la ecuacidén anterior es

& t\ L& t\ ™"
Im—m(‘—;)—;f(“;) :

Esta funcién I(t) cae abruptamente a cero en t = T. Se puede ver que si
L >1R (6.2.14)

tanto la funcién I como Rtemporal I son divergentes en el limite t — T. Si no se
da tal desigualdad tienden a una constante.

Puesto que Riemporal I €s la caida de potencial en el interruptor que se estd abrien-
do, en la practica lo que ocurre es que a medida que esta diferencia de potencial
crece, el campo eléctrico en ese pequeno espacio crece hasta que se produce una
descarga en la forma de un chispazo.

6.2.3. Autoinduccidon en manto cilindrico

° Si en una lamina cilindrica de radio a hay una corriente concéntrica al
eje: K = K(t) a) donde K(t) solo depende del tiempo, ella produce un campo
magnético uniforme en el interior del cilindro y nulo fuera de él. Al usar la ley
de Ampere §as B - df = tols, donde S es el drea del rectangulo de ¢ x b de la

figura, se obtiene que Bb = uoK(t)b esto es, B = oK (t) .
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. Se tiene una ldmina conductora cilindrica de /\
radlo ay de conductividad bidimensional, vy, esto es ¥3/

K = yE y en el interior de este cilindro hay un
campo magnético uniforme dependiente del tiempo, h
B = B(t ﬁ Se quiere determinar la corriente K que . []

b

es mduuda en el cilindro.
/\c
El flujo magnético a través de cualquier circulo de radio

p < a centrado en el eje es ® = 7p~B(t), el cual

induce en cualquier circunferencia de radio p < a una Figura 6.12: Manto
fem, £ = —d®/dt = —mp? B(t). Esta fem induce un cilindrico conductor de
campo eléctrico E que debe satisfacer £ = §E dr. altura h mucho mayor que
Se adivina que este campo eléctrico tiene que ser de Y 290 a.

la forma E = E(p) d. Al calcular ffﬁ dr sobre una

circunferencia de radio p < a se obtiene 27tpE(p) que ella debe igualarse con
—d®/dt lo que implica que

— B A — 'YB a -~
E=—pd = K=-1245.
2 2
En la dltima expresion se tomé p = a. La corriente inducida total en el cilindro
_ vBah
es [ = —15—.
° El campo magnético que produce esta densidad de corriente K es el que

ya se obtuvo, B = uoK(t) K, por lo cual B(t) = —%‘YGB que implica que
B(t) = HoKo e—2t/uov a — K(t) — KO e—2t/u0y a.

La corriente total I y el tiempo caracteristico de este sistema RL son

1
[ = hKye 2t/kov @ T=5Hova.
Puesto que @ = LI = ma?poKy e 2/ @ se despeja que
I — Horta’?
~ h
Con los resultados anteriores la fem en una circunferencia sobre el manto cilindrico
es
o =—ma’B = nako e 2/rov a R = fa _ 2ma .
Y I Yh

Lo tradicional es que en un RL se tenga T = R/L relacién que también se cumple
aqui.
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6.3. Inducciéon mutua

6.3.1. Los coeficientes de induccidon

Considérese n circuitos I}, con corrientes Iy (t) que produ-
cen sendos campos magnéticos By (T). Sea @y; el flujo del

campo magnético ﬁj del circuito j a través del circuito k
y se denomina @y al flujo total por ese circuito,

Dy =) @y . (6.3.1)
j=1

La fem & inducida en el circuito k es

K
& = _@ E—— d @y . (6.3.2) Figura 6.13: Un cir-
dt = dt cuito genérico con dos
inductancias L1 y L

. . ladas.

Puesto que el campo B; es proporcional a I; se obtiene Ia acopladas

proporcionalidad

Dy = Myl; . (6.3.3)

A estos coeficientes My; se les denomina coeficientes de inducciéon mutua. En
particular My = Ly.

Teniendo en cuenta que el flujo (6.3.3) es una integral en el camino T} del
potencial vectorial A; y recordando la expresién (4.2.10) (con Ty = 00),

= Bl jg dr;
)= 4 (0:3:4)
se obtiene que
My = My = — — 6.3.5
e = (0:3:)
viéndose, en particular, que
Mkj = Mjk Yy que I_j = ij . (636)

Los coeficientes de induccién mutua siempre tiene la forma de un factor geomé-
trico multiplicado por L.
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Notese que

My = —2 = (6.3.7)

6.3.2. Coeficiente de acoplamiento

Considérese dos bobinas cilindricas ideales. <_h2_>

La bobina mayor tiene largo h;, seccién S;

y n; vueltas por unidad de largo y la bobina 'a
interior es (hy, S;,m;). El flujo del campo

]§1, que es uniforme, a través de la bobina
2 es hl

Oy = (uny 1) (S22 hy) Figura 6.14: Una bobina totalmente

. . .. . .y dentro de otra.
que implica que el coeficiente de induccién

mutua es
MZHT‘L]TLzSzhz, con Sz<S1, h, <hy.

Notese que S;h; es el volumen V, de la bobina 2. Por otro lado, puesto que
ng = Ng/hg, el coeficiente M puede ser reescrito como

N1 N2§S;
hy

En particular, si se tiene dos bobinas ideales cilindricas y rectas construidas sobre
el mismo cilindro de largo h y seccién A, V = hS, idealmente se cumple (6.2.3)

M = /LL, (6.3.8)

M=nu con S$5<8§, hy<h;.

y los Ly estan dados por (6.2.3).

En general es facil comprobar que siempre que se cumpla que h; < hy y que

S, < S; se satisface que
M< VL L.

La relacién (6.3.8) no se logra en la practica, de modo que el resultado préctico
que relaciona las caracteristicas del primario y secundario con M es

M=kvLL,.

y a k se lo denomina coeficiente de acoplamiento.
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6.3.3. Un transformador y

Si se tiene un primario con corriente I;(t) =
I;o cos(wt) y un secundario que es un circuito . L
cerrado con tan solo una inductancia L, y una
resistencia R y tal que el acoplamiento con el
primario es M, entonces la ecuacién para la 1)
corriente I,(t) del secundario es,

Figura 6.15: Un transformador cu-

—inz — ML = RI,(t) (6.3.9) yo secundario estd conectado a una
resistencia R.

que se traduce en,
L1, + RI, = wMI;osin(wt) . (6.3.10)

Su integracién arroja:

ML I w? wMI )
L(t) = <Izo + ﬁ) e RV 4 szg [Rsin(wt) — wl, cos(wt)]
El primer término describe un fenémeno transitorio y es solucién de la ecuacién
homogénea asociada a (6.3.10). Por lo tanto el segundo término es por si solo
solucién de (6.3.10). Esta dltima es la corriente en estado oscilante del régimen
estacionario y representa a la corriente en el secundario de un transformador
cuando este tiene conectada una resistencia R. La caida de potencial en esta
resistencia es RI;, la cual es oscilante y su amplitud depende de R, L, y de w.
El potencial de salida que indica un transformador comercial es el limite de RI,
cuando R — oco. Se comprueba que en el limite es:

Vz = MI]O w sin(wt) .

Si el potencial de entrada se identifica con V; = —L1i1 y se considera el acopla-
miento ideal (6.3.8) se obtiene

Vi Lo

= = . 6.3.11
Vz M ny ( )

Si las bobinas son del mismo largo el cuociente anterior se puede identificar con
el cuociente entre el nimero de vueltas.
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6.3.4. La “caida de potencial”’ en una inductancia

Ecuaciones como (6.2.4), (6.2.8) o (6.3.10) que describen la segunda ley de
Kirchhoff en un circuito cerrado toman siempre la forma de la igualdad: fem neta
igual a la suma de las caidas de potencial como pueden ser , RI u otras. El
efecto de una inductancia aparece en el lado izquierdo con una forma genérica
(6.3.2).

Un caso tipico es (6.2.8). Lo que suele producir confusién es que si en esa
ecuacién, la fuente & es variable en el tiempo (como puede ser un dinamo que
produce corriente alterna), se ha hecho costumbre escribir la fem autoinducida
por un L al lado derecho, lo que obliga a escribir +L1 y se habla de la caida en
la inductancia. Esto es un caso de abuso de conceptos y de lenguaje.

6.3.5. Dos circuitos LC ideales acoplados por M

Considérese dos circuitos LC: (L, Cq) y (L, C2),
cuyas inductancias estan acopladas por un coefi- . M
ciente de induccién mutua M. Cada circuito obe-

dece una ecuacion dindmica. Ellas son 21 _1°
1 . .. T 4y L ]
—L+LL+ML = 0,
C
1 3 ;
—L+LL+ML = 0.
C,

Figura 6.16: Dos circuitos LC
Una forma de resolverlas es haciendo los reempla- con acoplamiento M.

zos I} = Ijpel®t y [, = Lo e*t.
Se obtiene
Lo—LiCiw?Lp —MCiw?ly,y = 0,
Izo — LzCz(Uz Izo — MCz(UZIm =0 ,
que son dos ecuaciones lineales homogéneas acopladas, las que solo pueden tener
solucién no trivial si el determinante de los coeficientes de I;p e I,y es nulo, es

decir, si
w* (L, — M?)CC — w? (L1Cy + L,Cy) = —1

se deduce que

ol G+ LG+ V(LiCr +1,C)2 —4(LiL, — M2)C G,
B 2(LiL, —M2) GG, '
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6.4. Potencia y energia magnética

6.4.1. Energia en términos de los coeficientes M;;
6.4.1.1. Pequena analogia con mecanica

Bien se sabe que la energia potencial de una masa m a altura h, debido a su
peso, es mgh. Esto se obtiene observando que el trabajo para levantar a velocidad
constante la masa hasta h es

W = J: mg(—ﬁ) (kaz) = —mgh .

La energia potencial es U = —W. Es decir, para lograr que aumente la energia
potencial de la masa m desde O hasta mgh es necesario hacer una fuerza F =
—mgﬁ para llevarla a velocidad constante hasta la altura h. El peso se opone
al movimiento que aumenta la energia potencial.

Es general que la definicién de la energia potencial asociada a una fuerza con-
servativa F(7) es
¥
u(r) = —J F(¥') - dr’
To
que efectivamente es —W donde W es el trabajo que efectiia la fuerza conser-

vativa para llevar al sistema desde T hasta T.

6.4.1.2. Potencia y energia en el caso mas sencillo

Cuando en una inductancia L hay una corriente variable, es decir I = 0, aparece
una fem autoinducida,
gauto — _LI . (641)

Esta fem autoinducida es andloga al peso de la particula que levantamos. Si se
tiene una inductancia inicialmente con 1(0) = 0 y se comienza a aumentar I, en
cada instante se tiene una fem autoinducida dada por (6.4.1) que se opone al
aumento de la corriente. La potencia necesaria para lograr que la corriente vaya
aumentando se debe identificar con

_dau 1. d

= — =&l =LII=-L—1%.
dt Eaut

P
2 dt
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Esto es, cuando se tiene un circuito sencillo con coeficiente de autoinduccién L
y se desea inducir una corriente desde I = 0 en t = O hasta un valor I en el
instante t se debe inducir externamente una fem £ para vencer en todo instante
a la fem autoinducida (6.1.4), es decir, la fem externa debe ser Eexterna = —Eauto

y la potencia que se inyecta es P = Eqxterna |-

La potencia es la tasa de cambio de la energia U del sistema, P = %. Inte-
grando sobre el tiempo entre 0 y t se obtiene que la energia almacenada en una
inductancia L por la cual circula una corriente I es
1.0
U= ELI . (6.4.2)

6.4.1.3. Potencia y energia en el caso general

Razonando en forma andloga a lo anterior, para inducir corrientes [; e I, en un
tiempo t en un sistema formado por dos circuitos con coeficientes de induccién:
L;, L, y M es necesario aplicar una potencia P dada por

du
— =51, - &1 4.
Tt &S = &1 (6.4.3)
donde las fem autoinducidas son
d
= —— (O )
& dt'( 11+‘ 12)
= —LiL-ML (6.4.4)
y
E = —i (Dy + Dy)
2 = dt' 2 | 21
= —-LL—-—MIL (6.4.5)
con lo cual se obtiene que
U=0LLI; + M(LL + L) 4+ LLL (6.4.6)

de donde se deduce que la energia que alcanza el sistema de dos circuitos aco-
plados al llegar a tener corrientes I; e I, respectivamente es

1 1
uzzhﬁ+MLh+§b§ (6.4.7)

6.4. POTENCIA Y ENERGIA MAGNETICA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Electromagnetismo 157

Finalmente, de lo anterior se puede adivinar que la energia almacenada por n
circuitos por los que circulan corrientes Iy ... I, es,

U= % > ) MyLl. (6.4.8)
k

6.4.1.4. Cota para los M,

Se ha visto que la energia magnética asociada a dos inductancias L; y L, con
coeficiente de induccién mutua M es

1 1
U=5L II+MI Iz+§LZI§.

Esta energia es positiva porque del circuito respectivo no se puede extraer energia
si las corrientes son nulas. Otra forma de verlo es que si en la expresién anterior
se hace el reemplazo I; = x [, se tiene

u= %15 (Lix* + 2Mx + L,)

que diverge a +o0o cuando x — +oo. Como funcién de x es una funcién que
tiene un solo minimo que facilmente se determina que esta en

M

X:—L—].

Trivialmente se verifica que d?U/dx? > 0 lo que nos confirma que se trata de
un minimo. El valor de U en este punto es

umin — EIZ (LZ - L—]>

que es no negativo tan solo si

M < L, (6.4.9)

mostrandose asi que existe una cota superior para el coeficiente de induccién
mutua M entre las inductancias L; y L.
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6.4.2. La energia expresada con los campos

Se verd a continuacidén que esta energia puede ser expresada como una integral
que contiene a los campos B y H y no se hace referencia a los coeficientes de
induccién.

En (6.4.8) puede reconocerse que la suma sobre j de M,; es la suma que se tiene
en (6.3.1) cuando se hace uso de (6.3.3). Asi (6.4.8) se transforma en

1
U= % O Iy (6.4.10)

donde @y es el flujo total que pasa por dentro del k-ésimo circuito. Pero este
flujo puede ser escrito en la forma (6.3.4). Y como se trata del flujo total, debe

usarse el potencial vectorial A total. Ademas la corriente I, puede ser escrita en
la forma [ J-dS, y asi,

1 - (-
U= ;Jum : dsj@/\m) - dFy . (6.4.11)

Ahora se hace uso de la propiedad (3.3.10) que permite intercambiar los papeles
de J y de d¥, con lo cual ahora

u=" J A(F) - J(7) avy (6.4.12)
%

En esta dltima expresidn ya no aparece en forma explicita la suma sobre k. Esto
es posible porque el dominio de integracién V se extiende a cualquier volumen
que contenga al sistema de n circuitos. El integrando es no nulo tan solo en las
zonas donde f(?) sea no nulo, esto es, en el volumen conductor de cada circuito.
Cada una de estas zonas conductoras k da una contribucién separada a (6.4.12),
lo cual es una suma sobre todos los circuitos k.

Finalmente en (6.4.12) se hace uso de la forma diferencial de la ley circuital de

Ampere (5.2.1), V x H= ], para reemplazar la densidad de corriente por V x H.
Integrando por partes y extendiendo el volumen de integracién a todo el espacio,

se obtiene |
u:zjﬁ(?) -B(F)dV . (6.4.13)
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Esta es una forma muy general que expresa la contribucién magnética a la ener-
gia total de un sistema electromagnético. Mas adelante se podrd demostrar que
la energia total de un sistema electromagnético estd dada por la suma de dos
contribuciones: (2.2.13) y (6.4.13).

Para llegar a (6.4.13) se hizo uso de la ley circuital de Ampere, la cual es vilida
tan solo para el caso de corrientes continuas. Si las corrientes no son continuas
la energia total tiene una contribucién eléctrica, tal como se acaba de comentar.
Esto se vera mas adelante.

6.5. La corriente de desplazamiento

Obsérvese de (1.8.6) y (3.1.8) que por definicién pp y Jp satisfacen una ley
de continuidad tipo (3.1.6), ap" +V - Jp = 0. La densidad de corriente Jy
definida en (5.1.6) tiene divergenua nula, es decir, satisface en forma trivial una
ley de continuidad, lo que puede también expresarse como pypy = 0, no hay
“cargas magnéticas’ . Ademds, desde el punto de vista microscépico, la densidad
de corriente total, J1, es la suma

Jr=T+Tr+]m (6.5.1)

y satisface una ley de continuidad. Entonces ftambién la satisface. Se tiene,
entonces,

dp _ T Opr
at—l—V ] 0, V-Jm=0, 3t +V. ]p—O
En magnetostatica se dedujo que V X H = f Esta ecuacién no puede ser

universalmente cierta porque lleva a una contradicciéon. En efecto, si se toma la
divergencia a ambos lados, el lado izquierdo se anula (la divergencia de un rotor
es siempre nula) y se deduce que V - f: 0 lo que, como se ha dicho mas arriba,
en general no es cierto.

Una de las contribuciones cruciales que Maxwell hizo a la comprensién de la elec-
trodindmica fue darse cuenta de la forma de resolver este problema. Su hipétesis,
de 1861, fue que debia agregarse un término

—»

=T+ (6.5.2)

O)‘Ul
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Al término

- 9D
Jo = 3t (6.5.3)

lo llama corriente de desplazamiento ya que se construye con el vector de des-
plazamiento eléctrico D.

Al tomar divergencia a ambos lados en (6.5.2) se obtiene 0=V -]+ V- %—?.

Conmutando la divergencia con la derivada y usando que V - D = p se obtiene
la ley de continuidad para la carga, lo que muestra que (6.5.2) es consistente.

6.6. Las ecuaciones de Maxwell

6.6.1. Las ecuaciones en materia y en vacio

Las ecuaciones de Maxwell son:

= la ley de Coulomb diferencial (1.10.5), V - D= 0;
= |a ausencia de cargas magnéticas V - B = 0;
= la forma diferencial de la ley de Faraday-Lenz (6.1.6):

OB .
 — E:
A V xE;

= |a forma diferencial de la ley de Ampere, modificada por Maxwell:
_ 3D -
VxH=—
=)
vista en (6.5.2).

Esto es, las ecuaciones de Maxwell en un medio lineal, homogéneo e isétropo
caracterizado por la constante diléctrica € y permeabilidad magnética p son:

oD L .
E :VXH—], VD =0,
(6.6.1)
9B =V xE, V-B =0.
ot
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donde D = ¢E y B= p.ﬁ. Las dos primeras ecuaciones (6.6.1) implican la ley
de continuidad de la carga.

En el vacio las ecuaciones de Maxwell toman la forma

1 9E L .

pa :VXB_HOI) V-E :%p)
. (6.6.2)
0B —» "
= =-VxE, VB =o0.

1
VHo€o

Si los campos E y B son escritos en términos de los potenciales V 'y A en las
formas ya conocida,

es la velocidad de la luz en el vacio.

donde ¢ =

B=VxA, E:—VV—E (6.6.3)
las ecuaciones V - B = 0 yVXE= —%—‘f se satisfacen automaticamente, de

modo las ecuaciones de Maxwell en vacio pueden ser escritas como ecuaciones
para los potenciales A y V:

oV - A 1
2
\V4 -
v + ot €0 P
. (6.6.4)
- 10 0A >
. —_ 2 _— _— p—
V(V-A) VA+C2 m <VV+ at> W .
Es posible demostrar que existe un cambio de gauge de la forma
P oA
A—= A+ VA, V—>V—a (6.6.5)

con el cual se puede hacer cero el paréntesis que hay en la segunda de las ecua-
ciones (6.6.4) en este gauge especial, llamado gauge de Lorentz. Las ecuaciones
(6.6.4) para los potenciales toman la forma mas sencilla,

1

S 2 — JR—
c? ot? Vv €0 .

(6.6.6)
aoe VAT Wl
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6.6.2. La nueva ley de Ampere

Integrando sobre una superficie abierta S la ecuacién de Maxwell V X H =
] + 0D /0t multiplicandola por p se obtiene

JVXB-dgzuIS+uJ Jo-dS=u (I$+12) .
S S

donde, a la derecha, se ha designado Ig a la corriente de cargas a través del la
superficie S, mientras que I2 es la corriente de desplazamiento a través de la
misma superfice.

La nueva ley de Ampeére queda entonces

% B-df=p (I§+13) . (6.6.7)
'=0S8

6.6.3. Disipacion y ecuacién de continuidad para la densi-
dad de energia

La dnica forma como se puede perder energia electromagnética es por medio
del efecto Joule. Esto permitird obtener una expresion para la energia electro-
magnética en término de las ecuaciones de Maxwell recién enunciadas. La energia
electromagnética disminuye tanto como potencia se disipa.

6.6.3.1. Energia electromagnética

Si se multiplica escalarmente la ecuacién (6.6.1a) con E, se multiplica escalar-
mente (6.6.1c) con H y estos resultados se suman se obtiene,

_ 9D -~ 0B - N - N - -
B+ ~E—E~<VXH)—H-<VXE>—E-]. (6.6.8)

PerocomoV~(€><ljl)E(Vxﬁ%ﬁ—(Vxﬁ%Eresulta

19 /o =~ - L. .
Ea(E-D+H~B)_—v-(ExH)—E-]. (6.6.9)

Esta expresion se integra en un volumen V arbitrario. La integral de la divergencia
que aparece al lado derecho puede ser transformada en una integral de superficie
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sobre 0V. Al hacer tender esta superficie a infinito esta integral se anula porque
los campos a grandes distancias decrecen en proporcién inversa al cuadrado de
la distancia. El otro término integral que aparece a la derecha se relaciona con
la potencia consumida (efecto Joule), como se vio en (3.3.9).

Si no hay potencia consumida, la integral del lado derecho es nula y en el lado
izquierdo se tiene una cantidad integral cuya derivada en el tiempo es nula. Esta
se reconoce como la energia total conservada U del sistema electromagnético:

u:J%(E-ﬁJFH-E) v . (6.6.10)

Aun si hay potencia consumida el U anterior se interpreta como la energia elec-
tromagnética total. En el caso general esta energia disminuye,
ou > =

6.6.3.2. Ecuacidn de continuidad para la densidad de energia

Mas en general (6.6.9) toma la forma de una ley de continuidad con lado derecho
no nulo (fuente o sumidero)

ou > I
= .S=—-J-E .6.12
3 +V ] (6.6.12)
donde u es la densidad de energia electromagnética
] =g g — —
u:§<E~D+H~B> (6.6.13)
y 5 o o
S=ExH (6.6.14)

es conocido como el vector de Poyntingy representa el flujo de energia por unidad
de drea del campo electromagnético, esto es, energia por unidad de drea y de
tiempo.

6.7. Condiciones de borde

Se vera las ecuaciones de borde que deben satisfacer los campos D, B, Ey H que
satisfacen las ecuaciones de Maxwell, (6.6.1). Las condiciones de borde relacionan
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los valores de los campos en puntos de la superficie de contacto entre dos medios
—Ila superficie interfacial o interfaz— tomando el limite hacia la interfaz desde
un medio y desde el otro.

Ya se ha estudiado las condiciones de borde que implican V-D =py V-B =0.
Ellas son
(Dz—D1)-ﬁ:()'g, (Bz—B1)ﬁ:O (671)

Para obtener condiciones de borde asociadas a las ecuaciones de Maxwell con
rotor se integra a lo largo de un pequeiio rectangulo perpendicular a la interfaz,
con dos lados paralelos a la interfaz y que penetra ambos medios, como se
muestra en la Figura 5.2. El teorema de Stokes relaciona la integral con el flujo
que pasa por el interior del rectangulo. Con las ecuaciones que contienen V X E

y VxH

- 0Dy
E.df = ——-M
3€ T ot

SR 0dp
H-dr = 1
j@ T + 3t

donde I es la corriente de conduccién que pasa el rectdngulo mientras que @y
y @p son los flujos de los campos B y D a través de esa misma superficie. Estos
flujos son proporcionales al drea que encierra el rectangulo.

Al tomar el limite en que este rectangulo se asocia a un punto las contribuciones
de los términos de los flujos ®; se hace cero de modo que solo contribuye la
parte de la integral correspondiente a la parte tangencial a la interfaz por lo que,
en el limite, las condiciones de borde son

E,—E)xfA=0, fi x (H, —H;) =K (6.7.2)

donde K es la densidad de corriente de carga de superficie y fi es el vector normal
a la interfaz, apuntando del medio 1 al medio 2.

Separadamente se debe considerar la condicién de borde que emerge de la ecua-
cién de continuidad de la corriente eléctrica, V-T: —0p/0t. Se integra sobre un
pequeiio cilindro tal como se hizo algo mas atras. El lado izquierdo se reduce fi-
nalmente a la diferencia de las componentes normales de la corriente multiplicada
por la secciéon A del cilindro mientras que el lado derecho arroja, en el limite, la
derivada con respecto al tiempo de la densidad de carga superficial multiplicada
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por A. De todo esto se obtiene

(Tz . ﬂ) = —g . (6.7.3)

Aplicaciones de estas condiciones de borde se veran en el proximo capitulo.

6.8.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Problemas

Considere un rectangulo de dimensiones a x b, con el lado a paralelo al
eje X y el lado b paralelo al eje Y. El rectdngulo se mueve con velocidad
uniforme Vv = v1 en una zona del espacio que esta cruzada por un campo
magnético perpendicular al rectangulo y que solo depende de la coordenada
x, B = B(x) k. Calcule separadamente los lados izquierdo y derecho de
(6.1.21) para comprobar que esa relacidn es correcta.

Suponga que el rectangulo del problema anterior es conductor con resisten-
cia R. La fem inducida implica una corriente I. Obtenga la fuerza necesaria
para mantener al rectangulo con su velocidad uniforme y determine la
potencia mecanica Py = F.-v para mantener tal movimiento. Por otro
lado determine la potencia eléctrica P, = £ I disipada en la resistencia R.
Compruebe que ambas potencias son iguales.

Considere un circuito I en el plano XY que consta de una semicircunferencia
de radio b, el respectivo didmetro (de largo 2b) y su centro fijo de curvatura
fijo al origen O. El circuito gira con velocidad angular uniforme w en torno
a O manteniéndose siempre sobre el plano XY. El circuito es cruzado por
un campo magnético uniforme B = Bo k. Determine la fem inducida en T

Un circuito rectangular de a x b gira con velocidad angular constante w,
en torno a uno de sus lados de largo b, el cual estd fijo al eje Z. Hay un
campo magnético uniforme B = Bo? paralelo al eje X. Obtenga la fem
inducida. Suponga que el rectangulo es conductor con resistencia total R.
Obtenga la corriente I(t) que se induce y obtenga también las fuerzas y
torque que hay sobre el circuito.

Demuestre que el coeficiente de autoinduccién de un bobina cilindrica ideal
con ndcleo de permeabilidad p estd dada por (6.2.3) donde n es el nimero
de espiras por unidad de longitud y V es el volumen del interior de la
bobina.
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6.6 Considere una bobina ideal cilindrica muy larga, de seccién S y con nicleo
de permeabilidad p. Por el alambre de la bobina pasa una corriente I(t).
Demuestre  (a) Que por un camino I" en forma de circunferencia centrada
en el eje de la bobina y perpendicular a ese eje, existe una fem & = —punSI.
(b) Debido a (6.1.1) esto implica que afuera hay un campo eléctrico. A
partir de (6.1.1) encuentre la forma explicita para este campo eléctrico
E. (c) Partiendo de la base que el potencial eléctrico V es nulo se tiene
que E= —%. Obtenga entonces la expresion para A. (d) Compruebe
que se satisface que el flujo magnético a través del camino ' (usado al
comienzo de este enunciado) coincide con § A - dF.

6.7 Demuestre que el coeficiente de autoinduccién de una bobina toroidal de
N espiras, de seccidn rectangular, de radio interior a, radio exterior b y
altura h, con nicleo de permeabilidad p vale

B uhN?2 b

In — (6.8.1)

L
27 a

6.8 De la expresiéon del coeficiente de autoinduccién L de un toroide de N
espiras, de seccién rectangular, de radio interior a, radio exterior b y altura
h, con nicleo de permeabilidad pu, demuestre que al considerar b =a + ¢
con c fijo y en el limite en que a es muy grande (largo de la bobina es
h = 27ma), se recupera el coeficiente de autoinduccién de la bobina recta,
L=un?Vv.

6.9 Se tiene dos inductancias con el mismo coeficiente de autoinduccién L,
acopladas por el coeficiente de induccién mutua M, conectadas en paralelo.
Obtenga el coeficiente L, de sistema.

6.10 El primario es un cable recto infinito, el secundario es una bobina toroidal
de seccidn circular y resistencia R cuyo eje coincide con la linea del primario,
(a) calcule el coeficiente de induccién mutua y (b) obtenga la carga total
que circula por el secundario si la corriente en el primario a partir de t =0
es [1(t >0) =1 (exp[—at]—1).

6.11 Se tiene una bobina B1 toroidal de seccién circunferencial y Ny vueltas.
Totalmente dentro de B1 hay una bobina toroidal de seccién rectangular
de radio interior a, radio exterior b y altura h de N, vueltas. Calcule el
coeficiente de induccién mutua suponiendo que el campo magnético estd en
un material caracterizado por una permeabilidad L.
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6.12 Los rieles de un tren estan eléctricamente aislados del suelo y aislados entre
si. Se los une con un voltimetro de resistencia muy grande R,. Cuando pasa
un tren, a velocidad vy, se detecta una diferencia de potencial V. El efecto
esta relacionado con que el campo magnético de la tierra no es horizontal
en esa zona y su componente vertical es de valor By. Suponga que la
resistencia de los rieles es despreciable y que la resistencia del tren es Rj.
Dé una expresién exacta para V' y ademas calcule su valor limite cuando
Rz — Q.

6.13 Se tiene un circuito LC (datos L, C) como primario acoplado a un circuito
LR (datos L, M, R) como secundario. Si inicialmente no hay corriente
alguna y la carga del condensador es (Qo, —Qo) determine la carga total
que pasa por la resistencia R del secundario.

6.14 Un disco de conductividad g, espesor h y radio 2a tiene un hueco circular
centrado de radio a. Por el hueco pasa —perpendicular al disco— una
bobina cilindrica muy larga de radio a y n vueltas por unidad de largo. Por
la bobina circula una corriente I(t) = c t. Determine el potencial magnético
A: la corriente total que circula por el disco; la potencia total disipada en
el disco.
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Capitulo 7

Ecuaciones de Maxwell y ondas

7.1. Ecuaciones de Maxwell y potenciales

Las ecuaciones de Maxwell son

V x H :I—i_ﬁ) V-D =0,
(7.1.1)
V x E :—@, V-B =0.
ot

Se considerard medios homogéneos, isétropos y lineales para los cuales valen las
siguientes relaciones:

B = ¢E, 7= oF, B — il (71.2)

de modo que €, g y i con constantes.

Si se aplica el operador divergencia a ambos lados de la ecuacién (7.1.1a), el
lado izquierdo se anula y el lado derecho es la suma de la divergencia de fy
la derivada temporal de la divergencia de D. Pero de (7.1.1c) se sabe que esta
altima divergencia es la densidad de carga. Es decir, (7.1.1a) implica directamente
que

op
i
que es la ley de continuidad de la carga ya vista en §3.1.

V-] + 0 (7.1.3)
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Los campos E y B siempre pueden ser expresados con los potenciales V' y A,

-

B=VxA, E=—-VV——. (7.1.4)
Estos campos no cambian si los potenciales son cambiados simultdneamente
utilizando una funcién arbitraria A(¥, t) en la forma que sigue

- o oA

como puede comprobarse ficilmente. Esta posibilidad de cambiar los potenciales
por otros que describen la misma fisica se conoce como libertad de gauge 'y en
particular suele ser (til escoger los potenciales de tal modo que se cumpla que

~ A%
V-A+u£a =0. (7.1.6)

Las ecuaciones de Maxwell, como ya fue visto en §6.4.2, permiten obtener una
expresion para la energia,

u:%J(E-ﬁwi-ﬁ)dv (7.1.7)

que conduce a la nocién de una ley de continuidad para la densidad de energia
u= %(E -D 4+ H - B) con una corriente de energia S conocida como vector de
Poynting

S=ExH (7.1.8)

7.2. Condiciones de borde

7.2.1. Condiciones generales

A cada ecuacién de Maxwell se le puede asociar condiciones de borde que deben
cumplirse en la vecindad inmediata a la interfaz entre dos materiales.

Ya se ha visto que la ecuacién (7.1.1d) implica que

Bin = Ban (7.2.1)
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y que la ecuacién (7.1.1b) implica

E]t - F—Zt . (722)

También se ha visto que (7.1.1c) lleva a obtener

Dzn — D]n =0. (723)

La ecuacién mds complicada es (7.1.1a). Para estudiar el comportamiento de los
campos normales a la interfaz es mas facil analizar la ecuacién de continuidad
(7.1.3). En una deduccién enteramente andloga a la que condujo a (1.11.5) se

llega a
00

W= = — . 7.2.4
Jin—=Jon = 55 (7.2.4)
Las componentes de H tangenciales a la interfaz satisfacen

fi x (Hy —Hy) =K (7.2.5)

porque se puede demostrar que la corriente de desplazamiento en (7.1.1a) no
interviene en este caso.

Campos y las corrientes sinusoidales tiene una gran importancia tanto por el
interés en corrientes alternas como en las ondas electromagnéticas.

7.2.2. El caso de campos con frecuencia w

A continuacién se estudia en forma especial el caso en que campos, densidades
y corrientes tienen un factor exp[—iwt] suponiendo que (7.1.2) se satisface.

Las condiciones (7.2.3) y (7.2.4) pueden reescribirse

&b —eky =0,
(7.2.6)
g:Eon — g1BEin = ilwo .

En la dltima ecuacién se ha usado que o tiene su dependencia temporal en un
factor €'t Sj se elimina o de estas ecuaciones se obtiene:

<€1 + ﬁ) B = <£2 + Q) | (727)
w w

La conclusién es que, si bien el campo eléctrico es en general discontinuo en la
interfaz, existe esta cantidad compleja (ea + 1—3)—“) E.n que es continua.
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7.3. Ondas electromagnéticas en medios neutros

7.3.1. La ecuacion de onda en un medio neutro

En esta seccién se verda que las

ecuaciones de Maxwell implican Heinrich Herz en 1887 en la Universidad de Karlsruhe,
la existencia de ondas. También luego de comprobar experimentalmente la existencia
se vera que en un medio con con- de las ondas electromagnéticas comenté: “Para na-
ductividad g no nula la ampli- da sirven [...] este es simplemente un experimento
tud de las ondas electromagnéti- que demuestra que el maestro Maxwell estaba en lo
cas decrece exponencialmente a correcto. Simplemente tenemos estas ondas electro-

medida que la onda penetra en el magnéticas que el ojo desnudo no puede ver. " .
medio.

Para simplificar el analisis se supondra un medio lineal, homogéneo y libre de
cargas:

p(r,t) =0. (7.3.1)
Las ecuaciones de Maxwell en el caso actual se reducen a
V . E - O V . ]§ = O
35 i (7.3.2)
E =—— B = ugE — .
V x m V x ugk + pe m

El dltimo término de la dltima ecuacién representa la corriente de desplazamiento.
Si se toma el rotor de la dltima ecuacién se llega a
- 0’B 0B

VB —ept—— = Hg—~— - 7.3.3

Similarmente, tomando el rotor de V x E se obtiene una ecuacién de idéntica
forma que la anterior pero que satisface el campo eléctrico,
’E  9E

oz~ Mot

El problema entonces consiste en encontrar primero los campos B y E que sa-

tisfagan las ecuaciones (7.3.3) y (7.3.4)—condicién necesaria—pero ademas es
necesario comprobar que los campos satisfagan las ecuaciones de Maxwell (7.3.2).

VZE —en (7.3.4)

Si se hubiese trabajado con V-E= p/€, la ecuacion final para E (7.3.4), tendria
al lado derecho el término extra: %Vp mientras que (7.3.3) permaneceria igual.
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Frecuencia | Nombres Longitud de onda
en Hz se indica unidad
10" rayos gama | 0.1 A
1018
rayos X 1 nm
1017
1016
ultravioleta
10 100 nm
visible 400 nm - 700 nm
1014
infrarojo 10 pm
103
1012
1011
microondas | 1 cm
1010
107
1m
108 FMy TV
10 m
107
100 m
10° AM
1000 m
10° onda larga

Cuadro 7.1: Tabla que indica en forma aproximada las frecuencias y longitudes asociadas a
ondas electromagnéticas de nombre conocido.
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7.3.2. La onda ideal

Figura 7.1: Los vectores ¥ que satisfacen k - ¥ = Q + wt definen un plano perpendicular
a k. Si se incrementa t se obtiene un nuevo plano paralelo al anterior. Mds precisamente, si
t — t + 6t se debe cambiar ¥ — ¥+ 0T de tal modo que k - 67 = wbt.

Primero conviene estudiar las soluciones de la ecuacién
o%f
ot?
Ella es trivialmente satisfecha por todo f(¥,t) que pueda ser escrito como una
funcién de un solo argumento Q, con

V2(F,t) — ep 0. (7.3.5)

Q=k-F—wt (7.3.6)

tal que

—

K=k-K=c¢cpaw?. (7.3.7)
Al vector K se le conoce como vector de onda. El vector unitario asociado k
indica la direccién de propagacion de la onda electromagnética.

Para buscar soluciones de (7.3.5) se restringira las funciones f a funciones F en
una sola varible,

f(¥,1) = F(Q) (7.3.8)
donde F es cualquier funcién continua dos veces diferenciable. Es facil ver que
of o f
— =—w€VF - —(p? F’
ot @ @
g _ kx F/ a—Zf _ kZ F//
ox oxz

lo que hace evidente la necesidad de exigir (7.3.7).
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Para ver que los T que satisfacen (7.3.6) efectivamente definen un plano perpendi-
cular a k se considera dos soluciones diferentes: k-7 = Q+wty k-1, = Q+wt.
Al restar ambas relaciones se obtiene que

que es cierto porque el plano es perpendicular a k.

De (7.3.6) la distancia entre el origen y el plano es 1 = (Q + wt)/k, de modo
que el plano avanza con velocidad v = dr/dt dada por,

V=— 7.3.9
- (75.9)
pero k = w /ue, por lo que esta solucién representa una forma F caracterizada

por una velocidad
1

que apunta en la direccién del vector de onda k. De (7.3.7)

2.4,2

n- w en
K= ——— = golo—— 7.3.11
5] €oMo €ouow ( )
donde el indice de refraccién es
€
n=, /- (7.3.12)
oMo

y c representa la velocidad de la luz en el vacio,

1
v Ho€o )

Esta definicién de n permite escribir la velocidad en la forma v = ~. En vacio
v =c.

C =

La longitud de onda A se obtiene de la relacién v = Av donde v es la frecuencia.
Seusa w enlugarde v: w=2mv, porlotanto

2ntc 2w
= = —. 3.1
—— . (7.3.13)
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Material Conductividad [Q]—m]

Plata 63,0 x 10°

Cobre 59,6 x 10°

Oro 452 x 10°

Aluminio 37,8 x 10°

Agua de mar 4,8 salinidad 35g/Kg a 20 C

Agua potable 0,0005 a 0,05
Agua desionizada 5,5 x 107°

Kerosene de 50 x 1072 a 450 x 10712
n-hexane 100 x 10712
Aire de 0,3x 107" a 0,8x107"

Cuadro 7.2: Conductividad de algunos materiales. Vier también el Cuadro 3.1.

7.3.3. Longitud de penetracion

Si bien en §7.3.2 se resolvié el caso con conductividad nula, g = 0, puede
demostrarse que esa solucién es también vélida con g # 0.

La diferencia, como se verd ahora, estd en que esta vez el vector K es complejo.
A continuacién se construird una solucién particular, de la forma (7.3.8) de la
ecuaciones (7.3.3) y (7.3.4).

Para comenzar se plantea buscar una solucién de la forma de onda plana

— —

E(F,t) = Eg el ™ot B(¥,t) = By e* it (7.3.14)
donde E, y By son vectores constantes (en general complejos) que juegan el
papel de amplitudes.

La dependencia espacial de estos campos aparece como mezcla de funciones
sink - T y cosk - T. Para el caso en que T apunte en la direccién de propagacién
K el argumento es el producto de las magnitudes: k1. La longitud de onda A es
tal que

A=_—_—_—=_"=_"__

donde v es la frecuencia asociada.

De (7.3.2b) se obtiene que
K-Bo=0. (7.3.15)
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La ecuacién de Maxwell (7.3.2) implica di-  Vacio 1.0000
rectamente que Aire 1.0003
CO; liquido 1.20
=4 = Hielo 1.309
kX Bo = wBo (7.3.16)  Alcohol 1.329
Agua (20 C) 1.333
y la ecuacién (7.3.2d) da Acetona 1.36
Alcohol etilico 1.36
5 . = Solucién de azdcar (30%) 1.38
ik x By = (g —iew)Ey (7.3.17)  Fourita 1134
Quarzo fundido 1.46
por lo cual se cumple que Solucién de aziicar (80 %) 1.49
Vidrio 15
U oD Vidrio Crown 1.52
_'O — ﬁ . (7.3.18)  Cloruro de sodio (Sal) 1 1.544
u(g—iew) Poliestireno 1.55
Quartzo 2 1.553
., — Esmeralda 1.57
Al reemplazar esta expresion para Ey en la Lapis Lazuli 1.61
ecuacién (7.3.16) y usando (7.3.15) se ob-  Topacio 1.61
tiene, después de algunas manipulaciones Quarzo 1 . 1.644
loebrai Cloruro de sodio (Sal) 2 1.644
algebraicas, que Rubf 177
. Safiro 1.77
2 2 9 Diamante 2.417
k= wue (1 T gw) (7.3.19) Oxido de cromo Cr,03 2.705
Oxido de cobre 2.705
lodo cristalizado 3.34

Puesto que k? es complejo, el vector k mis-
mo es complejo.

Usando o y 3 reales se escribe k = o« + 1f3,

N

K

kk = (« +ip)k

Cuadro 7.3: Indice de refraccién de al-
gunas sustancias.

(7.3.20)

viéndose que los campos (7.3.14) tiene un factor exponencial de la forma

efﬁﬁ-rewcﬁ-rflwt .

(7.3.21)

La primera de estas dos exponenciales es real y es un factor que describe la
atenuacion de la onda electromagnética. El inverso de 3 tiene dimensiones de
longitud y se llama longitud de penetracidn:

1

S=—.
B

(7.3.22)
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Figura 7.2: En una onda electromagnética la direccidn K, la direccién del
campo eléctrico y la direccion del campo magnético forman una triada derecha.
La amplitud de la onda disminuye exponencialmente a medida que penetra en
el medio conductor.

Usando las definiciones anteriores se deduce que

[2 1
@ \/\/m—ew
1 [2 1
Sy (7.3.23)
“’\/;\/w + o/ (2w — 1

que implica que si g — O esta distancia & diverge, esto es, la penetracién es
infinita: el medio es transparente a las ondas.

En general puede observarse de (7.3.18) que si 3 es no nulo, existe un desfase
entre los dos campos.

A continuacién se verd dos casos extremos: el caso de un conductor pobre (g
pequefio) y el caso de un buen conductor. En ambos casos g debe compararse
con € w.

En el caso de un medio conductor pobre, g < € w la expresién (7.3.23) permite

obtener que

2
s~2 /5, (7.3.24)
gV u

En este caso la distancia de penetracidon no depende de la frecuencia w y como
g es chico la penetracién puede ser muy grande. Tanto, que se da el caso de
materiales transparentes.
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En el caso de un buen conductor, esto es g > ew, reduce la ecuacién (7.3.23) a

2
Sa | —— . (7.3.25)
Hgw

En este caso la distancia de penetracion es chica y mientras mas alta sea la
frecuencia mas pequeiia es la penetracion.

La distancia de penetracion § es la distancia en la que la amplitud de los campos
eléctricos y magnéticos disminuyen en un factor e', es decir, disminuyen alre-
dedor de un tercio. El cobre tiene una conductividad g ~ 6 X 1O7m (])hm lo que
implica que para la corriente alterna doméstica esta distancia sea de alrededor de
cerca de 9mm, (casi 1lcm), lo que garantiza que la corriente es muy uniforme en
toda la seccién de un conductor normal. En cambio para frecuencias tipo VHF,
por ejemplo 50MHz, & ~ 9 x 1073mm. Esto hace que la resistencia aumente

notoriamente a estas altas frecuencias.

7.4. Ondas planas en medios aislantes y neutros

7.4.1. Polarizacion

Teniendo un medio aislante y neutro las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir
en forma muy sencilla,

V-E =0 V-B =
. B . 29F 7.4.1
vxE =2 vxB - (B)E T

ot c/ ot
y tienen soluciones (7.3.14) que describen ondas planas con
k="2 (7.4.2)
c

Por lo visto en la seccién anterior se debe cumplir que
g():EQXEo, EOZ—EQXB’O (743)

c n

lo que formalmente establece que los tres vectores involucrados Ey, By y K forman
un triedro de vectores mutuamente ortogonales.
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En general tanto E; como By son vectores complejos. Conviene definir una base

(P, 8) de vectores unitarios y reales perpendiculares al vector K que indica la
. .-/ .-/ A oy -

direccién de propagacién. Con esta base real (P, S, k) se puede escribir

Eo =PE, e +SE e (7.4.4)
con amplitudes reales FP y Es. Puesto que el vector campo eléctrico (complejo)
completo es E = Ej e*™ | vector fisico, que es la parte real, es

ﬁEpcos(lz-?—wt—kd)p) +8E cos (K- T— wt + )

Sin embargo, basta escoger apropiadamente el origen del tiempo para lograr que
una de estas fases ¢y sea nula. Lo convencional es tomar ¢ = 0, lo que no resta
generalidad al formalismo. En tal caso, el campo eléctrico fisico es

Efis = P E, cos (K-F— wt+ ¢p) + S E; cos (kK-T— wt) . (7.4.5)
Al haber un desfase entre las componentes Sy P del campo eléctrico, este des-

cribe, en el plano (8,P), una elipse como muestran las figuras 7.3 y 7.4. En este
caso general se dice que la onda tiene polarizacion eliptica.

Figura 7.3: El campo eléctrico de la onda que avanza de tal modo que su
vector amplitud Eo—ver (7.3.14)—en general va girando.

Hay casos particulares, como por ejemplo ¢, = 0, en que se tiene polariza-
o : o - S

cion lineal y si se da que tanto ¢, = 3 como que E, = Ey la polarizacidn es

circunferencial.

En el caso general la elipse tiene una excentricidad que esta directamente rela-

cionada a E,/E; ya ¢,. Sila elipse degenera en una linea se tiene polarizacién

lineal pero la polarizacién general es eliptica.
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’F\,A

n>

Figura 7.4: El vector campo eléctrico describe, en el caso general, una elipse
en el plano (8, P) ortogonal al vector de onda k.

7.4.2. Energia y flujo de ella

La densidad media de energia de la onda se obtiene calculando
1/ = 1=
U= (aEz + —Bz)
2 H

donde la barra indica promedio en el tiempo. Puesto que el promedio temporal
de sin®(a + bt) es 15 se obtiene que

(Efis)2 = % (E2+E) .

. EE P
De la expresién (7.4.5) para E™ se puede construir Bfi* = Eﬁx Efs que conduce a

= = (1) .

¢

La energia media es

v = (T L) - § (T S
— % ((Efis)z + (Efis)Z)
— ¢ (Efs)2, (7.4.6)
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Ya no se usard mas el superindice “fis".

El vector de Poynting, que es la densidad de flujo de energia electromagnética,
es

1

oot}

E x

wny
I

S=-" (B+E)R. (7.4.7)

7.5. Reflexidén y refraccion

7.5.1. Ondas planas y ley de Snell

Se vera el paso de una onda electromagnética plana de un medio 1 a un medio 2.
La onda incidente (Eq,B;) implica dos ondas emergentes: una reflejada y otra
refractada.

Se escogeran ejes coordenados de modo que el plano XY coincida con la interfaz
y que la onda incidente se propague en la direccién k;, vector contenido en el
plano XZ. Se identifica el plano interfacial con el plano [XY, z = 0]

E) = Epetriiot B, = %E < . (7.5.1)
La onda refractada se caracteriza por

E, = Epelfeiot B, = %Ez « B, (7.5.2)
y la onda reflejada es descrita con

— — W) o L5 o
E) = Ej effamivt | B! = —K| x E} . (7.5.3)
C
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Figura 7.5: El plano de incidencia contiene al vector K1 y a la normal a la
interfaz. En esta figura se escogié 0, < 01 lo que corresponde a n; < n,;.

El subindice indica el medio en el cual se propaga la onda. Los tres vectores k,
implicados estan en un mismo plano que se denomina plano de incidencia. En la
figura 7.5 este plano coincide con el plano de la figura y es el plano XZ.

Para que las condiciones de borde se puedan cumplir en todo instante, la fre-
cuencia angular w debe ser comun a todas las ondas.

Para que las condiciones de borde se puedan cumplir en todo el plano interfacial
[XY, z = 0] es necesario que

— — —

(k1 - T)zm0 = (K2 - T)2m0 = (K7 - )20 (7.5.4)

lo que equivale a decir que los vectores de onda k, tienen igual proyeccién en el
plano XY,

k; sin0; =k, sin 0, = k) sin 0] . (7.5.5)

Pero cada uno de estos Ea tiene magnitud % con el indice de refraccion n, del
medio que se trate—ver (7.3.11)—lo que implica la ley de Snell para la reflexién

0, =0
e T (7.5.6)
ny;sin®; =mn;sinb,; .

La ley anterior establece que el dngulo de reflexidn 0] es igual al de incidencia,

mientras que el angulo de refraccién 0, queda determinado por el de incidencia
y el cuociente entre los indices de refraccion.
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7.5.2. Reflexion total

n caso especial puede ocurrir cuando n; > porque se da la posibilidad de
U I d don; >n da | bilidad d

que el angulo 0, pueda alcanzar el valor 7t/2, es decir, si m; > N, necesariamente
existe un valor critico 0§

sin 0 = 2 (7.5.7)

n
tal que 0; = 7. Para todo 0; > 07 se produce reflexion total. Este caso se puede
presentar para luz que proviene de una fuente bajo el agua (Nagua > Maire): si la
luz llega a la superficie con un angulo mayor al angulo critico, la superficie refleja
totalmente, como si fuera un espejo perfecto. En efecto, n,g,,(20C) = 1,333

mientras que N, = 1,0003 lo que implica un dngulo 65 ~ 49°.

Una utilizacién practica de la reflexion total es la fibra dptica.

7.5.3. Conservacion de la energia

La figura 7.6 representa una onda plana 1 que llega desde un medio 1 a la interfaz
plana con un medio 2. Parte de la onda se refleja (1') y la otra se refracta (2).
Estas son las ondas planas descritas por (7.5.1), (7.5.2) y (7.5.3). Puesto que ellas
se propagan en medios aislantes (g = 0), son ondas permanentes (permanecen
en el tiempo) y se extienden por todo el espacio. Esto hace que la energia media
en cada elemento de volumen sea uniforme y constante.

Figura 7.6: La onda 1 incide sobre la interfaz, una parte que se denota 1/, se
refleja y una parte 2 se refracta, esto es, pasa al otro medio.

Si la ecuacién de energia (6.6.12): du/dt+V -S = 0 se integra en el
volumen que encierran dos planos paralelos a la interfaz se obtiene, puesto que
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du/dt =0, que [,V- Say = $s S-dS. La dltima integral es sobre las dos
superficies representadas por las lineas a trazos en la figura 7.6 y los elementos
de superficie apuntan: en la de abajo hacia abajo (—fi) y en la de arriba hacia
arriba (i) obteniéndose que el flujo por unidad de area sea

<§1—§1/)-ﬁ:§2-ﬁ.

Puesto que los vectores de Poynting tienen la forma S, = % E2 Ko , y puesto

que los K, estén dados por

K; =1sin0; + i cos 0,
K/ =1sin@; —ficosd, (7.5.8)
K, =1sin0; + ficoso,

la ecuacién anterior se puede escribir como
2
n (E%o —E% ) cos 07 =mn, E3,cos0; . (7.5.9)

Se verd que esta ecuacion se satisface en los dos casos genéricos que se estudian
a continuacién en §7.5.4.

7.5.4. Revision de las condiciones de borde

La ley de Snell (7.5.6) nada dice sobre cudnto de la onda se refleja y cudnto se
refracta. Tales proporciones estan dadas por las amplitudes E,y con a =1,1/,2
en la forma que se verd a continuacion.

Para poder determinar la relacién entre las amplitudes de la onda reflejada y
refractada es necesario tomar en cuenta las condiciones de borde estudiadas
en §7.2.

Lo primero que hay que comprender es la forma de imponer las condiciones de
borde definidas en §7.2 que deben satisfacer los campos en la vecindad inmediata
de la interfaz 1-2. Nétese que si i es el vector unitario normal a la interfaz en un
punto dado, entonces fi x E es un vector paralelo al plano interfacial, es decir,
es la parte tangencial del campo. De acuerdo con la figura 7.5 el campo en el
medio 1 es una superposiciéon del campo incidente y del campo reflejado. Por lo
tanto la forma de imponer la condicién sobre las componentes tangenciales E;,
(7.2.2), es

Ax(Ei+E/)=AxE,. (7.5.10)
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Similarmente (7.2.5) para el caso actual (sin corrientes) se convierte en
fix (B1+B;")=fixB,. (7.5.11)

Aqui se ha usado W = W, = Uy.

Para imponer las condiciones sobre las componentes normales sencillamente se
considera el producto escalar con el vector normal. Asi (7.2.1) es

fi-(B;+B;)=1" B, (7.5.12)
y, cuando no hay cargas en la interfaz, (7.2.3) es
gfl - (E] + E] /) = gf - Ez . (7513)

Las cuatro condiciones anteriores deben ser impuestas tan solo en la interfaz, la
que normalmente definimos como el plano z = 0.

En las condiciones (7.5.12) y (7.5.13) se debe reemplazar al campo magnético
usando (7.5.1), (7.5.2) y (7.5.3) de modo que las cuatro ecuaciones anteriores se
pueden expresar como condiciones sobre el campo eléctrico. Naturalmente que
se puede hacer lo inverso y expresar todo en funcién del campo magnético.

Estas condiciones determinan totalmente
las amplitudes reflejada y refractada en fun-
cién de los datos de la onda incidente y de
ambos indices de refraccién. Pero la res-
puesta debe darse en forma separada para
dos casos diferentes: E1 es perpendicular al p K,
plano de incidencia (caso s) y E; es pa-
ralelo al plano de incidencia (caso p). Los
nombres “s” y “p" se deben a que en el es-
tudio de reflexién y refraccién se especifica Figura 7.7: El vector § es perpendicu-
al vector (Sop)y E es paralelo a uno de /ar al plano de incidencia mientras que
ellos. Con los distintos k, se forman triedros P eséa/ contenido en €l Ellos cumplen
ortonormales que satisfacen p=lxs

P =Ky x%. (7.5.14)

wn>

El caso general tiene polarizacién eliptica y es una superposicion de los dos casos
anteriores. Esto significa que un E; debe descomponerse en la suma de un vector
que es mezcla lineal de vectores proporsionales a P y § respectivamente y estas
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dos partes sufren efectos diferentes. Los resultados que siguen (restringidos al
caso [ = M) se expresan en base a los dngulos 07 y 0, (ver figura 7.7), pero
0, se puede despejar de la ley de Snell (7.5.6).

Puesto que para una gran cantidad de materias la permeabilidad magnética es
muy cercana a la del vacio, W, en lo que sigue se supondra que en efecto, u = L.
De otro modo surgirian expresiones algo mas complicadas.

7.5.4.1. Casop

En este caso el campo eléctrico estd contenido en el plano de incidencia vy el
campo magnético es perpendicular a él. La tabla que se debe usar para tener los
campos antes de imponer las condiciones de borde es:

a Ka Pa E. B, = (no/c) k x Eq
1 flcos0; +TsinB; | —Tcos Oy +fAsinO; | P Ey —(ny/c)SE,
1" | —ficos0; +1sin6; | Tcos0; +fisin®; | P} E] —(ny/c) SE;
2 flcos0; +TsinB, | —tcosO; +fisind; | P2 Es —(ny/c)SE,

Vectores que definen la refraccion y reflexion en el caso p.

Las condiciones de borde ahora son

(—E1 +Ej)cos0; = —E;cos6,
n (B +E)

n; Ez
que conducen a

2n; cos 0;
E, = E;. 7.5.15
2 N, cos 07 + ny cos 0, 1 ( )

,  mMycosB; —mycos B,
B = 1
N, cos 07 + Ny cos 0,

Usando la ley de Snell se puede eliminar n, obteniéndose

r tan (91 - eZ)E o 2 cos 91 sin 92
"7 tan (61 +6,) 27 5in(0; + 0,) cos (0 — 0,)

E,.  (7.5.16)
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7.5.4.2. Caso p especial: refraccion total

Hay varios casos especiales de los cuales se menciona uno. Si 67 + 0, = 7 la
ecuacién (7.5.16b) implica que Ej = 0 de modo que no hay onda reflejada, toda
la energia pasa al segundo medio. La condicién anterior define un dngulo especial,
el angulo de Brewster

n;

tan 07 = (7.5.17)

L3
para el cual toda la onda pasa al medio 2.
Si una onda electromagnética plana con polarizacién eliptica incide sobre un
plano interfacial con el dngulo de Brewster, se obtiene una onda reflejada solo

por la componente del caso s para el que no existe un angulo especial. Esa onda
reflejada tiene una polarizacién lineal correspondiente al caso s.

Si el medio 1 es vidrio (n; = 1,5) y el 2 es aire, resulta 6% ~ 56°.

7.5.4.3. Casos

En la tabla que sigue se escribe los campos Eo y B, de cada una de las tres
ondas (incidente, reflejada y refractada).

—

a ﬁa Ea Ba:%ﬁaxﬁa

1 flcos0; +1sinB; | SE, % [—Tcos 07 + fisin 0¢] E4
1" || —ficos 6y +Tsin 0y | SE] % [Tcos 07 + fisin 0;] E]

2 ficos0; +1sin®, | SE; % [Tcos 0, + fisin0,] E,

En esta tabla se ha dado amplitudes arbitrarias a los campos, pero en lo que sigue se muestra
que, dada la magnitud £, las otras amplitudes quedan determinadas por las condiciones de
borde.

La condicion de borde B¢ = E, conduce en este caso a

Ei+E'=E
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y la condicién By = By lleva a
ng COS 91 (E] — E] /) = N COS 92 Ez

Estas dos condiciones (y no hay otras) permiten deducir en pocos pasos alge-
braicos que

_ Mycos0; —nycos0; £, — 2n; cos 04 E . (7.5.18)

B = 1 =
1N cos 07 + N, cos 0, n; cos 07 + n, cos 0,

Si sinB; # 0 se puede proceder a eliminar m, gracias a la ley de Snell:
n, = nysin0;/sin 0, que permite reducir las expresiones anteriores a

, _ sin(6; —01) _ 2cos 0 sin6,

E'= =
1 sin(0, + 0;) 1 2 sin(0, + 04)

E; . (7.5.19)

El caso particular de incidencia normal, es decir, 0; = 0, = 0, implica

, Ty Ty 2ny

E, = E E, =
1 o+, 1) 2

- — E (incidencia normal)
n + n,

que muestra, en particular, que la reflexion desaparece si n; = n, (la interfaz
desaparece realmente).

7.5.5. Reflexion total en superficie conductora perfecta

El campo eléctrico en un conductor perfecto es nulo: Ez =0y, de (7.5.2), esto
implica B, = 0, es decir, en este caso no hay onda en el medio 2, la onda
es totalmente reflejada. Tradicionalmente los espejos se construyen usando un
conductor muy bueno: plata. Ver la tabla 7.2.

La condicién (7.5.13) implica que E;’-fi = —E;-fi y la condicién (7.5.10) implica
E;’ x i = —E; x fi. Ambas condiciones juntas implican que en la interfaz

E,/=—F, . (7.5.20)
El campo eléctrico se invierte en la reflexion total: no hay componentes privile-
giadas, no hay polarizacién.

Ejemplo: Se vera el caso de una onda electromagnética plana entre dos placas
planas paralelas y conductoras separadas por una distancia a. Escogiendo al eje
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Z perpendicular a las placas, y ellas en z =0 y z = a, se debe imponer que el
campo se anule para ambos valores de z.

Ademds se escoge el eje X en la direccion media de propagacion. Esto es, para
el campo E1 el vector de onda es k1 =fikcosB; +1Tksin 0, mientras que para
la onda reflejada es k]/ = —fikcos 0y +1Tksin 0; por lo que

E’ E’ i(kx sin 04z k cos 0—wt) E] I _ _EO ei(kxsin 0—zk cos 0—wt) . (7521)

El campo total es la suma de ambos,

AZ
EPf = Ej el (esin®wt) 9 gin) (kz cos 0) N
(7.5.22)  |,=a
y es cero en z = 0 como debe ser. Puesto >/9 0,
que hay una segunda interfaz, en z = a il
también se debe exigir que el campo totalse |, X
anule en z = a, lo que equivale a imponer
que sin(kacos®) = 0, es decir, kacos® = Figura 7.8: Onda electromagnética pla-
n7 lo que finalmente da na entre dos placas planas paralelas y con-
ductoras.
nmn
cos 0 = o con n=1, 2 .. (7.5.23)

Dado Kk, es decir, dada la frecuencia (o equivalentemente la longitud de onda), hay
sélo algunos dngulos permitidos para que la onda se pueda propagar rebotando
en ambas paredes.

Este fenémeno es semejante, pero no igual, al caso en que luz blanca (mezcla de
ondas electromagnéticas de un amplio espectro de frecuencias) incide con cierto
angulo sobre una delgada capa de aceite que flota en agua, parte de las ondas se
refleja multiples veces en el interior de la capa de aceite antes de volver a salir
al aire. Otra parte se va hacia el agua. Por lo que se ha visto mas arriba, si 0
esta fijo, esos botes solo se pueden dar para algunos valores fijos de k, es decir
s6lo para algunas longitudes de onda: colores. El resultado final es que en la luz
reflejada se puede detectar bandas de diversos colores.
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7.6. Problemas

7.1 Considere el caso ideal de una recta infinita con corriente I(t). No hay mas

corrientes que ésta y no hay mas campos que aquellos que son consecuencia
de I(t).

a) Determine el campo magnético g(p, &, z, t) que se produce.

b) Obtenga un par (V, K): (potencial escalar , potencial vectorial) del cual
se desprenda el campo magnético y

c) vea cudl es el campo eléctrico E(p, &, z, t) inducido.

7.2 Se tiene una bobina cilindrica ideal infinita de radio a y corriente Ipop(t),
medio interno de permeabilidad magnética ny n

vuelta unidad de largo. Se escoge el eje Z coinci- a
dente con el eje de la bobina. Como lo muestra la I
figura, rodeando a la bobina hay una placa conduc- [SS=—w

tora cilindrica de grosor (altura) h, radio externo b, 4
radio interno a y conductividad g.

Determine la densidad de corriente fy la corriente ——
total I.(t) inducidas en el conductor.

7.3 Se tiene un medio conductor de conductividad g y permeabilidad magnética
UL = Wo. Una onda electromagnética plana monocromética de frecuencia
angular w

—

E :/I\Eo e—z/é ei(z/é—wt)

se propaga en la direccién z, donde 6 = ,/Hgiw.

a) Encontrar la direccién y magnitud del campo magnético de la onda y
su diferencia de fase con respecto al campo eléctrico.

b) Obtener la parte real de los campos eléctrico y magnético.
c) Obtener el vector de Poynting y su promedio en el tiempo.

7.4 En un buen conductor, cuando la frecuencia no es demasiado grande, una
buena aproximacién consiste en despreciar el término de corriente de des-
plazamiento. En tal caso la ecuacién para E es V?E — pygdE/dt = 0.

Considere el caso de una onda plana que ha penetrado a un medio (inter-
faz=plano XY) con conductividad g.
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i) Tomando K= (0,0, k) demuestre de lo anterior que k = (14+1)/wwog/2.
En lo que sigue se usa la notacién ky = \/wieg/2

ii) Para el campo eléctrico de la onda plana en el medio conductor, luego
de una incidencia normal, es E =1TE, et(kz=@t) (convencionalmente escoja
Eo real). A partir de la ecuacién V x E = —%—‘f y suponiendo que B =
7By e'**=%t obtenga B. Encuentre el desfase entre el campo magnético y
el eléctrico (y que se debe a que By resulta no real).

iii) Calcule el flujo promedio de energia como funcién de z, es decir, el
promedio temporal del vector de Poynting S = tET x B, (el subindice r
indica parte real). Interprete.
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Apéndices

A.1. Unidades y dimensiones

magnitud simbolo | dimensiones unidad
carga q,e Q VML coulomb C=As
potencial eléctrico Y VME/2t=2 | volt \Y
cpo. eléctrico E VMIt—2 volt/metro V/m
cte. dieléctrica € t2¢—2 farad/metro F/m
cpo. de desplazamiento D VM —3/2 coulomb/metro? C/m?
capacidad C t2¢7T farad F=C/V
resistencia R £/t ohm Q=V/A
corriente eléctrica I vVMIt! ampere A
densidad de corriente ] VMt 143/2 | ampere/metro? A/m?
conductividad g te? 1/(mQ)
cpo. magnético B vVM/Et! tesla T=Wb/m?
pot. magnético A VMIt! tesla metro
intensidad magnética H VM/et! ampere/metro A/m
permeabilidad magnética v 1 henry/metro H/m
magnetizacién M VM/et! ampere/metro A/m
flujo magnético ) VM2 | weber Wb
reluctancia R ampeére/weber A/Wb
inductancia L ¢ henry H
107 4m m
€0 =7, ho=Tgzy o €=299792458 [ﬂ
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magnitud | simbolo | dimensiones | unidad

longitud ¢ metro m
tiempo t t segundo s
masa m M kilogramo K
energia M2t 2 Joule J
potencia P Me2¢—3 watt w=J/s

Algunas de las cantidades importantes y sus unidades. Se puede tomar como unidades
independientes de tiempo el segundo [s|, de longitud el metro [m], de corriente el
ampere [A] y de potencial el volt, [V]. Asi entonces, por ejemplo, el ohm no es una
unidad independiente sino que Q=V/A.

A.2. Operadores diferenciales, teoremas integra-
les y condiciones de borde en electromag-
netismo

A.2.1. Los conceptos de gradiente, divergencia y rotor

Sobre el concepto de gradiente. Si f(¥) es una funcién escalar, su gradiente,
en coordenadas cartesianas es,

of .of of
f(F) =P +jo + Ko Al
VE(T) o Py T, (A1)
Si la funcién f depende solo de la magnitud de T, es decir, f(¥) = f(r) su
gradiente es
rdf
f(r)=-—. A2
vitr) = Lo (A2)
Entre los puntos (x,y,z) y (x + Ax,y + Ay, z + Az) la funcién f varia,
of of of
Af = —A —A —A A.
i x+ay y+az z, (A.3)

como lo muestra un simple desarrollo de Taylor de la funcién en torno al punto
(x,y,2) y puesto que,

- A
AT =1Ax + Ay + kAz (A.4)
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se obtiene
Af = VT - AY. (A.5)

El lado derecho es /a variacion de f(7) a lo largo de AT.

Si se considera una esfera infinitesimal alrededor del punto Py = (x,y,z) y
se calcula la variacién de f entre Py y cada punto sobre la pequefa esfera, se
denomina Py, al punto sobre la esfera para el cual dicha variacién toma un valor
maximo. Puesto que VT evaluado en P, es un vector fijo, es obvio que la variacién
maxima ocurre cuando Vf es un vector paralelo al vector AT que va desde P,
hasta Py.

En conclusién, el gradiente de una funcion arbitraria f es un vector que siempre
apunta en la direccion en que la funcion crece mas rapido.

A partir del punto Py también existe la direccién hacia la cual la funcién disminuye
mds rapido, la que es exactamente opuesta a la anterior. Entre Py, y este otro
punto hay una curva sobre la esfera que corresponde a puntos en que la funcién
no varia. La existencia de dichos puntos es transparente si en A.5 se considera
todas las direcciones para las cuales AT es perpendicular al vector fijo Vf. En
otras palabras, el anillo de puntos alrededor de Py que corresponde a puntos de
variacion nula de la funcién f define un disco que es perpendicular a Vf.

La unién de todos estos discos infinitesimales define la superficie sobre la cual
la funcién tiene un valor constante, es la superficie iso-f. Si, por ejemplo, f
representa la temperatura en cada punto de un cierto cuerpo que no estd en
equilibrio térmico, a cada punto P le estd asociada una direccidn del gradiente
de la temperatura y por P pasa una superficie de temperatura constante: una
isoterma. De todo lo dicho se desprende que el plano tangente a una superficie
isoterma es perpendicular al gradiente calculado en el punto de tangencia.

Se recuerda que

JYB V- dF = f(Ts) — f(Fa). (A.6)

=

TA

Esta integral no depende del camino que se escoja para ir de A a B lo que implica
que la integral de un gradiente sobre un camino cerrado es nula,

§Vf- dF = 0 (A7)

Flujo. Se define el flujo de una funcién vectorial 13(17) a través de una superficie
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S como la integral,

@:J D-dS (A.8)
S

donde dS = fidS, y fi es el vector unitario normal a la superficie y dS el elemen-
to infinitesimal escalar de superficie. Normalmente la superficie S es abierta y
finita, pero también puede ser una superficie cerrada o bien una superficie abierta
infinita. El signo del flujo @ depende del signo convencional que se escoja para
fi. En el caso de las superficies cerradas es estandar tomar fi apuntando hacia
afuera.

A una funcién vectorial cualquiera, y que conviene que sea llamada campo vec-
torial, se la puede representar por lineas de campo. Basta con pasar por cada
punto del espacio un trazo infinitesimal en la direccién del campo. Asi, la linea
de campo que pasa por un punto P cualquiera es una curva que pasa por P tal
que su tangente, en cualquier otro punto QQ de la curva, apunta en la misma
direccion que el campo en ese punto. A las lineas se les da el sentido del campo.
Suelen llamarse fuentes a los puntos del espacio de los que nacen o mueren lineas
de campo.

La idea de flujo a través de una superficie esta vagamente asociada a la cantidad
de lineas que atraviesan la superficie.

Teorema de Gauss. El flujo de una funcién vectorial E(F) a través de una superficie
cerrada &, borde de un volumen V, esto es S = 0V, es igual a la integral de la
divergencia V - E sobre todo el volumen:

jg E-dgzjv-ﬁdv. (A.9)
)% v

Se ha usado la notacién que expresa que una superficie S es el borde de un
volumen V escribiendo & = 0V.

Del teorema anterior se puede desprender que la divergencia de una funcién
vectorial, calculada en un punto P, es proporcional al limite del flujo de lo que
sale menos lo que entra a través de una superficie esférica infinitesimal en torno a
P e inversamente proporcional al volumen. La divergencia de un campo vectorial
es no nula solo en aquellos puntos que son fuente.

Un corolario inmediato es que si en toda una regién del espacio se tiene que
V-B =0, el flujo de B a través de cualquier superficie cerrada contenida en esa
regidon es nulo. En particular esto implica que las lineas de campo no tienen ni
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comienzo ni fin dentro de esa regién, o la atraviesan de un lado a otro, o son
lineas cerradas dentro de la regidn.

Circulacion. Se llama circulacién del campo vectorial E por el camino cerrado T’
a la integral,

C :jg E - dr. (A.10)
r

El signo de la circulacién esta ligado al signo con que se escoja recorrer a la curva
cerrada I'.

Teorema de Stokes. La circulacién de un campo vectorial E por una curva cerrada
I" es igual al flujo del rotor de E a través de cualquier superficie diferenciable S
cuyo borde coincida con T'.

j@ E-d?:JvXE-d§. (A.11)
oS=I S

Los signos escogidos para recorrer la curva I' = 0S y para dS deben ser consis-
tentes con la regla de la mano derecha.

Conclusiones:
a) Si el rotor de un campo vectorial F es nulo en toda una region del espacio, la
integral
B —
J F.dr (A.12)
A
no depende del camino, dentro de la regién, que se escoja para ir de A a B.

b) En esas condiciones, ademds, estd garantizada la existencia de una funcién
escalar U(7) tal que F es igual a la divergencia de U. Debe recordase de Mecénica,
que U no es tnica sino que esta definida a partir de F(T) salvo por una constante
aditiva.

A.2.2. Coordenadas cilindricas

Dado un punto P con coordenadas cartesianas (x, Yy, z) se dibuja un cilindro cuyo

eje coincide con el eje Z y su radio es p = y/x% 4+ y?, de tal modo que P estd en
el manto del cilindro de radio p. La proyeccién al plano XY del vector posicién ¥
del punto P tiene longitud p y forma un angulo ¢ con el eje X. Las coordenadas
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cilindricas de P son las cantidades (p, d,z). La relacién con las coordenadas
cartesianas es

x=pcosd y=psind z=z

A este sistema de coordenadas se le asocia vectores unitarios (0, ¢, ﬁ) los cuales
. A s
se relacionan a (”f,),ﬁ) a través de

0
b =
Kk

= Tcos¢ —l—/j\sind)
A sind +7 cos P (A.13)

AN

k

"
Figura A.1: A la izquierda el eje Z es perpendicular al plano de la figura, y se puede

apreciar la relacion entre las coordenadas (p, ®) y los vectores unitarios p y &\) A la derecha
el vector posicidn T puede ser expresado como combinacion lineal de D y K.

Estos vectores unitarios apuntan, en cada punto P escogido, en la direccién en
que una sola de las coordenadas cilindricas varia.

Por ejemplo, si se considera un punto Q infinitesimalmente cercano a P que
comparte con P el mismo valor de p y de z, y solo difieren por la coordenada ¢,
(bg = dp + dd) entonces el vector ¢ apunta en la direccién de P a Q.

coordenadas: p, ¢, z vectores: p, ¢, kK (A.14)
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Figura A.2: La figura representa las coordenadas esféricas y los vectores unitarios aso-

ciados.

A.2.3. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto P son: la distancia r de P al origen, el
angulo © que forma 7 con el eje Z y el dngulo ¢ que ya fue definido para coor-
denadas cilindricas: (1,0, ¢). Estas coordenadas se relacionan a las coordenadas

cartesianas por

X = T1sin0 cosP
Yy = 71sin0sind

z = 71 cosB

A estas coordenadas se asocia vectores unitarios y ellos son

P o= (?cosd)—l—/j\sind)) sin® + K cos 0
0 (?cosd)—l—/j\sind)) cos® — K sin 0
b = —/fsind)—i—/j\cosd)
Se destaca que
kK = ?cos®—0sind
0 Tcosdh+jsind =0 cos0+ 7 sind

(A.15)
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coordenadas: T, 0, ¢ vectores: T, @, b (A.16)

Las coordenadas esféricas (1,0, ) tienen asociados vectores unitarios. Cada
uno de ellos apunta en la direccién en que crece la respectiva coordenada.

& Compruebe que
dF =7dr+06rd0 + ¢rsinddo

A.2.4. Elementos de superficie y volumen

En coordenadas cilindricas un elemento de superficie sobre el manto cilindrico
de radio p es
dS =pdddz (A.17)

Mientras que el elemento de superficie en un plano perpendicular al eje Z es

PdedP

=N

Figura A.3: Elementos de superficie en coordenadas cilindricas.

dS =pdpdd (A.18)
el elemento de volumen es

dV =pdpdd dz (A.19)

En coordenadas esféricas un elemento de superficie sobre un manto esférico
de radio T es
dS =1?sin0d0 do (A.20)
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y el elemento de volumen es
dV =1*sin@drd0dd. (A.21)
A.3. Expresiones utiles
Basta demostrar que
K 1 L x—x 9 1 _3(x—x’)
x \F =71/ ¥’ ox \F =73/ [F=7|P
para comprobar que
77
=0
VT
y también que
1 1 r—7'
,ﬁ :—V = > = = = . (A22)
¥ =7 F==0 =7
A.4. Teoremas integrales
A.4.1. Teorema de Kelvin-Stokes
J'Vxﬁ~d§:§> F.dr (A.23)
S r'=0S
A.4.2. Teorema de Ostrogradsky—Gauss
J v Fde% F.dS (A.24)
1%
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A.5. Condiciones de borde en electromagnetismo

- =

Se vera las ecuaciones de borde que deben satisfacer campos D, B, E y H que
satisfacen las ecuaciones de Maxwell,

V-D = p (A.25)
V-B =0 (A.26)
- 0B
E = — A2
V x m (A.27)
. - 9D
VxH = ]+a— (A.28)

Las condiciones de borde relacionan los valores de los campos en puntos de la
superficie de contacto entre dos medios (una superficie interfacial o interfaz)
tomando el limite hacia la interfaz desde un medio y desde el otro.

Se aplica la ley de Gauss a un pequeo cilindro de seccién A cuyo eje es perpen-
dicular a la interfaz y cada mitad de su altura h estd en cada medio. De (A.25)
y (A.26) se obtiene

3@6-d§ = Aoy (A.29)
jgﬁ-d§ = 0 (A.30)

donde oy es la densidad de carga libre en la interfaz en el lugar donde corta el
cilindro. La carga encerrada no cambia si se modifica la altura h del cilindro. El
flujo, por lo tanto no depende del tamafio del manto del cilindro sino tan solo
de sus dos tapas, las cuales tienen normales +fi, por lo que en el limite de un
cilindro muy pequefo

(62—61)'ﬁ = 0y
By) A = 0 (A.31)

Para obtener condiciones de borde asociadas a las ecuaciones de Maxwell con
rotor se integra a lo largo de un pequeiio rectangulo perpendicular a la interfaz,
con dos caras paralelas a la interfaz y que penetra ambos medios. El teorema de
Stokes relaciona integral con el flujo que pasa por el interior del rectangulo. Con
las ecuaciones (A.27) y (A.28) se obtiene
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. 0Dy
E.-df = A.32
§ dar TS (A.32)
. G0

§r1-d? = I+ a;) (A.33)

donde I es la corriente de conducuon que cruza el rectdngulo mientras que @y,
y @p son los flujos de los campos B y D a través de esa misma superficie. Estos
flujos son proporcionales al drea que encierra el rectangulo.

Al tomar el limite en que este rectangulo se encoje a un punto las contribuciones
de los términos de los flujos ®; se hace cero de modo que solo contribuye la
parte de la integral correspondiente a la parte tangencial a la interfaz por lo que,
en el limite, las condiciones de borde son

(E,—E) xfA=0 (A.34)
(H,—H;) x A=K (A.35)

donde K es la densidad de corriente de superficie y fi es el vector normal a la
interfaz, apuntando del medio 1 al medio 2.

Vale la pena considerar en forma separada la condicién de borde que emerge de
la ecuacién de continuidad de la corriente eléctrica,

V. J=—— (A.36)

Se integra sobre un pequefio cilindro tal como se hizo algo mds arriba. El lado
izquierdo se reduce finalmente a la diferencia de las componentes normales de la
corriente multiplicada por la seccién A del cilindro mientras que el lado derecho
arroja, en el limite, la derivada con respecto a t de la densidad de carga superficial
multiplicada por A. De todo esto se obtiene

(Jo=N) - A=——1r (A.37)
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A.6.

gradiente
divergencia

rotor

laplaciano

cilindricas
A D $ 2 )
B3+ Y o5 + ks

A.6. OPERADORES V EN COORDENADAS CURVILINEAS

Operadores V en

coordenadas curvilineas

esféricas

20 L 60 ¢ o

Tor T 520 T vsimo 20

1 9(r*Ar) 1 d(sinBAg) 0A

2 or + T5in 0 06 + od
# Osin 0A ¢, _ dAg +

Tsin 0 00 L)
) A, O(rsin®Ag) +

Tsin 0 od or

o (30rAe) _ dA,
T or 00

T4 or

1 93 (wiQnd
+Zsin 6 20 2(sm 9%) +
12
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