Problemas resueltos de
Electricidad y Magnetismo

E. T.S.I.T.
Universidad de Las Palmas de Gran Canaria



ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO. Electrostatica-Vacio

1) Suponiendo una nube de electrones confinada en una region entre dos esferas de radios 2 cm y 5 cm, tiene una
densidad de carga en volumen expresada en coordenadas esféricas.

-3 ELO_8 2 -3
P,=—71 [€os™ ¢ (Cn %)
v R

Calcular lacargatota contenidaen dicharegion.
2) Sobre dos placas parae€las e indefinidas, separadas por una distancia d, se distribuyen respectivamente las

densidades de carga superficides: ps;=2 Cm?, ps,=4 Cm* . Calcular el campo entre los dos planosy en e espacio a
derecha e izquierda de los mismos.

Y
3) Sobre la semicircunferencia indicada en la figura se distribuye una
' densidad de carga lineal p)=p, cos @.
¢ a) Calcular lacargatotd distribuida sobre la semicircunferencia.
X b) Calcular e campo en e punto O.

O

Z

4) Sobre una capa semiesférica de radio R, tenemos una distribucion 0

superficial de carga uniforme p=1 Cm?.
a) Calcular lacargatotal en la capa semiesférica.

b) Calcular e campo eléctrico en e centro O delafigura

5) En € centro de una placa de espesor d e indefinida en las otras dos direcciones, existe un hueco esférico de radio
a. Enlaplaca, excepto el hueco, se distribuye una densidad de carga uniforme p,. Calcular e campo en € punto A,
aunadistanciad/2 de laplaca.




ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO. Electrostatica-Vacio

6) Tenemos un cilindro indefinido de radio a, sobre é se distribuye una densidad de carga en coordenadas
cilindricas p,=p, sen(tr/a), sendo p,=0 parar>a. a) Calcular € campo eéctrico. b) Si situamos una carga negativa
sobre € gjedd cilindro, ¢seré estable la situacion de equilibrio de dicha carga?.

7) Una esfera se taadra diametramente, dgando un hueco
cilindrico de radio b=10%@ El hueco se puede considerar
filiforme en comparacion con € radio a de la esfera. En la
esfera, salvo en e hueco cilindrico, se distribuye una densidad
de carga uniforme p,. Aplicando € principio de superposicion,
calcular el campo €eléctrico E en € punto P.

8) Calcular y dibujar € campoy € potencid, E y V, en funcién de R paraladistribucién esférica de carga:

o = /Oo(R/a)ll2 para a/2<R<a
v 0 para R<al/2 y R>a

9) Sobre un plano indefinido tenemos dos distribuciones de carga. Una densidad superficial de carga uniforme -ps
sobre un circulo de radio R y otra de signo contrario ps sobre e resto. Aplicando €l principio de superposicion,
calcular e campo eléctrico sobre el gje perpendicular a circulo y que pasa por su centro.

10) Sobre un disco plano de radio R se distribuye una carga superficial que varia radialmente de laforma:
r 2
— s r<R
p, = Po [ Rj
0 s r>R

siendo r ladistanciaal centro del disco. Calcular € potencial y el campo en € ge perpendicular a disco y que pasa
por su centro.



Electrostatica

PROBLEMAS DE ELECTROSTATICA - VACIO

® Ejercicio 1

La carga total vendra dada por:

_dq _
Ps _E:Q_-v[pﬂdv

con dv = R*sen(0)dRd @l .

Sustituyendo la densidad de carga en volumen, e integrado en el volumen
especificado:

0.05 2 T
0=-300" %dR [ cos* (@[ sen(6)t6 =~1.8107 nC
0 0

0.02
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® Ejercicio 2
o, - 02
1 A

/ O
e oV

Figura 2.1 Figura 2.2
Para resolver el problema, dividiremos el espacio en tres zonas:
1) Zona comprendida entre los planos.
2) Zona ala derecha, y > d.
3) Zona alaizquierda, y < 0.

Para una sola lamina, por simetria (por ser infinita), el campo eléctrico E es
perpendicular a ella y tiene la misma magnitud en ambos lados. La aplicacion del
teorema de Gauss en el cilindro de la figura 2, colocandolo de forma que sea cortado
por la ldmina con las tapas paralelas a su superficie, se obtiene la relacion siguiente:

dEGs= L g=9
& 22L&,

Siendo ds la superficie en las tapas. Aplicando lo sabido para una lamina a las
del problema, distinguimos tres regiones distintas:

1) Zona comprendida entre los planos.

En esta zona el campo total serd la suma de los campos debidos a cada una de
las distribuciones, teniendo en cuenta que tienen la misma direccion pero sentidos
opuestos.

E=E, +E,
Sabemos que:
— g — g
E =——(u,) E,=—(-u
i 2|}0( y) B 25?0( »)



Electrostatica

Sustituyendo en la ecuacién anterior:

E= u
G )
Sustituyendo los valores de g, y 0, :
- - u
E = 2-4 (uy) =—_2
20&, £,

2) Zona a la derecha de los planos, y > d.

Se procede de forma similar al apartado anterior, con la condicion particular de
que en esta zona los campos creados por las dos distribuciones tienen la misma
direccion y sentido, es decir, los dos tienen sentido hacia y > 0.

Sabemos que:

= g - g
E = . (uy) E2 = 2 (uy)

"2, 2[E,
Sustituyendo en la ecuacion anterior:
- 0,10
E=—""Z(u))
2, 7
Sustituyendo los valores de g, y 0, :
-~ 2+4 3 L
E= (u,)=—=
2L0&, &

3) Zona a la izquierda de los planos, y < 0.

Calculamos el campo de manera similar a los casos anteriores, pero ahora los
campos tienen sentido hacia y < 0, por tanto:

g, g,

= ~u) E,= —u
1 2 B.O ( y) 2 2 @0 ( y)

Sustituyendo en la ecuacion anterior:

-~ —0, -0

E=—"2(u

g )
Sustituyendo los valores de g, y 0,
-2-4 3L
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@ Ejercicio 3

1

Para calcular la carga total distribuida sobre la semicircunferencia, teniendo en
cuenta la definicion de la densidad lineal de carga:

— 1 A
¢, =limy_, qu

Con lo que la carga total distribuida es:

0= _[ 1€,dl
Donde el dl para el problema en concreto es:
dl =rlig

y la densidad lineal de carga es:

{,={,cos@
Q:J-1(o cospltdgp

Esta claro que la integral ha de ser evaluada entre -m/2 y m/2:

7
0= [¢,cosplidy
7

ry {,pueden salir de la integral al no ser dependientes de ¢ quedando:

2)

0=¢yrf: cosaip=t.rlseng)s, =24,

El campo en el punto O, en una distribucion lineal de carga, se calcula como:

E() = (4 1 J I Z,(r=r)dl

e, ) er]

Teniendo en cuenta que

-r’'=0

-r =1 (cos® a, + send a,)
-dl=r-d®

-G =G cosd

- Evaluando la integral entre -n/2 y n/2:

1 7 {,cos@—r(cosqu, +senqu )rdr

3

E(O) - 47¢, 7 r

Ahora los términos no dependientes con @ se pueden sacar fuera de la integral,

tanto las “r”” como {,, quedando lo siguiente:



Electrostatica

Z 7"2 %
E(0)=-—2:— J-cosqa(cos@x +senqu )dg
4mm°g, %

Esta claro que por la simetria que presenta el problema las componentes en el eje
“y” del campo se van a ir anulando unas con otras, por ello la integral que queda para el
eje “y” se ha de anular:

’ 7 7
E(0)=—-—2>— j cos’ g dp+ jcos@enwydw
4mr &, & .

Para la primera integral se opera con el angulo doble:

Ic052¢J¢ax = I —1+C052¢=£+ Senz(p} a, :(I—T+7—Tjax :7—Tax
B B 2 2 4 4 4 2
% 7 5

La segunda es inmediata y como se habia dicho ha de anularse:

2 2
Icos@en(édwy =sen2¢] a, =0a,
_% _%

Quedando la siguiente expresion para el campo:

E(0)y=-—S0 Eéga + anj

4rre,

La segunda parte del problema también se podria haber hecho con la expresion
que se dio en clase, la cual estd un poco mas simplificada:

1 dl'
E(r') = [4n€ JJ-Z;—ZCZR

Para utilizarla se ha de tener en cuenta la direccidon y sentido del vector ag
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® Ejercicio4

1) La carga total en la capa semiesférica.
Sabemos que, para una densidad superficial de carga:

0, = [ p, s

Para una semiesfera:

0. =4 [J‘O%J-O%Rz [$enB O Ldg

0, =4 trcosel

0, =20r(R’

2) El campo eléctrico en el centro O de la figura.

Como podemos observar, la componente horizontal del campo se anula,
quedando solo la vertical.

dg = pUds

dE = ! [R*> Ben@LHO LY

47ER?

Calculamos el campo infinitesimal efectivo dEef =—dE [¢osOLdO(a.):

E = L zndq)[jo% sen@tosGLHO(a.)

4rre 90

2191%
E:L[M;”[E”” 9} @)

4rmre 2 o

E=-),.0a.)
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@ Ejercicio5

donde E ;5 y Exa son, respectivamente, los campos en A debidos a una placa maciza con
densidad de carga p, y a una esfera a centrada con densidad —p.
Para calcular E,, al ser una placa indefinida podemos aplicar GAUSS.

Eia = aplicando el teorema de gauss:

—

§E.ds =

194

g()
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S
=
b

El 4= .[ EdS + J-E.db: como en la superficie lateral ds es perpendicular a

tapas lateral

E,, entonces E,, - dS = E S c0s90° =0 la integral se anula.
E,= [EdsCos0°=E, [ dS=E [dS=E2(AS)=2EAS

tapas tapas tapas
2E1.AS=% ----> 0,=[p.dv=p,[dV=dAs

gu 14 vV
2k as=PABS o _pd
£, 2¢,

B d .

E =——a

14 250 x

E2a =2 En una distribucion de carga con simetria esférica, el campo creado en el
exterior es equivalente al creado por una carga puntual en el centro, de valor la carga

encerrada por la distribucion.

E2a
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QV:_pv'_lT'r3
B
por la ley de Coulomb: E= Q—Z
dme, d
o A
~ 'OV'3 ” _-pa _-pa .

= .. a
o 4me,d* 3edd 3ed

por el principio de superposicion:
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® Ejercicio 6
1) Calcularemos el campo eléctrico mediante Gauss. Para ello hemos de

considerar dos casos:
a) Caso de superficie gaussiana con a > r

— T —

roN '
| i K a,
{ —
L =1 ' i
L i’._ __________ e r»--\i
g —b’

Aplicamos Gauss considerando la superficie gaussiana un cilindro interior de
radio r:

iﬁdg’: Eds ﬁEdE:E ds = EQ277L

tap. ateral

El campo es radial. En las tapas, ds es perpendicular a E por lo que se anula. En
la superficie natural ds es paralelo a E con lo que se anula el carcter vectorial y
consideramos a E como una constante.

Tomando L =1 y aplicando Gauss nos quedamos con la expresion:
Q,

£

Ahora buscamos Q,, la carga libre encerrada por la superficie gaussiana,

integrando py:

E2mr =

0, :J p,dv = pojsen (Ejrdr Td(ﬂj dz = 2np0jsen(ﬂjrdr =2mp I
Y o a 0 0 0 a

Haciendo la integral I por Partes:
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u=r du=dr
dv=sen Z]alr V= _—aCos(zj
a s a

Sustituyendo en la integral:

Por lo que nos queda:
2m A m
0, = e Eﬁisen(—j - rcos(—ﬂ
Vs T a a
Que sustituyendo en la expresion de Gauss nos da el campo:
E= M{ﬁsen(zJ -r cos(zﬂ-(dr)
me, | T a a

b) Caso para el que la superficie gaussiana tiene de radio a > r:

- § T
N SR R - a>r
S i

Por un procedimiento analogo al anterior llegamos a la expresion:

Q,

&

E2mr =
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Ahora la superficie Gaussiana es exterior al cilindro, por lo que tenemos que
tener en cuenta que existiran dos Q, diferentesenr>ayr<a.

0,(r>a)= [pdv=0

O (r<a)= I,Ovdv =(Q, anterior conr =a

En la expresion de O, del apartado (a), sustituimos » por a, con lo que obtenemos
la siguiente O, y consecuentemente también el campo.
2
a -
% @,)
E,TT

Q,=2p,a’ = |E=

2) Introducimos una carga negativa (-g) en el eje del cilindro. Para que la carga se
encuentre en equilibrio no debe existir ninguna fuerza actuando sobre ella. Para ello
usamos el campo existente en el eje (r = 0):

F= (_Q)'E(r:O)

El campo en el eje es una indeterminacion del tipo 0/0, por lo que para calcularlo
tomamos el limite cuando r tiende a 0 en la expresion del campo que obtuvimos en el
primer apartado:

Lim 2P0 | & sen(zj —r cos(zj =0 INDETERMINACION
r-0 JTEY | TT a a 0

Aplicamos L’Hopital, y derivando arriba y abajo (derivando respecto a r):

. ap,|arm m m m Vs
Lim ——coSs| — |—cos| — |+ r—sen| —
=0 JIE, | TT a a a a a

E=%]1-1+0]=0
7I&,

Al ser el campo 0, la fuerza también sera 0, por lo tanto podemos deducir que la
carga esta en equilibrio.

Ahora, para saber si el campo es estable, averiguamos el sentido de la fuerza que
existe en las proximidades del eje. Si estas fuerzas hacen que la carga tienda hacia el
eje, se encuentra en estabilidad. Si por el contrario las fuerzas hacen que la carga tienda
hacia el exterior, el equilibrio en el eje sera inestable.

La carga en el interior del cilindro es siempre positiva:
Tr

rD[O,a]:—D[O,ﬂ]zpv >0, Or
a

Por lo que el sentido del campo eléctrico es hacia el exterior del cilindro. Al ser la carga
puntual colocada en el eje negativa, la fuerza que experimentaria si se separara del eje
iria en contra del campo, es decir, hacia el interior del cilindro. Por lo que la situacion es
de equilibrio estable.
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® Ejercicio 7

Para calcular el campo en el punto P aplicaremos el principio de superposicion,
calculando el campo creado por la distribucion de carga en toda la esfera, con una
densidad volumétrica pv, y luego el campo creado por el cilindro si éste estuviera
cargado por una densidad volumétrica -pv. Asi, sumando ambos, habremos calculado el
campo creado por la esfera taladrada, puesto que la densidad volumétrica de carga en el
hueco cilindrico es nula.

Campo creado por la esfera

Aprovechando la simetria del problema, utilizaremos el teorema de Gauss para
calcularlo. La superficie gaussiana sera esférica y de radio OP.

OP =,/(2a)* -a’ = V3a
§ EdS=0,/g,
EAn(\3.a) = 0,/¢,

0,=[par =§m3pv

El campo en el punto P, sera pues:

—

E, =ap,/9¢a,

Campo creado por el cilindro (densidad volumétrica -p,)
Al ser b <<a, consideramos el cilindro filiforme. Para ello debemos considerar la

conservacion de la carga, es decir:

g=-[pdr'=|pdr

siendo V el volumen del cilindro y / su longitud (didmetro de la esfera)
- 17 2ap, = 2ap,

p, =-p,mo™

El campo creado por la distribucion lineal sera:

r=0P
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1
471¢,

E =

jpzdl/dzur i, =rd,—zd_/d’

d=\r*+z*

Por simetria la componente az se anulara, quedara s6lo la componente ay.

- p ¢ r&y
E . = —dz
) 4”50 '[(7”2 +22)A

-a

Haciendo el cambio z=r tg t
dz = r(1+tg” t)dt
arctg/\/g=30°

E =
arc'tg—)/ﬁ=—30

pr r(l+g’n
ATTE, (12 + rligt)”

30° 30° 30°

2 2 2

1+1tg°t t o

E = J' P fl ( g2 ;dt: P J-sec3 dt = Py j costdt = Pi sent ]i‘;o
0ATE PP(1+1g? ATy ysec’t 4ngr Are,r

E = P
4rgr

a 10™a,

-_—bh
g 4\/55061

El campo total en el punto P sera la suma del campo creado por la esfera E. y el campo
creado por el cilindro E,
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® Ejercicio 8
1) Campo y el potencial en funcion de r, la distancia al centro de la distribucion.

Distinguimos tres zonas: a) r<a/2,b) a/2<r<a,c) r>a

1.1) Calculo del campo eléctrico.

a) r<al2
0

&

<
1
()

En el interior de esta zona no existen cargas eléctricas, por tanto §E Ldls =
s

(=]

sobre una superficie esférica de radio menor que a/2. El campo es nulo.

b) a/2<r<a.

Aplicamos el teorema de Gauss . Considerando la simetria esférica de la distribucion,
tomamos como superficie gaussiana la de una esfera de radio r, y los limites de integracion en la
integral de volumen son desde a/2 hasta r.

E=E [ ; ds=7m*sin@d8d¢; dv'=4m’dr

§5Erds =477°E, :gioj;zpo [ﬁ%y @ 73 Gir :ﬁ—z E—I:T [ﬁ%y B% 3],

Operando:

- 2p0 1 ( % ( 72j -~
E = O O—|r” -4 U,
7£0a4 r’ A Hur)

c) r>a.

Operamos de forma similar al apartado anterior, pero en este caso los limites de
integracion para la distancia en la carga son a/2 y a(hay que considerar la carga total
que existe en la distribucion).

— 2 7, 72 —
E Lal— o Bmdr=—"F0 Gl—téaé—(/m.(u)
r /2 A 2 r

4718, r? 7&,a

Operando:

o RV
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1.2) Calculo el potencial.

a) r>a.
Calculamos el potencial entre cero e infinito, teniendo en cuenta que el potencial en el

infinito es igual a cero:
20 1
v,=-|22 1—(/ D[—I—dr
2w 4 5))2

Operando:

=)

b) a/2<r<a.
Operamos de igual modo que en el caso anterior pero hemos de tener la continuidad del
potencial, o sea que V, (a) =V (a).

Vb(r)—VC(a)=—j 2P, Gl—z(r%—(/z)%jdr

7£0a% r

a

) =@ [ 22 e = fog ) Yar

75061%
Operando:
’ ‘ 7£0a% 5 2 a r
¢c) r<all.

En esta zona, no existe campo eléctrico, por lo que el potencial a de ser
constante e igual al potencial en a/2.

V.(r) :Vb(a/z)
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® Ejercicio9

El campo eléctrico cumple el principio de superposicion, de forma que podemos
calcular el campo como la suma del creado por un plano infinito de densidad superficial
uniforme ps, mas el creado por un disco en el lugar del circulo de radio R, con densidad

-2ps.

—

E=E, +E

plano circulo = EZ:O + E—Zp
+ Campo creado por el plano infinito (E,_, ):

Podemos hallarlo a partir del Teorema de Gauss, al ser el plano infinito.

ﬂj‘i Sl D S2 D S3 = Sgauss

Fous=2-

Sgauss Eo

o =§ EWS +§ EWS,+§ EUS,

Usando una superficie de Gauss
cilindrica que atravesase al plano
perpendicularmente  conseguimos  varias

simplificaciones muy interesantes:

1) ifng [dS; =0 = EI campo es perpendicular al plano y dS; (en la superficie
lateral) es paralelo a éste. Por tanto, el producto escalar del integrando es nulo.

2) $,E0OS, = §,E S, = El flujo del campo en la superficie gaussiana queda::

2§, EdS, =2 424, EmS, = 2
€o €o
3) ELOS, =E[AS, [cosa = ELHS, = Ya que el angulo que forman E y dS, es
siempre 0, son paralelos y, por tanto el coseno vale 1.
4) 2¢,E S, = 2 [Ef, dS, (Elcampo es constante en la superficie S, ).

La carga contenida en la superficie gaussiana es: Q=p, [5,. Con lo que
obtenemos que el campo creado por un plano infinito es:

— ps |:Sl — ps L - 'OS
2[E[S, = —=—+= E = E = 7]
1 o > 2 ko = plano 2 &‘0 z
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* Campo creado por el disco de radio R de densidad -2p (E_2 o)

Para este caso, no podemos usar el Teorema de Gauss y, por tanto, aplicaremos
la férmula del potencial primero y luego, a partir de éste, hallaremos el campo eléctrico.

|F - F" =+/z% +r* = Distancia de un punto del circulo al punto campo.

Por definicion, el potencial eléctrico en un punto del eje que pasa por el centro
de un circulo de densidad -2p; es:

V 21 J'R—2,0 O Ldlr [d @ —47T,0J' r Ldr
z I:> z -
= 471‘% o J2 2 e Amtg, oAz +r?
- ,0 r Ldr
V(z) I \/7 = La integral sale haciendo un cambio de variable:

_ P [da
a=22+r2;%=2Er = Vi = SI_ =
d Ja

R Y
V(z>__& 2+l > V=T S( ZZ+R2_Z)
& o
=
~ oV _ p. z
E, =—==2[——-1ld
2e aZ £ I:E«\/R2+Zz :|
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® Ejercicio 10

La formula que define el potencial es la siguiente:

v(z)= j%ds

Teniendo en cuenta que d es la distancia al punto del eje en que calculamos el

potencial. En el disco:
P =P, E

ds = rd@dr
d= (22 +r2);

Quedando la integral:

V(o) = LMT 0,(r/ R)’ rdlrd¢

O (227

Y resolviendo queda:

R 1 2E 2,2 2l 2z°
V(iz)=———|=(z" +r°)?> —z°(z" +R")> +—
(2) 250R2{3( ) ( ) :

Ahora calcularemos el campo por la formula del gradiente, sabiendo de
antemano que, por la simetria del problema, sélo vamos a tener campo en le eje z :

E =

1 -1
——aVuz =P | 2(z* +R*)? =2 (2* +R*)? 22 |u,
0z 2&,R




ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO. Electrostatica-M edios materiales.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

8)

9

Una carga puntual positiva Q esta en € centro de una capa conductora esférica con radio interior R; y radio
exterior R,. Determine E y V como funciones de la distanciaradial R.

Suponga un tubo de cobre muy largo con radio exterior de 3 cm y radio interior de 2 cm, que rodea una
linea de carga de 60 pCm* situada en su gje. Calcular:

a Eenr=1m,25cmyl1l5cm.

b) Ladiferenciade potencial entre la superficie interior y la exterior del tubo.

Considere dos conductores esféricos con radios by y b, (b,>b,), conectados por un alambre conductor. Se
deposita una carga total Q en las esferas. La distancia entre los conductores es muy grande en comparacion
con los radios de las esferas, de modo que las cargas en los conductores esféricos se distribuyen
uniformemente. Calcular las densidades de carga superficial y las intensidades de campo eléctrico en la
superficie de las esferas.

Un cilindro conductor de radio R y longitud L, Ileva una carga Q. Coaxialmente con é se disponen dos coronas
cilindricas conductoras. La primera, de radios R, y R, llevalacarga Q’, y la segunda, de radios Ry y Ry, esta
conectada atierra. Calcular:

a) ladistribucion de cargasy sus respectivas densidades.

b) e campo eléctrico en las distintas regiones del espacio (suponer los cilindros muy largos).

c) d potencia eléctrico en las distintas regiones del espacio.

Sea un conductor, en € que existe una cavidad interior, sometido a un campo eléctrico. Hallar el campo
eléctrico existente en el interior de la cavidad asi como la densidad de carga en la superficie de ésta.

Expresar la energia almacenada por varios conductores independientes entre si.

Una esfera conductora de radio R; y carga Q, se rodea de una corona esférica conductora concéntrica de radios
R,y Rs, siendo R,<Rg, y con carga 2Q. Calcular:
a) Ladistribucion de cargasy € campo eléctrico en cadaunade lasregionesdel  espacio.
b) Ladiferenciade potencia entre laesferay la corona esférica
¢) Lacapacidad entre la esferay la corona esférica.

Un condensador cilindrico consiste en un cilindro conductor
interno de radio ay una corona cilindrica externa coaxial de radio
interior b. El espacio entre los dos conductores esta lleno de un
dieléctrico con permitividad € y lalongitud del condensador es L.
Hallar la capacitancia del condensador.

Entre dos cilindros conductores coaxiaes, de radios a y b (b=2a), se introducen dos capas de dieléctrico que
[lenan € espacio entre los conductores. El limite de separacion entre los dieléctricos es la superficie cilindrica
deradio c, coaxial con los otros dos. Las permitividades respectivas de los dieléctricos son: £,=4&,y &. Si entre
los conductores se aplica unatension Vo,

a) cacular € vaor de & para que é campo sobre la superficie del cilindro de radio a sea cuatro veces

superior a campo en € dieléctrico sobre la superficie deradio b.

b) hallar la capacidad por unidad de longitud del sistemacon los valoresde & dado y & obtenido.
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10) Cacular la capacidad de un condensador esférico con armaduras deradios R; y R, siendo R>R;, que sellena
con un dieléctrico perfecto de permitividad relativa €,=alR, en la que a es una constante y R la distancia a
centro del condensador.

11) Cacular paraunacarga puntua en € centro de una esfera dieléctrica  vector de polarizacion y las densidades
de cargasligadas. Dibujar D, E y V en funcién der. Emplear Q=10°C, R=2 cm, &,=3. Repetir estas gréficas en
ausenciade la esfera dieléctrica.

12) Unaesfera dieléctricade radio a esté polarizada de forma que P=(K/R)a,, siendo a, € vector unitario radial.
a) Calcular las densidades volumétricay superficial de cargaligada.
b) Calcular la densidad volumétrica de cargalibre.
¢) Calcular € potencia dentroy fuerade laesfera.
d) Representar graficamente lavariacion del potencial con ladistancia.

13) Una esfera de dieléctrico simple esté uniformemente polarizada en la direccion del gje z, con P = 2107 a,

(Cm™?). Calcular: a) las densidades de carga de polarizacion. b) e potencial eléctrico en e centro de laesfera. c)
demostrar que ladensidad de cargalibre en € dieléctrico es nula.

14) En un material, de congtante dieléctrica &, existe un campo eléctrico uniformeE . Si se practica una cavidad
esféricaen € interior del material, calcular € valor del campo eléctrico existente en e centro de la cavidad.

15) Dos medios dieléctricos con permitividades €; y €, estan separados por una frontera libre de cargas. La
intensidad de campo eléctrico en la interface en e medio 1 tiene magnitud E; y forma un angulo o, con la
normal. Determine la magnitud y la direccién de la intensidad de campo el éctrico en dicho punto de lainterface
en el medio 2.

16) Seaun condensador de placas plano-paralelas rectangulares. La superficie de cadaplacaes S, y estén separadas
una distancia |. Despreciando los efectos de borde, s se aplica una tensién constante V, entre las placas
calcular:

a) El campo eléctrico en d interior, la densidad de carga superficial en las placas, |a energia almacenada
por el condensador y su capacidad.

b) Repetir € apartado &), suponiendo que se introduce un dieléctrico de dimensiones /2 x S, y
permitividad relativac,.

) Repetir € apartado b), pero suponiendo que se desconecta la fuente de tension antes de introducir €l
dieléctrico.

17) Disponemos de dos condensadores idénticos, de placas
plano-paraelas, cuya superficie es Sy espesor d, como indica

la figura. Entre las placas existe un dieéctrico de (2
permitividad € = 100&,. Un vez cargados con un diferencia ; : :ti‘i'&'-HT*’éi
de potencia V,, y desconectada la bateria, en un instante FER _.:.’. d ;_[_1:?}_.,_-_%?';;:'{-51;‘-;‘.
dado se fractura € dieléctrico entre las placas del ©0.01 ‘-_'Lt.&;.'-r_;',:ﬂigﬂ
condensador (1), de forma que se abre una fisura planay & it
paralelaalas placas, de espesor 0.01-d. Calcular: S

a) los vectores E y D en los condensadores (1) y (2) antes
y después delafractura.

b) la diferencia de potencia entre las placas de los
condensadores tras lafractura




ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO. Electrostatica-M edios materiales.

18) Cuando se usa un cable coaxia para transmitir energia eléctrica, € radio conductor interior esta determinado
por la corriente de carga, y el tamafio total por latensiony € tipo de material aislante que se utilice. Suponga
que € radio ddl conductor interno esri= 2 mm, y que & materia aidante es poliestireno, cuya constante
dieléctricarelativa y rigidez dieléctrica son, respectivamente, 2.6 y 20-10° VV/m. Determine € radio interior, r,
del conductor externo para que, con una tension aplicada entre |os conductores externo e interno de 10 kV, la
intensidad méxima del campo eléctrico en el material aidante no exceda el 25% de su rigidez dieléctrica.

19) Un condensador de placas plano-paralelas, separadas una distancia d, tiene un dieléctrico en su interior, ausente
de cargas libres, cuya permitividad dieléctrica relativa, €, depende de la distancia a una de las placas, x.
Calcular la capacidad del condensador s €, viene dada por:

€ =

20) Dentro de un condensador de placas plano-paraélas, de seccidn Ay espesor d, introducimos un dieléctrico de
permitividad no uniforme, siendo y la direccion perpendicular alas placas. Despreciando |os efectos de borde y
en caso de no existir cargaslibresen € interior del dieléctrico, calcular:

a) e campo déctrico, € desplazamiento eléctrico y € vector de polarizacidn, cuando aplicamos una
diferencia de potencia V, entre las placas.
b) las densidades de carga de polarizacién.

¢) lacapacidad del condensador.
£=e, (1+ Xj
d

21) Demostrar que en un dieléctrico lineal no homogéneo, puede existir una densidad volumétrica de carga ligada
en ausencia de densidad de carga libre. Calcular suvalor. Sol: -€4(E -0 €)/ &

22) S e espacio entre dos cilindros conductores coaxiaes alargados esta ocupado por un dieléctrico, ¢como debe
variar la permitividad relativa con la distancia r ad €e para que la intensidad del campo eléctrico sea
independiente de r?. ¢Cudl seriala densidad volumétrica de carga ligada?.

Sol: &=K/r, pp=A21Kr, siendo A ladensidad lineal de cargaen € cilindro interior.

23) Un electrete tiene laforma de una lamina delgada circular de radio R y espesor t, polarizada permanentemente
en la direccion paraldla a su ge. La polarizacion P es uniforme en todo € volumen del disco. Cacular Ey D
sobre € ge, tanto dentro como fueradel disco.

24) Una esfera de radio a esta formada por un dieléctrico homogéneo, con constante dieléctrica relativa €,. La
esfera esta centrada en e origen del espacio libre. El potencial eléctrico viene dado en €l interior y exterior de
laesfera, respectivamente, por:

_ _3E,RItosd

in gr + 2

Comprobar que se cumplen las condiciones de contorno para € campo eléctrico y e desplazamiento

eléctrico en la superficie de laesfera.

3 —
V,, = -E,Ros0 + 2% fr L gosg
R® & +2

25) Desplazamos la carga 3 una distancia d/2 hacia la izquierda, manteniendo fijas las restantes cargas. ¢ESs mas
estable la disposicion anterior que ésta?.
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26) Calcular laenergia electrostatica dmacenada en e sissemadel problema 4.
27) Cdcular laenergia éectrostética almacenada en € sistemadel problema7.

28) Partiendo de una esfera de radio R,, que tiene una carga Q en la superficie, seinicia la acumulacién de carga
sobre una superficie esféricade radio Ry, (Rs>R;,), concéntrica con la anterior. Calcular € trabagjo realizado para
acumular sobre la superficie esféricade radio R, una cargaigua a Q/2.

29) Tenemos un sistema de cargas congtituido por una distribucion uniforme de carga Q en unaesferaderadio R, y
otrade carga -Q distribuida uniformemente sobre una capa esférica, concéntrica con la esfera, de radio R,=5R;.
a) Calcular € campo en funcion de ladistanciad centro.
b) Cacular laenergia€ectrostaticadd sistema.
c) S quitamoslamitad delacarga-Q delacapaesférica, ¢cudl serdlavariacion de energia el ectrostética
del sstema?.

30) Un condensador plano de superficie S y espesor d se carga mediante una bateria con una diferencia de
potencia V,. Después de cargado desconectamos la bateria. Sin tocar las placas introducimos una lamina

metélica de espesor d/2.
a) Cadcular ladensidad de energia €lectrostética antes y después de introducir lalaminametdlica.
b) Calcular laenergiatotal en ambos casos. ¢En qué se hainvertido la diferencia entre las dos energias?.

31) Un condensador de armaduras planas, de superficie A=200 cm?, separadas la distancia d=1 mm, tiene en su
zona central una lamina de materia dieléctrico, de la misma formay tamafio de las armaduras, espesor de 0.6
mm y permitividad relativa ,=4, El condensador se ha cargado hasta adquirir entre sus armaduras el potencial
V= 1000 V. Calcula: @) La capacidad del condensador. b) La carga del mismo. c) La energia amacenada. d)
L os vectores desplazamiento el éctrico, campo el éctrico y polarizacion, representandol os graficamente.

32) Unacargaeléctrica Q se distribuye en una esferadiel éctricade radio ay permitividad €, de forma que las
densidades de carga libre sean:

_|p(@lR) para O0<R<a
v 0 para R>a

a) Expresar p,enfunciondeQy a.
b) Halar laenergia€ectrostéticadel sistema.

33) Dos planos conductores aislados infinitos, que se mantienen a potenciales 0 y V,, constituyen una configuracion
en forma de cufia, como seilustra en la figura. Determine las distribuciones de potencia en las regiones: @) 0 <
p<a,b) a<@<2n

Vo

\ a >> p
ok |
34) Calcular, mediante e método de las imagenes, la carga total inducida en una esfera conductora conectada a
tierra, inducida por una carga puntual, Q, situada fuera de la esfera, aunadistancia D de su centro.
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PROBLEMAS DE ELECTROSTATICA — MEDIOS MATERIALES

® Ejercicio 1

Existe simetria esférica, por lo cual
podemos hacer el problema mediante el
teorema de Gauss. Calcularemos
primero el campo electrostatico y luego
el potencial.

S =Z47R?

esfera

a) Region 1: R <R;

§E@:§E@ = E paralelo a ds :J-EWS:EJ-dS:EES

EES=E@77R2=E% -~ |E 4ﬂR2E|Q—aR(I7)

Region 2: Ri<R<R,

Como el campo en el interior de un metal es nulo, la carga en el interior de una
superficie gaussiana en esta region es siempre cero, por lo que en la superficie interna
del metal se induce una carga —Q (la carga libre en el interior del metal es nula). Como
el metal es neutro en la superficie externa se induce una carga Q.

E'zz();l;

Region 3: R>R,

El campo en esta region tiene la misma forma que en la region 1, ya que la carga
encerrada por la superficie gaussiana es la misma, Q (Q-Q+Q = Q). La unica diferencia
es que ahora R debe ser mayor que R,

b g L ] o

b) Para calcular el potencial en todos los puntos del espacio se integra el campo
eléctrico. Empezaremos desde la region 3 hacia la 1.
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Region 3: Usaremos la ecuacion:

_ (con K = cte de integracion)

v=-| L€ r=—2 1k () = |n=—L_+k ()
4me, R 4me, R 471e, R

Para hallar la constante, partimos de la suposicion de que el campo en el infinito es
cero; igualando, tenemos

0= 0 +K = K=0
4 770

Region 2:

El campo en esta region es cero, luego el potencial es constante. Por la continuidad del
potencial, éste toma el valor de la region 3 haciendo R=R,:

__ 0
> 4me, R )
Region 1:
V== 2BQarR = V_—BQH(
47TR 47TR §

Para hallar K, por la continuidad del potencial, basta con igualar el valor del potencial
de laregion 1 de valor R; al de la region 2:

Q +K:L - K= Q Q

- = K= LI =
4me R 4TTER, 4 megrR, 4 mER 4 mg R, R

= L@, ¢ {L—L} =
4mR & 4mg| R, R

K:L{LL_L} ()
4mreg | R R, R
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® Ejercicio 2

a)

Suponemos la longitud del tubo lo suficientemente grande como para que E sea
perpendicular al eje. Entonces, las tapas no contribuyen al calcular con el teorema de
Gauss.

Zona 1:

§Eﬁh’s Q ;

O

O=p L

§EB79= §EBJ?+ §Eﬂi_s>= §EB1’?:>Epamleloads=jE@’s=Est=EES’
tapas lateral lateral
S=oml=ERmE=PE {El— P f}
&, 27 &

Zona 2:

Esta region es el interior del conductor, por tanto no existe campo electrostatico:

=0 Z
Zona 3:
Como el metal es neutro, la carga total es nula (se induce una carga igual y opuesta a la
del hilo en la superficie interna, e igual a la del hilo en la superficie externa). La carga
encerrada por la superficie gaussiana queda igual a la del hilo. Por tanto, en esta region
el campo es el mismo que en la zona 1:

E=Lq
27r¢€,

Una vez que hemos calculado el campo de las 3 zonas, simplemente damos valores y
hallamos el valor numérico del campo en cada zona:
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r =1m (Zona 3)

-12 -12
E=60X10 _30x10 (V/)
271€E, TTE, m

A

L 60x10™7 _ 0.2x107
E, T 2me, .15 71e (%)
0 . 0

r=0.25m (Zona?2)

r=0.15m (Zona 1)

b) Nos piden la diferencia de potencial entre ambas superficies del conductor. Sabemos
que el potencial en el interior de un conductor es constante, asi que la diferencia de
potencial entre ambas caras es nula:

v, =0

a

Siendo Vy, la diferencia de potencial entre cada cara.
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® Ejercicio 3

Tenemos dos esferas :

/o)

Como la carga se distribuye uniformemente en la superficie, el campo fuera de las
esferas es el mismo que el produce una carga puntual colocada en el centro de valor la
carga de la esfera respectiva. Aplicando el teorema de Gauss, tomamos una superficie
gausiana de radio @:

, que operando nos queda: E = 0 aj
Are, ¢

Para la esfera 1: E, = 9 ~a,
4rmeb;

Para la esfera 2: E»=—L ~a,
471E b)

Donde ¢; y ¢g> son las cargas en la superficie de cada esfera.

Anélogamente, integrando el campo eléctrico, el potencial fuera de las esferas es
analogo al de una carga puntual. Por la continuidad del potencial, su valor en la
superficie de las esferas (igual que el del interior, por ser conductores) sera
respectivamente:

Para la esfera 1: V1= —L
41168b1
Para la esfera 2: V>=—21-
471180b>
El problema nos dice que entre las dos esferas hay una carga encerrada q, es decir:

q=qit q.

Al estar unidas por un cable, el potencial en ambas esferas es el mismo: V; = V,. Lo que
nos lleva, despejando, a que q;b; = qab,-

Teniendo en cuenta que: q=qit q
obtenemos dos expresiones de la carga en la superficie de cada una de las esferas, en
funcion de datos conocidos como son el radio y la carga total:

_ bg
b1+ b

b2q
7= bi+b2

q1
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La carga estd repartida uniformemente, es decir, las esferas poseen densidades
constantes de valor:

Psi=q1/S1 ., P2=q2/ s, donde s; y s, son las superficies de las esferas:
81:47'5 €0 b12 , 82:471?80 b22

Sustituyendo datos, obtenemos dos expresiones en funcidon también de datos conocidos.

Densidad de la esfera 1: po1 = 9
471101(b1 + b2)
Densidad de la esfera 2: 002 = 9
471h2(b1 + b2)

Y si queremos dejar el campo eléctrico en funcion de la carga hallada:
9 7
Anrabi(bi+b2) '
-4
41teb(bi+b2)

Para la esfera 1: El =

Para la esfera 2: E2=
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® Ejercicio 4

R3 R R4

a) Para hallar la distribucion de cargas hay que recordar que las cargas en los
metales se distribuyen en la superficie. Ademas, si se aplica el teorema de Gauss
a una superficie en el interior de un metal, al no existir campo eléctrico en éste,
la carga total en el interior de la superficie gaussiana ha de anularse. Sea r la
distancia al centro de las esferas:

r=R
o : __9+0
tenemos una distribucion Q y su densidades p =
27TR3L
r=Rl1
tenemos una distribucion —Q y su densidad es p = =
27TRL
r=R2
o, , ) _ 0+0
tenemos una distribucion Q + Q’ y su densidad es p =———
27R2L
r =R3
o+9Q

tenemos una distribucion —(Q+Q’) y su densidad es p = —
27mR3L

r =R4
debido a la toma de tierra, no existe carga y su densidad es por tanto p=0
b) Para hallar el campo eléctrico aplicamos la ley de Gauss a superficies cilindricas

coaxiales en las distintas regiones, considerando la simetria cilindrica del

problema. Asi,
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qSSE -d5 = (E||ds) = (E cte en s)

S Efds = E2mrL E{ds= E2nrL

~  E2mrL == (Teorema de Gauss)
&o

Por lo tanto:

r<R

E=0

R<r<R1

R1<r<R2
E=0
R2<r<R3

0,-0+0 -

R3<r <R4

E=0
r>R4
Q =0~ E=0
0
¢) Para calcular el potencial integramos el campo, de fuera hacia dentro, aplicando
la continuidad del potencial al pasar de una region a otra. De esta forma:

r > R4

—

E=0 - V=cte; V(r=R4)=0 (tierra)
R3<r < R4

V=cte=V(@®=R4)=0
R2<r<R3
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In R1

+ ]
-jEdr=—Q 0 Idr - lnr+K ComoV (r=R3)=0 -
2”EOL r 2775L
OO0 miik=0 o k=279 g3 v= 21O RS
2”€oL 2”€oL 2”€oL r
R <r<R1
V=cte=V(R2)=&lnR—3
2”€oL R2
- - [Ear= -2 a0 g
ZITgoL anOL
Como V(R1) = O+ Q ;
ZITgoL R2
- —Q+Q lnR—3 = ——Q InR1+K' K= —Q+Q lnR—3+—Q
2”€oL R2 2”€oL 2”€oL R2 27T£OL
_ 0 lnR1R3 o' 1R3
2”€oL R2r 2775 L R2
r<R - V=cte=VRI])= 0 In R1R3 0 1 R3

n—
27T£L R2R 27T£L R2
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® Ejercicio 5

Sea un conductor tal como éste:
Aplicamos el teorema de Gauss en S: §E [as = Qs
A
S 0
Sabemos, por las propiedades de los conductores,
que el campo dentro del metal es nulo; por tanto, en
la superficie Gaussiana, S, también lo es. Asi, la
unica carga posible dentro de S, que podria existir
en la superficie que rodea la cavidad interior (ya que
no existe carga libre neta en el interior de los

metales), es también nula. O sea:

§EM§=O:>&:O:>QS =0
S

€

Esto no implica que la densidad superficial de carga en la cavidad interior, Pg_, iqaq » S€@

0, ya que puede haber una distribucion de carga en la superficie de la cavidad interior tal
que las cargas positivas se compensen con las negativas de forma que Qs= 0.

En esta situacion existiria un campo eléctrico en la
superficie de la cavidad interior, que iria de las
carga positivas a las negativas. Para calcularlo,

trazamos un camino cerrado a través de los puntos
AyB:

Por un lado => jgfl [dI = 0 ya que el campo electrostatico es conservativo.
C

B
Por otro lado => §E il =J.E dl+ (Edl
C A

& —

B

Como ya dijimos antes, el campo en el metal es cero, lo que significa que: IE [di=0,
A

con lo que finalmente nos queda:

EW =0 para toda trayectoria => E =0. No es posible tal distribucion de

cavidad

O oy

carga, ya que el campo eléctrico en el interior de la cavidad es 0.

Al no ser posible que exista tal distribucion, se confirma que og_ ..., =0
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® Ejercicio 6

Partiendo de la teoria, se comprueba que la energia potencial para un sistema de N

cargas es igual a:

1 n
W= _Zqu;
25
donde y es el potencial creado en donde se encuentre g; por todas las demas cargas.

Vista la interaccion de cargas discretas, mas fécil de interpretar, buscamos la energia
potencial eléctrica para un conductor, que no es mas que una generalizacion de una
distribucion superficial de carga, ya que la carga en €l se distribuye en su superficie. La

expresion del potencial para una distribucion superficial de cargas sera en un conductor:

Wz%!pyds

Donde S es, por las propiedades de los conductores, una superficie equipotencial, y por

tanto el potencial en ella V' es constante y puede salir de la integral.

1 1
W—EV.S[psds =0V

Ahora suponemos un sistema formado por n conductores. La energia potencial
electrostatica para un sistema discreto de n conductores sera la suma de la energia de
cada una de los conductores del sistema

=1
w :ZajpsidSiK
i=1 S;

donde definimos y . es el potencial de cada
conductor con superficie S, y p, es la densidad

de superficial de carga en cada conductor. Como
cada conductor es una superficie equipotencial,
el potencial en cada conductor es constante y
vuelve a salir de la integral.

1
W = ZEKIpSdei
i=1 S;

Si integramos la carga en cada potencial nos queda que: I PsdS; =0, . Por lo que la
S,

i

expresion de la suma de los n conductores es:

n 1 n
=YW, =3 0F,
i=1 i=1
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® Ejercicio 7

2 2

Fig. 1(a) Fig.1(b)

a) Debido a la carga Q en la superficie de la esfera conductora, aparece un —Q, por
induccion, en el radio interno de la corona. Y para compensar ésta —(Q, y como la corona
esta con 20, en la parte exterior de la corona esférica existe una carga 30 (Fig. 1 (b)).

Region (1), Region (3):
Como tanto la esfera como la corona esférica que la envuelve son conductoras,
podremos decir que el campo interior a ambas es igual a cero.

E, =E, =0
Regiones (2) y (4):
Aplicamos Gauss para un punto, P, a una distancia r del centro de la esfera conductora:

 E -ds = 2

&

Eligiendo como superficies gaussianas esferas concéntricas, como tanto el campo
electrostatico como ds son radiales, es decir, perpendiculares a la superficie gaussiana
en cada punto y paralelos entre si, el producto escalar es igual al producto de sus
modulos

E||ds = E-ds = E-ds
Ademas, como el modulo del campo eléctrico s6lo depende de la distancia al centro, la
integral en la ley de Gauss queda como:

@ E ds = EI ds =4m’E :%
S N £0
Para la region (2)
RJ<I’<R2,
0, vale Q, por tanto, despejando el campo y dotandolo de carécter vectorial:
E, = o —a, [ﬁ}
4mg,r m
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Para la region (4)

Ir2Rs
teniendo en cuenta que ahora la carga encerrada por las superficies gaussianas es
igual a 3Q.
- 3 _|N
E, = Q > da R[—}
4re,r m

b) Utilizando V' = - I E-d7 , siendo V el potencial, tendremos para el potencial en (2):
V,=~[E, dF = -2 izdr =2
4mg Y r 4 igr
y en (4), siendo el potencial en el infinito igual a cero:
- V., = — ==
=-[Ejdf - ! 4n‘%j 4mgr

Por continuidad del potencial, V,(r =R,)=V,(r =R,), entonces despejando para
hallar la constante de integracion k, llegamos a que:

- Q3 _ 1
4me, | R, R

0 JLt,3_1
4rrgr | R, R, R,

Es decir que,

) =

Expresando la diferencia de potencial como V' = V,—V,, obtenemos:
ot _1
Amg | R, R,

para calcular la capacidad del condensador, donde C

9

¢) Usaremos la expresion C =

es la capacidad y V'sera la dlferenc:la de potencial calculada anteriormente:

C= 0 4re, 4775 ‘R‘R, [F]

o |1 _1 TR R, R, — R,
47g, | R, R, RR,
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® Ejercicio 8

Para calcular la capacidad suponemos una carga Q en la superficie del cilindro interno y
una carga —Q en la superficie interior del cilindro externo. También suponemos 'L’
suficientemente largo para que el campo sea radial y perpendicular al eje (L>>b). La
capacidad viene dada por:

C=Q/V

Para calcular el campo eléctrico aplicamos el teorema de Gauss a un cilindro coaxial
imaginario, de radio r, entre los dos conductores:

E2NLr s L
80
No hay flujo en las tapas porque E y ds son perpendiculares, y por tanto, su
producto escalar seria: Edscos90=0. Cogemos solo el flujo en la parte lateral. Con lo
que:

po O

on ELr

La carga -Q aparece por induccion electrostatica de la carga Q .

Ba - Ba Q B Q
V=—jE@z=—jEr=——j—@r= (Ina nb)
y y T 2Ng L

_0 _ 2ngL
V. In(b/a)
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® Ejercicio 9

I:I Dielecirico el
I:l Dielectrico e2

Observamos que segun el enunciado tenemos
dos conductores, separados una cierta distancia
(rellenada con los dos dieléctricos), sometidos a una
diferencia de potencial Vo. Tomaremos como dato
que la carga total almacenada por la estructura es Q.

Por las propiedades de los conductores (el
campo en su interior es nulo), esta carga se
distribuira de la siguiente forma: Se almacenard en
la cara externa del primer conductor una carga +Q
una carga —Q en la cara interna del segundo
conductor.

Como consecuencia de esto, la estructura
queda de la siguiente forma:

a) Para el primer apartado tomamos como dato que
debemos hallar €, de forma que se cumpla que:
E, =4E,
Observamos que los dos conductores son cilindricos. Al

ser infinitos podemos aplicar la ley de gauss
generalizada para dieléctricos:

qSDl]?saov

Veamos pues, como se comporta el vector
desplazamiento eléctrico en la regiéon comprendida por

los dos dieléctricos, siendo la primera region o medio 1, en donde tenemos el dieléctrico
de permeabilidad €,=4¢, y la segunda region o medio 2, en la que esta el dieléctrico de

permeabilidad €,. Vemos que para la primera region 131 va en la direccion radial de los

cilindros, direccion que es normal a la linea de separacion de los dos medios. Igual

sucede con D,. Recurriendo a las condiciones de contorno para medios materiales,

como en la superficie entre los dieléctricos no existe carga libre superficial, el vector

desplazamiento cumple :

Y como :

Nos queda que:

Dln_DZn :0
Dln:Dl yDZn:DZ

D =D,=D

Con esto deducimos que para ambas regiones el vector desplazamiento sera constante, y

tendra direccion radial: D = D(a 2) -

Aplicaremos la ley de Gauss para dieléctricos, tomando como superficie gaussiana un
cilindro coaxial de radio R y longitud L, situado entre los dos conductores.
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Calculando el flyjo: CJSD [ds = ID @sl +Iﬁ @sz +ID @53
s sl 52 s3

lhl Vemos que para s; y s, (las tapas del cilindro),el vector
e desplazamiento D es perpendicular a c?sly a c?sz, y segun
1.:___‘;_:_:_?-], la definicion del producto escalar de dos vectores, las
: .: integrales en las tapas del cilindro serdn 0, influyendo so6lo

' ' . E en el flujo resultante la integral en la intercara del cilindro

(En este caso D y c?s3 son paralelos).

T Como consecuencia la integral queda de la siguiente
_\%:2- forma : CV'SD@S:J‘EE&:ID@%
s s3 s3

Y como D es constante en S, , sacandolo fuera de la integral:

955 [ds = Dj ds, =D [§ =D2mRL , siendo 27TRL el valor de la superficie S, .
s s3

La carga total almacenada por la superficie gaussiana es +Q, debido a que nuestro
cilindro encierra dicha carga.

Por lo cual, despejando D de la siguiente ecuacion: D27TRL =, nos queda que el
vector desplazamiento vale:

p=-2 3z

_—aR

27TRL

De la relacién entre desplazamineto y campo eléctrico para medios materiales: D = €E ,
los campos eléctricos en las regiones 1y 2 son :

Region 1 =>E, = Q ar Region 2 => E, = O ar
2rrL g 2nrL €,
Asi el campo en la superficie de los dos conductores vale :
Region 1 @ G-4_92 5 Region 2 => E, = Q
2ral & 27L g 2mbL g

Y como se ha de cumplir que E, = 4E, :

0 __, 0 .

aR aR
2ral & 27L &

Y despejando &, nos queda que: &, = 451%
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Sabiendo que b =2ay que &=4¢,.

£ :1650% =8¢,

9
AV’
siendo Q la carga total almacenada en el condensador y AV la diferencia de potencial
entre las placas, que para nuestro caso sera Vo.

b)Para hallar la capacidad de la estructura utilizaremos la siguiente ecuacion: C =

Como consecuencia, debemos relacionar la diferencia de potencial (Vo) con la carga en
las placas. Para ello nos ayudaremos de la siguiente ecuacion:

j:lde =—£E dl

Tomando como curva C para nuestro ejemplo, la direccion radial entre los conductores.

Debido a que no estamos en el vacio, sino que la zona que hay
e —— entre las placas esta constituida por dos dieléctricos, con campos
i====—— | distintos, debemos separar la integral en dos: una integral para
- la Region 1, que va desde R = a hasta un punto R = ¢ (donde
termina la region 1 y empieza la region 2) y otra integral que va

desde R = ¢ hasta R =b para la Region 2:

=-[Ed. DEB]HJE HR}

Como d! y el campo son vectores paralelos y con el mismo sentido, nos queda que :

b
ar +{ 22k
277RL§ © 2MRL &

Vo = 0 [élnc+11 2_aj

8& 1L a 2 ¢

Vo = jEEyR+jE @R = j

Resolviendo nos queda :

Sustituyendo esta ecuacién en la expresion de la capacidad, se tiene que:

Q Q =8¢ 1L [éln—+lln2—aj
AV Vo a 2 ¢

Por lo que la capacidad por unidad de longitud sera:

g&gﬂ[ﬁln +llnﬁj
L a 2 ¢
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® Ejercicio 10

La capacidad de un condensador viene dada por la siguiente
expresion:

P— 0
! T C =-_=
4 A AV
g )
|'IIr ( Fj ' donde Q es la carga total del condensador y AV la diferencia
L b /  de potencial entre las placas. Para calcular la diferencia de
. y potencial utilizaremos la siguiente expresion:

v2 - =
[“av=-[Ew
vl
C
Debemos pues de calcular el campo eléctrico en el condensador. Para ello utilizaremos

la expresion D = £E , de donde despejando E nos queda que E =

™|

Para hallar el vector desplazamiento eléctrico entre las placas (fuera es nulo), utilizamos
la ley de gauss para medios materiales:

Cj}D ds = p,
)
Tomaremos como sistema coordenado, las coordenadas esféricas, por la simetria

esférica del problema y como superficie gaussiana una esfera concéntrica de radio R.

Para calcular el flujo, ds y D tienen la misma direccién y sentido (radial), por lo que el
producto escalar de estos dos vectores sera igual al producto de modulos.

Como D en esa zona es constante en la superficie gaussiana :

gﬁb@?p/)jds =D 3 =DAnR>

Siendo 4771R* la superficie de la esfera de radio R. Como
consecuencia, la carga total encerrada en esa superficie
gaussiana es Q.

Asi, la ley de gauss nos queda de la siguiente forma: D47R* =Q

Y despejando D, obtenemos el mddulo del vector desplazamiento: D = ) QRZ
71

Q

Déandole caracter vectorial: D = 5
47R

ag
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Ahora hallaremos el campo eléctrico en la region: E =

Sustituiremos ahora la permitividad absoluta por su verdadero valor: € =¢g,£ , siendo

e , e . . a
&,la permitividad del vacio y &, la permitividad relativa que en nuestro caso sera: rE

El campo eléctrico en la region es entonces :

5.0 __ 0 __ 0 .

a - a
£, 4MR* " e Lanm’ B gadmrR "
R

Calcularemos ahora, la diferencia de tension entre las placas. Para este ejercicio nuestra
curva serd la recta que va en direccion radial desde R1 a R2, por lo que la ecuacion nos
queda:

Vo=[Edl=| © i wri, =[—2 @r=——L nk
v . v~ &a4 TR gad m R

Donde hemos integrado a lo largo de la direccion radial, siendo E y dl =dRa,
vectores paralelos.

Sustituyendo el potencial, en la formula de la capacidad C = % nos queda:

C:g :2
Vo

AV

_&admr

ln&

1
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® Ejercicio 11

Carga puntual <«

Permitividad del dieléctrico (€.&)

- Nos pide hallar el vector de polarizacion para ello partiremos de la siguiente formula:

D=gi+p
Y de esta formula despejamos el vector de polarizacion, nos queda:
P=D-sF

Luego nuestro problema queda reducido a hallar el vector de desplazamiento eléctrico y
el campo eléctrico, y sustituir dichos valores en la ecuacion anterior.

a) Hallar el vector de desplazamiento eléctrico
Para hallarlo aplicaremos el teorema de Gauss para dieléctricos:

§D-§%Qv
S
(Cargas libres encerradas, en nuestro problema es la carga puntual Q)

Para resolver dicha ecuacion tenemos que elegir una superficie gaussiana, vamos a
escoger una esfera de cualquier radio r. Ya sea dentro o fuera de la esfera la carga libre
encerrada siempre es Q:

Vemos que por simetria el campo eléctrico solo depende de la coordenada r, y ésta a su
vez es constante, por lo tanto puede salir de la integral, y al ser los vectores paralelos,
podemos eliminar el caracter vectorial y dejar la férmula de la siguiente manera:

D(r)fds =0
S
Por lo tanto el vector desplazamiento nos queda:
0
D(r) =
*) 4’

Dandole caracter vectorial:

D= Qzﬁr Ur
4mr
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Representacion grafica del vector desplazamiento

R r

El problema nos pide que lo representemos con dieléctrico y sin él, pero en este caso la
grafica seria la misma.

b) Hallar el campo eléctrico
Si suponemos el medio lineal podemos escribir que:

D=¢E
Luego el campo eléctrico sera:
E para r <R D=¢E > E=2= O a,
& A’
n = = » - D Q —
Eparar>R  p=gF > E=—=_——-3
g, 4ngr

Representacion grafica del campo eléctrico

Grafica con esfera dieléctrica

| y

R

El campo eléctrico es discontinuo en r = R, debido al cambio de permitividades. Sin
embargo sin esfera dieléctrica el campo si es continuo como se puede apreciar en la
siguiente grafica. (campo creado por la carga puntual Q).
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471 R

|
R

Después de obtener los datos que nos eran necesarios para hallar el vector de
polarizacion, lo tnico que nos queda es sustituirlos en la ecuacion:

p

D-¢&E

ppamr>R

—

P=0

Esto se debe a que en r > R nos encontramos en el vacio y ahi el vector de polarizacion
es 0.

ﬁpara r<R
- N _ - - _ -1
P: Qza,_fo Q ar: Q2 l_ﬁ ar: Q2 gogr gO a,: Q2 gr ar
arr 41 arr £ 47| g€, 4’| &,

- Lo otro que nos pedia el problema eran las densidades de cargas ligadas:

Densidad de carga de polarizacion en volumen

: i(rzsenHR):O; 0<r<R

=-TP=-
Prv r*sen or

La carga volumétrica de polarizacion es cero.

Densidad de carga de polarizacion superficial

- O |& -1
=P eg = r
pPS S r 4 R2 £

r

Como la carga de polarizacion total en el dieléctrico ha de ser nula, existe una carga
puntual de polarizacion, Qp, en el centro del dieléctrico de valor:

0, = ~pps BIR* = th 1}

r
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- Lo ultimo que nos queda es hallar el potencial para poder dibujarlo, que es otra de las
cosas que nos piden.

v ==[Eedi+Cee
Vparar>R

dr = + Cte

Arrer’ - 4nigr

V:_J' 0 0

Como sabemos que:

V(0)=0 - cte.=0

Y nos queda que el potencial parar> R es:

0
4rrgr

V =

Vparar<R

Por la continuidad del potencial en la superficie
V(r<R) en R=V(>R)en R

Pues si igualamos las dos formulas y despejamos la Cte, podemos hallar su valor, que es

el siguiente:
Cre=2 |1 _1
4R\ g, €

Y si ese valor lo sustituimos en el potencial para r <R, este nos queda:

V_Q{Lg_%

am ER & &R
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Representacion grafica del potencial

Con esfera dieléctrica

471E R

|
R

Sin esfera dieléctrica el potencial tiene una dependencia analoga con la tnica diferencia
de que en el interior de la esfera, es decir r <R, el potencial tendra valores mayores.

Sin esfera dieléctrica

4rg,R
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® Ejercicio 12
a) Calcular las densidades volumétrica y superficial de carga de polarizacion.
Se define la densidad volumétrica de carga de polarizacion J,, como:
o, =-0p
Calculamos la divergencia de P en esféricas:

EF =— ! i(stené’Ej =£2
Rsen8 OR R R

Por lo que la densidad volumétrica de carga sera: -

Se define la densidad superficial de carga de polarizacién J, como J, = Pl » > pOr

tanto:

b) Calcular la densidad volumétrica de carga libre:

En un medio simple:

D=g,[E+P
Como sabemos D = & [E , despejando tenemos que E= g, sustituyendo en la ecuacion
de arriba llegamos a que:

D=4+ p

&
Calculando la divergencia en ambos miembros, suponiendo el medio simple:

—— 5 —— ——
OD=-"D+0P

&
_|jB = JV . E
y como < _._, la ecuacion nos queda: J, =—[d, -9,
OpP=-9, £
& .
Operando nos queda: Jpv = [—0 - l]d'v. Sustituyendo &£ = €,&,, y operando:
&

JPV:( £ —IJI]§VZ>5W:(1_£rJ@'V:>5v:( £, Jdpv
£,E, £ 1-¢,

Como 9, = —%2 , sustituyendo:
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¢) Calcular el potencial dentro y fuera de la esfera:
Vamos a calcularlo mediante el Teorema de Gauss, primero calculamos el campo dentro
y fuera de la esfera, y luego el potencial integrando.

{D=0,
Integrando obtenemos el primer miembro de la ecuacion:
1 =§,D LdS; como{DH dS} -1 =§,DBZS; como{D =cteen S} -1 =DE§,dS =D@AmR’

La carga Qv encerrada en la superficie gaussiana variara dependiendo si estamos dentro
o fuera de la esfera:

R<a
0, = 5 tv:{av=aRa} - 0, =[5, AmRdr =
= jR( & jﬁz @R dr = {—gr J47KR —
ole —-1/R - Superficie gaussiana
r r para R<a
Igualando:

pamR =| -5 wmr—p=|-5_|K_
£ -1 E-1)R

Por lo que el campo sera:

~ D _ 1 & YK—
E=—=— —a, =
e e\le-1)R

R>a
Sera toda la carga encerrada en el dieléctrico:
— gr Superficie gaussiana
QV - 47Ka para R>a
£ -1
Igualando:

pAR =| -t lamka=p=| -5 kL =
£ -1 e -1) "R

Por lo que el campo sera:

~ D _ 1 £ | Ka—
E=—=— —ay =
& &\& -1)R

Integrando la intensidad de campo obtenemos el potencial:

R>a
K& a K& a
V=-|—"r T JR=—"1 _“4(C
I,so(,s,—l) R 50(5,—1)R+
Obtenemos C haciendo tender R — oo
V(oo):K—B;’£+C:>O:K—B;’£+C:>C:O
go(gr _1) R €0(£r _1) oo

Por tanto, el potencial en el exterior de la esfera dieléctrica queda:
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R<a
_ (KB, 1 . K[
V= I—g(gr_l)RdR —g(gr_l)lnR+C

Hallamos C haciendo R = a:

K& K& K&
VIR=a)=- "~InR+C L=- L1 C
e e N F) R P
= K&, K&, lna:>C=Kl}’ i+lna
€0(€r_1) E(Er_l) (gr_l) €0 &

Sustituyendo C y simplificando:
I qrs

K& (1 Ina)l_K[E (1 Ina InR _{ 5}

- InR+ —" | —+ = —t———— | ={x=

g(gr _1) (gr_l)(go € j (8 _1)(6‘0 3 € J 3
K%, (e, +ln%) K [ﬂg, +ln%)

£le, -1) &6, -1)

={e=ce) =

Por tanto, el potencial en el interior de la esfera dieléctrica es:

d) Representar graficamente la variacion de potencial con la distancia:

VR) Variacion del potencial con la distancia

4

3,5 1
3-
2,5 1
2
1,5 4
14

0,5

0 :
IIIIIIIIIIIII‘;IIIIII —V(R<a)

V(R>a)




Electrostatica

® Ejercicio 13

a) Densidades de carga de polarizacion:

b)

P, : densidad superficial de carga de polarizacion equivalente

P, : densidad volumétrica de carga de polarizacion equivalente

P, =P, =200°G, G, =200 cosd C/m’
Pps— 200" cos8 C/m2

p, =-00P
13=cte

ppvzo

Potencial eléctrico en el centro de la esfera

Vint= ! §ppsds'+ ! J-ppvdv'
4mreg s r 4me ' r

En nuestro caso, como g,,= 0:

Vint= ! I&ds'
4 > r

En coordenadas esféricas tenemos que:

s'=6]: ¢ :r=R
ds'=r’sen @@
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Por tanto,
m——L-p“%qu ML——jzm)mwmqucm_
471€, r
=K 0o~ j 2cos B Senbd
\_ﬂ_—J

sen26

¢) Demostracion de que la carga libre en el dieléctrico es nula:

El dieléctrico es simple, o sea, lineal, homogéneo e isotropo, por lo que la
permitividad relativa es constante (&, =cte). Sea p, la densidad de volumen de las

cargas libres. Sabemos que se cumple que:

0D =p, } g,0E+0OP = p,
D=gE+P D=¢[E
Pp, =—0P

Vemos que p,= 0 debido a que p,,= 0.
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® Ejercicio 14

El problema nos dice que tenemos un dieléctrico al cual se le a hecho una
cavidad esférica, como el de la figura, sin embargo, no especifica si el dieléctrico es
finito o infinito de manera que vamos a considerarlo finito por hacer el problema maés
cefiido a la realidad.

De esta forma el campo
eléctrico en el interior del
dieléctrico es generado por

7 un campo exterior al
dieléctrico (Em) que, por
X las condiciones de contorno
Y y suponiendo que solo tiene
g 1 E,

componente normal (a , ),

obtenemos de la siguiente
forma:

& TE

ext

Segun las condiciones de contorno la componente normal del vector
desplazamiento se conserva:

Dext,, = Dd,,
Segun la relacion entre el vector Desplazamiento y el campo eléctrico, la
componente normal del campo eléctrico externo vale:

g [E,, =¢[E,

ext,

ext,

~ E =
E,, =—E,
g

Como solo tiene componente normal el campo del dieléctrico, el campo exterior
solo tendrd componente normal:

ECX[ = E

" ext, |ﬁZ :_Edn |ﬁZ
EO

Para hallar el campo en el centro de la cavidad podemos hacerlo de varias
formas. Yo he elegido utilizar el teorema de superposicion, de esta forma, el
campo en el centro de la cavidad es la suma del campo exterior con el campo
producido por cargas de polarizacion.

Debido a la interaccion del campo eléctrico con las moléculas del dieléctrico, se
crean cargas de polarizacion en la superficie interior del dieléctrico:
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Estas cargas se representan
vectorialmente con el vector de

polarizacion (P ) que, viene relacionado
con el campo eléctrico segun la siguientes
expresiones:

!
1

P=(e-¢,))E,

ol
1

g,E, +P||e,E, + P=¢E,
¢E, P=(c-¢,)E,

Lo cual significa que el vector polarizacion tiene la misma direccion y sentido
que el campo eléctrico.

El campo eléctrico E , es uniforme (constante segun la posicion), lo cual
significa que su divergencia es nula. Esto implica que la divergencia de D también es

nula y por consiguiente que no existe densidad de carga libre volumétrica dentro del
dieléctrico (no existen cargas libres en el interior del dieléctrico):

E=cte:>l#)=cte:>|iD5202>,0V =0

De la misma forma la densidad volumétrica de carga de polarizacion la hallamos
como:

pn, =-0LP

Vemos que se anula igualmente debido a la uniformidad del campo. Esto va a
simplificar un poco la expresion que nos da el campo eléctrico creado por las cargas de

polarizacion: 0
™ _ 1 p A 1l Iops A '
Eﬂ"*m[f/%d% RzaRds}

Tenemos que hallar la densidad superficial de cargas de polarizacion o, a lo

largo de la superficie interna del dieléctrico. Para ello utilizamos la siguiente expresion:
p, =P,
Tenemos que por lo tanto hallar el producto escalar de ambos vectores para lo
cual antes los definiremos:
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Se deducen de las féormulas que hallamos antes, que el vector polarizacion es
paralelo al campo eléctrico de manera, que tendran la misma componente vectorial. Con
respecto al vector radial, decir que es un vector que va perpendicular a la superficie del
dieléctrico y hacia fuera de éste. Ahora que tenemos el vector radial lo que hacemos es
pasarlo de coordenadas esféricas a cartesianas para poder integrar si problemas. Para
ello hacemos uso de proyecciones y de trigonometria elemental.

a, = —sen@cos@ll, —sen8enplh, —cosfLa,
P=PIlh,

Ya tenemos definidos ambos vectores, ahora hacemos el producto escalar:

P = P Lo, = P (4, = Pcosa = Pcos(180°-8) = —Pcos &

Con los datos que tenemos, ya podemos hacer la integral que nos dara el campo
producido por las cargas de polarizacion:

- — 1 ps" 1 —_
E,(0) = J;y sz a,ds'=
1 J- - Pcos@

= 4 R> [_ sen@cos L, — sen® Lrengll, —cosHDﬁZ]ds'
7T,

Necesitamos definir nuestra superficie de integracion asi como el diferencial de
superficie a utilizar que, al estar trabajando con simetria esférica, sera el mismo
expresado en coordenadas esféricas:

ds'= R*sen@ @O

La superficie es una esfera completa, de manera que debemos integrar segun los
limites siguientes:

o o 7 Hay que fijarse que 0 esta definida de 0 a . Esto se debe al eje de
7 an coordenadas definido para hacer el problema.
0

Continuamos pues con nuestra integral:

E,; 0)= —47_[:R2 IOM_[O”[ —cos @ enBcos @ld, —cos Olsen Olsen ¢id, —cos’ Q\HZJ 0

[@stene Cdl pldl HJ =

seng] "=
m——"— o7 s b
= —é[—ﬁ cos(pﬂqojo cos Olsen* 0d Oa, —_[02 sen @dd ?0 cos @sen’ 61 &, —
sen-8
=0
3

n

—'f:ﬂdqo_[oﬂcos2 Oen 6d HDﬁZ} =
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0

3

(e, 100" O e (1, 1], _Ema)E
4718, 3 2¢, 33 3¢,

Por lo tanto el campo creado por las cargas de polarizacion en el centro de la
cavidad es:

Ahora, por superposicion, sumamos los campos exterior y el creado por las
cargas de polarizacion y asi obtenemos el campo total en el centro de la cavidad:

4e, -1

E— & & A
( O)Ed+_Ed a; =

0 0

E,(0)= E,(0) + E, (0) = E, O,
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® Ejercicio 15

Utilizando las condiciones de contorno para los campos electrostaticos tenemos:

LA COMPONENTE NORMAL DEL CAMPO:

D,,-D,y=p0s; como en la interface no hay carga libre: p;=0 = D,,=D,,

&LE, =& E,, = ¢ [E osa, =¢, [E, [dosa, (ecuacion 1)

LA COMPONENTE TANGENCIAL DEL CAMPO: Sabemos que €sta se conserva
E, =E,, > E, Bena, =E, Bena, (ecuacion 2)

Para hallar la direccion del campo en el medio 2, tendremos que averiguar &, y para
ello lo més sencillo es dividir la ecuacién namero (2) entre la ecuacion (1):

1 1 &, .
—tga, =—1tga, = tga, =—1tga,. Despejando:
gl 82 81

& . .y .
a, = arctg(g—2 tga’lj y esta sera la direccion que estdbamos buscando
1

Existen dos formas posibles de calcularla magnitud del campo 2:

a) Operando con las ecuaciones (1) y (2): elevando las dos ecuaciones al cuadrado y
multiplicando la (2) por &; , y nos quedan las siguientes expresiones:

& [E; [dos® a, = &; [E; [dos” a,
&) [E’ Ben’a, =€ [E; Ben’a,

Si ahora sumamos las dos expresiones tenemos:
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E; (812 cos’ @, +€22senzal): £;E>, donde en el segundo miembro de la ecuacion se

tuvo en cuenta que: sen 2 0+ cos? = 1. Por tltimo, despejando E,:

Utilizando el teorema de pitagoras

2n

£, =L+l = (Eusena ) + Erc05.)” = [(Esenay)? +(5/ E cosary

2
£
E, =E, [|sen’a, +(—1 [¢os a’lJ
52

y comprobamos que nos da el mismo resultado.
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® Ejercicio 16

El problema especifica que se desprecien los efectos de borde. Esto quiere decir
que las laminas estdn muy juntas y se tratan como planos infinitos, con lo que podemos
suponer que el campo en la region interna del condensador es uniforme. Si hubiésemos
considerado el efecto de borde el campo no hubiera sido uniforme en los extremos de
las placas.

Al tener una diferencia de potencial, entre las placas ambas quedan cargadas con una
carga +Q y —Q respectivamente.

-2

Campo
Aplicando Gauss a la primera placa (+Q) para conocer el aporte que realiza al campo de

la region interna:
51 sy, Eisy
7 et
=3 =2
+0C
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[Eds=[Eds + [ Eds, +[Eds, =2[ Eds, =2 Eds, =2E, S
S

Sl SZ S3 SZ SZ
2EAS =2 2 =P85 g = P
£, £ 2¢,
E=fq
2,

y sumando los aportes de la placa (+Q) y (-Q), obtenemos que el campo en la region
interna del condensador es:

Q

E +E,=|"*a, =E

gU

Densidad de carga

Para calcular la densidad de carga superficial en las placas nos ayudamos de que ya
conocemos el potencial (es un dato del problema), conocemos el campo y conocemos la
expresion que relaciona campo y potencial:

o 0 0
V,=~|Edl=~[ ~Edl =E | dI =EI
-0 -0 Y
PELAY- N
1'g 1 !

Energia

La energia se puede calcular de dos maneras. Una de ellas es utilizando la formula de la
energia en un condensador:

1
W==0V
2Q

que utilizaremos mas adelante. El segundo camino que podemos seguir para su calculo
es la utilizacion de la formula general:

W:%J;BE}W
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teniendo en cuenta que el medio es lineal, es decir:

D=¢E

Resolviendo por este método:

2 2
lffoEzdv =1 [ eEdv =Le g [ av =Le Pg |l oy
2 oo dentro 2 dentro 2 gu 21

Capacidad
C:Q’C :Q’C:'OSS = £0S =
14 4 ol |1
60
b)

Manteniendo la diferencia de potencial que existia entre las placas del condensador se
introduce ahora un dieléctrico de la siguiente forma:

+

o1 D2 03

Al polarizarse el dieléctrico se anulan las cargas de los dipolos interiores y so6lo quedan
las cargas externas en la superficie del mismo. Estas cargas no son libres, son cargas
ligadas.

Al haber introducido un dieléctrico en el interior del campo manteniendo el potencial
constante, obtendremos una variacion en la densidad de carga que contrarreste el efecto
del dieléctrico.
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Campo

Sabemos que una de las condiciones de contorno en la superficie que separa dos medios
es:

Dln _D2n = pv
Aplicando esto a las caras externas del dieléctrico, y teniendo en cuenta que la densidad

de carga libre en su superficie es 0, obtenemos la siguiente condicién de contorno para
las dos superficies que separan el dieléctrico de los huecos:

Dln = DZn’DZn = D3n
y por tanto:
Dln = D2n :D3n

Ademas en este caso 171 = DWHZ = DZn,HS =D, , al ser los vectores D perpendiculares

a las superficies entre medios. De esta forma solo tendremos que calcular uno de los D
para conocerlos todos. Calculamos D, :

2| g

=
N

+2

Suponiendo que el flujo de campo eléctrico en S, es 0 al anularse el flujo producido por
+Q con el de —Q:

[Dds=[Dds, = Dds, =D,1s
S S S

DIASZQV’DIAS:[)SAS’DI :pv = Dl :DZ :D3 :pv

de aqui obtenemos:
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Dl :€E1 :psagoEl =IOS’ El -

D2 :£E2 :pv’EOErEZ :pv’ E2 =

D3 =£E3 :ps’£0E3 :ps’ E3 :’03

Densidad de carga

La hallamos a través del potencial, que sigue siendo el dato del problema, y la expresion
que ya conocemos del apartado a) que nos relaciona campo y potencial V' = El :

+
vepleploplopl A L L _plf 1) _pIfe+1)
4 2 4 €4 €2 ¢ 4 J2¢ £ g\ 2¢

:p_Vogo 2¢€, 0 =0 2¢€,
ol e+ )| T e+

siendo p, la densidad de carga en las placas antes de introducir el dieléctrico (la del

apartado a) )
Energia

Utilizaremos ahora la formula de la energia de un condensador:

1 1 VSV 2 2
W =50V =5h5V, = 05"[ s jWW[ grj

2 1 & +1 £ +1

siendo W la energia del condensador antes de introducir el dieléctrico (la del apartado

a))

Capacidad

c=L =L c=PS 65 26 |28 | ¢
V v, v I & +1 £ +1

o o

siendo C, la capacidad del condensador antes de introducir el dieléctrico (la del
apartado a) )
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¢)

En este apartado consideramos que, antes de insertar el dieléctrico en la region interna
del condensador, la fuente de tension ha sido desconectada. De esta manera la carga que
ya existia en las placas va a permanecer constante (igual que en el apartado a) ) y lo que
cambia ahora para contrarrestar el efecto del dieléctrico es el potencial.

+

o1 D2 03

+ - -2

Campo

El campo en los huecos y en el dieléctrico va a seguir teniendo las mismas expresiones
que calculamos en el apartado b):

Densidad de carga

Se mantiene igual que antes de insertar el dieléctrico (apartado a) ):

Energia

Para calcular la energia por la férmula de la energia en un condensador necesitamos
conocer el potencial. Lo calculamos a partir de la relacion V = Ely las expresiones
conocidas de E:
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L _pl & +1 dy £ +1 o
£ E \ 2¢ 2¢

7

asi tenemos:

1 1 I{1+ vy + +
W:—QVZ—,OSS'O—S £ |_ G SE [1+E, =\ l+e —_—
2 2 £\ 2¢ 21 2€, 2€,

siendo W la energia del condensador antes de introducir el dieléctrico (la del apartado

a))

Capacidad

ng,C: 0 :,OSS 2¢, :VogoS 2¢, :«E‘OS 2¢&, -c. 2€, —C
4 V(ngj v \1+e ) 17, (1+¢ I (1+e 1 +€

2¢,

siendo C, la capacidad del condensador antes de introducir el dieléctrico (la del

apartado a) )
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® Ejercicio 17

) (1) ()
0.01d d
a) Antes de la fractura :

Los dos condensadores son iguales y estan sometidos la misma tension, entonces:

E;=E;= Vo/d (-ay)
Di=D,=¢E=¢(Vo/d)=100¢o (Vo/d) (-ay)

b) Después de la fractura:

Como la fractura se produce después de haber desconectado la bateria, la
carga total en las placas se conserva.

Qt antes = Qt después
Hallando la carga antes de la fractura :
Qa;=Qa;=pS=eES=100¢o0(Vo/d)
Qtotal =Qa; + Qa,=2000 S (Vo /d) (1)
Mientras que para la carga después de la fractura se ha de considerar que
en el condensador 1 existen dos campos eléctricos: Ed; (campo en el

dieléctrico) y Ef; (campo en la fractura), que vienen dados por:

Qd1=8Ed1S
deZSEzs

Con lo que la carga total sera:
Qtotal=Qd; + Qd; = ¢S ( Ed; + E,) (2)

Igualando las ecuaciones (1) y (2) :
200Seo(Vo/d)=100¢0 S (Ed;+ E;)

Asi,
(Ed;+E;)=2(Vo/d) 3)
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Ademas, si llamamos V a la tension de los condensadores tras la fractura,
se ha de cumplir que:

V= Ed;d+Ef; 0.01d

V= E2 d

Para (1) y (2) respectivamente. Por tanto:

Ed, &+ Ef; 0.0N =E, Y,
Ed; + Ef; 0.01 =E, 4)

Por otro lado, aplicando la continuidad del desplazamiento eléctrico
entre el dieléctrico y la fractura del condensador (1), asumiendo que no existen
cargas libres superficiales, y teniendo en cuenta que los vectores desplazamiento
eléctrico son normales a las placas:

Dd1 = Df1 —p» £ Ed1 = Ef1 €0 —p IOO\SQEdl = Ef] éﬁ\

100 Ed, = Ef; (5)
Las expresiones (3), (4) y (5) forman un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas. Si las resolvemos nos da como resultado:

Ed; =2Vo/3d (- ay)
E2=4Vo/3d (-ay)
Ef; = 200Vo /3d (- ay)
Dd; = 100 £oEd; = 200 o Vo /3d ( - a,)
Df, = 100 £0Ef, = 400 g0 Vo / 3d ( - ay)
b) El potencial entre las placas lo podemos calcular en el condensador (2)

como:
V=E,d=4Vod/3d=4Vo/3



Electrostatica

® Ejercicio 18
Un esquema de la seccion transversal del cable coaxial es el mostrado en la figura.

Las especificaciones de partida son:
* En el conductor 2:
0 r;=210"m
o V=YV,
* En el conductor 2:
o0 V=YV,
e En el dieléctrico:
0 £=26
0 Rig. Dieléctrica =
20-10° V/m
o E_ =025-20-10°
=5-10°V/m
¢ Vi-V,=10kV=10*V

Lo primero que debemos hacer es hallar como se distribuye el campo eléctrico
en el dieléctrico. Aplicando el principio de superposicion, este campo es la suma del
campo creado por el conductor interior y el creado por el conductor exterior:

E=E, +E,

. . A7
Calculemos primero el vector desplazamiento

eléctrico: D=D, +D,, que generan ambos conductores, y

utilicémoslo para calcular el campo. Para ello eliminemos M:*‘ \\\\\\
primero el conductor 2. S

/
(=N
2]
'
I
e
\
N
>

El desplazamiento f)1 podemos hallarlo aplicando la
generalizacion de la Ley de Gauss: gS DS =Q,, donde S [P«

es una superficie cerrada cualquiera y Q_ es la carga libre

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
;
|
encerrada dentro de la superficie. Asi, considerando que el 1
|
conductor 1 tiene una densidad superficial de carga p,, c by

elegiremos como superficie gaussiana un cilindro coaxial al
conductor, de radio r y altura arbitraria h.

Por simetria, y como suponemos que el medio circundante (dieléctrico) es
simple, el vector desplazamiento eléctrico sera radial y su modulo solo dependera de la

distancia r al eje z: D, = D, d_. Solo existira flujo a través de la superficie lateral del

cilindro, ya que en las tapas D es perpendicular a dS y su producto escalar serd nulo.
Por otra parte, en la superficie lateral ambos vectores son paralelos y su producto
escalar equivale al producto de sus modulos. Asi:

¢D,@S=[ D@S=[ D,ME@S

S.Lat.
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Como r es constante en todos los puntos de la superficie lateral, D también es constante
y puede salir de la integral, por lo que:

D, [@S=D,[ dS=2mhD,

S.Lat.
Por otra parte, la carga Q_ encerrada en el cilindro vale, teniendo en cuenta que la

densidad superficial de carga se distribuye uniformemente:
Q, =pS=p27mh
Y aplicando la Ley de Gauss:

2mhD,, = p27wh = D, = ,Q% = D, = ,cgiriar
Calculemos ahora la contribucion del conductor 2. Al eliminar el conductor 1, es facil
advertir que el vector desplazamiento eléctrico creado por un cilindro hueco como el
conductor 2 es nulo en su interior, ya que si aplicamos la Ley de Gauss, la carga libre
encerrada por cualquier superficie cerrada contenida en el interior del cilindro es cero y,
por tanto, el desplazamiento es nulo:

B, =0.

Asi, el desplazamiento eléctrico en el interior del dieléctrico se debe solo al conductor
interior: D = ]31 . El dieléctrico es un medio simple, y esto nos permite escribir:

D_ D - A
- _ Iosrl é’
&

Dado que el campo eléctrico en el dieléctrico es inversamente proporcional a la
distancia r al eje del cable, el campo maximo se producira para la distancia minima, es
decir, en la superficie del conductor interior (r =r, ):

E_=Br)=L% = <5m10° vim
L6, &L

Esto nos permite hallar la siguiente condicion para la densidad de carga, o, :

0, < £,E500° C/m’
La diferencia de potencial entre dos puntos viene dada por:

VomVi=- :CE Eﬁ’
donde podemos elegir cualquier camino C. Lo mads sencillo es integrar a lo largo del
camino sefialado en el esquema de la seccion transversal del cable (en la direccion
radial), donde E es paralelo y de sentido opuesto a dl:

V.-V = —J-r"]:Z dI Z.[FOE adr =[" L5 gr :&(lnro —Int) =10* V
; ; PTEE EE

T

Despejemos 0, para obtener la condicion que ha de cumplir r :

_10%ge,
r(int, ~Int)

r, e ~0.0054 m =5.4 mm

Asi que el conductor externo debe tener un radio interior menor o igual que 5.4 mm,
para asegurar que el campo eléctrico en el aislante no supera el 25% de su rigidez
dieléctrica.

<£e500° = Inr, —Inr 21 =

N
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® Ejercicio 19

+ + + +
dieléctrico de permitividad
dieléctrica relativa. £,

Se nos pide la capacidad, C, que se obtiene como C . Calcularemos V a

:g
7

partir del campo e integrando.
Suponiendo que las cargas se distribuyen uniformemente tendremos una densidad

superficial en cada placa + p, y — p., donde:

_ _0
=p 3 - p =%
0=p, =g

Las condiciones de contorno entre el dieléctrico y las placas vienen dadas por:

indicando con 1 el dieléctrico y con 2 el metal. Como en los metales no existe campo en

su interior:

Calculo de Vi,

y=d d
Vo= | Edy=| (dy
) 0

y=0

0 £S o_ 2%

0~ 2

£,E.S
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_ 0 p3d’ -y s g
- 3d? - yidy =
505£ a7 T SdeI

S5 [jsd dy - J.yzdy} Qd2[3d2E6y |‘0’)—y?

f

__ 0 [ |0 [od-d’]_ 0 [8d'|_ OB’ _80d _
3€,5d> 3| 3g8d*| 3 3

=V,
3¢,5d° 9¢,5d> 9g,S "

V, = %(Voltios)

0

Calcularemos ahora la capacidad como:

c2Q_ 0 _ODES _9%S 9¢
%

S
, =% (Faradios
80Qd 80d 8d 8d ( )
9¢,S
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® Ejercicio 20

Segun los datos del problema tenemos la siguiente distribucion:

a) Para determinar el campo eléctrico (E), el desplazamiento eléctrico (D) y el
vector polarizacion ( P), utilizaremos las siguientes relaciones:

D= £OE +P (ecuacién 1)

D=¢E (ecuacion 2)

0D = P, (ecuacion 3)

El enunciado nos dice que el dieléctrico no contiene cargas libres en su interior.

Como el problema es unidimensional, la ecuacién 3 implica que D es constante
dentro del condensador:
o= %= 0- D= e
dy —

Por otro lado, como el campo es conservativo:

__ -AV =V,
lE-dl =-AV, donde { C=y0[0,d]

De la ecuacidn 2 despejamos E vy sustituyendo el resultado en la integral
anterior:
dl =dy
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., D =cte
J-g-dl =V,, donde { E=¢g +

0

S

D D
_'[(1+y/d) v, g—dln(l+§)]§:V0:>V0:£—dln(2)
0

0

—

— Vo&o —~ D= Vo€
d In(2) dIn(2)

La expresion obtenida para D la sustituimos en la ecuacion 2 y asi conseguimos
determinar E :

v

D =2d1n(2)
E= 2 con % —> E= I[/0 ]5y
g’ f=g +2 dinQ)[1+y/d

d

Despejando el vector de polarizacion en la ecuacion 1, y sustituyendo las
expresiones halladas para D y E, se tiene que:

P=D-¢,E
:VOEO.y:P_VE.y#.
dIn(2) d +y din2)yd+y ’
b) Calculo de las densidades de polarizacion.
- Densidad de carga volumétrica:

Ppy =-0P

_Ap = _op_ Ve 1

d  In@2) (d+y)’

- Densidad de carga superficial en el dieléctrico:

pPS = ﬁ ZZn
(1) en el origen, y=0:
V&, (0) ~
—_"0%0 , \YJ - O
P = dn(2) d +(0) 4) =2
(2) en y=d:
pPS - K)g() (d) C_i - I/OEO a

din(2) d+(d) * 2dIn(2) "’
¢) Calculo de la capacidad.

Utilizaremos la siguiente formula: Y

AV
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Donde AV =V,,y Q es la carga en cada placa, que vendra dada por:
Qv = pS 'A
Siendo p, la densidad superficial de cargas libres en las placas, y A la

superficie de dichas placas. Por otro lado, sabemos que a partir de la condicion de
contorno para el desplazamiento eléctrico entre cada placa y el dieléctrico, se

cumple para o :
Dln - D2n = IOS

Como en un metal el campo eléctrico es nulo: D,, = £,°F,, =

n

o

- ps :Dln :Dl =D

Por coincidir la componente normal del campo eléctrico con su modulo. Asi,
V,& AV, €
= " Qv = pS.A = e :
d1n(2) d1n(2)
(Para la carga de la segunda placa, el resultado seria lo mismo con el signo
opuesto, ya que D, seria el del metal y D, el del dieléctrico).

S

Una vez calculada la carga, la capacidad del condensador sera:

0 _AV,g,/dInQ2) _ Ae,
AV v, d1n(2)
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® Ejercicio 21
Expresiones que contienen pV y IOP :

a) OD= Lo, - como DZ(SOE+I3) queda

Con la consideracion de

ﬁ(&‘OE +13)= O, llegando a

que UP=-p,  obtenemos:

Ahora bien, seglin el enunciado del problema P, = 0, cuya sustitucion en cualquiera de

las ecuaciones anteriores nos da el resultado de:
80 DE = IOPV -

Con lo que demostramos que en un dieléctrico existe densidad volumétrica de carga
ligada en ausencia de carga libre. Ahora obtengamos su valor. Al ser el medio lineal se

cumple:
D=¢E,

expresion que llevada a las ecuaciones del principio lleva a que

AleE)=0.
Desarrollando el operador O , al ser el medio no homogéneo:

fE+E0e=0,
quedando finalmente la expresion
EE - - Ele ,
&

que sustituida en

SOEIE = IOPV

se obtiene

Haciendo el cambio € =¢&,&, se llega al resultado final:

. - EQe,e, b
0 50 gr Py

cuya simplificacion es igual al resultado de las soluciones:

-EQe, ) _
gO gr - p Pv
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® Ejercicio 22

Nos piden la relacion de la permitividad relativa que
permita que el mddulo del campo sea independiente de r. Para s
. , . \
ello hallaremos primero el campo eléctrico entre los dos \Ik‘\\—:—/’
|
|
|
|
|
|
|
|
&

O
_\i/

cilindros, suponiendo que en la superficie externa del conductor
interior hay una carga superficial -Q, y en la superficie interna
del conductor exterior +Q..

A 4

Sabiendo que:

~

N

D=¢E E=EE T D=geEE
Por el postulado fundamental:
§sD dS=0,

Donde S representa la superficie a trazos de la figura (la suma de las tapas mas el
lateral). En las tapas el vector D es perpendicular al vector dS Y por lo tanto se anulan.
Por lo tanto, s6lo se calcula el flujo a través de la superficie lateral.

[pds =D [ds=Ds,,, =D2mL
Slateml Slateml

D277 =0, DregE=E=__= - L
TLEE,

<

Para que E sea independiente del radio, el dieléctrico ha de ser sea inhomogéneo, con:

Er [l l - Er = 5
r r
Con lo que el campo queda: E = Lér
27KLE €,

Ahora nos preguntan por la densidad volumétrica de carga.

- _ - _( k-7 0
P py =—DP:-D(£ [(5 ‘1)5’5):‘5( = [Erj:
o r v

271KL

_( k- 1 0 k —
-2 m o =2 ded ) C
2 71KL r 27nKL r 0z r 2 7KLy
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® Ejercicio 23

Un electrete es un dieléctrico que se conserva polarizado
indefinidamente, después de ser sometido a un campo
eléctrico intenso. La polarizacion da lugar a una carga
positiva neta en una de las caras y negativa en la otra.

Teniendo en cuenta que

P=P*i

y que la carga por unidad de area sobre la superficie de un
material polarizado es igual a la componente de la polarizacién que esta en la direccion

de la normal a la superficie del material, podemos considerar que P =0 ,( en la cara
superior).

En el interior del electrete, al ser la polarizacion uniforme, no existe densidad
volumétrica de carga de polarizacion.

Asi pues, para resolver el problema vamos a calcular primeramente el campo debido a
un disco con densidad superficial g, en los puntos de su eje.

%

1 J. (r-r")o,dS

S P
P
— — — — - _ = 2 2 V4
¥ =z, F'=r'u, dS =r'*d¢*dr' |r—r'| :(Z +r ) 2
El campo buscado solamente tiene componente z.
R
2

J. J.Uz*r'dr _Up _ z :Jp . |Z|
£ 47T€0 (Z +r) 2¢, (Zz_,_rvz)% 2¢, (Zz_,_Rz)%

0

Nota : La integral se ha resuelto mediante el cambio de variable siguiente: z* +r'> =¢”

El resultado es :

Ty

=FE_u_ (por encima del disco)

e
11

—E u_ (por debajo del disco)
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Ahora vamos a calcular el campo E en un punto del eje fuera del electrete. Para ello
nos damos cuenta de que el campo buscado es igual a la suma de los campos creados
por dos discos con densidades superficiales 0, y -0, situados en z =ty z = 0,

respectivamente.

- O
E,=—1||1-

°2e, (—t +R)/ { Z +R2)Y]L7z

Si operamos en la expresion anterior, cambiando g, por P, obtenemos:

P o= -P z—t 3 z a
0 250 ((Z—l‘)2+R2)% (Z2+R2)% z

El desplazamiento eléctrico D se calcula, de forma general, con la formula:
D=sE+P.
Para calcular D, tenemos que tener en cuenta que en la zona en que hay vacio el
vector P se anula. El resultado es por tanto:
D, =&,E,

Ahora vamos a calcular el campo E en un punto del eje en el interior del electrete.
Operando de manera andloga al caso anterior, teniendo en cuenta que ahora los campos
son aditivos, se obtiene:

59| (r-2) z ||
=i Bl

o t—z z - -P t—z z -
rl-2+ + u. = 2- - u

2¢, ((t—z)2+R2)% (zz+R2)% 2 ((—z)2+R2)% (zz+R2)% )

Como el problema nos dice que el electrete es delgado podemos hacer la siguiente
aproximacion:
R>>t > R>>z y R>>(t-z) > R*>>7" yR*>> (t-z)°
Teniendo esto en cuenta, obtenemos lo siguiente :
E=—flp-tmz 2 - Py s =28 - L g = ZE[ 2R
25 R R 2¢, R 2¢, R 26\ R

-

El desplazamiento eléctrico Di se calcula como: Di = EOEi +

_ -P -\ - (—2R+t+ P
b= ( P}(zR tj”):P( 2R+t 2Rj=£

" % 2¢, U R 2R 2R

~
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® Ejercicio 24

Condiciones de contorno:

*FE, =EF

in,t out ,t

*Din, _Dout,n :Io' :0:>Din,n :D

n s out,n

El problema no nos indica que existe carga libre en la superficie del dieléctrico,
por lo tanto, p, =0. También nos dice que el dieléctrico es homogéneo, asi que,

asumiendo que también es isotropo, podemos afirmar que el medio es simple, por lo
que:

D=¢[E

Para poder demostrar las condiciones de contorno, tenemos que calcular el
campo tanto en el exterior y en el interior de la esfera. En coordenadas esféricas se tiene
que:

— V- 4
E=-W=-—a

gy L
OR R 06

ya que no existe dependencia de los potenciales con @ Calculemos entonces el campo
en el interior:

_—3E,Rcosb oV, _ 3E,cosf
" £ +2 OR £ +2
0V, _  3RE (-send)
00 E +2

— _3E,cos8 —  3E (-senf)—
in aR + a@
(6 +2) (& +2)
Ahora calculemos el campo en el exterior de la esfera:

E,a’ £ "1 2E,a’ £, -1

v, =—FE,cos8+ OC; L L =-E,cos8- 03a —cos @
R™ & +2 OR R & +2

Ea’ £ -1

%:EOR enf + Oc; Bgr—ﬂ—senH)

06 R & +2

- 2a3G{—l-' a3G{—l—

Eou = E,cos 6| 1 +—- [ ar = Eysenf 1-— 3+ ag
R & +2 R € +2

Pero como estamos en la superficie (R = a), tenemos que el campo eléctrico en
el exterior de ella es:
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Eout (R = a) — 3E0£r cos & ;R + 3E0(_S€I’l6) ;9
£, +2 £, +2

Ahora que hemos calculado el campo, comprobamos que se cumplen las
condiciones de contorno:

* Ein,t = Eout,t
_3E,(—senb)
ingt T
E = 3E,(—senf)
out ,t gR +2

por lo que se cumple que las componentes tangenciales del campo son iguales.

* Din,n :Dnul,n
3¢, E,cos@
Dinn :£0£rEln = S
’ £ +2
3¢,6.E,cosl
Doutn = £OE2n = =0
’ £ +2

Con esto se demuestra que las condiciones de contorno en la superficie de la
esfera se cumplen.

Aclaraciones:

- La componente tangencial del campo depende, en esféricas, de los parametros &
y ¢. Al ser la componente ¢ nula, la inica componente que actfia es 6.

- La componente normal del campo es la que depende del parametro R.

- En la expresion de la componente normal exterior, el parametro &, puesto que
en el vacio su valor es 1, se corresponde al dieléctrico.
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® Ejercicio 25

En general, la expresion de la energia de un sistema discreto de cargas es la
siguiente:

W= quiV , donde Vi= potencial en la posicion i debido a las demas cargas

i=1
Para saber cual de las dos situaciones es mas estable hallamos la energia en las
dos situaciones, y aquella donde la energia es menor es la mas estable.

Situacion original:

1 2 3 4
d d d
<+—> <+—> <+“—>
q -q q -q
V1:—1 [__q+i_i:|: Sq
4mg | d 2d 3d | 24mgd
VFL[L,E-&}:L
4mg | d d 24| 8mgd
V:_1 |:i—i ij| :—_3q
P 4mg|2d d d] 8med

R R NP q
WOriginal _EZQ1V: - _7q 127Tgod

i=1

Situacion tras el desplazamiento:

1 2 3 4
d d/2 3d/2

1 | —¢q -
1——{—+ q _Q}__q
4711€,

d 3d2 3d| émed
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o Vla,a _al_ 54
' dmg|d d/2 2d| 8mgd

yo= 1 9 g9 q |_ -q
g =
4rme, | 3d/2 dj2 3dj2| 2mgd

po= 1 |a_a, a |  q
Y 4mg|3d 2d 3d)2| 8med

q
24mne,d

1 n
Wdesplazado = E z Qlel = _17q
i=1

Wesplazado €5 menor que Wriginal. poOr tanto, el sistema es mas estable tras el
desplazamiento.
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® Ejercicio 26

Solucién:

En el problema 4 obtuvimos los potenciales en las distintas regiones del sistema,
que son:

*Parar >R, :V =0
*ParaR, >r>R,:V =0

+0 R
*ParaR, >r>R, :V =MEH(—3J

2ng L r
+0' R
*ParaR2>r>R1:V=&ELn —
2me L R,
R R ' R
*ParaR, >r>R:V = 2 [L,| —— |+ 2 | —
2 L R,r ) 2mglL R,
RR ' R
*ParaR>r:V=LEn R, _© | —
2me L R,R ) 2nglL R,

El sistema es andlogo a dos condensadores conectados en serie. La energia total
serd igual a la suma de la energia de cada uno de estos condensadores:

@ =0l (R)-V(r] = = DL"(%)

- 4me L

© =%(Q+Q')¢V(Rz)‘V(R3)] :%E”(%J

Por tanto, la energia total es:

_ _ Ul pe (R Yol
wr—aﬁwz—w%{Q EH(RJ+(Q+Q) MH(RZH
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@ Ejercicio 27

Para Realizar el calculo de la Energia electrostatica almacenada en el
sistema del problema 7, necesitaremos los siguientes valores calculados en el

mismo:

Para calcular la energia almacenada en el sistema, nos basamos en que este es
andlogo a 2 condensadores en serie: uno entre los dos conductores, y otro entre el
conductor externo y el “infinito”. Por lo tanto, aplicamos en cada uno de ellos la

formula de la energia para un condensador:

1
== 0AV
2Q

_1 _ Ll o1 330 |_ 11
wl_zQ[V(Rl) V(R,)] 2Q{4ngo(Rl R2+R3j 47T£0Rj 87150(R1 sz

30 }: 90°

_1 v(r)) =1
w, = 2Q[V(R1) V(Rz)] 23Q{47T€0R3 8”£0R3

Sumando las energias resultantes obtenemos la energia Total:

prmime (L 1,9
“re 87, \ R, R, R,
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® Ejercicio 28

&

En primer lugar debemos de darnos cuenta que para calcular el trabajo total tendremos
que calcular el trabajo para traer la carga Q desde el infinito y luego calcular el trabajo
para traer la carga Q + Q/2 desde el infinito. Una vez obtenidas estas dos cantidades
haremos la resta de WQ+Q/2 - WQ.

Para calcular dichos trabajos usaremos la formula:

W= %Ibédv

Como podemos observar en la formula del trabajo necesitamos saber el valor del campo
para poder responder al problema.

Célculo del campo:

Observamos como hay tres regiones: una con R<R1, otra con R1 <R < R2 y la ultima
con R > R2. Calculemos el campo en cada una de las regiones. Como el problema tiene
simetria esférica aplicamos el Teorema de Gauss para el calculo del campo.

Region con R > R2

® = [Eds = E[ds = E 3R’

pam: =220

80
__ 30
8TR’ €,
Region R1<R <R2
© = [Eds = E[ds = E 3R’
Fam =2

&

o
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Region de R<R1

En esta region no hay carga por lo que el campo va a ser cero. E=0

Una vez calculados los campos en las distintas regiones procedemos a calcular el
trabajo.

Célculos de los trabajos:

W, =%Ibédv

Como estamos en el vacio sabemos que :
D=¢ E
Entonces:

w, =%I[)Edv =%J.E2dv

- Energia de Q
El diferencial de volumen es: dv = 47R*dR y el campo sera el de la regiéon R>R1.

2
- £ £ ¢ 2
WQ—ljDEdv:—OjEzdv:—Oj © | am ur=-2
: 2 4R g, 811, R,

) R1

- Energiade Qy Q/2
R2 ) 2 2 2
0+01/2 :ij Q dV"'ﬁj 30 dv = o __© + Ok,
2 ;2 47ER’ 2 2.87E R’ 87T, R, 87mE,R, 27TE,R,

Una vez obtenidos las dos energias las restamos y obtenemos el trabajo realizado para
acumular sobre la superficie esférica de radio R2 una carga de Q/2.

50°
AW =W,,,, -W, =—=—
e 0 e R,
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® Ejercicio 29

a) Campo en funcion de la distancia al centro:

O = En0 <r<R
Como la densidad de carga, o, es uniforme en la
‘ esfera, de volumen V:

0=pr=p=—>=

4/307[R;
Aplicando el teorema Gauss:

s:'o[ﬂ/
80 ‘90

.[ Es = , donde, resolviendo la integral:

EBnt=—2 @37, quedando B - — 2 GU
4/311& R, 4776 R,

-)EnR1SrsR2

—
b
5

|
©Q
U
t
N
§I\)
1
[is
U
&
I
Q
<

& £ 4716,1r°
= Enr=R,

E; =0, ya que la carga total encerrada en las superficies esféricas para las que r
> R;es cero, con lo cual si no hay carga tampoco habra campo.

b) Energia electrostatica del sistema:
Como solo existe campo en la region 1 y en la region 2, la correspondiente energia

electrostatica, cuya expresion depende directamente del E, vendra definida por los
limites de integracion correspondiente a las separaciones entre las regiones 1 y 2. Por
otra parte, la expresion de la energia electrostatica creada por un sistema viene dada por:

_1 2
W, =28, j E* Wy
En donde calculando la energia de nuestro sistema obtenemos:

w, =

e

72 (@ o'
jE Bler+jE Bl]?dr} [_([Q(4 EOR’)T d+£(§ﬂ%r”’) ]_

SRy 2 5 R SR 2
lg j—d + I—dr 0 r - +(—lj = 0
2 8775 R, 811g, |\ 5LR, r)e | STER

0

l
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¢) Si quitamos la mitad de la carga —Q de la capa esférica, ;Cual serd la variacion de la
energia electrostatica del sistema?

Q2 Al quitar la carga —Q/2, la carga resultante serd -Q/2,
cosa que uUnicamente afecta a E;, que deja de ser nulo.

‘ Abhora:

jE%=QV:> EGln'f2=QV:>
EO EO

LR 22 p- 0 5
4rer &rig,r

Por tanto, como consecuencia de que el campo eléctrico en la regién 3 no es 0, la
variacion de energia electrostatica vendra determinada por:

o 2 2 ® 2
w,=Lle, j—Q @i =2 (—% o, =—2
27 & (gm%,,Z) e\ r)] 160776 R
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® Ejercicio 30

Tenemos un condensador plano de superficie S y espesor d (separacion de las placas).
El condensador se carga con una diferencia de potencial de V. Nos piden hallar la
densidad de energia electroestatica. Para hallarla es necesario conocer el campo entre
las placas:

+ d - Por ser el campo uniforme, perpendicular a las placas:

+ ‘—’ -

N

+ V

Nl E=—%

+ d

i E

+ 1 ==

+ Hallamos primero la densidad volumétrica de carga, EDE .
Como D = £OE :

Wy 1, g2 _fo&j
dv 2 2.d
Multiplicando por el volumen total: Volumen = S-d ,

f :ﬁSVLZ
2 d

En la segunda situacion introducimos una lamina metalica de espesor d/2 entre las dos
placas del condensador, tras haber desconectado la fuente de tension. Debemos hallar el
campo en las regiones 1 y 2.

d/4 d2 d/4

- Como las cargas en las placas del condensador no han variado,
1 1 | . el campo debido a las placas, entre éstas y el metal (1),

f - V, . o
2 - permanece constante: E, = ;0 . Obviamente, en el interior del

metal el campo es nulo: E,=0. Por tanto, la densidad

+ 4+ o+

volumétrica de energia en (1), sera:

dw,, _1 EZ—EOVLZ

dv 2 2 d>

y en (2) seré cero. El volumen ahora sera: Volumen = (% +%j S.Y la energia:
= i S VLZ
“ 4 d

Por ultimo, la diferencia de energia entre ambas situaciones es :

2 2
AW:gOVLS(l_lj A
d°\274) a4

La pérdida de energia se traduce en el trabajo realizado por las placas al introducir la
lamina (o como el trabajo que seria necesario para sacar de nuevo la 1amina metalica).
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® Ejercicio 31

+ -
+ ~ . . -
+ E, E, k-
N e — | >
+ -
+ -
\ w
d
|
v
a) Capacidad del condensador:
o2
Vv

0= | pydS = p;
Al tratarse de un condensador solo existira campo entre las placas del mismo.
Por tanto:

v =|Edl =E [d -W) +E, W

Por Gauss (empelando como superficie gaussiana un cilindro en una de las
placas del condensador):

S T

E,ds L rm=A" ), £ =D,
EO 80

Por otro lado, sabemos que una condicion de contorno es: D,, - D,, = o,. Como

en la superficie del dieléctrico no hay carga libre: o, = 0, y teniendo en cuenta que el

vector desplazamiento eléctrico en este problema solo se mueve en la direccion
perpendicular a las placas (componente normal) tenemos que:

E
D =D,;¢,[D =¢, & D,;E, =—
&

Iz

Si sustituimos en el potencial:

w E
V=E|d-W+— =1 d —W w
1( +£j er[gr[(] )]

Con lo que capacidad sera:
_2 — pS D4 — gr |:‘E‘O D4
V EQd-W)+E, W & Ud-W)+W

=321pF
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b) Carga del condensador: sabemos que,

0= pyi
E VE
V=£—:[£,, {d -w)+W|=E, = -

g d-w)+w
o =E & =1.61007
0=032uC

¢) Energia almacenada:
Partiendo de la férmula general de la energia, podemos deducir una expresion
para la energia de un condensador.

We=~0] DIEGv=~0] DE @
2 [ 2 cond.

Sabiendo que:

dv=Aldl

D= pq

Sustituyendo se encuentre que:

W —lmqDDEWZ—lmquWl—lmmW
° 9 ) D)

We:lDADO v=2E2o = Lew = 16050070
2 2y 2 '

d) Calculamos los vectores campo, desplazamiento eléctrico y vector de

polarizacion:
== I -5 C
D= D, = &E =161007a, G ,
. VIE
E = - = 1818181.824. ",
e dd-w)+w @
. E, _ _y
E, == 4sasas4sa,"),

wl)
My
gy
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Ejercicio 32

a) Hallar py en funcion de Q y a.
R<a
En primer lugar aplicamos el teorema de Gauss generalizado:

.[Dds = J-D [y = é‘EJ- ds =€EATR* € “ecuacion numero 1”

0, = j,ovdv = j,oo %47R2dR = p,2anR’ € “ecuacion nimero2”

Igualando la ecuacion 1 con la ecuacion 2, obtenemos:

a
R=a
Q=Q. (R=2)

De la ecuacion 2 obtenemos:
0, = p, 27w’ Por tanto:

_ 9
P, e
Ahora nos falta calcular lo mismo pero para la region externa.
R>a
[pds=0,=0 . O
jsEds =& EATR’ T MR

b) Hallar la energia electrostatica del sistema:

_1 _1[a °° _1 oY) 2 ) 2
w —EJ-DEdv _EUO eE, Edv +| "&,E, E?zdv} _E[gjo E}47R*dR + & [ E34 R dR}

= sustituyendo valores y calculando las integrales =
24 €L,
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@© Ejercicio 33
Dividiremos el estudio de este problema en dos partes bien diferenciadas. Nos
centraremos en primer lugar en calcular la distribucion de potencial en la zona 0 < ¢

<a,yluegoenlaregion a < ¢ <2n.

Yo

mgﬂ |

A continuaciéon vamos a realizar un par de consideraciones para simplificar
dicho problema. Debido a que los planos conductores son infinitos despreciamos los
efectos de borde y el grosor de dichos planos.

Debemos plantear unas ecuaciones que describan el comportamiento del
potencial en la figura anterior, y posteriormente calculamos su distribucion en ambas
regiones.

Partiremos de uno de los postulados fundamentales de la electrostatica.

OD=0(E) = p

En medios simples, & escte. = 0(&E) = JE. Como el campo eléctrico es

menos el gradiente del potencial (E=-0V), la expresion anterior la podemos dejar de
la forma siguiente:

dE=-E{ ¥y U2V p

Teniendo en cuenta que no existen cargas libres en volumen, con lo cual o =0,
llegamos a la ecuacion de Laplace:

0% =0 O0%=0= 0O@V)=0

Usaremos coordenadas cilindricas para simplificar el célculo del potencial

Por todos es conocido que en cilindricas: Ov =a o +ld o +a o

"or r wa_w azg

Pero como en nuestro caso el potencial no depende de r ni de z:

- 1oV _
Ov =———

r6¢a¢
Por tanto:

- - 10V 1| d d 10V, 0
g 11/ U (;a—¢a"€0) ;[Emrﬂ) 6_¢(;5+¢) 5(0)}
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2 2 2
Lov L aov_ L ar

2od | rog 07

O@y) =

Para obtener el potencial en el circuito formado por los dos planos conductores,

bastaria con resolver la ecuacion resultante del procedimiento anterior.

l.

0<g¢<a:

a—V=cte = V=A¢p+B
0p

Incluyendo las condiciones de contorno: V(0)=0 y V(a)=V,
De la primera obtenemos que B =0.

Delasegunda Vo=Aa = A=V,/a

La distribucion de potencial para esta zona de estudio sera:

V.
Vyv=-""g¢
a

a<g¢<2n:

a—V=cte = V=C¢+D

0@
Incluyendo las condiciones de contorno: V(a )=V, y V(2n)=0

De la primera condicion  Vo=Ca+D (1)
De la segunda se obtiene0=C271+D =D=-271C (2)

Sustituyendo (2) en (1), obtenemos la expresion para la 2* zona.

V
Ca-2nC=Vy=> C(a-2n)=Vy =>C=-——"—
Qm-a)
Por tanto:
_2n
Qr-a) '’

La distribucion del potencial sera:
-V, o+ 2n
Qm-a) '’

T Qm-a)

_2n-¢

V=
2T—a

Vo
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@ Ejercicio 34

Q; = Carga inducida por Q en la superficie del conductor.

S, ps

Q. Py

Para resolver este problema por el método de las imagenes, se debe sustituir el
conductor por una distribucion de carga para hacerlo mas sencillo, pero que siga
manteniendo las condiciones de contorno que habia con el conductor. En este caso, en la
superficie el potencial debe ser 0 porque estd conectado a tierra. Utilizaremos una carga
puntual imagen que situaremos dentro de la esfera conductora. A continuacion se

calculara el campo E , (campo eléctrico normal a la superficie) ya que sabemos que:

0, =[pds; p, =&k,

Q’= carga puntual imagen

Una vez sustituimos el conductor por la carga imagen, comprobamos que las
condiciones de contorno no han variado. En este caso debemos comprobar que el
potencial en cualquier punto donde se encontraba la superficie del conductor es 0.
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Primero lo comprobamos para P, y P»:

r(p)=——g-2 + 1 g2 -

_47750 D—-a 47, a-b

v(p)= L g@ , 1 g o

_47780 D+a A4, a+b

2
. ) . a a
Resolviendo este sistema de ecuaciones hallamos: b= 0y 0= _?Q
Para estos dos puntos se cumplen las condiciones de contorno, pero falta
comprobarlo para cualquier punto de la superficie de la esfera. Sea P3 un punto

cualquiera de la superficie de la esfera conductora. Por trigonometria:

V(p):# 24_2
’ 4, \n, 1,

ro= \/D2 +a’ - 2aD cos( 180 - 8) vy =\/a2 +b> —2abcos(180 — )

cos(180 — ) =cos b

r(p)=— g + —aQ/D =v(p)=0

47T¢, *+a’ - 4 :
v | VD*+a> -2aDcos6 \/az_l_az_z‘;cosﬁ

Esto implica que Q’ esta bien situada. Una vez comprobado que se cumplen las
condiciones de contorno, debemos hallar V en un punto cualquiera.
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V(p):# Q+g - Q_M
4mrrg, \ry 1, 4, \ r, 7

4 2
r =r* +D*+2rDcos @ r4:\/r2+%—2r%cosé?

Sabemos que el campo en la superficie sera: En = E,, (r=a)
2
a0 r+9 cos8
v _ 1 O(r + D [bos6) D D

En general: E, = - 3 3
or 47, 7, r,

Con lo que:

- - D’ -a
E =E (r=a)=- 0 B——7 7
dnig,a (D° +a” +2aDcosf)

n r

0, = .[S,Osds; ds = a’sen@d @i ; S= 6’]3{45”

La carga que aparece en la superficie coincide con la carga imagen Q’.



ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO. Magnetostéatica-Fundamentos

1

2)

3

4)

Mediante la ley de Ampere calcular € vector densidad de flujo magnético que existe, cuando circula una
corrientei,

a) end interior de un solenoide de N espirasy longitud L (L suficientemente grande).

b) end interior de unabobinatoroidal de N espirasy radio externo medio, a.

¢) por un hilo conductor infinito.

Dos conductores rectilineos, paralelos y muy largos, separados una distancia 2d, transportan corrientes de
igual intensidad pero con sentidos contrarios, como seindicaen lafigura. Calcular:
a) El vector densdad de flujo magnético B en un punto genérico del  ge OX, su valor maximo y €
punto donde selocaliza. Representar graficamente B(x).
b) El vector densidad de flujo magnético B en un punto genérico del gje OY . Representar B(y).

Y

O
2d

T
l X

X

Los electrones de un haz cilindrico de radio a, se mueven con velocidad, v, constante y dirigida alo largo del
ge, de forma que se mantiene una distribucion uniforme de n eectrones por m®. Siendo a=1 mm,
v=2.10"msg? y n=510" electronesm’, determinar:

a) Ladensidad espacial de carga, ladensidad de corriente eléctricay laintensidad de la corriente.

b) El campo eléctrico en lasuperficie del haz.

c) El vector densidad de flujo magnético en la superficie del haz.

d) Lasfuerzas de origen eéctrico y magnético que actlian sobre un electron situado en la superficie del

haz, y e cociente entre ambas.

Un cable delgado, que transporta una corriente |, esté doblado en angulo recto tal y como indica la figura.
Calcular B alolargo del ge OX, suponiendo que € cable esinfinitamente largo en ambas direcciones.

A
)
X




ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO. Magnetostatica-Fundamentos

5)

6)

7)

8)

9)

Calcular @ vector densidad de flujo magnético en € gje de una espira circular de radio a, por la que circula
unacorrientel.

Encuentre la densidad de flujo magnético, B , en el centro de una espira cuadrada plana de lados w, por la
gue circulauna corriente|.

Por un filamento conductor con forma de triangulo equildtero de lado a, fluye una corriente constante |.

Calcular laintensidad del campo magnético en el centro del triangulo.
i

Disponemos de un conductor cuya forma es la indicada en
la figura. Este conductor se prolonga hasta y=-c0 y z=+co,
Por dicho conductor circula una corriente | en € sentido de
la figura. Cacular mediante la ley de Biot-Savart la
induccion magnética en €l punto P de coordenadas (0, 0,-b).

Una corriente constante con densidad superficial K,a, , fluye en el planoy = 0. Calcular ladensidad de flujo
magnético que se genera a ambos lados de dicho plano.




MAGNETOSTATICA.- FUNDAMENTOS
Problema 1
a.- En el interior de un solenoide de N espiras y longitud L (L suficientemente
grande)
Hipotesis:

Suponemos que B =0 en el exterior del solenoide

B

-~

RRERRR
EEEEEO °

También suponemos que B sera constante a lo largo del interior.

C d
a

pEd = [Bd + [Bd « [Bd [Bd
ab bc cd da

jé&zBl
ab

I Bdl =0 porque, o bien Bes perpendicular a dl (en puntos interiores del
bc
solenoide), o el campo es cero (en puntos exteriores al solenoide)

jéa =0 porque el campo es cero (puntos exteriores al solenoide)
cd

J- Bdl = 0 estariamos en un caso similar al de J- Bdl
da bc
Asi que la integral a lo largo de la trayectoria cerrada vale:

§Bdi =Bl
Y aplicando ahora la ley de Ampere:

ﬁa:%w

donde nl es el numero de espiras que existe en nuestra seccion de longitud I, ya que n
es la densidad de espiras (numero de espiras por unidad de longitud). Con lo que la
densidad de flujo magnético queda: B = g In



Sustituyendo n :%, siendo N el nimero total de espiras y L la longitud del

N

solenoide, se tiene que: B=u,l T

b.- En el interior de una bobina toroidal de N espiras y radio externo medio a

r

Para puntos del interior de la bobina, R <r<R,, B es tangente a

circunferencias concéntricas y su modulo sélo depende de la distancia al centro, r. Asi,
tomando una trayectoria circular con el toroide:

}Eﬁ =§Bcu = B§d| =BT

Ley de Ampere nos dice que: §§a = U,NI, con lo que,

Hy NI

B2 = u Nl = B=
H 27

Suponiendo el toroide es muy estrecho, r =R =R, =a, siendo a el radio

H, NI

medio, se tiene que: B =
2/

c.- Por un hilo conductor infinito
§ Bdl = N
y como Bes paralelo a d

§Bdl =1 = Bfdl = p,| = B27r = |

Teniendo en cuenta el cardcter vectorial: B=



Problema 2

a)

Para resolver este problema utilizaremos la ley de Biot — Savart y el principio de
superposicion. Examinaremos por separado la contribucion de cada corriente, y
las sumaremos. La ley de Biot-Savart nos dice :

5 U §dlxaR
4n

RZ

3 +B,

En primer lugar se hard la representacion de las contribuciones de los dos
conductores en un punto genérico del eje x. Como vemos, la componente Y de la
suma de las contribuciones se anula, y s6lo nos quedara componente en X.



Las igualdades entre los angulos se deben a que el vector ar y B han de ser
perpendiculares, por las propiedades del producto vectorial.
Sabemos que la densidad de flujo magnético para un hilo infinito por el que
circula una corriente I vale

Kl

2R’
donde R es la distancia entre el hilo y el punto donde queremos calcular el
campo. En nuestro caso:

B=B +B
Como so6lo queda la componente en el eje X:

I§=(B1 [¢osa + B, cosa)a,
cosqa = d/R

Y teniendo en cuenta que las dos corrientes, y por tanto el modulo de la densidad
de flujo magnético debido a ellas, son iguales:

= ld
B=/fo—
R

R=VX* +d’

é_ ,unld

- 2 2
mx-+d°)
El punto méximo se encontrara donde el divisor sea mas pequefio, es decir,
donde x= 0:

éméx:—’t;;’cllz

Representacion de B(x)




b)

Haremos una nueva representacion para ver las contribuciones de las dos
corrientes. En este apartado también utilizaremos el principio de superposicion.
Las direcciones de B1 y B2 las hemos obtenido utilizando la regla de la mano
derecha. Utilizando la ley de Biot-Savart al igual que en el apartado anterior,
obtenemos :

Bl B2
%= : U T GRR
e y-d
O
y
+d
d y
x
d
@ ............ Yo,
Por superposicion :
D — IUOI = ,Llol B
B=—t 3 _
2y =) 2ty +d)

H1d
md® -y

|Bl=

Esta formula es valida para cualquier punto del eje y. A continuacidon hacemos
la composicion de todas las componentes de B en cualquier punto del eje y.



B1 B2

A

v

Representacion de B(y)

v




Problema 3
a) La densidad espacial de carga sera constante y uniforme. Su valor es

0= =ne = e =5 " M6 ™ =8 M C/n?
A%
La densidad de corriente o cantidad de electricidad que pasa por la unidad de superficie,

normal a | direccidon de propagacion, en la unidad de tiempo, serd la contenida en un
cilindro de seccion recta unidad y longitud v, cuyo valor es

j=vp=-nev=-8I0° 2 M0"=0,16 A/n7

Vv
'\ a
La intensidad de la corriente sera

| = jS=-nevrma’=0,16 OrI0°*=0,5pA

b) Aplicando Gauss a una superficie cilindrica de radio r y longitud 1, debe verificarse

_____________________

fEd=2

&
Como E y ds son paralelos entre si ocurre
§Eds=¢ Eds = E¢ ds = E27ml
Y por otro lado
Q=rm’lp=-@a’lne
Con lo cual es

Exmrl = ma’lne
€.
De donde
_a’ne
B 2re,

Como nos piden el campo eléctrico en la superficie, hacemos r=a, asi
_ne 800’007
2¢. 10

1871

=0,45 V/m




c) Aplicando la ley de Ampére a una circunferencia seccion recta del haz, debe
verificarse

Cﬁﬁa:uol

Con esto, teniendo en cuenta que B y di son paralelos, y considerando el radio r de la
circunferencia igual al del cilindro para simplificar, tenemos,

§Bdi = Bd =BJd =278

Con lo cual, teniendo en cuenta el valor de I ya hallado, la ley de Ampére se expresa
271aB = —pLhev 7@’

De donde

B= —% pva =27710°-2107107 =100,531 pT

d) La fuerza de origen eléctrico sobre un electron de la superficie del haz es

—

\ 4

ml
Ty

n

La fuerza eléctrica sera de sentido contrario al del campo eléctrico, pues es entre dos
cargas del mismo signo.

Fe=-eE =-1,61070,45 = 7,210 ™u, N
Y la fuerza de origen magnético, que se puede hallar mediante la regla de la mano

izquierda, teniendo en cuenta el sentido de la velocidad de los electrones y que la carga
es negativa

Fm= —e(v><B) =evBU: =1,6107°-2107-100,5311072 =3,22:10%u, N

pues B y V son perpendiculares entre si, siendo el cociente de sus modulos
F i}
M =g pV =4,4107
Fe



Problema 4

A

Mediante la formula de Biot-Savart, y utilizando superposicion, hallamos la densidad de
flujo magnético descomponiendo el circuito en los tramos siguientes: 1) Corriente

rectilinea sobre la parte positiva del eje Y. 2) Corriente rectilinea sobre la parte negativa
del eje X. Siendo entonces:

Bt=B;1tB;
g=bl [ dxan
4m'e R

1) Para el tramo de hilo vertical tenemos:

Observando la figura podemos establecer las siguientes ecuaciones:
dl xar = —dy-senfa.

cosa =

| <

R=_%

cos O
da
cos’ O

Sem:% - y=Rsena = xtga - dy =X



Quedando entonces

cosa xda 7
— - - 2 - /2 -
B = Wl azj—cosgdy = lJ'—(,Iazj' CZOS q = | azj cosoda = Wl a;
4 R 4 X 47K 4 x
cos’ O

2) En este tramo dl es paralelo a éR, por tanto dl x ar= 0, asi B: =0.

|

|
A
A
A 4

'

'

'

'

'

'

'

1

1

1

'

'

'

'

'

1

1

1

|
\:/

b

Entonces, la densidad de flujo total serd igual a la densidad de flujo magnético originada
por el tramo vertical.

ET = “°| é.z
471X




Problema 5
Si partimos del siguiente dibujo:

Para calcular el campo B en el eje de la esfera aplicamos la ley de Bio — Savart.

B=  pol/4n ,[ dl’ x ar/

db= (po.I/4m). dI’x ar/r’

donde :
r es la distancia del punto fuente (donde circula la corriente) al punto campo
(donde geremos hallar el campo).
ar es el vector unitario cuya direccion va del punto fuente al punto campo.

La componente vertical se anula, pues por la simetria del problema solo queda
componente horizontal, en el eje Z.

Si miramos el dibujo de frente podremos observar que dI’ y ar son siempre
perpendiculares entre si.

db

ar

ar

db



Hablamos entonces de una densidad de flujo efectiva que valdra:

db efec= | db| .cos a .az ;  siendo cosa = a/r

Como dI’ y ar son perpendiculares, entonces : | db | = (po.I/4n.) . dl’.sen90° / 1*
B= I db = I db efec =I (po.I.a /4nr*)az.dl’ , lacte sale fuera de la integral

-

cte
B= (wola/4nr) j dr

siendo I dl’ la longitud de la circunferencia que vale 2rma. Entonces sustituyendo ese
valor y simplificando obtenemos:

B=pol/271 Como r=(a>+ z%) entonces el resultado final es:
B =[po.La’ /2 (a* + 27 |.az

Nota: En el centro de la espira (z=0) , el campo magnético vale

B = (nol/2a) az




Problema 6

[P s

Figura 1 Figura 2

Haciendo un anélisis previo, en la Figura 1, del sentido que lleva la corriente en los
lados del cuadrado, vemos que cada uno realiza un aporte a la densidad de flujo
magnético total en el mismo sentido, el eje z positivo. Por esta razon el problema lo
podemos estudiar de una manera mas simplificada, como la densidad de flujo magnético
debida a un solo lado, representado en la Figura 2, y obtener el resultado final sin mas
que multiplicar por 4.

Calculemos, pues, la densidad de flujo producida por un hilo finito de longitud w, a una
distancia w/2 de su centro. En la Figura 2 hemos hecho un desplazamiento del origen de
coordenadas, y’, que inicialmente habiamos fijado en el centro del cuadrado de la
Figura 1. De esta manera simplificamos los limites de integracion que posteriormente
apareceran.

Tenemos que utilizar la Ley de Biot-Savart, que expresa la densidad de flujo magnético
debido a un hilo conductor por el que circula una corriente I.

|

- | 5
Biot-Savart: B= Ho § IX?R
4r R

Particularizando los términos de la ecuacion para nuestro caso,

R=(y)" +w/2)’ dixa, = i &, | sen(@)a, = dy. 25,

queda finalmente:

+W/2
B:ﬂ_olrw/zv_" dy 4 M2 y 5 V24,
477 w2 ) ((yy)2 +(W/2)2)3/2 A 47T W (y.)2 +(/V\a)2 s z 2 WIT Z

Por lo que la densidad de flujo de la espira cuadrada vale:

—

az

ETotal = 2\/5 lu

ol
w7



Problema 7
Por un filamento conductor con forma de tridngulo equilatero de lado a, fluye una
corriente constante I. Calcular la intensidad del campo magnético en el centro del

triangulo.

Para hallar B usamos el teorema de superposicion. Para ello hallaremos B en

uno de los lados y después multiplicaremos por tres.

dl =dzg, ai?

. ]i/'jz ® T{“

-al2

El método que usaremos sera calcular el potencial magnético vector y después

hallar el rotacional del mismo para calcular B.
Como el problema no nos dice nada, supondremos que el tridngulo se encuentra
en el vacio.

Calculamos:

dzaz IJ'O az
1 Z N,
I/«/Z e 4 HNZ )//

1)
“+ || =] +r
I 2 2

4m -a —a)
—+ | — | +F
>4(7)

z




Ya podemos hallar B calculando el rotacional en coordenadas cilindricas

HOI a -
2 e

_ 41 a4 P
Ahora hallamos B en los tres lados, lo cual se n%s queda

_ = 3 a -
BTOTAL:3[B:1723‘P
LS £+r2
4

Con esto, calculamos la intensidad magnética del conjunto

ﬁ:BTOTALZE I?‘
Ho 4Tﬁ‘ i+r2
4

Para simplificar el resultado, usaremos el teorema de Pitagoras

5= A
B=lixA=_g, (0=
A or

ao

h-r

o A
243

De tal forma, volviendo a la formula que estdbamos desarrollando de la intensidad

magnética llegamos a que:



fi= 3I i
2n + - 31
Nel DM fi= i
2mpga ™
i Hw% o

En definitiva, el resultado final queda




Problema 8

- - =

El circuito se divide en tres tramos:

a) Corriente rectilinea sobre el eje z positivo
b) Corriente rectilinea sobre el eje y negativo
¢) Corriente sobre la circunferencia de radio a

a) Corriente rectilinea sobre el eje z positivo:

-

b) Corriente rectilinea sobre el eje y negativo:

Ley de Biot-Savart

éz,uol '[alvxéR
4mr s R’

R =distancia del
punto fuente al punto
campo

ap = vector unitario
del punto fuente al
punto campo

d'll a,=dl'x a,=0

=]
©

S



=-b = -btaga
cosqa
5 A 5 J'cosady_,uol 5 ? cosa b da =
°oam LR 4 4 b* cos’a
cos’ a
7
| 7 I
= Fo ay J'cosada:ﬂ—"axsena]oé :'UL”X
4 ! 4o 4rb
g, =t 5
¢) Corriente sobre la circunferencia de radio a:
=
z di' Da,
di
15 R’ =a’ +b’
a: dB
e y cos@ =—=% = dB, =dBcos 8
R dB
4dg dE
1 bt cos@ =2 = a

dE,

Por simetria, las componentes dBx
situados en la parte opuesta del circuito.

R (@ +b?)”

se cancelan con los elementos dI’



o) |9 g

dB
4am R’ 411 a’ +b’
!
B, ::§dBcosﬁ=’u° §d|ZCOS§
& 4 Za” +b
H,la H,la Hola’
B, = —§d = —m=—"0"
ama® +b?)2 & 4amal +b?)% 2(a? +b*) 2
_ la’
Bc :—Léz
2(a’ +b?) 2
2
= = = ulll 278
_a'X

B =B, +B,+B, =




Problema 9

plano
infinito

Y

En primer lugar, como nos piden que estudiemos la densidad de flujo magnético para
ambos lados del plano, distinguimos dichas regiones:

(a) Para Y>0
(b) Para Y<0

(a) En este caso aplicaremos la Ley de Biot-Savart, la cual transformaremos primero
para poder aplicarla a distribuciones superficiales.

En la parte de teoria vimos la expresion aplicada a distribuciones lineales (hilos conductores),
que tiene la forma:

é:ﬂou§ dl X2aR
4m < R

En notacion diferencial:

dB = ’u4° J Egl F;aR (*)
T

Como tenemos una distribucion superficial de corriente en el plano y=0, entonces nos
interesard tener la expresion de la Ley de Biot-Savart para superficies. A partir de la
expresion anterior valida para hilos conductores, obtendremos la expresion para
superficies, dando una anchura dx'a un hilo conductor, tal que:

hilo conductor
superficie conductora

Asi, la corriente infinitesimal y la superficie infinitesimal, en una superficie conductora,
a partir de este dibujo seran:

di = j x



ds'= dx'd!’

Ahora, sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (*), e intercambiando | por dl, se
tiene:

o = uz ;Ef" Epu”'xzaR _ Ho 4E1”de' Eqr'xzaR

Aqui observamos que los vectores dl'y | tienen la misma direccién y el mismo

sentido. Entonces podremos darle a | el caracter vectorial, y quitarselo a d', e
intercambiarlos en el producto vectorial:

B — :uo [dis'
4

AL i ;?R) S

esta expresion

{ixa) |
R’ ——> integrando

N X a
—> | B=f{2 EJ.SV(J—R) [ds' Ley de Biot-Savart para superficies conductoras.

Esta serd la expresion que utilizaremos para resolver el problema, que ademas viene
dada en funcion de la densidad superficial de corriente, que es un dato que nos da el
enunciado.

Por tanto, tomando un elemento infinitesimal de superficie y estudiandolo respecto un
punto P cualquiera en el eje y>0 :

z
A
% .
dspia |
Spr T ReF =T
\\ — \\\\\ P R
I >y
X
Realizando los cambios:
o . _r-r
R=r-r' y ar = ‘

=l
I
=l



Entonces, podremos expresar la ecuacion anterior de la forma:

r'3

o L luo TX(F_F') '
B-_Eqs'—‘r—”‘ [ds" (*x)

Observando el dibujo, se tiene que:

Producto vectorial

a 4, a4,
fx(f-r)=K, @ x(y&E -xa,-274,)=|0 0 K,|=-K,xxa -K,ya, =K,(-ya, -xa,)
- y -7

Como existe simetria respecto al eje Z, a la hora de integrar en la expresion, los
términos en X’ positivos se van a cancelar con los términos en X’ negativos, y por tanto,
va a desaparecer la componente del eje Y.

A continuacion, sustituyendo todos los datos en la expresion (**), se obtiene:

- 7K (- ya, ) Ex'dz
B=Fo 3
4 7 - (yz +x2 4772 )A

podremos tomar los limites de la variable x en el intervalo [0,+00) , y multiplicar por 2:

——> Como existe simetria respecto al eje Z,

N tote — va dz7 - +oo +oo ,
B — Zu’[o D KO( yax)mx Z - luo |:]KO Ey DJ. dZ mxv[ax —
a2 (yz x4 )2 21T ol (yz +X'2+Z'2)A
=_:uo |:]KO WD Z 1 dxv[éxz_luo I:KOEyDJ. (?;([axz —
2” 0 (X|2 +y2)(y2 +Xv2+zv2 2 B 7T ) (X +y )
N S 1 B
S B/[larctg[iﬂ a c—> B= E'UOKOaX (T)
T |y y)l,

Para y<0, se obtiene el mismo resultado, pero con signo opuesto, pues como ya hemos
comprobado, existe simetria en el eje Z:

B= UK, a, (T)




ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO.
Magnetostatica-M aterialesy Energia

1) Tenemos una arandela de radio interior a, radio exterior b, y espesor e (e « a), como muestra la figura. La
arandela estd imanada uniformemente, con M=M a,. Calcular: 7

3) Dos cilindros indefinidos coaxiales, cuyos radios estén indicados

en la figura, son de un material conductor con permesbilidades
respectivas Wiy Mo. Por los cilindros circulan corrientes del mismo
valor pero con sentidos contrarios. Se suponen uniformes las
densidades de corriente. Calcular la densidad de flujo magnéticoB
en funcion de la distanciaal ge, asi como la energia magnéticaen las
distintas regiones s lalongitud del cableesL.

4) Tenemos un sistema de conductores coaxiaes indefinidos, de radios R; y R,. Por €
conductor de radio R; circula una corriente | y por € otro una corriente igual pero de
sentido contrario. En e espacio entre conductores existe dos zonas de material con
permeabilidades |1, Y M. Calcular los vectoresH y B en €l espacio entre conductores.

B(T)

0. 58

a) Lasdensidades de corriente de imanacion.

b) Ladensidad deflujo magnéticoB enel gez (z»e). b _\
a \

2) En un medio magnético indefinido se practica un hueco
cilindrico, indefinido en la direccion del ge X. El hueco
se recubre con una capa cilindrica de otro material. La

H( Am1)

seccion transversal del sistema se muestraen lafigura. Sobre

Y d ge X situamos un conductor uniforme filiforme indefinido
por € que circula una corriente |. Las permeabilidades de los
dos materiales son =10y, ¥ p=100p,. Calcular los vectores
H,ByM enlosdistintos medios.

5) Disponemos de un toroide con una ranura de espesor d=2 mm. El radio
medio es R=10 cm. y su seccion tiene un radio de 1 cm. Sobre €
toroide se arrollan 1000 espiras por las que circula una corriente 1=2 A. El
toroide se ha construido con un materia cuya curva de primera
imanacion se muestra en lafigura. Suponemos que antes de aplicar la
corriente € materia estaba dessmanado. Ademas, se supone que no hay
dispersién de lineas de campo y que la seccién es la misma para el
flujo en material y ranura. Calcular la densidad de flujo magnético B en la
ranura o entrehierro.




ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO.
Magnetostatica-M aterialesy Energia

6) Halar:

a) Laautoinduccién de un solenoide alargado de longitud |, nimero de espiras N y radio R.
b) Coeficiente de induccion mutuay de acoplamiento entre dos solenoides coaxiaes de longitudes 1,y |
(I=>1,), nimero de espiras N, y N, respectivamente, y considerando ambos radios iguales con valor R.

7) Una linea de transmisién coaxial, llena de aire, tiene un conductor
interior sdlido de radio a, y un conductor externo superficial de radio
b. Calcular la energia y la inductancia por unidad de longitud de la
linea

] 8) Por e conductor rectilineo indefinido de radio a,

Ly indicado en la figura, circula una corriente cuya

E densidad es | = jorzaz. Una espira cuadrada, de
E lado a, esta situada a una distancia 5a del ge de la
corriente. El medio de permitividad 4 ocupa €
espacio de 20, y d de permitividad 1, € espacio de
z<0. Cadlcular la corriente que fluye por € conductor,
la energia del sistema, y € coeficiente de induccion
mutua entre el conductor y la espira cuadrada.

5.4

Ha ¢J

P N

4a < a

9) Un conductor rectilineo infinitamente largo transporta la corriente I;1. Un circuito conductor rectangular de lados
ay b estarecorrido por lacorriente I, y situado como seindica en lafigura. Determinar la fuerza resultante sobre
el citado circuito.

a a

10) Tres conductores rectilineos infinitamente largos, paralelos, coplanarios y separados entre
si la distancia D, estén recorridos por corrientes 11, 12 e 13 del mismo sentido, como se
indica en la figura. Calcular: a) La densidad de flujo magnético, B, que cada conductor
crea en los puntos ocupados por los otros dos. b) La fuerza por unidad de longitud que
aparece sobre cada uno de los conductores.




ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO.
Magnetostatica-M aterialesy Energia

11) Tenemos tres tipos de espiras situadas en un campo cuya induccion magnéticaes B = Boaz . Las tres soportan

una corriente |, y pueden girar alrededor del gje z ¢Cud de lastres gira? Razonar |la respuesta.
I I I

Z + Y

; ,,

a) b)

12) Sobre un toroide se arrollan N espiras por las que circula una corriente . El toroide tiene un radio medio b, y su
seccién un radio a (b » a). Se compone de dos mitades, cuyos material es respectivos tienen permeabilidades iy
Yy M. El plano que separa los dos materiales es perpendicular a la circunferencia de radio b. Calcular la
induccion magnéticay la densidad de flujo magnético en el interior del toroide.




Problema 1

a) Las densidades de corriente de magnetizacion vienen dadas por:

Densidad de corriente superficial: J, =M x4,
Densidad de corriente en volumen: j, =[CIx4,

Como el vector de magnetizacion es constante, |, =0. Es decir, no existen corrientes
de magnetizacioén en volumen.
Por otro lado, en las superficies superior e inferior M y &, son paralelos, por lo que en

ellas tampoco existird corrientes de magnetizacion. SoOlo existen corrientes de
magnetizacion en las superficies laterales, interna y externa. En ellas,

=Mag,

-M a,

Vs ext
Jms,int =

siendo &, el vector unitario coaxial de coordenadas cilindricas. Al ser la espira muy

delgada, las corrientes superficiales laterales de la arandela se asemejan a las de dos
espiras circulares concéntricas, de valor

=Me

l = Jmsext = Jms,int

y con sentido contrario, tal como muestra la siguiente figura.




Asi, para calcular la densidad de flujo magnético en el eje, podemos emplear la
expresion correspondiente a una espira,

a nuestras dos espiras equivalentes, y luego sumar ambas contribuciones (principio de
superposicion). Para la espira exterior se tiene que,

_ /AN S
Beq:)ira,eq - 0—3 a,
2(b* +22)
y para la interior:
_ _ooula
B&pira,int - _0—3%
2 (a2 +27° )2
Con lo que la densidad de flujo magnético total vale:
- b’ a’ Me
Bow = 3 3 dj > (&,

ez (o +2)



Problema 2

La tunica corriente libre es la del hilo conductor. Aplicando la Ley de Ampere a una
circunferencia centrada en el eje del sistema, de radio r:

§Hdl = Dibre

C
En C, H es paralelo a dl, y el modulo de H es constante, asi, éste puede salir fuera de la
integral:

§Hd|” = ¢ Hdl cos0° =2 Or[H

Por otro lado: |, =1 . Con lo que:

2nH:h:H:é;%:Hoﬂ{:H2

El resultado de la Ley de Ampere es independiente de la region en la que
estemos. Distinguimos tres regiones: una en el intervalo 0 <r <a con permeabilidad

M, ; otra para a<r <b con permeabilidad f, y otra parar>b con i, ).
Para hallar la densidad de flujo magnético,B , es necesario solamente aplicar la ecuacion
B = y-H en cada regién. Asi:

BO = Uy -Ho = ’g—ol a, (para la primera region)
T
B, = u,-H ——1|é _ Sk a_ (parala segunda region)
1 1T = % N p gu g
B, =,H, = 'g}z_rl a,= SO/ a, (para la tercera region)

Para hallar el vector de magnetizacion, M , utilizaremos en cada region la expresion:

—

B=uM —H =M =24

> |w



Con lo que:

M o =—— I:IO =0 (para la primera region)
Ho

- B 5 _9 .

M,=—-H, =—4a, (paralasegunda region)
Hy 21w
B, 5 _991_ .

=—~-H,=——-72a ara la tercera region
2 ,L12 2 21T (] (p g )

Nota. Sabemos que el problema est4 bien hasta aqui porque el vector de magnetizacion
en el vacio es nulo.



Problema 3

Por laley de Ampere generalizada:

— —

H-B-w,

’,‘. <j§CI:Idr:H<jSCdI:H2m

donde, para todas las regiones, C es una
circunferencia concéntricaderadior:

H27 = ljipd
liibre = |
H=135-p=Hj
* om? Y S
2 2
ma” > | | =r_|
" > liibre libre 2
3 SR A
H=———Ia=B=uH, =B = la
1 273 [ 1 Iul 1 1 2m2 ()
:
I > (c® - b «_T -Db
I'> (mr’-mb’) c2 —p?
\ r’—=p*> c*-r?




|

2 _ .2 R
_ I(c 2r Z %:Bzz,uzl(c rz)#q)
2mmr(c® —b?) 27m(c®-b%)

2
W 1 B—dv::>vvi :lj—

dv=I127wdr [regidn

b 2 b 2 2
:EJ'&Zmldr :ij'uo—lzlrdr SqE Hol b
27 4 a

a 2 2
0

'ul 167T
c*In®
5 c 2] (2 _ 2 2 T~ 2 _p?
w, =2 [ B o =2 [NC D) gy 2T p 36 oD
24 M, 2y 2mr (c”—-b%) 4 | (c”—-b°)° 4(c” -b)

0 ~2
W, -1 §2mldr =w, =0



Problema 4

Para resolver el problema utilizamos el teorema
de Ampere y la continuidad de la componente
normal de B en las intercaras entre los dos
materiales, ay b (ver figura).

Aplicando el Teorema de Ampere generalizado a
una circunferencia de radio r concéntrica, al ser la
intensidad del campo magnético en ella tangente
de moédulo constante, teniendo en cuenta los dos

materiales:

gﬁﬁ'drzllibre
C

-~ =~ T 377

Hd =(=H,+—H,)r ; | =]

f (2 1 2 2) libre
Vi 37T
con lo que: (EH1+7H2)-r =1 (1)

Por otro lado se cumple la continuidad de las componentes normales de B en las
dos intercaras: B, = B,,

Como los vetores B, y B, son normales a las intercaras, la componente normal
coincide con su modulo:

B, =B =H, B, =B, =u,H,
Conlo que: y-H,=u,-H, (2)

Las ecuaciones (1) y (2) forman un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas. Resolviéndolo se llega a que:

H’ = 2|/'12 .lé’_ Fi :—2|'u1 'la
b, +3py v Y LTy + 3,

2

Y para las densidades de flujo magnético:

B =B, = 211, 1, -lé

74y +344, T

@




Problema5

Para encontrar la induccion magnética aplicamos el teorema de Ampere a un camino cerrado
concéntrico, de radio igual al radio medio del toroide. Ademas, tendremos en cuenta la relacion
no lineal entre B y H dada por la curva de imanacion.

En las intercaras toroide-ranura aplicamos la continuidad de las componentes normales de B. Si
suponemos que no hay dispersion de las lineas de campo en la ranura, B s6lo tiene componente
normal en las mencionadas intercaras, con lo que B es uniforme en todas las zonas. Es decir, en
las intercaras toroide-ranura se cumple que:

B] BZ

Bin=B:
Ban=B2
Bin=Bx»n = B=B1=B;
La aplicacion del teorema de Ampére conduce a la ecuacion siguiente,

3€ﬁ6|’=H1(27R—d)+H2d=N| (1)
C

donde H: y Hx son las intensidades del campo magnético en el toroide y la ranura
respectivamente.

Por otro lado, en la ranura:
B, =4H, =B, (2)
Despejando H; en la Ecuacion (2) y llevandolo a la Ecuacion (1) obtenemos,

H,(2/R-d) =—O|B1 +NI
Hy
Con lo que:
__ . (2/R-d) NI

Bl H d H1 + H F (3)

que, sustituyendo los valores que nos da el problema (N, I, d, R), lleva a la siguiente ecuacion:

B, =-3'95x107*H, +125 (4)

Como se indica en la figura del enunciado, representando dicha ecuacion en la gréfica de la
curva de imanacion, la solucion del problema viene dada por la interseccion entre dicha curva y
la recta representada. La densidad de flujo magnético del material en el interior del solenoide
vale:

B=058T




Problema 6

a) Para una espira la autoinductancia se calcula como:

L=2

I
donde ¢ es el fluyjo magnético a través de una espira, e | la corriente que la

atraviesa.
Generalizando, para un solenoide de N espiras la autoinductancia sera:

siendo ¥ el flujo magnético a través del solenoide, e I la corriente que fluye por él.

Si el solenoide e la suficientemente alargado y con un nimero elevado de espiras,
podemos considerar que la densidad de flujo magnético en su interior es constante,
en la misma direccion que el eje del solenoide y con el sentido dad por la regla de la
mano derecha con la corriente. Asi, el flujo magnético en el solenoide sera:

p=B[5
donde S es el area de la seccion transversal del solenoide, de valor 77R’, siendo R el
radio interno del solenoide. Para calcular la densidad de flujo magnético en el
solenoide, aplicamos la ley de Ampere a una trayectoria rectangular cerrada con uno
de los lados dentro del solenoide, paralelo a su eje, y de longitud la de éste, |. Este
lado interno es el tinico que contribuye a la circulacion, por lo que se llega a que:

BI= NI = B=/”’°|—NI

Con lo que el flujo magnético en el solenoide vale:

_ Ny, IR
|

Y la autoinductancia:
_ N’y R’
|

L

b) Sea a el subindice empleado para indicar el solenoide largo, y b el corto. El
coeficiente de induccion mutua puede expresarse como:

N
Lab - |b¢a

donde @, es el flujo magnético del solenoide aen b, o sea

@ =B R’



Aplicando al solenoide a la expresion obtenida en el apartado anterior para la densidad
de flujo magnético en el interior de un solenoide, se llega a que

—_ /'loNaI alﬂz

a Ia

— /JONbNaﬂRZ
I

a

L

El coeficiente de acoplamiento se define como:

siendo L, y Ly los coeficientes de autoinduccion de las bobinas a y b respectivamente.
Procediendo de forma analoga a como se obtuvo el coeficiente de induccion mutua, se
llega a que

N; TR? N27R?
L, =#0 | y L = IbnR
a b

con lo que, tras simplificar, el coeficiente de acoplamiento vale

Kﬁ
la



Problema 7

Para calcular tanto la energia como la inductancia por unidad
de longitud, calculamos primero la densidad de flujo de

magnético, B, en todas las regiones.

Sabemos que: l. = L]d?

| . : corriente que atraviesa S

S: superficie a través de la cual circula la corriente. Elegiremos

circulos concéntricos de radio r

j : vector densidad de corriente
Nota: Para las tres regiones se va a cumplir que ]Haé
- Region [ (r < a):

|c(r):jS]-Es:ij-ds: jjsds: jr?

ﬁ Como parar = &
I

— 2 9. H—
& l@=jm =1; j=—F
na
|, r?
Por tanto, | .(r)=— 7" =— I
B a

-Region Il (a< r < b):

En este caso la corriente lc es constante, igual a toda la que circula por el

conductor interior.

- Region 11 (r > b):

Como las corrientes por los conductores tienen sentidos contrarios:

fHd =1,

Ahora calculamos B por la ley de Ampere generalizada:



H : Vector intensidad de campo magnético. En medios lineales: H = —

Y si el medio es ademas homogéneo tenemos: :ﬁ: Bdl =44,

El sentido del recorrido de C (y por tanto de J) y el de

B. Los fijamos atendiendo a la regla de la mano derecha con la
corriente, segun se indica en al figura.

Como vemos, BHdI . Ademas, por simetria, el modulo de

—

B solo dependera de su distancia al centro.

Tenemos entonces que para cualquier region: @E = §CB-dI = Biﬁ:dl =B2m=4..
Asi:

- Region I:
r? = ol -
B2mr =pu—1; B= a
Ha 2|’
- Region 1I:
— /JI -
B2m =4 ; B=—"—ay
27T

- Region III:

B2 = 10; B=0

. i . . l oo
Calculemos ahora la energia magnetostatica mediante la expresion: W = 5'[ H-B-dv

— B o .
En nuestro caso, como H =— (medio lineal y homogéneo):

w :2i B v = jBZ v jBZ v L [Bhav
/’I o0 11
Suponiendo que la llnea tiene una longltud [, el elemento infinitesimal de longitud vale:
dv =27zl-dr
Entonces para cada region se tiene que:

- Region It




- Region II:

b
W, :LJ‘BZd _L

2mldr =
2772r
2
A1 lj dr = A I1E
4 4m  a
- Region 1II:
W, =lj82-dv=o
2u

el b
Entonces W =W, +W, +W,,, = 4 (4 +In —j
T a

Luego la energia por unidad de longitud vale: (W/I) = A (4 +In aj Jm™

Para calcular la inductancia empleamos la relacion que liga la energia magnética
o 1
de un circuito con ella: W = B LI*

Despejando:

L= 2ﬂ=|_:ﬂ(l+1n9j
E 2m\4  a

Por lo que la inductancia por unidad de longitud sera: (L/I) Z#(%Hng) Hm™
T a



Problema 8

a) Calculo de la corriente

Para calcular la corriente total utilizamos la

En las tapas J//d§ => JES=J0@S  Con lo que,

donde se ha tenido en cuenta que en cilindricas,

I :ISapaJrzdszj aapad of > 27T dr

I definicion de intensidad de corriente:
=l
| = L] [dS
- en donde J es el vector densidad de corriente, y
S cualquier superficie atravesada por la corriente.
& En nuestro caso S seria una de las tapas del

cilindro.

ds=27mrdr

Ahora bien, debemos distinguir dos zonas:

a) Fuera del cilindro.

J ma’

l o :IoaJor22mdr =

b) Dentro del cilindro.

J m’

line :J.OrJorZZmdr =

Céalculo del coeficiente deinduccidon mutua:

L=g/l,,

donde @es el flujo magnético que atraviesa la espira, debido a lex:

j e B, ds

Para el célculo de B utilizamos ley de ampere generalizada, teniendo en cuenta que el
medio no es homogéneo. Ademas, por la simetria del problema, la intensidad del campo
magnético es tangente a la superficie de separacion entre los dos materiales que
conforman el medio. Con lo que,

Por tanto,

Hiz-H2, = Js= 0 => Hy, = Hy,
Hi, = Hi
Hz, = H>

H]_:Hz: H



La intensidad del campo magnético no va a depender del material en que se encuentre,
tan solo de la distancia a la corriente. Aplicando entonces la ley de Ampere generalizada
a una circunferencia concéntrica con el eje del conductor, y de radio r:

jCH *dl = 27rH =1

Con lo que,
. I
Hmt = Z;I;T a‘¢
~ I
H, =-—23a
“ 2m’

La densidad de flujo magnético en la espira es distinta en cada material. Asi, con Hoy,

B1 = MiHex paraz >0
B2 = MoHex paraz <0

Y el flujo magnético a través de la espira vendra dado por:
o= Ll MHedS 4 | H,H 08

donde S = S;+S, es:

o
S, | } E

y ds = (a/2)-dr. Como la intensidad del campo magnético es perpendicular a la
superficie rectangular que rodea la espira, es paralela a ds, con lo que

Hee ||dS = H,, (85 = H,, [ds
y el flujo magnético viene dado por:
o= ::ul H.. %dr n ::uz H.. gdr
Sustituyendo obtenemos:

@=1[J,a In(6/5) (Mi+H2) ]/ 8

Luego:
L= @/lex= [a(M1t12) In(6/5)]/4TT



Problema 9

A
v

2a

Tenemos que calcular la fuerza resultante sobre el circuito de la figura. Para ello
lo primero que tenemos que saber es el campo magnético producido por el hilo
rectilineo. De la teoria sabemos que el campo producido por un hilo rectilineo infinito
es:

siendo la corriente I, I; en nuestro caso, y R la distancia al hilo infinito.
Teniendo la expresion del campo tenemos que buscar la expresion de la fuerza
que ejerce un conductor sobre otro y viene dada por:

F,=1[dxB
donde 1 es en esta expresion la corriente I, de la espira, Bel campo magnético que

existe a través de la espira, debido a I, dl es el desplazamiento infinitesimal a lo largo
de la espira y con el sentido de la corriente I, .
Ahora vamos a calcular las fuerzas que se producen en cada lado del circuito:

a V“
> B Todos tienen misma direccion /

l2 ‘}
b y sentido indicados por >

A
I1 A 1 / : Todas las flechas g
<+ negras que no sean B —> F

3 m

< / dl <+— Todas las flechas grises

A
v

2a

Aplicando sobre cada lado la expresion de la fuerza, obtenemos la fuerza
magnética total resultante. Ahora nos fijamos en la fuerza 2 y 4. Como vemos en el
dibujo tienen la misma direccion pero sentido contrario con lo que se restan. Pero si nos
fijamos mas atin vemos que el modulo es también el mismo pues B varia de igual forma
en un lado que en otro, debido a que la distancia a hilo recto infinito es la misma. Asi,
las fuerzas magnéticas 2 y 4 se anulan.

— —

F,=-F

m4 m2



Nos quedan entonces las F,y F_,, cuyas direcciones son las mismas pero sus

sentidos son contrarios, al igual que pasa con las fuerzas anteriores. Sin embargo, esta
vez los mddulos no van a ser iguales debido a los lados 1 y 3 no se encuentran a la

misma distancia del hilo recto infinito. Es obvio que el modulo de F, va a ser mayor

que F ., debido a que el campo Bes mas fuerte cuanto mas cerca del hilo infinito.

m3
Hallamos dichas fuerzas y las restamos para obtener la fuerza resultante.

Ifml - Izj‘al xéz_lzj"dlBé:y :_|ZBId|§y :—IZB|§.y :—|sz§y :—ﬂohlz%ay

Fm, = IZJ-a| XI§:|2.[d|B§y zlzBJ-dlay =1,Bla, =1,B0a, =11, 27?26151

y

— = = b . b . _ b 1 1),
Fm:le"'Fm3z_ﬂolllzﬁay"',uolllzvaay_ﬂolllzg(_z"'zjay

=~ b .
Fm:_ﬂolllzﬁ%

Nota: Utilizamos coordenadas cartesianas para indicar la direccion y sentido de las
fuerzas.



Problema 10
(a) La densidad de flujo magnético sobre cada uno de los conductores:

CONDUCTOR 1

I I I
Boi
7 \ 7 \ 7 \
B3 PO -
@ A
AY ’/

Como se trata de un hilo infinito, mediante la Ley de Ampére:
¢ Bdl =4,
C

Llegabamos a la expresion:

S /N B

B=X1a
27

Para un hilo conductor rectilineo por el que circula una corriente 1.

En nuestro caso, la densidad de flujo en el conductor 1 sera la suma de la densidad de
flujo del conductor 2 sobre el 1 y la del conductor 3 sobre el 1. Asi que:

B: = B2 + B3
Por tanto, calcularemos Bai mediante la expresion antes citada:

_Hly
By =

Para darle caracter vectorial a la densidad de flujo nos vamos al dibujo y nos fijamos en el sentido de la
corriente. Por la regla de la mano derecha, vemos que la densidad de flujo es perpendicular al plano yz, y
con sentido hacia fuera. Por tanto, tendra el sentido del eje positivo de las x :

§21 _'%IZ éx

2/

Calculamos a continuacion la densidad de flujo del conductor 3 sobre el 1:
— I I, -
B = Hols :/uosax

2m2d) 47




Si sumamos ambas expresiones y sacamos factor comun:
= 'uo N
Bi=_ " [1,+21,] &,
Obtendremos la densidad de flujo magnético en el conductor 1.

CONDUCTOR3

I I I

T - 8@23

B

Por simetria, para el conductor 3 obtendremos:

— I
823 = —& é)(
2

Si le damos caracter vectorial veremos que al ir la corriente hacia arriba, por la regla de
la mano derecha, la densidad de flujo es perpendicular al plano yz y hacia adentro(en el
sentido negativo del eje de las x).
Para la densidad de 1 sobre 3 :
— | |
BB:_%I éxz_%léx

271(2d) 47d

Si sumamos ambas expresiones y sacamos factor comun:

B; :_4/;70d[|1 +2|2] a,

Obtendremos la densidad de flujo para el conductor 3.

CONDUCTOR 2

L I I3




Calcularemos:

B, =Bix +Bs2
Por tanto:

— I R

B, = Foly

~ o™

Para darle caracter vectorial nos fijamos en el sentido de la corriente. Como va hacia
arriba, por la regla de la mano derecha, la densidad de flujo sera perpendicular al plano
yz y hacia adentro. Por tanto, en el sentido negativo del eje de las x.

Para el caso de B3: serd en el sentido positivo del eje de las x, ya que la densidad de
flujo sera perpendicular al plano yx y hacia fuera.

o) =/%|3—
* T om

Sumamos y sacamos factor comun:

B :2"7’70d[|3 -1]a,

(b) La fuerza por unidad de longitud que aparece sobre cada uno de los conductores.

CONDUCTOR 1

L I I

dl

A A A

E2|_>

Fa >

La fuerza en el conductor 1 serd la suma de la fuerza que ejerce el conductor 2 sobre el
1 y la que ejerce el 3 sobre el 1.

Fi =Fx+Fa
La calcularemos mediante la expresion de la fuerza magnética en un conductor:
F=1[ dxB

C

El d tendrs la direccion y sentido de la corriente. Calculamos Fa .

N
Fy =1, [ dl B, =‘;°ﬂldzjcdz



Donde hemos tenido en cuenta que el diferencial de longitud ( d ) es perpendicular a
By ademas que dl = dz.
Por tanto, tenemos que:
F21 — Ho | 1 | 2 5
I 2

Para darle caracter vectorial tenemos en cuenta que se trata de dos corrientes paralelas
en el mismo sentido, con lo que la fuerza tendra el sentido positivo del eje de las y.
La contribucion del conductor 3 sera:

IE31 — Mo\l
I 4

S1 sumamos y sacamos factor comun:
F | .
_1 = Hy!, [I3 +2|2] ay
| 4/

Obtendremos la fuerza por unidad de longitud para el conductor 1.

CONDUCTOR 3

I 15} I

Para el caso del conductor 3, por analogia con el conductor 1, calcularemos la fuerza
por la expresion del caso anterior, para la fuerza por unidad de longitud del conductor 2
sobre el 3 obtendremos:

Ifzs — _:u0|2|3 =
I 2

Para darle caracter vectorial, como en el caso anterior, teniendo en cuenta la regla de la
mano derecha y teniendo en cuenta que se trata de dos corrientes paralelas del mismo
sentido y que, ademas los conductores 1 y 2 estan situados a la izquierda del conductor
3, obtendremos que la fuerza ira en el sentido negativo del eje de las y, como podemos
observar el la figura.
Para la contribucion del conductor 1 obtendremos:

Fs — _/Uollls éy
I 4




Si sumamos y sacamos factor comun:
F o ul
3 —_170"3 =
| - [ | 1 +21 2] ay

Obtendremos la fuerza por unidad de longitud para el conductor 3.

CONDUCTOR 2

Para el caso del conductor 2, utilizaremos las mismas expresiones que en los casos
anteriores. Para la fuerza por unidad de longitud del conductor 3 sobre el 2,
obtendremos:

—

Fy _ Ll
| 27/ %

Para darle caracter vectorial tendremos en cuenta la regla de la mano derecha 'y que el
conductor 3 esta situado a la derecha del conductor 2, donde queremos calcular la
fuerza. Obtendremos que la fuerza ird en el sentido positivo del eje de las y, como
podemos observar el la figura.
Para la contribucion del conductor 1 obtendremos:

F

12 — /'1012—'

I 2

Para darle caracter vectorial tendremos en cuenta la regla de la mano derecha y que el
conductor 1 esta situado a la izquierda del conductor 2, donde queremos calcular la
fuerza. Obtendremos que la fuerza ira en el sentido negativo del eje de las y, como
podemos observar el la figura.

S1 sumamos y sacamos factor comun:

z_luoz[| |1]~

Obtendremos la fuerza por unidad de longitud para el conductor 2



Problema 11

| L | vli
Y /_\
N |
L VL \ 4
A Y Y ) g .y
B
e
+ \ Mercurio T
a) b) c)

Como sabemos, cuando tenemos un conductor por el que circula una corriente I en una
region del espacio donde existe un campo magnético, sobre dicho conductor aparecera
una fuerza magnética que viene determinada por:

Ifm:J'dTXB

Nos piden que averigiiemos qué espira gira, por lo que tendremos que realizar un
analisis del sentido de las fuerzas en cada sector del circuito, y luego interpretar si éstas
se van a compensar, o van a hacer que la espira gire.

a)

En el dibujo podemos observar la direccion y sentido de los

I ~
¢ 5 dl (vectores en rojo).
< I > Comencemos nuestro estudio por los conductores verticales:

En todos ellos se va a cumplir que dl =dz[@2 (Ver Nota(1))
y como By di son paralelos, dl x B=0, por lo que Ifm =0,

[*)}

Nota(1): tener en cuenta que si queremos colocar di en forma
de modulo-vector, dicho médulo es —dz, porque un elemento
diferencial es un incremento infinitesimal, asi que como
vamos en el sentido decreciente de las z entonces dz por si
solo sera negativo. Por otro lado su caracter vectorial sera - aZ

>y
+
LA

. , por lo que simplificando quedara dl = dz[&Z.
Nota(2): di siempre va en el mismo sentido de la corriente.

Continuamos por el conductor 5:
Enél di =dylay y di xB=dy[B, &
Llevando este resultado a la integral obtenemos que:




L
F :I_J'zdy[Bom:MN
m 2 0 4

Tener en cuenta que la corriente que pasa por el conductor es I/2, ya que suponiendo
conductores 0hmicos y como ambas ramas tienen la misma longitud, entonces la
resistencia que provocaran al paso de corriente es la misma.

Conductor 6:
Nuevamente el proceso es el mismo:

di =dyay (ver nota (1))
di x B = —dy [Bo [{—aX) = dy [Bo [&X
Por lo que:

L s
ﬁm:lIZdyEBomX:——l BolL [ax
290 4

Conductor 7:
di =dy&y (ver nota (1))
di x B = —dy [Bo [{—aX) = dy [Bo [&X
Sustituyendo en la féormula:

F =I—J'fdyEBo@7<:——l EBOEI'&XN
24 4

Conductor 8:
d = dyay
di x B = dy [(Bo (&%
Por tanto:

F =I—J'0LdyEBom7<=—l EBOEI'mXN
29 4

Como se puede observar tanto las fuerzas sobre /
los conductores 5 y 7 como las de 6 y 8 se van

a compensar porque tienen el mismo modulo y
sentido contrario. Por tanto esta espira NO

GIRA.

Notar que las fuerzas sobre cada conductor son /
constantes debido a que el campo es fijo. / ‘

El diagrama de fuerzas quedaria de la siguiente

manera:




b) El procedimiento va a ser totalmente analogo:

En primer lugar hay que tener en cuenta la corriente
s I I’. Suponiendo conductores éhmicos la resistividad
que provocan al paso de la corriente es:

_ L

\ 4 T os
donde L es la longitud, ¢ es la conectividad y S es la
seccion. Tenemos dos ramas, una de longitud L y
otra de 3L, entonces como la conductividad y la
seccion es la misma, la resistencia de cada conductor
\ 4 sera R y 3R. Por tanto, haciendo un divisor de

\ 4

I,, Y

A

) I
corriente, obtenemos que |'= 2 de donde se deduce

. 31
que por el otro conductor ird |'"'=—

Nuevamente en los conductores verticales el producto vectorial va a ser cero, ya que

di'y B son paralelos:

dl xB=0
Y entonces:

Conductor 5:
di = dy [ay
di' x B = dy [B, [&%
Por tanto:

B} | (B, L
sz'—dethomz—OD BN
4o 4

Conductor 6:
di =dyay (ver nota (1))
di x B = —dy [Bo [{—aX) = dy [Bo [&X
Por lo que:

| (Bo L&,

E =1 ("ay Boms = N
m_Zij 0 -

Como se observa, las fuerzas sobre el conductor 5 /
y el 6 se compensan, ya que son de sentido
contrario, por lo que la espira NO GIRA.

El diagrama de fuerzas seria:




& S El estudio de esta espira se puede realizar a partir de los
| resultados obtenidos en a).
En los conductores verticales no van a aparecer fuerzas.
4 4 Las expresiones de las fuerzas que aparecen sobre 5 y 6 son

exactamente las mismas que en 5 y 6 de a):

ﬁ/ Conductor 5:

L
F. =|—'|'2dy (B, (&% TBLE
2o 4

Conductor 6:

_IBolL[E,

- | -t
=—| 2 X =
F. 2J'0 dy [Bo [&x 1

Tener en cuenta que el mercurio es un conductor liquido, es decir va a permitir que la
corriente circule por el y a la vez no va a influenciar sobre el movimiento de la espira.
El diagrama de fuerzas seria:

i
\

—

Como se puede observar esta espira SI GIRA.



Problema 12

Resolveremos el problema sabiendo que el sistema es un circuito magnético, para ello
primero calcularemos las reluctancias de ambos materiales que llamaremos R; y Ry para
el material p; y po respectivamente. La reluctancia viene dada por la longitud del
material partida del producto de su permeabilidad y su seccion (para el caso de un
toroide), por tanto:

b R~ P

Ha H,a
Como ambas reluctancias estan colocadas en serie (el flujo que las atraviesa es el
mismo, esto es asi ya que b>>a y a las condiciones de continuidad), la reluctancia total
del circuito seré la suma de ambas reluctancias y por tanto el flujo por el circuito sera:

R]_:

q) — NI/”]/'IZaZ
(4, + )b

Por otro lado como el flujo a través del toroide es constante también la densidad de flujo
magnético lo serd, y ademas al ser la seccion del toroide constante, tenemos que:

o) :jé-cfs:J'B-ds: BJ'ds: B/A’

Y finalmente tenemos:

él R — NIz, 4,
(L, + )71
|:|1 = él = N|,L12
(4, + 1,) 70
|:| 2 = él/ = Nl'ul



ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO. Electromagnetismo

1) Cacular la fuerza electromotriz inducida en una espira por un par de hilos paraelos de gran longitud, por los
gue circula una corriente igual pero con sentidos contrarios.

|l | A
i h

2) En un semiespacio z> 0 existe un campo magnético, B = B-éx, constante. Un circuito plano, contenido en e
plano x= 0, esta formado por una semicircunferencia de radio R y centro O, limitada por un didmetro,

. Este

construidos con un material conductor homogéneo, cuya resistencia por unidad de longitud es p =
2+

T
circuito gira en su plano arededor de O con velocidad angular contante, w = E-ax (rad/s), estando inicialmente

el diametro coincidiendo con € ge X, y lasemicircunferenciaen laregion z> 0. Calcular:

a) El flujo del campo magnético B = Ba, através del circuito. Representar gréficamente su valor en funcion
del tiempo.

b) Lafuerzaedectromotrizinducidaen el circuito.

c) Laintensdad de la corriente eléctrica que circula por € circuito, indicando su sentido, en funcion del
tiempo. Representarla gréficamente, tomando como sentido positivo € contrario a de las agujas del rel ).

d) Lafuerzaquee campo magnético B = B-éx gjerce sobre el circuito.




Problema 1

Calcular la fuerza electromotriz inducida en una espira por un par de hilos paralelos de
gran longitud, por los que circula una corriente igual pero con sentidos contrarios.

2 1
]
a ‘ Z
a5
r, 4l v
L > // h
r
I X
\ 4
b
1
__de _ — (B -dS _[B.q8
‘9—_E ) =a+e Q—J-Bl'dS,, @_IBz'dsz
- I o .
B = ;IO (-a,) (Deducimos las direcciones y sentidos de los campos
ﬂl
= | . .
B, = éu—o (a) atendiendo a los sentidos de las corrientes)
n2

atl b+l
N _ Uy1h (a+lj A _—4,1h (b+|j
= | —-(-hdr)= Ln ; = | —|(-hdr,)= Ln
@ 27 (=) 27, a & Ian( :) 27, b

a 1

dS =hdr(-4,)




Problema 2

a) =§(rad/s), y también :%,

siendo @ el éangulo recorrido en funcién del

tiempo t como se indica en el dibujo : w&

La formula del flujo es:

@= Lé-d§ = LB-ds: B Lds: B'S siendo S la X

superficie del circuito atravesada por el campo.

Se considera que B es paralelo a ds, por lo que su producto escalar es igual al
producto de sus modulos.
Ademas, como B tiene modulo constante lo podemos sacar de la integral.
La superficie S en cada instante sera, aplicando una regla de 3 con una circunferencia
(angulo 27)

n_

S= a-Rz , entonces sustituyendo: @= n—;a-BRz (Wb)

. a . it
De la formula anterior de w= e obtenemos a = «-t, y sustituyendo @, a = By

n(2-1)

Entonces @= ‘BR?, con t[ [0,2] (estos valores de t son para completar media

vuelta, es decir, que la espira salga del campo.)

A partir de t = 0, instante en el que la espira se encuentra completamente dentro del
campo, el desplazamiento la va sacando de €1, por lo que la expresion del flujo es
decreciente hasta t = 2, instante en el que la espira estd completamente fuera del campo
(y el flujo se anula).

Para t[] [2,4] se obtiene una expresion similar, pero el flujo es ahora creciente, dado que

la espira va entrando en el campo.
En adelante la grafica sera periddica.

¢
B8R
2
t(s)
2
b) La expresion de la fuerza electromotriz inducida viene dada por la variacion del
flujo respecto al tiempo:
f=-2 Mg (v

d 4



B R’
4
t(s)
_TBR
4 2 4 6
C) La corriente viene dada por la ley de Ohm, que dice que la intensidad es la

relacion entre la tension y la resistencia del conductor, siendo la tension la f.e.m:

=é , y la resistencia es U =p(mR+2R) =R, siendo (7/R+2R)la longitud de

la espira ( 7Res la longitud de la semicircunferencia y 2R el didmetro)

Con lo que queda:

n»
B " BR o
| = 1 =—BR (A)
(R+2R) *
2+n
I
nBR
4
t(s)
_nBR
4 2 4 6
d) Dividimos el camino de la espira en 2 partes, a la semicircunferencia la

llamaremos Cj, y al didmetro lo llamaremos C,.
La formula de la fuerza magnética es:

F =GB =F, +F, =11 [ db +]_ b
C

- En C, ,

Cuando 0 <a <rr,

pasando a coordenadas polares :

di xB = dI-B-sen90- a. (en el sentido que obtenemos mediante
la regla de la mano derecha)

d = cos@a, +senda,




dl = Rdé@ (Utilizando la formula del arco)

Con lo que nos queda, sustituyendo:
d'xB = B-R(cos 84, + sen@8,)-dé

y por otro lado tenemos que HD[O', 771 , como vemos en el dibujo.

F =] dxB =["BR(cos#a, +sn6a,)d6 =BR[sena, —cos 63, | =2BR( -senard, +cos a4, )

Cuando 77<a <2 m,lasemicircunferencia esta subiendo, y tendremos que:

60[0,a 7]
- En Cz:

Hay que recordar que el campo B solo existe para y > 0, dl
por lo tanto, cuando a = 0, la linea del didmetro se encuentra sobre y, By

y la fuerza es nula. - dlx B
En otro caso: 1dh x

di B = dI-B-sen(90)[sena-d, —cos -

Ahora, cuando 0 <a < 77, los limites de integracion son | ([0, R],

Por lo que la integral queda:

F,=[_dxB :IORdI-B(sena-éy —cosa-d,) =B-R(serwa, —cosa 4, )

Cuando 2 7m>a > 77, tenemos la misma situacion pero a la inversa, y la fuerza sera

igual pero de signo contrario, ya que el diferencial de I ir4d en sentido contrario.
Sumando:

—

F=F +F, =I-BR(-sena-g, +cosa-d,)(N)



