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MA1101-5 Introduccién al Algebra
Profesor: Mauricio Telias
Auxiliar: Arturo Merino

Pauta 9 : Sumatorias
23 de mayo del 2017

P1. [Reconocer sumas conocidas]
Calcule las siguientes sumatorias:

n—1 n—1
a) Y k(k+1) b) (k +nk)(k —n)
k=1 k=0
Solucién 1.
a)

n—1 n—1 n—1
Sh(k+1)=> K +> k
k=1 k=1 k=1

b) PENDIENTE.
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P2. [Acotamiento e Induccidn]
Se definen los ntimeros armonicos como:

—Zl—1+ T
_:k 3 n

Demuestre que
1+ 5 <Hp <14

Solucién 2. Demostremos primero que 1+ § < Han:

= Caso Base: (n=0)

L1 0
Hp=3 1=121+40
k=1
= Hipétesis Inductiva:
Hyn > 1+ 3.
= Paso Inductivo:
Probemoslo para el caso n + 1. Notemos que:
277+1 gn+1 1
Hanr = Z Z > -
j=27+1 J
————

(1) (2)

Por H.I. tenemos que (1) > 1 + % y notemos como la sucesion 3 es decreciente podemos minorar los

términos la suma de (2) por 54 es decir nos queda:

2n+1
M+ > 1+5+ > o
j=2n41
_ n n+1 n 1
= GO
_ o Ln, 22
BT
n +
=1
T

De donde concluimos el resultado.
Demostremos ahora que Hor < 14 n:

= Caso Base: (n=0)

= Hipétesis Inductiva:
H2n S 1 +n.

= Paso Inductivo:
Probemoslo para el caso n + 1. Nuevamente separemos la suma en dos partes:

2n+1 gn+1
H2'n+1 = E E E
j= 2"+1
——

(1) (2)
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Por H.I. tenemos que (1) < 1+4+ny

términos la suma de (2) por

De esto concluimos el resultado.

Obs : Notemos que esto implica que la sucesion H, no es acotada, pero crece extremadamente lento. En
efecto estas cotas nos dan que Hozo = Hygas576 €s tal que:

De hecho Hl(]48576 ~ ].474

1
notemos como la sucesiéon — es decreciente podemos mayorar los
J

decir nos queda:

<

<

2”2*51 1
14+n+
1 gn+l _ on
+n+( )2n+1
2"(2-1)
l1+n+ —————~
27 + 1
14+n+ 2" + ! 1
n _
2n 41 241 241
— ————
0
1 1—-—
+n+ 9 11
1+ (n+1)

11 < Hyoassre < 21
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P3. [Cambio de Indice]

m(m+1)
2

Para m > 1 calcule Z (26 —1)

j=mim=h) 4y

Soluciéon 3.

% m—1 m(mil)
2i—l=) 2{it——F—+1)-1
m(mz—l) ZO < 2 >
i=—a—+1 -
m—1 -1
=2 ity mim—1)+1
i=0 =
m(m —1
:%_’_m(m(m—l)"‘l)

=m —m+m3—m2—|—m

Obs: Esto se conoce como el teorema de Nicomaco y se puede reescribir de manera mds agradable como:

12 =1

2 = 3+5

3 = 749+11

43 = 134+15+17+19

5 = 214234+254+27+29

este teorema ademds provee una demostracion “corta” de la formula para la suma de cubos.
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P4. [Racionalizacién]

Calcule
Z\/ k(k +1) \/W—S-\f)
Solucion 4. Racionalizando tenemos:
Z 1 Z 1 VE+1-Vk
< R+ D)(VE+1+VE) = VEE+)VE+1+vVE) VE+1-VE
:z": VE+1-Vk
kzl\/k(k—kl)(k—f—l k)
:2": VE+1 Vk
= \/k(kJrl) VE(k+1)
1 1 1

I
NE

k \/k;—i-l vn+1

Telescépica

ES
Il
-
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P5. [Fracciones Parciales]

Calcule: 4
- 1 " 2k +1 o~ i+ 1
I S S N DY ¥
= k(k—1) = k(k+1) = JjU+1)
Solucién 5.
a) Supongamos que:
1 A B
- =4
k(k—1) k k-1
Veamos si esto ocurre para algunos valores de A y B, en efecto:
é+ B  Ak-1)4+Bk (A+Bk-A
Ek—1  k(k—1) k(k—1)
De esto tenemos las ecuaciones A+ B =0y —A =1, de esto tenemos A = —1 y B = 1. Reescribiendo la
suma tenemos:
k(k—1) “~k—-1 k = n
k=2 k=2
Telescépica
b) PENDIENTE
¢) Haciendo fracciones parciales en - +1) tenemos:
1 _é+ B A+1)+Bj (A+B)j+A
jG+1) J o g+l iG+1) JG+1)
De esto tenemos las ecuaciones A+ B =0y A = 1. Por tanto A =1y B = —1, calculemos ahora la suma:
i+1 z”: , |
> Z = 20+ > =5
=5 j=1 3G +1) i=5 j:lj(]+1)
—_——
Fracciones Parciales
- 0y (G-
i=5 j=1 jooa+l

Telescopica

_ i(¢+1)<1z_+11>

1=5
n
= D
=5
n 4
- Yy
=0 =0
—~— =~
Gauss 1Gauss
= n(% ~10
n? +mn — 20

(n— 3)(71 +5)
2
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P6. [Telescopical

Calcule:
a) z”: k- k! b) z": ! c) k2 d) z”: sin(2k)
k=1 . k impar \ka +2k+ 1+ \3/k2 -1+ \3/k2 —2k+1 k=1 (k + 2)' k=1

Solucion 6.

a)

Zn:l«k!:Z(kJrlfl)'k!
k=1 k=1

=> (k+1)-kl — k!
k=1

> (k4 1) - k!

k=1

Telescépica

=n+1)-1

b) Para facilitarnos la vida, definamos a = vk + 1, b = v/k — 1. Notemos entonces que lo de adentro de la
suma es:
1 B 1 a—>b a—b a—b 1

a? 4 ab + b2 _a2+ab+b2.a—b:a3—b3 T2 T2

Aplicando esto en la suma:

(VE+1-VE—-1)

n 1 n 1 \ ,
= —(Vk —Vvk-1
k;};ar\3/k2+2k+1+\3/k:2—1+€/k:2—2k:+1 k%ﬁg( " )
1 n
=3 > (Vk+1-VE-1)
k impar Telescépica
1
25\3/n+1

N k2F S (k+2-2)2k
Z(k+2)!*zw

= (k42)2F 2k
= (k+2)  (k+2)

n 2k 2k+1
=2 k+1)! (k+2)

Telescépica

21 2n+1

(1+1)  (n+2)!
2n+1

 (n+2)!
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d) Recordemos la formula del producto de sin:
2sin asin 8 = cos(a — ) — cos(a + )
Tomando o« = 2k y 3 = 1 tenemos que:

2sin(2k) sin(1) = cos(2k — 1) — cos(2k + 1) = cos(2k — 1) —cos(2(k+1) — 1)

Aplicando esto en la suma tenemos que:

> sin(2k) = zn: cos(2k — 1) — cos(2(k +1) — 1)

— — 2sin1l
1 n
= — Zcos(Zk; —1)—cos(2(k+1)-1)
2sinl — —
Telescopica
1
= Sl (cos(1) — cos(2(n+ 1) — 1))
1
= Sl (cos(1) —cos(2n + 1))
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P7. [Suma por casos]
Se pide calcular en funcién de n, el valor de la suma

2n
> (DR,
k=1
procediendo como se indica:
(i) Escriba la suma de los términos pares, usando k = 2i, con i € {1,...,n}.
(ii) Escriba la suma de los términos impares, usando k = 2i — 1, con i € {1,...,n}.

Solucién 7.

2602 _ - 2 nn+1)@2n+1)
Z(—l) (2i) _4;1 =4 S

D=1)PT2i-1)2 =) 4t +4i- 1
=1

:—4§n:i2+4§n:z'—§n:1
=1 =1 =1

_ _4n(n+1)(2n+ 1) +4n(n+ 1) .
6 2
= 74n(n+ 16(2n+ b +2n(n+1)—n

Sumando el resultado de 1) y de 2) obtenemos:

(n+1)(2n+1) 4n(n +1)(2n+1)
6 6

(1)+(2):4n +2n(n+1)—n=2n(n+1)—n=2n>+n

Que es el valor de la suma pedida.
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P8. [Armar el teorema del Binomio]
Demuestre ® y calcule las sumatorias:

o 1) =n(i0)

a) kz:%k(;‘)

b) Dado p € R, Z k(Z)pk(l —p)nk,

k=1
n—2 _ k n
¢) kz k(le)? (k)

0 S0 e-2 ("),

=3

+
w o

=

Solucion 8.

(®)

n
) AT
~ n(n—1)!
T =) (k—1)

(n—1)!

=N

(n—1— (k- 1)k —1)!

—(;71)

|
3

n—1
lk‘l’n*l*k‘
(")
k=0

Teo. Binomio
=n(l41)" !

— non— 1

10
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n

D

@pk(l —p) "

k=1
®
¢)
k(-1 0\ &S (k- 17
n k) n
k=0 k=2
B n—2 (]4; _1
k=2 n
n—2
k=2
n—2

Teo._l%inomio
np(p+1—p)"
pn

n—4
-2 -2 —2\ .
— (n _ 1)72 7n=3 <Z - 3) 4 7n—2 _ n=3 (Z - 3) _me2 Z (’n . )7k]
k=0
=0
I n—2
-2 | =3 (T ) Zgne2 n=2\ pn—o—k
—(n—1)7*| =7 (n_3> 7 *Z( . )71 ]
- k=0
Teo. Binomio
2 [ n—3 (T — 2 n—2 n—2
=0T =T L) T8

11
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d)
Sevua (') = S ) S e (7))
®
o) el
= (n+ 3)2(_1)k_2 (n ;: 2) _ zg(_l)k_g (n Z 3>
_ (n+3):§(—1)k—2(”22) _ Qg(_l)k_3<n-]:3) Ly
Donde %:_(n+3)<1_(ni_g)>+2(_1+<n1—3>_<n;—3>)

Continuemos con el calculo anterior:

n+2

(n+3)> (-1)F2

(1)

n+2

(n+3)z

k=0

n+2
k

(")

(_1)k1n+2—k +2 Z

n+3

_ QZ(
k=0

n+3

(

(

n+3
k

)i

) (_1)k1n+3—k +%

n+3

k=0

Teo. Binomio

%
~+3) (1 (

n+2
1

®
n+3

—(n+3)+2( )

n+3—2=n+1

(n+3)(-1+1)"2+2(-14+ )"+ %

>)+2(_1+<
—(n+3)+(n+3)<ni_2) —2+2<n1r3) —2(

n+3

)1

1

=n+3

Teo. Binomio
n—+3 n—+3
1 2

))

n+3
2

n+3
2

)=("2)

12
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P9. [Sumas multiples]
a) Calcule:

b) Sea b€ R\ {1}. Calcule la siguiente suma:

¢) Calcule:

Solucion 9.

a)

[~]-
7N
e
+
AL
N—
Il
(]

<§k+ 27;1 )

=1

Gauss Suma‘dc unos
41 27
_ 302 ) ;2
i=1 J
n_ .2
J J
= — - 2']
25ty t
j=1
Cuadrados, Gauss y Geom.
_ nn+1)@2n+1)  n(n4+1) 27T —2
B 12 1
_ n(n+1) 2n+1+1 Lontl g
4 3
_ n(n+1é(n+2) Lot g

13
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=0 j=0 =0 j
——
Como 0<i<n
n A y n i
>0 ((5)+ 2 ()
i=0 §=0 J j=i+1 J
——
=0

Teo. Binomio

bi(1+1)°

= Yy

i=0
——

Geométrica pues b;é%
(Qb)n-',-l -1
2b—1

|

Geométrica

n i+l _ 1

:82 5

=0
SEO¥E )
=0 i=0
Geométrica y suma de 1’s
gl — 1
=4 (3 5 —(n+ 1))

=2(3"? -3 -2n-2)
=2-3""—10—4n

14
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=175=0

n n n n .
(i) |50
k=1 k 7j=0 J
S B (e
k=1 7=0 J

n Teo. Binomio
Z k (Z) a1+ a]”

®

n - n—1 k—1
(1+a) n;(k_l)a

n—1
1+a)ny <" . 1)ak1n1k
k=0

Teo. Binomio
n(1+a)"(1+a)"?
n(1+a)2n—1

15
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P10. [Reescribir]

a) Calcule la siguiente suma:
a+ aa + aaa + aaaa + ... +aa...aaq

Donde a es un digito.
Hint: Le puede ser util calcular primero el caso a = 9.
b) Considere, para n € N, la suma
1+2 14243 1+24+34+...4+n
+ + ... +
3 3 n
Escriba S como una sumatoria doble y calcule su valor.

S =1+

Solucién 10.
a) Siguiendo el hint, demostremos el caso n = 9 primero. Notemos que:
n
_ 2 3 n _ k
94+99+999+...+99...99=(10—1)+ (10° = 1)+ (10° = 1) + ...+ (10" = 1) = Y (10* —1)

n 9’s k=1

Calculemos esta ultima suma:

i(lo’un: im’“ - il
= k=1 =1

k=1 k
~—— S~~~
Geométrica  Suma de 1’s
10"+ — 10
=—n
9

Volvamos al problema original. En efecto:

a+aa+asa+aaaa+...+aa...aa=a(l+114+ 111+ 1111+ ...+ 11...11)
n a’s n 1’s

a
§(9+99—|—999—|—...—|—99...99)

n 9’s
a (10"t —10
=—|———n
9 9
b) Notemos que:
FEDVELID IALID N SLENIID VLI o) FELIE oS b o
Tl 2 3 no &y et
j=1 j=1 i=1
Calculemos S ‘
Y
==
_ Z}J(j‘Fl)
=72
1 b
j=1  j=1
1 1 1 3

16
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P11. [Perturbacién I]

n
Queremos calcular Y k2% para esto calcule:
k=0

n

> k2P (4 1)27T = (k+1)28
k=0 k=0

n
y llegue a una ecuacién para > k2*.
k=0
Obs: La idea de agregar el término siguiente y llegar a una ecuacion se conoce como método de la perturbacion

Solucién 11. PENDIENTE

17
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P12. [Intercambio de sumas I]
Demuestre que si a,, es una secuencia, entonces:

n n
> > ag=y, Y ai
i=17:j=0 méd i j=14: divide a j

Hint: Note que no puede intercambiar las sumas pues los indices no son independientes, independicelos definiendo
una cantidad c; ; apropiada.

Solucién 12. PENDIENTE

18
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P13. [Perturbacién II]
Definimos, para n > 1, r # 1:

n
Sn Z kr*.
k=1
a) Demuestre, sin usar induccién que:
n—1
Sp =71(S, —nr’™) + Z rktt
k=0

Hint: Use cambio de indices en S,.
b) Pruebe, nuevamente sin uso de induccién, que:

— (n 4 1)t — 2

r
Sn = (1-7r)2

Solucién 13.

a) Siguiendo el Hint:

= krktt 4 Z rhtl

n—1
ekt
k=0

k‘rk'H

+m"

+1 _ pypntl + Z 7Jc+1
n+1 + Z ’I“k+1
krF — ) i
1 —

n—1
=r(S, —nr") + Z rktt
k=0

b) Calculando la Geométrica de la parte anterior tenemos:

k=0

=0 7"0“ +r

/_\\/
3

Sp=1(Sn —m™) + Y ¥ = S, =18,
k=1

_ TLTn+1 +

Trabajando esto un poco tenemos:

r—prntl

T

"t (1 —7r) r—7
1—r 1—r

,nrn+1 + nrn+2 R

1—r
r—(n+1)r"tt 4 npnt?
1—7r

Sp(1—7r)= ntl

—-nr

n+1

+1

rn—i—l

-7
r—1

19
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Dividiendo por (1 — r) se concluye.

20
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P14. [Coeficientes]

a) Determine el valor de k si los coeficientes de ¥ y de 2%*1 en el desarrollo de (3z + 2)** son iguales.
b) Encuentre el coeficiente que acompaiia a 17 en (1 + 2% 4 27)2°

¢) Encuentre el coeficiente que acompana a x'2 en (14 22 + 2° + 27)2°

Solucién 14.

a) Por el teorema del binomio:
L _ _
(Br+2)'4=>" (j )(3:6)]21“
j=0

Luego si el coeficiente que acompana a k y a k+ 1 son iguales tenemos que:

14 kold—k 14 k+1old—k—1
2 = 2
(1):
14\, _ 14,
k - \k+1
u 14! 3
k:!(14f BN (k+1)!(1411—k—1)!
9 = 3
k(14 — k)! (k+1)1(14 — k — 1)!
(k+1!2 B (14 = k) 3
k! (14— k—1)
20k+1) = 3(14—k)
2k+2 = 42—k

De esta ltima ecuacién concluimos que k£ = 8.

b) Lo resolveremos de dos formas, una primera usando iterativamente el teorema del Binomio y una segunda
usando argumentos combinatoriales. Usando el teorema del binomio tenemos:

(1+LL‘5+$7>20 — (1 +p>20
—— \ ,

p Teo. Binomio

EE: (20)]20 ”

0 (20) )i
x —|—x
0

Teo. Binomio

G% <>wan
0 j=0
0 4
()()au>n
7=0

=0

| I
8 I

3

2

(=)

Il
[4

3

2o

Notemos que la tnica forma de formar 17 con los exponentes que tenemos es como 2-5+1-7 = 17, es
decir necesitamos que:
ji=1 i—-j=2 = j=1,i=3

Luego tenemos que el coeficiente que acompaia a z'7 es:

13! ! .19
(20)(3)20.3. 20! :20 19 18:10~19~18:3420

3 1 it 172l 10

21
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Otra forma de hacerlo es mediante el siguiente argumento combinatorial. Notemos que nosotros tenemos
el siguiente producto:
5 7 5 7 5 7
I+2°+z") (142’ +2") o (I+z°+z")
20 veces

Notemos que cada vez que obtenemos un término de este producto lo que hacemos es elegir 1 elemento de
cada paréntesis y multiplicarlos juntos. Nuevamente para obtener 17 tenemos que elegir dos z° y un 7.
;De cuantas maneras se puede hacer esto? Notemos que los z° los podemos elegir de (220) maneras (pues
esto es elegir 2 elementos entre 20) y al hacer esto hay dos parentesis que no se pueden ocupar, luego elegir
el 27 se puede hacer de 18 formas, por tanto el total de formas de formar x'7 (y por tanto el coeficiente
que acompaiia al 2'7) es

20 20! 20 - 19
18 = 18 = 18 =10-19 - 18 = 342
(2)8 T 5 18=10-19-18 = 3420

No lo haremos mediante el teorema del binomio (pues hay que hacer 3 teoremas del Binomio). Nuevamente
tenemos un producto del estilo:

A+2>+2°+2)Q+22+254+27) ... Q4+22+25+27)

25 veces

. De cuantas maneras podemos formar 127 De las siguientes formas:
12=6-2, 12=2-5+1-2, 12=1-5+1-7

Notemos que para la primera forma tenemos que elegir 6 dos entre los 25 paréntesis, esto se puede hacer
de (265) maneras.

Para la segunda forma tenemos que elegir 2 cincos y un dos entre los 25 paréntesis, esto se puede hacer de
(225) 23 maneras.

Para la ultima forma hay que elegir un cinco y un siete, esto se puede hacer de 25 - 24 maneras.

Por dltimo cada una de estas opciones aporta a formar coeficientes para z'2, por lo tanto el coeficiente que

acompaia a 21?2 es:

25 25 25! 25! 25.24.23.22.21-20 25-24
2342524 = 25.24 = 2524
<6>+(2) S 6!19!+(2!23!>+ > 65432 3.2 P

Simplificando tenemos:

5-23-22-7-104+25-4+25-24 =177100 4 100 + 600 = 177800

22
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P15. [Expandir y Contraer]

Argumente que:
n k n

> ok2h=>" "ok

k=1 =1 k=j

Use esto para calcular la suma del lado izquierdo.
Obs: Este método de reescribir una suma como una suma doble se conoce como expandir y contraer.

Solucién 15. PENDIENTE

23
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P16. [Técnicas]
Calcule )" _, k* mediante perturbacién y expandir y contraer.

Solucién 16. Veamos que pasa si perturbamos k% con el término siguiente:

n+1

z": k2 + (n+ 1 Z k2
k=1
= Z(k +1)?
k=0

=> K +2k+1
k=0

—Zk2+2kzok+21
S)3CI RS

k=0,
Notemos que esto no funciona, pues se van a ambos lados [Z k=0 kz] que era la suma que queriamos calcular, a
pesar de eso concluimos la férmula para la suma de k al perturbar k2.;Que pasa si perturbamos k2?

+2 +(n+1)

n+1

zn:kB' (n+1)3 ZkB
k=1
=Z(k+1)3
k=0

=> K +3k%+3k+1
k=0

:ik3+3ik2+3ik+i1
k=0 k=0 k=0 k=0

Notemos que de esta tltimo podemos despejar la suma de los k2. Tenemos:

que era lo pedido. Resolvamosla ahora mediante expandir y contraer:

zn:lf Zk+k+ +k
k=0 k veces

2

Definamos para intercambiar las sumas a c;;, como:

1 sil<j<k<n
Cik = .
0 sino

24
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Sigamos calculando la suma pedida:

<.
I
1 —-

e B N 1 1 )
=g X a2 g | e

n 1 1
=— > s +1n(n—|—1)+§(n3+n2)
j=1

Si llamamos S a la suma buscada tenemos la siguiente ecuacion:

_t 1 L3, o
S = 5 S+4n(n+1)+2(n +n)

De donde se puede despejar S.

25
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P17. [Intercambio de sumas II]

Demuestre que
n—1ln—1

itioi _10”—1
ZZ<>2+]3 J 5

Jj=0 i=j

Hint: Para demostrar lo anterior debe intercambiar las sumas. Para ello defina la cantidad

o — 1 si0<j<i<n—-1
Y771 0 sino

parai € {0,... ,n—1}, j €{0,... ,n— 1} y dsela en forma adecuada.

Solucién 17.
a) Notemos que:

n—Ln—

1 1 n—1n—1 n—1ln—1
( )22+]3Z j_ Z ZCZ]< )2Z+J31 J — Z ZCZJ( >22+331 J
7=0 i=j5 =0 1=j 7=0 =0
Notemos que como ¢;; vale 1 cuando 0 < j <7 <n—1y 0 cuando no las igualdades anteriores son vélidas.
Esto se hace con el fin de que los indices queden independientes unos de otros (antes teniamos i = j en el
indice de la suma de la derecha). Una vez hecho esto podemos intercambiar las sumas:

n—1ln—1 n—1ln—1
I MAHEECEED D MR
7=0 i=0 =0 j=0
Veamos ademés que como ¢;; = 0 si ¢ > j, entonces:
n—1ln—1 3
S ()2 =S5 (1)
i=0 j=0 i=0 j=0
Esta ultima suma la podemos calcular por los métodos que ya conocemos. En efecto:

S (s - Ses (o

=0 j=0

Teo. Binomio

n—1
= ) 2(2+3)
|

= > _(10)’
=0
—_———
Ge%métrica

9

De donde concluimos lo pedido.
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